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Logica Digital y Tecnologia de Computadores
Un enfoque prdactico mediante simulacidn con Logisim

Jesus Salido Tercero

Resumen

Esta obra estd concebida como manual docente para la asignatura de primer curso Tecnologia de
Computadores impartida en el grado en Ingenieria Informética de la Universidad de Castilla-La Mancha,
aunque puede ser empleado en otras titulaciones para materias relacionadas con el Disefio y Anélisis de
Sistemas Digitales. El texto se divide en tres partes:

I.- Representacion de informacion y logica booleana (Caps. 1 a 3),
IL.- Sistemas Combinacionales (Caps. 4 a 6), y
III.- Sistemas Secuenciales (Caps. 7 2 9).

El rasgo diferenciador de esta obra reside en su enfoque practico mediante utilizacién intensiva
de simulacién légica de circuitos digitales. De este modo se facilita la experimentacién inmediata e
intuitiva de los circuitos digitales, independientemente de su complejidad. En una primera aproximacion,
la simulacién l6gica de los circuitos permite obviar los aspectos pricticos de su realizacidén fisica,
otorgando mas relevancia a los aspectos formales de su andlisis y disefio l6gico. La herramienta de
simulacion opensource elegida en esta obra ha sido Logisim [1] ( ), un programa
multiplataforma de software libre.

En los nueve capitulos de esta obra se incluyen 122 ejemplos practicos explicados que cubren tanto el
andlisis como disefio de sistemas légicos, y alrededor de 170 circuitos 16gicos elaborados con Logisim,
que se pueden recrear facilmente. Cada capitulo finaliza con una seccién de problemas propuestos, hasta
un total de 174, cuya resolucion se aborda en una obra complementaria —en preparacion—.
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La Tecnologia de Computadores es una materia obligatoria en los estudios universitarios de Ingenieria
Informadtica. Sus contenidos, tratados también en otras titulaciones técnicas relacionadas, se centran en el
estudio de los mddulos constituyentes de los sistemas digitales para abordar su analisis y disefio.

Los aspectos del funcionamiento electrénico y 16gico de los sistemas digitales han sido cubiertos por
excelentes obras de referencia en el entorno académico, como las preparadas por el profesor Thomas
L. Floyd [2] y el profesor Morris Mano [4], entre otras. En este contexto el rasgo diferenciador de la
modesta obra que aqui se presenta, reside en su enfoque practico mediante el uso intensivo de la simulacién
l6gica de circuitos digitales. Su propésito es facilitar la experimentacién inmediata e intuitiva de los
circuitos 16gicos digitales, independientemente de su complejidad.

La simulacidn l6gica de circuitos permite obviar los aspectos practicos de implementacion fisica que
son menos importantes en un primer curso de Ingenieria Informatica, en el que adquiere mayor relevancia
aprender los métodos de andlisis y disefio l6gico de sistemas. La herramienta de simulacidn logica elegida
para la preparacién de esta obra ha sido el programa informadtico Logisim [1] (www.cburch.com/logisim).
Esta eleccion se basa en las caracteristicas siguientes que lo describen como:

» [ntuitivo: Se requiere poco esfuerzo para aprender, en cuestion de minutos, los conceptos basicos
que permiten la simulacién l6gica del primer circuito.

» Multiplataforma. Al estar programado en Java, se puede ejecutar de igual modo en cualquiera de
los sistemas operativos mds habituales como Windows, MacOS o Linux.

» Gratuito. Esta disponible en Internet sin coste ni limitaciones de uso. Ademas, debido a los escasos
recursos necesarios, se puede usar en equipos informdticos muy modestos.

= Abierto. Su cédigo fuente es piiblico,' lo que facilita su estudio y mejora continua.

Aunque en la actualidad Logisim se emplea en mas de 150 centros académicos de todo el mundo,
existe carencia de manuales docentes en los que se aborde su uso en materias relacionadas con el estudio
de la Logica Digital y 1a Tecnologia de Computadores. Este hecho justifica el esfuerzo para preparar este
manual en el que se proporcionan circuitos de ejemplo con Logisim para facilitar su andlisis y simulacién
16gica, cubriendo en su totalidad los contenidos tipicos de la asignatura de Tecnologia de Computadores.”

IDisponible en: https://sourceforge.net/projects/circuit/.
2 Asignatura semestral (6 créditos ECTS) impartida en la UCLM en el primer curso del grado en Ingenieria Informatica.



El texto de esta obra se divide en tres partes:

IL-

IL.-

III.-

Representacion de informacion y légica booleana (Caps. 1 a 3).

Comienza con un andlisis breve de la naturaleza de la informacién y su representacion en los
sistemas digitales. El Capitulo 2 se centra en el manejo de informacién numérica mediante los
sistemas de numeracién ponderados para motivar la existencia de distintos cédigos binarios y las
operaciones aritméticas elementales efectuadas con ellos. Esta parte finaliza con un capitulo amplio
destinado a describir el alcance del dlgebra de Boole a través de sus resultados y herramientas de
aplicacion a los circuitos digitales construidos con puertas 16gicas elementales.

Sistemas Combinacionales (Caps. 4 a 6).
La segunda parte de esta obra estd dedicada al andlisis y disefio de sistemas digitales combina-
cionales. En ella se describen los principales médulos combinacionales empleados en el disefio
Jjerdrquico de sistemas digitales que cubren la funcionalidad de transmisioén de datos, conversion de
codigos y operaciones aritmético-légicas.

Sistemas Secuenciales (Caps. 7 2 9).

Contempla la descripcion del funcionamiento de los distintos tipos de biestables que constituyen las
celdas elementales de almacenamiento del estado en los sistemas digitales. Ademds, se describen los
dos tipos de mdédulos mds importantes en los sistemas digitales secuenciales: registros y contadores.
Esta parte finaliza con un capitulo destinado al anélisis y las técnicas de disefio de sistemas
secuenciales sincronos mediante el empleo de los autématas finitos.

A lo largo de nueve capitulos se incluyen 122 ejemplos practicos explicados que ilustran los contenidos
y procedimientos expuestos, ademds de sugerir la realizacién de ejercicios complementarios. La obra
contiene alrededor de 170 circuitos l6gicos que se pueden recrear facilmente con Logisim. Cada capitulo
finaliza con una seccién de problemas propuestos, hasta un total de 174, cuya resolucion se abordard en
una obra complementaria —en preparacion—.

Esta obra ha sido concebida como una guia de estudio personal en la materia que puede ser empleada
también como un manual de referencia para el profesorado. Se distribuye de modo libre y gratuito para
fomentar su accesibilidad y promover su uso sin limitaciones, esperando que pueda ser de utilidad a
cualquier estudiante con interés en sus contenidos, e incluso para el personal docente en la preparacion de
clases de teoria y practica. El autor agradece a cualquier persona que utilice esta obra, la comunicacién de
erratas, omisiones y cualquier sugerencia que contribuya a mejorar su aprovechamiento.

Jestis Salido Tercero
(jesus.salido®@uclm.es)
Ciudad Real, 2023



Notacién

A,B,C,D,...:
f(A,B,C):
f(A,B,0) :
F(A,B,1):

X/y:
X=[ABC...]=[Xp1...Xi... X1 Xo| :
y=[fgh .| =Dn-1---yi---y10] :
Qi = [Qn—l---Qj---QIQO] .

AB=A-B:

(AB) =(A-B)=A-B:
(A+B)=A+B:
A®B=AB +A'B:
A®B=(A®B) =AB+A'B :
m; :

Mj:

Ym(3,4)=m3+my:
[IM(3,4) = M; - My :

*

Variables ldgicas. Se empleard preferentemente letra maytscula.
Funcién légica f dependiente de las variables A, By C.

Valor de la funcién f(A,B,C) si C =0.

Valor de la funcién f(A,B,C) siC = 1.

Entrada/Salida de sistema secuencial.

Variable de entrada multibit definida como agrupacién de »n bits.
Funcioén de salida multibit definida como agrupacién de n bits.
Estado de sistema secuencial codificado como agrupacién del
estado binario individual de n biestables.

Secuencia de n valores, habitualmente binarios multibit.
Operador NOT (negacién).

Operacion logica AND o producto 16gico.

Operacidn logica NAND (producto negado).

Operacion l6gica NOR (suma negada).

Operacidn logica XOR (OR exclusivo).

Operacion logica XNOR (OR exclusivo negado).

Minitérmino o producto canénico, con valor binario i.
Maxitérmino o suma candnica, con valor binario j.

Suma abreviada de minitérminos.

Producto abreviado de maxitérminos.

Valor comodin (0/1, A’ 0 A) de variable, empleado en la expansién
de términos no candnicos.

Empleado para representar las condiciones libres de una funcién
16gica o un valor flotante en simulacién con Logisim.
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1.1

Para entender los principios de funcionamiento de los sistemas digitales es esencial comprender la
naturaleza y representacién de la informacién con la que estos operan. En este capitulo se analiza las
caracteristicas de las sefiales digitales y la informacidn contenida en ellas.

Senales digitales vs. seniales analégicas

Atendiendo a la naturaleza de su origen, la informacién procesada en los sistemas digitales se puede
considerar de dos tipos:

Continua. Se asocia habitualmente con magnitudes fisicas cuya evolucién temporal admite una repre-
sentacién matemdtica mediante una funcién continua, ya que puede adoptar cualquier valor dentro
de un rango. Ademads, dicho valor puede cambiar en cualquier instante de tiempo. Por ejemplo:
temperatura, presion, velocidad, aceleracion, etcétera. Para estas magnitudes fisicas también se
cumple que a un intervalo infinitesimal de tiempo corresponde una variacién infinitesimal de la
magnitud.'

Discreta. Si toma solo valores determinados. Esto es, cambia a «saltos». Se puede asociar a acciones
puntuales de tipo TODO/NADA (encendido/apagado) y a informacién elaborada artificialmente,
como los simbolos empleados para nombrar y contar cosas o atributos asociados a una persona. Por
ejemplo: ndmero de hijos, estado civil, DNI, estado de un interruptor, dia de la semana, etcétera.

Dependiendo del mecanismo empleado para la representacién de informacion, esta se puede clasificar
como:

Analégica. Si la representacion admite infinitos valores dentro de un rango determinado.

Digital. Cuando la representacién solo permite un nimero finito de valores contenidos en un rango.
Como los sistemas digitales emplean una representacion basada en el c6digo binario, compuesto
por concatenacion de digitos ‘1’ y ‘0’, se asume que los sistemas digitales son aquellos que emplean
el cédigo binario para la representacion de informacién con una precision fijada por el nimero de
digitos binarios (bits) empleado y el rango de valores representados.

'En lenguaje matemético esta propiedad se conoce como diferenciabilidad, equivalente a afirmar que la funcién tiene derivada
finita.



1.2

4 Capitulo 1. Intfroduccién a los sistemas digitales

La figura 1.1 muestra distintos tipos de dispositivos de representacién analdgica (termémetro de
mercurio y reloj de agujas) y digital (display de temperatura y despertador digital).

Tl o i
L e
o LA T
= CLATA

(a) Analogico (b) Digital

Figura 1.1: Dispositivos de representacion analégicos y digitales.

Recuerda que «digital» y «continuo» no son términos antagénicos, ya que tanto si la informacién
original es continua como discreta, admitird una representacion digital mediante c6digos construidos
por concatenacidn de bits (‘0’ y ‘1°). Eso si, en cualquier método de representacién de informacion
se emplea un conjunto finito de simbolos determinado por la resolucion requerida.

El sistema binario

El sistema binario emplea dos simbolos o bits” {0, 1} asociados a los dos tnicos digitos posibles para
representar la informacion digital. La eleccién del sistema binario se debe a la facilidad con que es posible
reproducir, mediante dispositivos electrénicos, los dos estados o niveles 16gicos representados por un
bit. La interpretacion de estos dos estados puede ser muy diversa. Por ejemplo: 0/1, abierto/cerrado,
apagado/encendido, verdadero/falso, etcétera.

Aunque es habitual asociar el nivel 16gico ‘1’ con un valor mayor de tensién (p. €j., 5 V) que el nivel
16gico ‘0’ (p. ej., 0 V), en la practica dicha asociacion es dependiente del sistema digital concreto y la
tecnologia microelectrénica empleada para su fabricacidn. En realidad, los estados 16gicos de una sefial
estan asociados a rangos excluyentes de valores de tension, dependiente de la tecnologia empleada. En la
seccion 1.4 (pag. 9) se amplia informacién sobre este aspecto.

Los estados binarios de un sistema digital se obtienen habitualmente como salida de un componente
electronico denominado transistor. El funcionamiento simplificado de un transistor se asemeja al de un
interruptor microscdopico, sin partes méviles, cuyo estado (abierto/cerrado) estd controlado por una sefial
eléctrica de pequefia potencia. Mientras que un interruptor mecanico cambia de estado por aplicacién
de una fuerza externa, un transistor es gobernado por una sefial eléctrica. Asi ocurre con los transistores
MOSFET, cuya tensién Vgg gobierna el estado de conduccién del transistor. A su vez, las sefiales de
gobierno se pueden generar por otros transistores, de modo, que la concatenacién de acciones muy simples,
permite construir sistemas digitales flexibles con funciones l6gicas muy complejas.

La capacidad de computo y procesamiento de informacién en los sistemas digitales actuales deriva del
gran nimero de transistores que son capaces de albergar sus unidades de procesamiento —en la actualidad
un tnico circuito integrado llega a albergar decenas de miles de millones de transistores— y su velocidad
para cambiar de estado —del orden de mil millones de cambios por segundo—.

La figura 1.2 muestra el esquema de un transistor MOSFET (Metal oxide semiconductor Field-effect)
de efecto de campo tipo nMOS. La aplicacion de una tensién (Vg=5 V) en el terminal G de puerta (gate)
de dicho transistor provoca la formacién de un canal con portadores de carga negativa en el semiconductor
que lo compone, de modo que se permite el paso de corriente eléctrica entre los terminales S (source)
y D (drain). En este caso el transistor se comporta como un interruptor cerrado que permite el paso de
corriente entre los terminales mencionados. Se dice que el transistor estd en estado de conduccion. Por el
contrario, cuando Vg=0V, el transistor no conduce y su comportamiento es andlogo al de un interruptor
abierto que impide el paso de corriente entre sus terminales. En este caso también se dice que el transistor
estd en estado de corte.

ZDel inglés binary digits



1.3 Codificacion digital 5

n-MOS _ Dprain (D) p-MOS

Puerta Drain (D)
Fuente  (Gate) Drenaje
W, [Source) V. [Drain) v,
L Gate (G) Gate (G
Source (S) Source (S)

Vp Vp=0V

Canal

&
f—eo—=

1 Polisilicia [ Didgsida de silicia — i

SusTrato [ Silicio B Metal conductor Vs=0V Interruptor Interruptor
[Substrate)

L cerrado si Vg=Vpp abiertosiVg=0V

Figura 1.2: Gréfico de la composicién de un transistor MOSFET de fipo npn, simbolos y diagramas eléctricos
equivalentes.

Mediante disefio jerarquico, un sistema digital se construye a partir de médulos funcionales sencillos
cuya agrupacion permite crear nuevos médulos para aumentar progresivamente la complejidad del sistema
final. Como se indica en la figura 1.3, el nivel més sencillo de un sistema digital estd constituido por
transistores. A partir de ellos se construyen las puertas 16gicas elementales (NOT, AND, OR, etc.), cuya
agrupacion permite disefiar médulos combinacionales basicos (decodificador, multiplexor, codificador,
etc.). Mediante la asociacién de sucesivos niveles de complejidad en el sistema digital se obtienen disefios
con mayor funcionalidad (ver figura 1.3) y sucesivos niveles de abstraccion.

o - S—
S S — D—LD e
14 =00l |
8
“““““ . o B
, -4\—}7 ] > T
[ T o T :
: ” ] Puerta légica o ==
| g (NAND) Circuito I6gico \ Sistema Digital

RS S A |

Transistor

Subcircuito en chip
(n-MOS)

Chip en placa

Figura 1.3: Esquema jerarquico de estructura de un sistema digital

Ten en cuenta que en un sistema digital los ceros y unos no existen como tales. En realidad, se trata
de dos estados posibles a los que se representa —por conveniencia— con los simbolos ‘0 y ‘I’
para desarrollar la teorfa de los sistemas digitales de informacién basada en el Algebra de Boole.
Los dos estados 16gicos en los que se basan los sistemas digitales pueden ser de distinta naturaleza
(6ptica, magnética, mecdnica, etc.) pero en la actualidad su manipulacién en un computador se
realiza mediante su conversion a sefales de tipo eléctrico.

1.3 Caodificacion digital

La codificacion digital de la informacién emplea un c6digo binario para su representacion. Las codificacio-
nes posibles se basan en concatenar un nimero determinado de bits {0, 1} de modo que cada combinacién
concreta de bits represente Unicamente un valor. Independientemente del sistema de codificacién empleado,
en los sistemas digitales las agrupaciones de bits mdas habituales son:

Nibble. Agrupacion de 4 bits. Por ejemplo, 0011.

Byte. Agrupacion de 8 bits (2 nibbles). Por ejemplo, 0011 1010.

Word (palabra). Agrupacién de 16 bits (2 bytes). Por ejemplo, 0011 1010 1011 1110.
Double word (palabra doble). Agrupacion de 32 bytes (2 palabras).
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Con la codificacion digital se puede representar tanto informacién numérica como simbélica:

Numérica. Representa cualquier nimero entero o real asociado a una magnitud cuantitativa, teniendo en
cuenta que la resolucién maxima que se consigue depende tanto del rango de valores a representar
como del nimero de bits utilizados en la representacion. Por ejemplo, el nimero 5 se representa
en binario natural como 0101 con un nibble. Este tipo de representacion también se emplea para
codificar enumeraciones de valores ordenados o desordenados. Por ejemplo, dias de la semana
(a los que asociamos un cédigo de 7 valores posibles), meses del afio y enumeraciones sin orden
implicito, como colores, nombres, etcétera.

Simbélica. Emplea la agrupacion de un conjunto finito de simbolos a los que se asigna una codificacién
individual binaria de longitud fija. Por ejemplo, c6digos ASCII (ver figura 1.4).

0 g 1 41213 14,5617 1 8 19 1A B C) D JE,F
0| NUL | soH | sTx | ETx | EOT |ENQ | AcK | BEL | BS | HT | LF | vT | FF | cR | SO | sI
1| pLE | pc1 [ pe2 | De3 | pea |NAK | SYN | ETB [cAN| EM |suB | Esc| Fs | Gs | Rs | us
2 bl felstwla]l Ty« |- /
slol 1] 23]4a]s]|ef|7]8]o9 NI E ?
sle|als|lc|p|lE]F]leg|H]1]J]k]L]M|N]O
sfplalR]Is|TJUulVv]|iw|x]Y]lz]T[]\N]1]A~]_
6 a b c d e f g h i i k | m | n 0
71 P q r s t u v | w X y z { | } ~ | DEL

Figura 1.4: Tabla de cédigos ASCIL.
En la tabla ASCII de la figura 1.4, el cédigo binario correspondiente a cada simbolo se obtiene

mediante su equivalente hexadecimal obtenido de combinar fila y columna. Por ejemplo, a la letra ‘A’ le
corresponde el cédigo hexadecimal 41 (fila 4, columna 1). Por tanto, su cédigo binario ASCII asociado
es 0100 0001 = 41 ;6. En la seccién (ver pag. 21) se explica cémo pasar de codigo hexadecimal a
binario y viceversa.

Conversion Analégica-Digital

Cuando los sistemas digitales tienen que procesar informacién continua adquirida del mundo real (p. €;j.,
temperatura, velocidad, etc.), deben convertir dicha informacién en una representacion digital que utilice
una codificacién binaria. A dicha conversion se le denomina conversion A-D (analdgica a digital). Si la
informacion digital se debe volver a representar en el mundo real mediante una sefial continua, el proceso
se realiza mediante la conversién en sentido inverso, denominada conversién D-A (digital a analdgica).
Los dispositivos encargados de la conversién se conocen como convertidores ADC (Analog to Digital
Converter) y DAC (Digital to Analog Converter). Un ejemplo del proceso descrito es el que tiene lugar en
la grabacion de sonido en formato digital (conversiéon A-D) y la posterior reproduccion (conversion D-A).

En la conversién A-D, primero se lleva a cabo un proceso de muestreo (sampling) en el que se obtienen
los valores de la sefial analégica en instantes separados por un intervalo regular de tiempo. Es decir, el
tiempo transcurrido entre la toma de dos muestras consecutivas es fijo y se denomina periodo de muestreo
(T). Para cada valor de la sefial original obtenido en un instante de muestreo, se calcula el c6digo binario
correspondiente mediante un proceso denominado cuantizacion. En dicho proceso se asigna el cédigo del
valor digital mas préximo en la codificacién empleada para el valor numérico de la muestra. La figura
ilustra este proceso de conversion en dos etapas: (1) muestreo y (2) cuantizacion.

El cédigo digital asociado a cada muestra depende del nimero de bits empleado en la conversién del
valor y del rango de valores a convertir. Asf, la resolucion o error maximo de la conversién que se comete
al emplear n bits es:

Rango

Resolucién =
2n

(1.1

Cuanto mayor es el nimero de bits empleado en la conversion de un rango de valores, menor es el
error maximo que se comete en la conversion. Por tanto, cuanto mds bits se emplean, mayor es la precision



1.3 Codificacion digital 7

Amplitud
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Amplitud
S
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| > del cuantizador
\/ Tiempo | Tiempo
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> —» Cuantizador
Retenedor

Reloj

Figura 1.5: Ejemplo de conversién A-D.

alcanzada en la conversion y menor el intervalo entre dos cddigos consecutivos. En la figura 1.6 se observa

la aproximacioén de la representacion digital a la sefial analégica original en funcién del nimero de bits
empleado en la conversion.

Para calcular el cédigo digital que corresponde a un valor de la sefial analégica que se convierte a
digital, se debe tener en cuenta la relacién siguiente:

Cadigo digital de conversién Cédigo digital maximo
Valor analégico entrada (V) ~ Valor maximo seiial analdgica (V)

Teniendo en cuenta que el cédigo digital maximo expresado con n bits es:

Cédigo digital méximo = 2" — 1

se tiene que:

2" —1

Cédigo de conversion = — — X Valor de entrada (V) (1.2)
Valor maximo analégico (V)
A A
1 11 1111
- Seiial - Seiial - Seiial
g analogica :E ] analogica g analogica
g g g
< < <
Seiial Seial Seial
digital 1 digital digital
0 > 00 > 0000
Resolucion de 1 bit Tiempo Resolucion de 2 bits ~ 11€mpo Resolucion de 4 bits ~ 11empo

Figura 1.6: Informacién perdida entre escalones consecutivos de discretizacion en el proceso de conversion
A-D dependiendo del nimero de bits empleado.

Ejemplo 1.1 — Conversiéon de una magnitud analégica a su valor digital. Si un sistema digital
posee un conversor A-D de 10 bits, con una tensiéon maxima de entrada de 5 V y la entrada al conversor
esde 1.72 V ;qué cddigo digital de conversion le corresponderd?
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[ Solucioén:

Aplicando la relacién expresa en la ec. 1.2, se tiene que:

(210 —-1) 1023
== 1. 172V=—""-172=35191
x v V=— 351.9

Por tanto se toma el valor entero mas préximo: 352. Dicho valor expresado en binario con 10 bits es:
01 0110 0000. -

Junto a la resolucidn, la eleccién apropiada del periodo de muestreo (7') de la sefial original determina
la fidelidad de la conversion A-D. Por ejemplo, si 7 es muy grande, las muestras estin muy separadas
en el tiempo. En este caso es probable que se pierdan detalles de la sefal original. Por el contrario, si
T es muy pequeiio, las muestras estin muy préximas y la informacion recogida en muestras sucesivas
puede ser redundante si la sefial cambia lentamente de valor. La figura 1.7 ilustra el caso de un periodo
de muestreo 7' demasiado grande con el que se pierden los cambios de la sefial original entre muestras
sucesivas adquiridas para la conversion digital.

A
Seial Informacion

g N analégica perdida
=, \ —
< \/ /
< /

/\ I

Rt /
»
Tiempo

Figura 1.7: Informacién perdida entre muestras sucesivas durante la conversion A-D en una sefial con cambios
de valor muy rapidos (alta frecuencia) con respecto al periodo de muestreo.

El Teorema del Muestreo® proporciona un modo eficiente para elegir el periodo de muestreo 6ptimo
para convertir en digital una sefial analégica dada. Dicho teorema demuestra que para retener toda la
informacion relevante de la sefial a convertir, la frecuencia minima (periodo méximo) de muestreo debe
ser al menos el doble de la frecuencia maxima presente —derivada de su andlisis de Fourier— en la sefial
a convertir.

Ventajas de la codificacion digital

Las sefiales digitales presentan grandes ventajas frente a las sefiales continuas de las que proceden, a
saber:

= Velocidad y eficiencia de comunicacién. Las sefiales digitales aprovechan mejor los medios de
transmision, ya que permiten utilizar un mayor niimero de canales sobre el mismo medio compar-
tido. Para conseguir esta eficiencia se emplean técnicas de multiplexacién y soportes fisicos de
transmisién, como la fibra 6ptica, con atenuacién muy reducida.

= Inmunidad de las sefiales al «ruido» eléctrico. En una sefial digital es mas importante el nivel 16gico
de la misma que el valor concreto de la magnitud eléctrica que transmite. El nivel 16gico de la sefial
se preserva, siendo menos afectado por las perturbaciones mientras el valor concreto de la magnitud
eléctrica esté dentro del rango asociado al nivel l6gico correcto. Ademds, es posible aplicar técnicas
efectivas de procesamiento de la sefal, tanto para deteccién como correccion de errores.

= Almacenamiento eficiente de grandes volimenes de informacién. En la actualidad es posible
almacenar grandes voliimenes de informacién digital a un coste muy reducido (p. ej., memorias de

3Este teorema fue formulado por Harry Nyquist en 1928 (Certain topics in telegraph transmission theory), y fue demostrado
formalmente por Claude E. Shannon en 1949 (Communication in the presence of noise).
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estado sélido). Asimismo, es sencillo aplicar algoritmos de compresién que reducen el espacio de
almacenamiento requerido.

= Aplicabilidad de algoritmos de procesamiento digital. Se han desarrollado gran cantidad de al-
goritmos que aplicados a las sefales digitales obtienen resultados convenientes como: filtrado,
compresion, correccidn de errores, codificacion, multiplexacidn, etcétera. Aunque estos algoritmos
requieren el cdlculo de un nimero elevado de operaciones matematicas, se han desarrollado pro-
cesadores de sefial especificos o DSP (Digital Signal Processor) que facilitan el procesamiento
mencionado.

» Facilidad de disefio e integracién en sistemas. Todas las ventajas anteriores derivan de la facilidad
para implementar los algoritmos necesarios en circuitos digitales integrados que pueden formar parte
de sistemas mds complejos (p. €j., computadores personales, servidores, controladores industriales,
electrodomésticos, equipos multimedia, automdviles, etc.). La lista de dispositivos en los que se
procesa informacidn digital es tan extensa que aborda numerosas parcelas de la actividad humana y
hace imposible imaginar el desarrollo tecnolégico alcanzado en la actualidad sin la intervencién de
los sistemas digitales.

Caracteristicas de las senales digitales

Las sefiales digitales suelen ser de naturaleza eléctrica. Por tanto, su nivel l6gico puede depender tanto
de su valor de tensién (V), como de su intensidad de corriente (I). En esta obra la caracteristica mas
importante de las sefiales digitales es su nivel l6gico. En consecuencia, el valor concreto de tensién o
intensidad de las sefiales no serd relevante salvo indicacién en otro sentido.

Al decidir las magnitudes eléctricas apropiadas para representar los niveles l6gicos de una sefial digital
se recurre a:

= Sefales de corriente continua (CC o DC) frente a corriente alterna (AC), pues la electrénica
requerida en los sistemas es mds simple. Ademds, tanto el almacenamiento como la generacion de
corriente continua son sencillos mediante el uso baterfas.

= Voltajes e intensidades de valor reducido. Dado que el valor concreto de la magnitud eléctrica es
menos relevante que su nivel, es mds eficiente escoger valores reducidos de tensién e intensidad
para representar los valores 16gicos de los sistemas digitales. De este modo los sistemas son més
sencillos y se requiere menos energia para su funcionamiento. Algunos de los rangos tipicos de las
sefiales eléctricas empleadas en los sistemas digitales son: 0-5 V, 0-3.3 V y 4-20 mA.

Los niveles l6gicos utilizados en los sistemas digitales dependen de las tecnologias utilizadas. La tabla
muestra los valores de las tensiones correspondientes a los niveles 16gicos 0 y 1 cuando se emplean
tecnologias TTL (Transistor-transistor Logic) o CMOS (Complementary metal-oxide—semiconductor).

Tabla 1.1: Rangos de tension asociados a niveles 16gicos para las familias tecnolégicas TTL y CMOS.

Tecnologia | 0 légico (V) | 1 logico (V)
TTL 0-0.8 2.0-5
CMOS 0-1.35 3.15-5

Recuerda que adicionalmente al convenio respecto de los valores de la sefial eléctrica empleada, es
posible establecer un criterio para su interpretacién como un valor 16gico. Habitualmente se asume
que un nivel alto tiene asociado el valor 16gico ‘1’ y el nivel bajo se asocia al ‘0’ 16gico. Pero es
posible la interpretacion opuesta de los niveles 16gicos y en algunos casos ocurre de este modo.

Forma de onda de una senal

En la figura se observa la forma de onda aproximada de una sefial digital cuyas transiciones se han
exagerado a afectos didacticos. En dicha figura se sefialan los pardmetros que definen la forma de onda de
una sefial digital:

Flanco de subida. (Rising edge) Transicién de la sefial desde nivel bajo a nivel alto. También se denomina
flanco positivo.
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Flanco de bajada. (Falling edge) Transicion de la sefial desde nivel alto a nivel bajo. También se
denomina flanco negativo.

Tiempo de subida. (Rising time) Es la duracién de un flanco de subida de la sefial. Para acotar los
instantes concretos desde los que realizar la medida, se suele acotar el cambio de la sefial en el
rango 10-90 % o 5-95 %, considerando este porcentaje sobre el nivel maximo de la sefial.

Tiempo de bajada. (Falling time) Duracién del flanco de bajada de la sefial.

Retardo de propagacién. (Propagation delay) Es el tiempo transcurrido entre los valores del 50 % de
una sefial de salida de un sistema y la sefial de entrada que la provoca. Este tiempo se puede medir
tanto en las transiciones de subida de las sefiales como en las de bajada.

Tiempo de subida —p! — — '¢—— Tiempo de bajada

| y, ! Ancho de pulso ‘ ‘

Entrada 1
, — 54_ Retardo de propagacion
Retardo de propagacion — | 14— [
Salida h é \ : E g
Tiempo de bajada 4» F 4;‘ . ‘7 Tiempo de subida

Figura 1.8: Parametros de la forma de onda correspondiente a la entrada y salida de un sistema digital
constituido por un inversor.

Se denomina pulso a la porcién de onda que transcurre entre dos flancos consecutivos de la sefial,
suficientemente proximos. Dependiendo del nivel 16gico del pulso entre dos flancos consecutivos de la
sefial, se denomina pulso positivo (con nivel alto entre flancos) o pulso negativo (con nivel bajo entre
flancos). Al tiempo transcurrido entre los flancos de un pulso se le conoce como duracion de pulso o
ancho del pulso (pulse width) (ver Figs. 1.8y 1.9).

Los pardmetros mencionados son importantes en el disefio de sistemas reales, pero dependiendo del
propdsito de su estudio, el valor de algunos de estos pardmetros se puede idealizar. Asi, es habitual asumir
el cambio instantdneo de las sefiales.” Esto es, se consideran tiempos de subida y bajada nulos. Por esta
razon, las formas de onda digitales se representan con transiciones abruptas representadas por las lineas
verticales de la forma de onda (ver Fig. 1.9). Otra idealizacion relevante considera despreciable el retardo
de propagacién de las sefiales.’

ALTO ------1 ALTO
Flanco de / Flanco de Flanco de / Flanco de
subida Ancho d bajada bajada subida
ncho de
uleo e e
BAJO t-t BAJO ------1
o (ti-to) & 0 s
(a) Pulso positivo (b) Pulso negativo

Figura 1.9: Diferentes tipos de pulso de una sefial digital.

Una simplificacién adicional comin en el estudio de los sistemas digitales, supone que las sefiales
estdn «limpias» de ruido (noise). En los sistemas reales el ruido estd presente siempre debido a causas
muy diversas (p. €j., ruido electromagnético, ruido térmico, etc.). El ruido es responsable del perfil de
sierra irregular que se superpone al valor ideal de una forma de onda (ver ejemplo en Fig. 1.10).

“4En realidad el cambio se produce en un breve intervalo de tiempo, ya que el cambio instantineo es imposible por exigir una
transferencia de energia infinita hacia el sistema.

5 Aunque estas idealizaciones se consideran oportunas para la validacién a nivel funcional de los sistemas estudiados en esta
obra, no son apropiadas para la validacién temporal requerida en su implementacion fisica real.
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Amplitud

Figura 1.10: Forma de onda de una sefial digital perturbada superpuesta a su valor ideal.

En las sefiales analdgicas, la presencia de ruido falsea la informacién contenida en la sefial original.
Por ello, se diseian sistemas con filtros que minimicen dicho ruido. En el caso de las sefiales digitales, el
margen de interpretacion de los niveles de tensién actia como un primer filtro para las perturbaciones.
Por tanto, es habitual que el ruido no perturbe el nivel 16gico de las sefiales digitales, siempre que no se
sobrepasen los umbrales de tensién asociados a un nivel 16gico dado (ver Fig. 1.11 dcha.). Por este motivo
las sefiales digitales se consideran mds inmunes al ruido que las sefiales analdgicas. En la figura 1.11 se
compara el efecto de ruido en una sefial analdgica y en una sefial digital. Se dice que la sefial digital es
inmune al ruido, ya que este no afecta al nivel 16gico asociado a la sefial.

A
] o —
E E
'_Q"' "_:" ‘A A A A A €1’
g £ — 2 Margen del ‘1
< < \'Al
VaVy! v‘y‘ V-V VAN Mfrgen del ‘0
Tiempo
Sefial analogica Seial digital

Figura 1.11: Diferencia entre los efectos de perturbacién por ruido en una sefial analégica (izda.) y en una
digital (dcha.).

1.4.2 Periodo y frecuencia de senales peridédicas

Cuando se habla de sefiales que varian en el tiempo, estas se pueden clasificar como:

Senales periddicas. Si su forma de onda sigue un patrén repetido en el tiempo (ver Fig. 1.12 izda.).
Se caracterizan por el tiempo que transcurre entre la repeticion de la onda o duraciéon del patrén.
Dicho tiempo se denomina periodo (T) y se mide en segundos. El inverso del periodo se denomina
frecuencia (f o fr) y expresa el nimero de veces que se repite la onda por unidad de tiempo. Su
valor se mide en ciclos por segundo o hercios (Hz).

Seiiales aperiddicas. Su forma de onda no sigue un patrén que se repita en el tiempo (ver Fig. 1.12
dcha.).

(a) Sefial periddica (b) Sefial no periddica

i L UL

T] T2 T3

Periodo=T=T,=T,=T;
Frecuencia = 1/T

Figura 1.12: Seales digitales periddicas (a) y no periddicas (b).
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La sefial de reloj (clock o CLK) es una sefial periédica importante en los sistemas digitales, ya que
permite sincronizar el funcionamiento de distintos mddulos del sistema. Esta sefial marca el ritmo al que
se procesa la informacién de un sistema digital. Por tanto, la frecuencia del reloj de un sistema condiciona
la velocidad maxima a la que se procesa la informacion. La figura 1.13 muestra una sefial de reloj y una
sefial digital sincronizada para extraer la informacion binaria asociada.

Las sefiales digitales periddicas no siempre son simétricas como una sefial de reloj. Esto es, el nivel
alto y el bajo tienen distinta duracién. En la figura 1.14 se muestra una sefial de este tipo. Los pardmetros
que la definen son: el periodo (7') y la anchura del pulso positivo (,,). En este tipo de sefales, el ciclo de
trabajo (duty cycle) es una forma alternativa de ofrecer el valor del ancho de pulso como un porcentaje del
periodo total de la sefial. Por tanto, se tiene que:

t
Ciclo de trabajo (duty cycle) = % -100 (1.3)

Tiempo
de un bit

Sunipigigigigigigs

1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0

Secuencia de bits representada por la sefial A

Figura 1.13: Sefial de reloj de un sistema digital e informacién digital asociada a una sefial sincronizada con
el reloj.

Por ejemplo, una sefial con un ciclo de trabajo del 10 % posee un ancho de pulso que es la décima
parte del periodo total de la sefial (ver Fig. 1.14). Las sefiales de reloj siempre presentan un ciclo de
trabajo del 50 %.

T

— Ciclo de trabajo del 10%

Amplitud

»

t (ms)

0 1 10 11

Figura 1.14: Sefial digital periédica PWM con un ciclo de trabajo del 10 %.

Este tipo de sefiales asimétricas permite la codificacion de una sefial analégica (con mdltiples valores)
directamente en una sefial digital (con dos niveles) utilizando el ancho del pulso como valor asociado a
la informacién analégica. De este modo, el ancho del pulso de la sefial resultante seria proporcional a
la magnitud del valor a codificar. Este tipo de codificacién particular de sefiales analdgicas se denomina
codificacion por anchura de pulso o PWM (Pulse Wide Modulation) y dos de sus usos mds populares
son el control de energia transferida a un sistema (p. €j., iluminacién, velocidad, etc.) y codificacién de la
posicién de un servomotor.

Ejemplo 1.2 — Aplicaciéon de PWM. Un caso simple de aplicacion de PWM es el control de la
intensidad luminosa emitida por un diodo emisor de luz o LED (light-emitting diode). Al alimentar un
led con una sefial PWM que conmuta entre su valor mdximo (Vpp) y O V con una frecuencia inferior a
40 Hz y un ciclo de trabajo del 50 %, se observa el parpadeo regular del led. Esto es debido a que el
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ojo humano sano detecta frecuencias de 40 Hz e inferiores. En esta situacién una variacién del ciclo de
trabajo de la sefial se percibe como un parpadeo irregular entre los instantes que el led se mantiene
encendido y apagado. Con un ciclo de trabajo superior al 50 % el led estaria mds tiempo encendido
que apagado y a la inversa en caso de reducir el ciclo de trabajo.

(Qué sucede si la frecuencia se incrementa por encima de los 40 Hz hasta 50 Hz?

En este caso el ojo humano no es capaz de percibir los instantes en que el led estd apagado porque
la retina retiene el estimulo luminoso. Por tanto, el led se percibe como si se mantuviese encendido
permanentemente. Por este motivo no debe extrafiarnos que las luminarias tradicionales se perciban
con un brillo constante al ser alimentadas con la tensién alterna de la red de suministro eléctrico a
50 Hz.

(Como afecta en este caso un cambio en el ciclo de trabajo de la sefal por encima o por debajo del
50%?

En esta situacidn, el cambio de ciclo de trabajo se percibe como un aumento o disminucién del brillo.
En consecuencia, la alimentacién de un led con una sefial PWM permite controlar su iluminacién
mediante el control del ciclo de trabajo de la sefal. =

1.4.3 Cronograma de una senal digital

Para conocer el funcionamiento de un sistema digital real se realiza el anélisis de la evolucion temporal de
las sefiales digitales implicadas. El diagrama temporal o cronograma (timing diagram) de una sefial digital
es una representacion de su evolucion temporal. La figura 1.15 muestra el cronograma correspondiente a
las sefiales de entrada (A, B) y salida (f) de un circuito digital que efectiia la funcién l6gica OR de las
sefales de entrada (puerta 16gica). En un circuito real, el cronograma se obtiene conectando, las sefiales
eléctricas bajo estudio, a un analizador 16gico que muestra en un display la evolucién temporal de dicha

—
—_

Jor D=1

sefiales.
|
A 1 0 | 0 1
|
— . I
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | |
| | |
B 1 : 1 0o 1 0
. L
| | | |
l l l l l
)
| | | | |
|
|
|
|
|
I

Figura 1.15: Cronograma ideal correspondiente a las sefiales de entrada y salida de un circuito que calcula la
funcidn l6gica OR.

Recuerda que la tabla de verdad de la sefial de salida de un sistema digital se construye con los
valores posibles de todas sus entradas y la salida correspondiente a cada una de ellas. Aunque los
valores obtenidos del cronograma de las sefiales de entrada y salidas de un sistema digital se pueden
resumir en su tabla de verdad, en dicha tabla las posibles entradas aparecen ordenadas por su valor
binario mientras que en cronograma se representa una secuencia determinada de valores de entrada y
las salidas correspondientes.

Los cronogramas son muy utiles en la fase de disefio de sistemas digitales reales pues permiten
analizar los efectos derivados de retardos temporales y sus causas. En la figura 1.16 se muestra el aspecto
de un cronograma de una sefial multibit en el que se muestran los valores 16gicos de las sefiales obtenidas
mediante un analizador 16gico. Las sefiales multibit se muestran con los dos estados posibles y en la
parte intermedia se especifica el valor binario de la sefial —por comodidad se suele emplear su valor
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hexadecimal (entre paréntesis)—. Las transiciones de la sefial se sefialan con lineas oblicuas y con rallado
continuo oblicuo en ambas direcciones se indica una situacion de indeterminacién en la que es imposible
conocer el valor exacto de la sefial.

Datos validos

Sl T

01001100 (4C) X 01110011 (73) X/ { 11111111 (FF)

/'

Datos en transicion

Datos invalidos o

Datos no disponibles
indefinidos P

Figura 1.16: Interpretacién de un cronograma.

En esta obra los cronogramas se empleardn solo como un recurso alternativo al andlisis idealizado del
comportamiento de los sistemas digitales sin tener en cuenta los retardos. De este modo los diagramas
mostrardn Gnicamente el valor 16gico de las sefales.

Conceptos clave

Diferencia entre magnitudes continuas y discretas.

Representacion digital de magnitudes continuas e influencia del niimero de bits empleado.
Relacién entre los valores de las sefiales digitales y los niveles 16gicos asociados.

Periodo y frecuencia de sefiales periddicas.

Cronograma de una sefial digital.
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Problemas propuestos

Problema 1.1 ;De qué tipo es una variable cuyo valor puede ser cualquier dia de la semana expresado
por su primera letra? Estoes: L, M, X, J, V, S y D.

a) Continua

b) Discreta

c) Digital

d) Analégica
Problema 1.2 ;Qué resolucioén tiene la representacion digital de una sefial de temperatura en el rango
[+5 °C, 420 °C] cuando se emplean 8 bits?

Problema 1.3 ;Cudl es la frecuencia de una sefial cuyo periodo (7') tiene una duracién de 5 ms?
Problema 1.4 ;Qué tiempo transcurre entre la repeticidn ciclica de una sefial cuya frecuencia es 1.5 kHz?

Problema 1.5 ;Cudl es el periodo T' de una sefial cuyo ciclo de trabajo es del 20 % y duracién de pulso de
3 ms? ;Cudnto tiempo estard dicha sefial a nivel bajo en el intervalo de un periodo de la sefial? Representa
graficamente dicha sefial.

Problema 1.6 Dado el cronograma de la figura adjunta para una sefial variable en el tiempo, responde
razonadamente. ;Es dicha sefal periddica o aperiddica? ;Se puede calcular su periodo y su frecuencia?

A

Problema 1.7 Dibuja el cronograma de una sefial PWM con una frecuencia de 200 Hz y un ciclo de
trabajo del 40 %. ;Cudl debe ser su periodo (T") y la anchura del pulso (#,,)?






2.1

-2. Sistemas

En los sistemas digitales es necesario representar tanto informacién numérica como simbdlica. Los
computadores fueron concebidos inicialmente como maquinas de cilculo numérico y esta sigue siendo
una de sus funciones mds importantes. Por ello, es relevante estudiar como representar la informacion
numérica en los sistemas digitales. En este capitulo se introducen los sistemas de numeracién mas
importantes que utilizan c6digos binarios creados por concatenacién de los bits ‘1”7 y ‘0’.

Sistema decimal

En nuestra vida diaria empleamos el sistema decimal de base 10 quizd porque la forma mas primitiva de
contar empleaba los dedos de las manos. De ahi el origen del término digito (del latin digitus = dedo).
El sistema decimal consta de 10 digitos diferentes, del ‘0’ al ‘9’. Es un sistema posicional aditivo en el
que los digitos o cifras de un nimero tienen un valor que estd relacionado con su posicién.' Cada digito
representa el factor que multiplica a la potencia de la base numérica (en este caso 10) cuyo exponente es
seflalado por la posicién contada de derecha a izquierda empezando con la posicién 0, para las unidades.
Dicho de un modo mads simple, las posiciones de los digitos tomados de derecha a izquierda indican
el nimero de unidades (10°), decenas (10!), centenas (10%), millares (10%) y asi sucesivamente, que se
van sumando a la magnitud representada. En este sistema es muy importante el uso del 0, pues permite
expresar una adicién nula en cualquiera de las posiciones.

Ten en cuenta que en este texto en la representacién de nimeros se adopta como convencion el punto
‘) para separar la parte entera de la parte fraccionaria. Para la separacion de miles se empleard un
espacio en blanco de anchura inferior al espacio habitual. De este modo se evita la ambigiiedad que
se podria derivar del uso de la coma *,;” empleada para separacion de la parte fraccionaria o de los
millares en el sistema anglosajon.

Cuando se habla de ntimeros con parte fraccionaria la extension es inmediata. De este modo, se consi-
deran potencias de la base con exponente negativo y decreciente de izquierda a derecha. En consecuencia,
las distintas cifras indican el nimero de décimas (10~!), centésimas (10~2), milésimas (1073), etcétera.

Ejemplo 2.1 — Expansion numérica de un nimero en base decimal. Dado el nimero decimal
203.625, realiza su expansion para calcular su valor numérico.

IPor el contrario, un sistema de numeracién como el romano no es posicional, ya que los simbolos mantienen su valor
independientemente de su posicion en la magnitud representada.
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[ Solucioén:

203.625 =2x 10>+ 010" +3x10°+6x 107 ' +2x 1072 +5%x 103
=2x100+3+6x0.1+2x0.01+5x0.001

Como en los sistemas posicionales el valor aumenta de derecha a izquierda para la parte entera, se
denomina digito mds significativo (el de mayor valor) al que estd mds a la izquierda y digito menos
significativo (el de menor valor) al que estd més a la derecha.” En cualquier sistema la adicién de un 0 a
la izquierda en la parte entera o a la derecha, en la parte fraccionaria, no modifican el valor del nimero.
Cuando se emplea codificacién binaria se habla respectivamente del bit mds y menos significativo (MSB y
LSB) (Most/Least Significant Bit).

Sistema binario natural

El sistema de numeracién binario natural o simplemente binario sigue el mismo método de célculo del
valor posicional que el sistema decimal, pero en este caso la base es 2 y los tinicos digitos (cifras) posibles
sonel ‘0’ yel ‘1’. Los valores de cada una de las posiciones de un nimero se calculan multiplicando
la potencia correspondiente de la base numérica, que en este caso es 2. En la tabla se muestran los
valores posicionales de los digitos de un ndmero tanto en su parte entera como fraccionaria.

Tabla 2.1: Valores decimales asociados a cada una de las posiciones del sistema binario.

Potencias positivas de 2 (parte entera) ‘ Potencias negativas de 2 (parte fraccionaria)
28 27 26 25 24 23 22 2l 0ot 2 3 o 27°
256 128 64 32 16 8 4 2 1|12 1/4 1/8 1/16 1/32

0.5 0.25 0.125 0.0625 0.03125

— Conversion a decimal de un nimero expresado en binario natural. Calcula
el valor decimal del ndmero binario 0111.101. Emplea la tabla 2.1 para expandir el valor numérico
asociado.

@ Solucidén:

10111101 = I x 2% 4027+ 1 x 22+ 1 x 2" + 1 x 20+ 1 x 27 40277+ 1 x 277
=164+4+2+140.5+0.125
=23.625(19

El método de expansion mostrado en el ejemplo permite hacer la conversion hacia el sistema
decimal desde un sistema numérico que emplee cualquier base de representacion (p. €j., base 2). Como
se muestra en dicho ejemplo, para evitar ambigiiedad sobre la base numérica empleada, esta se sefiala
mediante un subindice a la izquierda para indicar la base. También es habitual que para evitar errores
tipograficos, la base se separe del resto mediante un paréntesis abierto como se muestra en los ejemplos:
101159, 11015 y 110;s.

La tabla 2.2 muestra la equivalencia entre el sistema binario y el decimal para agrupaciones de 4 bits
(nibble) que es un tipo de agrupacién muy empleada en los sistemas digitales (ver Sec. 1.3).

ZRecuerda que en la parte fraccionaria el valor decrece hacia la derecha. Esto es, cambia la posicién del MSB y LSB.
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Tabla 2.2: Equivalencia entre los sistemas decimal y binario de 4 bits.

Dec. ‘ Binario
0/0 0 0 O
110 0 0 1
210 01 O
3]0 0 1 1
410 1 0 O
510 1 0 1
60 1 1 O
710 1 1 1
811 0 0 O
911 0 0 1

10/1 0 1 O
1171 0 1 1
1211 1 0 O
13/1 1 0 1
411 1 1 O
15/1 1 1 1

Rango de representacion y otras bases numéricas

Para calcular la cantidad de niimeros o c6digos que se pueden representar en un sistema numérico mediante
n digitos, se debe tener en cuenta que el nimero disponible de simbolos es igual a la base del sistema
numérico elegido. La cantidad de nimeros o c6digos que se pueden expresar en una base determinada
empleando una concatenacion de n digitos, viene dado por:

Total de niimeros representables = (base)" (2.1)

— Rango de representacion en base n. ;Cuil es la cantidad de nimeros que se
pueden representar en el sistema decimal con 4 cifras? ;Y en el sistema binario?

& Solucioén:

Como en base decimal el niimero de digitos distintos es 10 (del O al 9). El total de nimeros que
se puede expresar con 4 digitos es: 10* = 10 000. En el caso del sistema binario dicha cantidad es:
24 =16.

Hay que tener cuidado, pues si el O estd incluido entre los nimeros representados, esto limita la
magnitud maxima representable. De este modo, para obtener la magnitud méxima representable en un
sistema de numeracion que contiene el 0, es preciso restar 1 a la cantidad total de niimeros representables.
Por esta razén las magnitudes mayores representables con 4 digitos en el sistema decimal y el sistema
binario son respectivamente: 99990 = 10000 — 1y 1111, = 15(;9 = 16 — 1. De forma general, el rango
de representacion en un sistema de numeracién con una base dada y n digitos es: [0, (base)"!].

Como se ha comentado anteriormente, la codificacién de cualquier tipo de informacién en los sistemas
digitales se realiza considerando dos posibles estados (0 y 1). Este tipo de codificacion requiere de
un gran ndmero de elementos individuales (bits) para representar nimeros cada vez mas grandes. Por
ejemplo, el nimero 123 456 78919 = 111 0101 1011 1100 1101 0001 0101 . Para aumentar el rango de
representacién con un nimero de digitos dado, en los sistemas digitales se recurre al empleo de sistemas
de numeracién de bases mayores a 2. Los sistemas de numeracién més habituales en los sistemas digitales
emplean bases que son potencias de 2. De este modo, los sistemas de codificacién mas usuales son:
octal (base 8), hexadecimal (base 16), etcétera. Los sistemas de numeracién con base potencia de 2 son
convenientes, ya que el paso de uno a otro es sencillo. Estos sistemas de representacién permiten reducir
el tamafo de la representacion de informacidn en los sistemas digitales, de modo que siga siendo sencillo
obtener el valor binario asociado.
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Los sistemas de numeracién con base 10 o inferior emplean los digitos desde el ‘0’ a (base—1) (véase
tabla 2.3). En los sistemas de base mayor que 10, para los simbolos que corresponden a cifras mayores
que 9 se emplean letras. Por este motivo en hexadecimal (base 16) se emplean: A (= 10), B (=11), C
(=12),D(=13),E(=14) yF (= 15).

Tabla 2.3: Digitos validos en sistemas de numeracion con distinta base.

Base | Rango de digitos
2 {0,1}
4 {0,1,2,3}
8 {0,1,2,3,4,5,6,7}
10 | {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
16 | {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D.E,F}

Conversion entre sistemas de base diferente

A continuacién se describen los métodos empleados para obtener la representacion de una magnitud en
distintas bases de numeracion.

Conversion a base decimal

Esta conversion se realiza teniendo en cuenta la expansién de valores posicionales del nimero que se
desea convertir desde cualquier base de partida. Por tanto, se calcula la suma del producto del valor de
cada digito por la potencia de la base elevada a la posicién ocupada por dicho digito. Recuerda que la
posicién ocupada por las unidades es la O y a partir de ella las posiciones son positivas (1, 2, 3,...) hacia la
izquierda en la parte entera y negativas (—1, —2, —3,...) hacia la derecha, en la parte fraccionaria.

— Conversion desde base » a decimal. Expresa los nimeros 10 1100.1 1oy BC9246
en base decimal.

& Solucioén:

Realizando la expansién de cada nimero teniendo en cuenta su base, se tiene:

10110011 =1x2°+1x 22 +1x 22+ 1x27 +1x 1 x272
=3242444+16+4+2+1+0.5+0.5+0.25 =44.75.
BC92(16 =11 x 16>+ 12x 16> +9 x 16! +2 x 16°
= 4505643 072+ 14442 = 48 274,

Conversion desde decimal a cualquier otra base numérica

El método de conversion es distinto para la parte entera y la parte fraccionaria:

= Conversion de la parte entera mediante divisiones sucesivas. Se comienza dividendo el nimero por
la base y se continda dividiendo los cocientes sucesivamente por la base. Los restos obtenidos en
cada division son los digitos en orden cada vez mas significativo. Por tanto, el dltimo cociente no
divisible por la base proporciona el digito més significativo de la conversion. La parte entera del
nimero en la nueva base se obtiene tomando el dltimo cociente como cifra mas significativa y de
ahi se van tomando los restos en orden inverso a su obtencion.

= Conversion de la parte fraccionaria mediante multiplicaciones sucesivas. La parte fraccionaria
del nimero a convertir se multiplica sucesivamente por la base y la parte entera obtenida en cada
multiplicacién va ofreciendo el digito del resultado desde la posicion mads significativa hacia la
menos significativa. El proceso se detiene cuando la parte fraccionaria resultante se hace 0 o se
obtiene el nimero de digitos deseado.
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Ejemplo 2.5 — Conversion de nimeros decimales a binario. Calcula la representacion en binario
del nimero 19.31254.

@ Solucion:
Para la conversion de la parte entera se realizan divisiones sucesivas entre 2. La parte fraccionaria

se convierte por multiplicacién sucesiva por 2. La figura siguiente ilustra el proceso en ambos casos.
19.3125

—

0.3125 0.625 025 0.5

x2/'x2/'x2/'x2

0.6250 1.250 0.50 1.0 fin

19
1

Il NS

T>[10011 o101

Para conversiones a otras bases, las operaciones de multiplicacion y divisién sucesiva se hacen por la
base destino de la conversion. =

2.4.3 Conversiones entre bases numéricas potencias de 2

Un caso muy habitual en los sistemas digitales es el empleo de bases numéricas que son potencias de
2. Los mds comunes son: base 2 (binario), base 8 (octal) y base 16 (hexadecimal). En estos casos la
conversién entre ellas es muy sencilla si se tiene en cuenta que un niimero expresado en una base superior
a 2 se puede convertir a binario mediante una agrupacién de bits de tamafio n, siendo n el exponente que
satisface: 2" = base.

Para hacer los cambios entre las bases numéricas mencionadas anteriormente los bits se agrupan
en conjuntos de n bits de derecha a izquierda en la parte entera y de izquierda a derecha en la parte
fraccionaria. Si es preciso, la agrupacion se completa con 0 a la izquierda en la parte entera y O a la derecha
en la parte fraccionaria, ya que estos no alteran el valor numérico. Cada agrupacién se convierte al valor
numérico en la base de destino. Por ejemplo, para pasar a octal se hacen agrupaciones de 3 bits (puesto
que 23 = 8) y cada agrupacién se convierte en su valor octal. En el caso de hexadecimal se consideran
agrupaciones de 4 bits (puesto que 2* = 16).

Ejlemplo 2.6 — Conversiones entre binario y base 2". Convierte el nimero binario 10 1100.11,
en octal y hexadecimal.

& Solucioén:

Para realizar la conversion se realizan agrupaciones de 3 bits (octal) y 4 bits (hexadecimal). Los bits
afadidos para completar las agrupaciones y que no afiaden valor a la magnitud resultante se destacan
en color.

Este tipo de conversion se aplica también en sentido inverso. De este modo se deduce que el cambio
entre bases que son potencias de 2 es muy sencillo si se emplea el sistema binario como paso intermedio.

Ten en cuenta que un método derivado para pasar rapidamente un nimero decimal a binario consiste
en el empleo de divisiones/multiplicaciones sucesivas por 8 0 4 para pasar a las bases correspondientes
y de estas a binario por el procedimiento ya descrito. De este modo se precisa menor nimero de
divisiones/multiplicaciones.
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Otros cédigos binarios

Los sistemas de numeracién mencionados en los apartados anteriores —binario natural, octal y hexadeci-
mal— se denominan codigos de palabra, ya que codifican su valor como un todo. Por el contrario los
codigos BCD (Binary Coded Digit) codifican de modo independiente cada digito de la magnitud.

Los bits de un cédigo binario se suelen agrupar para facilitar su lectura. En el tema anterior (ver
seccién 1.3) se introdujeron las agrupaciones siguientes: nibble, byte, word y double word. Para facilitar la
lectura de dichas agrupaciones, es habitual escribirlas en grupos de 4 digitos separados por un espacio en
blanco. Para simplificar la escritura de cada uno de dichos grupos, se emplea usualmente su equivalente
hexadecimal.

— Conversion de binario natural a hexadecimal. Representar en hexadecimal los
cddigos binarios que se indica a continuacién: 0011, 00111010 y 0011101010111110.

& Solucioén:

Para obtener la conversién en hexadecimal se realizan agrupaciones de cuatro bits obteniendo la
conversion hexadecimal de cada agrupacion individualmente. De este modo se obtiene:

A~
001T =34
3 A
N AN

3 A B E
AN AN AN A
0011 1010 1011 1110 =3ABEy

Caracteristicas de los cédigos binarios

Cada combinacién de bits de un cédigo se denomina palabra y su longitud indica el nimero de bits del
cddigo. El peso de una palabra del cédigo es el nimero de unos que posee la palabra. Por ejemplo, la
palabra 1011 0111 tiene longitud 8 y peso 6.

La palabra nula y 1a palabra unidad son aquellas que estdn constituidas respectivamente solo por
ceros y unos. Son palabras que a ser posible se deben evitar en un cédigo generado por medios
mecdnicos o eléctricos, ya que pueden ser fuente de ambigiiedad al no poder distinguir si su origen
es la consecuencia de un error.

Si todas las palabras de un cédigo tienen la misma longitud se dice que es un cddigo uniforme y si el
nimero de cddigos es 2" siendo n la longitud de la palabra entonces se trata de un cédigo completo o sin
redundancia.

Se habla de un codigo ponderado cuando cada posicidn del cédigo tiene un peso asociado. Dicha
ponderacion debe cumplir una serie de reglas:

= El peso de la posicion i-ésima no puede superar en més de 1 a la suma de los pesos de las posiciones
previas. Por ejemplo, un cédigo de pesos 9 4 2 1 tendrd huecos, ya que 9 supera en 2 a la suma de
pesos previos, puesto que: 4+2+1=7.

= Si el cédigo tiene cuatro bits la suma de todos los pesos debe ser al menos 9. Por ejemplo, 24 2 1.

= Un peso solo puede aparecer una vez en la distribucién de pesos para evitar ambigiiedad. Por
ejemplo, el cdigo con pesos 24 2 1 presenta ambigiiedad en la representacion del nimero 6, ya que
este se puede representar por los cédigos 1100 y 0110. Para resolver dichas situaciones es preciso
asignar de modo univoco un valor a cada cédigo.

Cddigo decimal binario o BCD

Este sistema tiene como propdsito facilitar la representacion en binario de los nimeros decimales. No
es un cddigo de palabra, sino que emplea un nimero de 4 bits para codificar cada una de las cifras de
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un nimero decimal. También se denomina BCD puro o cédigo 8 4 2 1 por la ponderacién que se otorga
a cada uno de los bits del cédigo. La tabla muestra la equivalencia entre los digitos decimales y su
equivalente BCD.

Tabla 2.4: Codificaciéon en BCD de digitos decimales.

Decimal | 0 | 1 | 2 [ 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8|9
BCD | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001

— Representacion de nimeros decimales en BCD. Representa en BCD los nimeros
expresados en sistema decimal 35, 98, 170 y 2 469.

[ Solucioén:

Representando cada cifra decimal por su agrupacién de cuatro bit correspondiente se obtiene:

3 5
AN AN
35=0011 0101
9 8
A~ N AN
98 = 1001 1000
1 7 0

La codificacién mediante BCD es sencilla, pero solo emplea 10 de los 16 cédigos posibles que
se pueden construir con 4 bits, ya que en decimal solo existen los 10 digitos: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Los cddigos no utilizados son: 1010 =109 = A(16, 1011 = 1139 = B(16, 1100 = 1219 = C(16, 1101 =
13(10 = D16, 1110 =14(10 = E(16 y 1111 = 15(19 = F{46. Por tanto, se dice que BCD es un sistema de
codificacién incompleto.

Otros coédigos numéricos

Entre los mas utilizados estan:

= Codigo Aiken 024 2 1. Es un cédigo BCD ponderado que para evitar ambigiiedad emplea una
codificacién complementaria: 0000 (0), 0001 (1), 0010 (2), 0011 (3), 0100 (4), 1011 (5), 1100 (6),
1101 (7), 1110 (8), 1111 (9).

= BCD-XS3 (exceso a 3) de Stibitz. Es un c6digo no ponderado que se obtiene sumando 3 al cédigo
BCD puro.

Caddigos ciclicos no numéricos

Existen multiples codificaciones binarias que no tienen como propdsito codificar valores numéricos (p. ej.,
posiciones) pero son ciclicos en el sentido de que su procedimiento de generacion lleva desde el dltimo
codigo de nuevo al primero de ellos. A continuacion se describen tres de ellos.

Cédigo Gray

Junto con el cédigo binario natural o ponderado, es el cédigo de palabra mis empleado en los sistemas
digitales. Es un cédigo binario con la particularidad de que entre un cédigo y el siguiente solo cambia un
bit. Por esta razén también se denomina cddigo de paso simple. En este caso, también se habla de c6digos
adyacentes. Esta codificacion se emplea por motivos précticos en la simplificacion de sistemas digitales.
También se utiliza cuando en un sistema digital automatizado se trata de codificar valores consecutivos
de una magnitud fisica. En estos casos, cuando cambian simultdneamente varios bits entre dos instantes
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consecutivos, es posible inferir la ocurrencia de un error o lectura falsa en los sistemas encargados de
generar dichos c6digos.

El cédigo Gray se relaciona directamente con el binario natural mediante las expresiones, para c6digos
de 3 bits, que se indican en la tabla 2.5, teniendo en cuenta que el simbolo & corresponde a la operacién
l6gica OR-exclusivo (operacion cuyo resultado es 0 solo si todos los operandos tienen el mismo valor o el
nimero de los que valen 1, es par).

Tabla 2.5: Ecuaciones de conversion entre cddigos Gray < Binario de tres bits.

Binario — Gray | Gray — Binario
Gy =B, B, =G,

G =B,® B B =B, &Gy
Go=B1 DBy By =B1® Gy

— Paso de binario a cédigo Gray y viceversa. Empleando las ecuaciones 16gicas de
la tabla 2.5 se obtienen las conversiones entre los cédigos Gray y binario que se indican a continuacion:

Binario‘OOO 001 010 011 100 101 110 111
Gray‘OOO 0or o011 010 110 111 101 100

Codificaciéon one-hot y one-cold

Es una codificacién que emplea un nimero total de cédigos igual al nimero de bits empleado. Si los
c6digos solo tienen un 1 se denomina one-hot bit encoding y si solo tiene un 0 se trata de one-cold bit
encoding. Ambas codificaciones son complementarias y se emplean en el control de sistemas cuando se
debe activar o desactivar de modo ciclico un subsistema concreto. Para obtener cualquiera de ellas se
emplea un contador en anillo (ver Sec. , pag. ) que produce una salida decodificada. Esto es, la
posicidn del bit singular sefala el valor decodificado del c6digo generado segin se muestra en el ejemplo
siguiente.

— Codificacién binaria no natural. A continuacién se muestran los c6digos corres-
pondientes a codificacion one-hot/cold con 4 bits. La posicion del 1 (one-hot) o el 0 (one-cold) indica
el orden del cédigo en la secuencia ciclica que lo genera.

One-hot encoding:1 — 0001, 2 — 0010, 3 — 0100, 4 — 1000
One-cold encoding:1 — 1110, 2 — 1101, 3 — 1011, 4 — 0111

Cédigo Johnson
Es una codificacién ciclica que se obtiene mediante el empleo de un contador Johnson (ver Sec. ,
pag. ). Para 4 bits estd compuesto por la secuencia:

[0000,0001,0011,0111,1111, 1110, 1100, 1000]

Codificacion ASCII

El cédigo estandar estadounidense para el intercambio de informacion o ASCII (American Standard
Code for Information Interchange) se cred en el aio 1963 para facilitar el intercambio de informacién
entre computadores. Por tanto, ademds de representar informacién numérica, permite codificar cualquier
otro tipo de informacién manejada por un computador, como simbolos e instrucciones de control de la
comunicacion.

La codificacion original constaba de 128 simbolos a los que se asigna un cédigo de 1 byte (8 bits) de
los que se empleaban tnicamente 7. Su ampliacién a los 8 bits disponibles permitié su extension hasta
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256 cédigos. En esta codificacion los digitos del 0 al 9 quedan representados por los cédigos 48 a 57. Para
representar los cédigos se emplea codificacion hexadecimal, puesto que el manejo del cédigo binario
asociado a cada simbolo es engorroso, ya que requiere 8 bits. De este modo, solo se emplean dos digitos
hexadecimales (2 grupos de 4 bits) para representar cualquiera de los 128 cédigos de la tabla ASCII. En la
tabla de la figura 1.4 se muestra la tabla de caracteres ASCII con el cédigo correspondiente expresado en
base decimal y hexadecimal. Los caracteres de 0 al 31 mds el 127 no tienen representacion grafica, ya que
corresponden a caracteres de control.

Con el tiempo esta codificacion se ha mostrado insuficiente por lo que se han creado extensiones
compatibles para suplir sus limitaciones. En la actualidad los métodos universales de codificacién de
informacién se basan en el cdigo Unicode.

Aritmética en el sistema binario

Las operaciones aritméticas bdsicas (suma, resta, multiplicacién y divisién) son muy simples de realizar
en binario. En las secciones siguientes se profundiza en esta cuestién y en la representacion de nimeros
enteros, con signo.

Suma binaria

La tabla muestra el resultado de la suma binaria de dos bits (a; y b;) cuando no hay bit de acarreo
de entrada o llevada (carry). La llevada o acarreo en el resultado se produce cuando los dos bits que se
suman son 1. En este caso el resultado de la suma (s,) es 0 y el acarreo (c,) es 1. El acarreo se traslada
al resultado como una unidad en la posicién mds significativa del resultado cuando este excede el valor
representable en la posicion actual.

Tabla 2.6: Tabla de sumar en binario sin acarreo de entrada.

Entrada Salida
a + b = ¢ s
O + 0 = 0 O
0O + 1 = 0 1
1 + 0 = 0 1
1 + 1 = 1 0

— Suma en binario natural. A continuacidn se muestran varios ejemplos de sumas
binarias y sus equivalentes en decimal. En azul se indica el valor del acarreo.

(a) (b) (c)

11 3 100 4 111 7
+ 11 +3 +10 +2 + 11 +3
(110 6 110 6 [1/o10 [1]0

La tabla de la suma binaria se puede completar si se considera un acarreo de entrada. Asi se obtiene la
tabla 2.7 completa.

Tabla 2.7: Tabla de sumar en binario con acarreo de entrada.

Entrada Salida
ci + a + b = ¢, s,
1 + 0 + 0 = 0 1
1 + 0 + 1 = 1 0
Il + 1 + 0 = 1 O
1 + 1 + 1 = 1 1




26 Capitulo 2. Sistemas de numeracion

Resta binaria

Las reglas de la resta en binario son similares a las del sistema decimal. Se debe tener en cuenta que en la
resta binaria el resultado de 0 — 1 es 1 con llevada o acarreo negativo de 1 que se suma al sustraendo en la
posicién mds significativa.
— Resta en binario. A continuacién se muestran varios ejemplos de restas binarias y
sus equivalentes en decimal. En el caso (c) se muestra una situacién de llevada negativa.

(a) (b) (c)
11 3 11 3 1 01 5
01 -1 -0 -2 [ -3
10 2 01 1 010 2

Multiplicacion y divisién en binario
La multiplicacién en el sistema binario es trivial, ya que cuando alguno de los factores es 0 el resultado es
0. El resultado es 1 solo si ambos factores son 1. Como se puede ver en el ejemplo siguiente, la operacién

de multiplicacién de valores binarios con més de un bit se convierte en operaciones de suma desplazada
de los productos parciales.

— Multiplicacién en binario. A continuacién se muestran varios ejemplos de multi-
plicaciones binarias y sus equivalentes en decimal.

(a) (b)
11 3 111 7
x 1 1 x3 x 1 01 x 5
11 9 1 11 35
+ 11 000
1 001 + 111
1 00011

La divisién se calcula mediante restas sucesivas del divisor al dividendo hasta que el resto es 0 o
inferior al divisor. El nimero de veces que el divisor estd contenido en el dividendo es el cociente de la
division.

Una conclusién importante respecto a la aritmética en el sistema binario es que las cuatro operaciones
basicas se pueden reducir a la operacién de suma, ya que la resta se puede obtener sumando al minuendo
el sustraendo con signo negativo. En las secciones siguientes se explican los métodos de representacion
de nimeros enteros negativos en binario.

Representacion de nimeros enteros en signo magnitud

En la representacion de binario natural no se tiene en cuenta el signo de los nimeros. Es decir, en binario
natural se representan los niimeros naturales. Como se ha explicado previamente, para expresar un nimero
en binario natural se codifica su magnitud mediante un sistema posicional ponderado que emplea base 2.
Cuando se desea codificar nimeros negativos es preciso codificar la informacién de signo y afiadirla a
la representacion de la magnitud del nimero. En este caso se estarian codificando los niimeros enteros
(nimeros naturales con signo).

El signo de un niimero entero puede ser positivo o negativo. Por tanto, estas dos alternativas se pueden
codificar con un bit afiadido en Ia posicién mads significativa (MSB). Con este sistema de codificacién de
signo, es habitual considerar el ‘0’ para el signo positivo y el ‘1’ para el signo negativo.” Esta codificacién
se denomina signo magnitud, en adelante SM para abreviar.

3Se ha marcado en color rojo el bit de signo a efectos de favorecer la comprensién.
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Ejemplo 2.14 — Representacion de nimeros enteros en SM. ;Cual es la codificacién SM del
niimero entero (—23) empleando 1 byte?

& Solucioén:

De los 8 bits empleados, el MSB (bit mas significativo) se utiliza como bit de signo y por tanto se pone
a 1. En el resto de los 7 bits se codifica la magnitud, que es 23. Teniendo en cuenta que:

23 =05+ 0x T+ 1524 +0x2+1x22+1x2' +1x20=16+4+2+1

Graficamente:
b; bg bs by by b, b by
23 =|1|ofo[1]{o]1]1]1]ensM
bits de magnitud

signo

Tabla 2.8: Comparacion de codificacién con 3 bits en SM y binario natural (en gris se marca la representacion
del 0).

Cédigo SM  Binario natural

000 0 0
001 1 1
010 2 2
011 3 3
100 -0 4
101 —1 5
110 -2 6
111 -3 7

Dado un nimero binario con codificacién SM de n bits, solo n — 1 de ellos se emplean para codificar
la magnitud y el restante para el signo. Por tanto, el rango de representacién en SM es:

[~ 1), +(2" = 1)]

Como se observa en la expresion del rango en SM, tanto en la parte negativa como en la positiva se resta 1
porque la codificacién comienza en el 0. Aunque el O carece de signo, en SM obtiene una codificacién
doble: una en la parte positiva y otra en la negativa (ver tabla 2.8). Es importante notar que el nimero
total de cédigos posibles distintos solo difiere en 1 respecto a la codificacion en binario natural con r bits.
Dicha diferencia se debe a la doble codificacién del 0 que hace perder un cédigo respecto a la codificacién
en binario natural.

Para obtener el valor decimal de un cddigo binario dado en SM, se pasan a decimal los bits de
magnitud —sin tener en cuenta el bit de signo— y se anade el signo indicado por el bit de signo.

Aritmética en SM

En SM se opera empleando la suma y la resta binaria sobre la magnitud de los operandos dependiendo del
signo de estos. El bit de signo se manipula aparte para decidir el signo del resultado. Es decir, se hacen
dos operaciones una para calcular el valor de la magnitud del resultado y otra para calcular su signo.

v Caso 1 - Los operandos son del mismo signo. El resultado se calcula sumando la magnitud de los
operandos. El signo del resultado coincide con el de los operandos.
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v Caso 2 - Los operandos son de signo distinto. El resultado se calcula restando la magnitud mayor
a la menor de los operandos. El signo del resultado coincide con el signo del operando de mayor
magnitud.

La resta se trata como una suma con inversion de signo para el sustraendo. En este texto se emplea el
color rojo para destacar el bit de signo en las representaciones binarias.

Ejemplo 2.15 — Aritmética en SM. Cuando se suman dos nimeros de distinto signo, la magnitud

del resultado es la resta de las magnitudes y su signo el del sumando de mayor magnitud.

A~
(=3)+(+4)=+4-3)=1= 0 100— 1 0l11= 0 001=(+1)

Cuando se suman dos nimeros negativos (con igual signo). Las magnitudes se suman para calcular la
magnitud del resultado. El signo del resultado coincide con el de los operandos.

= ~~ ~~
(—2)+(-3)=—(2+3)=-5="1 010+ 1 011="1 101 =(-5)

Cuando el resultado de una operacién excede el rango de valores representables con el niimero de
bits disponible, se produce un error denominado desbordamiento (overflow). La determinacion de una
condicién de error por desbordamiento requiere un tratamiento especial en sistemas con codificacién SM.

Ejemplo 2.16 — Operaciones aritméticas con desbordamiento. En la operacién matemadtica
que se muestra a continuacion se emplean 3 bits que son insuficientes para almacenar la magnitud del
resultado. En este caso se produce desbordamiento porque el resultado no es representable con los bits
disponibles.

(+5) + (+4) = +(5+4) =9 = 0101 +0100 = 0001 = (+1)  {ERROR!

La solucién a este tipo de error es afiadir un bit adicional a la codificacién para ampliar el rango de
representacion. Si en el caso planteado se emplean 4 bits para la operacién, el problema se resuelve. En
los sistemas digitales es preciso detectar las condiciones de desbordamiento para activar las medidas
correctoras que realicen el tratamiento de los posibles errores.

(+5)+ (+4) =+(5+4) =+9= 00101+ 00100 = 0 1001 = (+9)

La multiplicacién o producto de nimeros se calcula mediante la suma desplazada de los productos
parciales de las magnitudes de los operandos. El signo de la operacién es positivo si los operandos
tienen el mismo signo. Si los operandos poseen distinto signo, el signo del resultado es negativo. En la
multiplicacién no es preciso comprobar condicién de desbordamiento, ya que lo normal es disponer de
un nimero de bits suficiente para representar el resultado que es la suma de bits de magnitud de ambos
operandos.

2.6.5 Representacion de nimeros enteros en complemento a 1

La representacion en SM es simple, pero tiene como inconveniente principal que su aritmética depende
del signo de los operandos. Los cdlculos con nimeros de distinto signo requieren la operacién de resta
binaria de la magnitud menor a la mayor. La representacion en complemento persigue el uso de la suma
independientemente del signo de los operandos.

En complemento a I o C1 un nimero positivo se representa igual que en SM, el bit de signoes Oy la
magnitud se representa en binario natural. Sin embargo, los ndmeros negativos se codifican mediante el
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operador de complemento aplicado a todos los bits del ntimero positivo correspondiente. El operador de
complemento transforma un 1 en un 0 y viceversa: (1)’ =0y (0)' = 1. La tabla 2.9 muestra el equivalente
decimal de la codificacién de nimeros enteros en C1 con 3 bits. Al igual que en SM, el O tiene doble
representacion en Cl1.

Tabla 2.9: Comparacién de equivalente decimal al emplear codificacion con 3 bits en C1, SM y binario natural
(en gris se marca la representacion del 0).

Cédigo C1 SM Binario

000 0 0 0
001 1 1 1
010 2 2 2
011 3 3 3
100 -3 -0 4
101 -2 -1 5
110 -1 -2 6
111 -0 -3 7

Recuerda que el operador de complemento admite varias representaciones. Las mds habituales son la
barra superior y el simbolo prima, pero en esta obra se utilizard preferentemente el simbolo prima
para facilitar su escritura y evitar ambigiiedades en las expresiones complejas. Por tanto:

complemento(A) =A' =A

Ejemplo 2.17 — Representacion de nimeros enteros en C1. ;Cémo se representan con 4 bits los
nimeros enteros +3y —3 en C1?

& Solucion:

+3 =0011
+3
A~
—3=(001T) = 1100¢;

La aplicacion repetida del operador complemento (cambio de signo) dos veces deja inalterado el
nimero binario sobre el que se aplica. El rango de representacion con codificacién C1 es igual que en SM.
Estoes: [—(2"! — 1), +(2"1 —1)]

Para pasar un nimero positivo de C1 a decimal se opera como si estuviera expresado en binario natural.
Si es negativo se hace previamente el complemento del nimero sin olvidar que el nimero resultante es
negativo.

Ejemplo 2.18 — Conversion a decimal de nimeros en C1. ;Cuil es el equivalente decimal de los
nimeros enteros representados en C1 como 0010¢; y 1010¢;?

& Solucion:

El nimero 0010¢; es positivo y por tanto, su equivalente decimal se obtiene por la expansién numérica
que permite obtener el valor de un nimero expresado en binario natural.

0010c; = 0010, = 1 x 2" =42

En cambio para pasar el nimero negativo 1010¢; a decimal, se complementa solo la magnitud del
nimero dejando inalterado el bit que corresponde al signo y calculando el equivalente digital de la
magnitud.

1010c; = 1(010) = 1101 = (=)(1 x 2241 x2%) = (=)(4+1)= -5
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Este proceso también se puede llevar a cabo complementando primero todo el nimero y convirtiendo
el resultado a decimal como binario natural manteniendo el signo negativo original.

1010c; = (—=)(1010) = (=)0101 = (=)(1 x 22 +1x2%) = (=)(4+1) = -5

Un modo alternativo, en un solo paso

algo mds complejo— para pasar los nimeros negativos de C1

a decimal, consiste en hacer la expansién numérica dando valor negativo a la posicién mds significativa

(bit de signo) y sumando 1 al resultado final.

10100 = —1x 22 +0x22+1x2' +0x2Y +1=-8+2+1=-5

La dificultad de este segundo método reside en recordar que la expansién resta el término mds
significativo y suma 1 al resultado final.

Aritmética en C1

Cuando se trabaja con representacion en C1 solo es preciso tener en cuenta la suma, ya que la resta se
puede considerar como la suma del sustraendo con signo negativo. El bit de signo se suma del mismo
modo que el resto de bits. La operacion de suma tiene en cuenta el bit de acarreo final que siempre se

suma al resultado obtenido. En este caso se habla de recirculacion del acarreo.

Ejemplo 2.19 En este ejemplo se realiza la operacion de suma de nimeros enteros con resultado
correcto. El bit de signo se indica con color rojo y el de acarreo con color azul.

[]
[o]= =]

b
010 10 2
+[1[0 1 0 5
lof1[1 00
+1 | [o]
1100 (3

Antes de calcular el resultado de la operacion aritmética es posible saber el signo correcto del resultado,
ya que este debe coincidir con el signo del operando de mayor magnitud. Por tanto, un método de deteccion
de desbordamiento consiste en comprobar la validez del bit de signo cuando los operandos tienen el
mismo signo. En caso de desbordamiento se puede disponer un bit adicional que permita representar la
magnitud del resultado evitando desbordamiento.

Ejemplo 2.20 — Aritmética en C1. En este ejemplo se llevan a cabo operaciones en las que se
produce desbordamiento. Para resolver esta situacién es preciso representar los nimeros con un bit
adicional para que el resultado final esté incluido en el rango de representaciéon admitido.

(a)

0]
0
1]

+
[0
+

—_
[
(=]
—_

jDesbordamiento!

+
[0
+

o O

10
10
00

/OOO'

T

o

0

1

1
|_|

[o

100

Correcto

1

4
(*+5)

*+9)

®)
1
+|1
LL10]
+

of1 10

jDesbordamiento!

Representacion de nimeros enteros en complemento a 2

(110 11
+|{1|/1 010
[ilifo 101
+| 1]
[1Jor 1o
Correcto

-4
(-5)

-9

La representacién de ndmeros enteros en complemento a 2 (C2) o complemento a la base, es aquella
representacién que sumada al nimero positivo correspondiente produce como resultado 0. Los nimeros
positivos tienen idéntica representacion que en binario natural, SM y C1. Por el contrario, la representacion
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en C2 de nimeros negativos se obtiene sumado 1 a su representacién en C1. De este modo, se tiene que:
Aca=Ac1 +1

Como sucede con Cl1, al repetir la operacion de cambio de signo mediante C2 se obtiene el nimero de
partida.
Ejemplo 2.21 — Representacion de ndmeros enteros en C1y C2. ;Cuil es la representacion con
4 bits de los nimeros enteros +3y —3 en Cl y C2?
[@ Solucion:

Como la representacion de nimeros positivos es idéntica en binario natural, C1 y C2 se tiene:
+3=0011 =0011¢c; = 0011c2

En el caso de los ndmeros negativos hay que tener en cuenta la operaciéon de complemento:

3
=,
—3=(0011)"=1100¢; = 1100¢; +1 = 11013

Un modo alternativo simple de obtener la representacién en C2 de un nimero negativo partiendo del
nimero positivo de igual magnitud, consiste en copiar todos los bits de derecha a izquierda incluido el
primer 1 y a partir de este, copiar el complemento del resto de bits. Aplicando este método se tiene
que:

—3=(001)'1 = 1101y

Donde se ha copiado el 1 més a la dcha. y el resto de bits se complementan. u

El rango de representacion en C2 es: [-2"~!, 4+(2"~! —1)] Respecto a la representacién en C1, el
rango se amplia en 1 para los nimeros negativos, ya que en C2 el 0 no tiene doble representacion. La
tabla 2.10 muestra el equivalente digital de las distintas representaciones de nimeros enteros. En dicha
tabla se comprueba que el nimero total de cddigos es el mismo, pero cambia la interpretacion y el rango
de valores representados.

Tabla 2.10: Comparacién del equivalente decimal para representaciones con 3 bits en C2, C1, SM y binario
natural (en gris se marca la representacion del 0).

Cédigo C2 Cl1 SM Binario

000 0 0 0 0
001 1 1 1
010 2 2 2
011 3 3 3
100 -4 -3 -0
101 -3 -2 -1
110 -2 -1 =2
111 -1 -0 -3

~N NN R WD -

Para convertir la representacién de un entero negativo en C2 a su equivalente decimal se repite la
operacion de C2 manteniendo el signo negativo. También se puede recurrir a la expansiéon numérica dando
valor negativo a la posicién m4s significativa correspondiente al bit de signo.
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Ejemplo 2.22 — Conversion a decimal de nimeros en C2. ;Cuiles son los niimeros enteros
representados por: 1101co y 1010¢3?

& Solucioén:

Segtn se sefiala la representacion empleada es C2. Por tanto, el bit MSB corresponde al signo y como
en ambos casos dicho bit es 1, se trata de nimeros negativos. Para encontrar su valor en decimal se
emplearan varios métodos alternativos.

1. Se repite la operacion de cambio de signo en C2 consistente en complementar y sumar 1.
1101c2 = (—)(1101)’ +1 = (=)0010+1 = (=)0011 = -3

1010c> = (—)(1010) +1 = (—)0101 + 1 = (—)0110 = —6

2. Se repite la operacién de cambio de signo en C2 consistente en la copia de bits desde la derecha
hacia la izquierda hasta el primer 1 inclusive y el complemento del resto de bits.

1101z = (—)(110)'1 = (=)0011 = (-)0011 = -3

1010c = (—)(10)'10 = (=)0110 = (—)0110 = —6

3. Se realiza la expansion numérica directa considerando como negativo el valor asociado al bit
mas significativo.

1101y = —1x 22 +1x2240x2T+1x2°=—8+44+1=-3

10100y = =1 x 22 4+0x22+1x2'+0x2= —-84+2=—-6

Latabla 2.11 resume los rangos de representacion empleando distintos tipos de codificacion binaria
para un niimero n de bits dado. En dicha tabla se observa como el rango de representacion en C2 aumenta
en un cédigo con respecto a C1 y SM, ya que estos tltimos emplean una representacion doble para el 0.

Tabla 2.11: Comparacién de rangos de representacion con distintos sistemas de codificacién binaria.

n 2"

Bits Tot. cédigos  Rango binario Rango SM Rango C1 Rango C2

4 24=16 [0, 15] (-7, +7] (-7, +7] (-8, +7]

8 28 =256 [0, 255] [—127, +127] [—127, +127] [—128, +127]

16 2'©=65536 [0, 65535] [-32767, +32767] [—32767, +32767] [—32768, +32767]
[ - - -

07 2n_1] (2}1—1_1)’ +(2i1—1_1)] (Zn_l—l), +(2i1—1_1)] 2n—17 +(2n—1_1)}

En ocasiones se comete un abuso del lenguaje utilizando el nombre de la representacioén (C1, C2) en
lugar de la operacién de cambio de signo en dicha representacién. De este modo, cuando se pide
calcular el C2 de un niimero positivo, en realidad se solicita la operacién de cambio de signo para
dicho nimero. Esto es, el nimero negativo correspondiente. Asi, se dice «calcular el C2 de A», en
vez de, «calcular la representacién de (—)A en C2»; o de modo equivalente, «obtener el nimero
resultante de cambiar el signo a A en C2». Por tanto, es muy importante distinguir si se desea la
representacion del nimero o el resultado de la operacién de cambio de signo.

Aritmética en C2

Si se emplea representacion en C2, todas las operaciones aritméticas se realizan mediante sumas en las
que el bit de signo se trata como un bit convencional. En la aritmética en C2 no es preciso sumar el
acarreo final al resultado, como se hace en C1. Por tanto, el acarreo final se descarta. El desbordamiento
del resultado de una operacién en C2 se determina comprobando la validez del bit de signo de dicho
resultado. En la seccién 6.4.3 (pdg. 163) se realiza un andlisis detallado de la condicién bajo la que se
produce desbordamiento.
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Ejemplo 2.23 — Aritmética en C2. En este ejemplo se llevan a cabo operaciones en C2 en las que
se produce desbordamiento. Para resolver esta situacion es preciso representar los nimeros con un
bit adicional para que el resultado final esté incluido en el rango de representacion admitido. En las
operaciones se indica el descarte del bit de acarreo y la adicién de un bit para corregir el error de
desbordamiento.

@ b © _
01 00 4 0[0 1 0 + 1|11 00 (4 1111 00 9
+(1[{1 01 ¢3) +[(1{0 1 1 ¢5 +{1/0 1 1 (-5 +[{1]1 01 1 ¢5
l+loJoo 1 ¢ |efift o1 » [+o[1t 11 @ [i[1]o1 11 (9
Correcto Correcto iDesbordamiento! Correcto

Representacion de nimeros enteros con signo en Logisim

En Logisim los nlimeros con signo emplean representacién en C2. En consecuencia, cuando se emplea
el médulo de cambio de signo (negator) de la libreria aritmética (Arithmetic) se aplica la operacion de
cambio de signo en C2.

El elemento sonda de prueba (probe) de la libreria Wiring permite visualizar el valor correspondiente
en la linea donde se conecta. La configuracion de dicho elemento permite visualizar el valor de la sefial en
diferentes sistemas de representacion (en inglés radix): binario, octal, decimal con signo (considerando
representacion binaria en C2), decimal sin signo y hexadecimal.

Ejemplo 2.24 — Visualizacion de enteros con signo en Logisim. Construye un circuito en Logisim
para cambiar el signo de un nimero de 4 bits y mostrar tanto el valor de entrada como el de salida
como un nimero decimal con signo.

& Solucién:

El circuito es muy simple y consta de sendos pines de entrada y salida de cuatro bits (A, —A) conectados
a través del médulo de cambio de signo (ver figura adjunta).

Suma en BCD

BCD no es un cédigo de palabra, ya que no codifica un valor total sino los valores parciales de cada uno
de los digitos de un nimero decimal. Cada digito se codifica en binario natural con un bloque de 4 bits.
En este caso la adicion de nimeros codificados en BCD sigue las siguientes reglas:

a) Cada bloque de 4 bits se suma aplicando las reglas de la suma en binario.
b) Si la suma de un bloque es menor o igual que 9, dicha suma es vélida.

¢) Sila suma de un bloque es superior a 9, se le debe sumar 01102 = 619 para obtener un valor
vélido. La razén es que en BCD solo se codifica del 0 al 9. Por tanto, existen 6 cddigos no utilizados
y al sumar 6 se obtiene un cédigo vélido.

d) El acarreo generado en la suma de un bloque se debe sumar al bloque siguiente.
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Ejemplo 2.25 — Suma en BCD. Suma en BCD con acarreo entre bloques.

1001 9
+ 0100 +4
1101 Numero BCD no valido (>9) 13
+ 0110 Sumar 6
0001 0011 Numero BCD valido
2 \2
1 3 .

Conceptos clave

Representacion de nimeros en bases posicionales.

Conversién de ndmeros fraccionarios de base 10 a base 2.

Conversion entre bases 2": binario (n = 1), octal (n = 3) y hexadecimal (n = 4).
Representacion de nimeros negativos en C1 y C2.

Aritmética en C1 y C2.

Desbordamiento en las operaciones aritméticas.
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Problemas propuestos

Problema 2.1 Convierte el nimero 1011 0101.11, a hexadecimal, octal y decimal.
Problema 2.2 Convierte el nimero 55.81 g a decimal.

Problema 2.3 Convierte el nimero decimal 226.875(y a binario, octal y hexadecimal.
Problema 2.4 Convierte el nimero decimal 58.75(¢ a base 5, octal, hexadecimal y binario.
Problema 2.5 Convierte los nimeros 58919 y 475(j¢ a binario, hexadecimal y octal.
Problema 2.6 Convierte el nimero binario 11 0001.0010 11, a hexadecimal.

Problema 2.7 Demuestra si se cumple la igualdad siguiente: 100 1001, = 100 1010¢;

Problema 2.8 ;Cudl es el rango de representacion con 4 digitos en binario natural, octal, decimal y
hexadecimal?

Problema 2.9 ;Cual es el rango de representacion en binario natural con 6 bits? ;Y en signo magnitud
(SM)? ;Cuéntos codigos diferentes son posibles en ambos casos?

Problema 2.10 En una aplicacién informadtica se debe codificar la diferencia en los husos horarios entre
varias ciudades cuyo valor se encuentra en el rango [—8, +8]. ;Cudntos bits son necesarios para codificar
dicha diferencia?

Problema 2.11 Se desea representar con una precision de décima de grado (0.1°C) la temperatura de
un proceso quimico que oscila entre —20°C y +50°C. ;Cudntos bits se necesitan como minimo para
representar la T® en C2? ;Qué codigos binarios quedan sin utilizar?

Problema 2.12 Dados los nimeros A = 0010 y B = 1010 expresados en C1, calcula el resultado de la
operaciéon A — B.

Problema 2.13 ;Cdémo se expresa el nimero +6 con 5 bits en C1? ;Y en C2?
Problema 2.14 ;Cdémo se expresa el nimero —6 con 5 bits en C1? ;Y en C2?
Problema 2.15 Dado el nimero 1011 0101¢; ¢cudl es su representacion en C2?

Problema 2.16 Cudl es el resultado de cambiar el signo al nimero +127 g expresando el resultado en
C2 con 8 bits?

Problema 2.17 Realiza las siguientes operaciones en binario empleando codificacion C1 y C2 con 8 bits.
Comprueba el resultado con el obtenido en sistema decimal:

A) 47418
B) —24-8
C) 2545






3.1

El adlgebra de Boole permite la formalizacién y estudio de las propiedades de los circuitos eléctricos
basados en dispositivos de conmutacién capaces de realizar operaciones logicas. Junto a esta herramienta
matematica, el avance continuo en el proceso de miniaturizacién y velocidad de conmutacion de los
transistores, constituyen la base fundamental del desarrollo tecnolégico actual de los sistemas digitales.

Este capitulo aborda el estudio de las puertas 16gicas, unos circuitos electrénicos bdsicos compuestos
de unos pocos transistores, capaces de realizar las operaciones logicas elementales. Dicho estudio permite
tanto el andlisis del comportamiento de los sistemas digitales como su disefio 6ptimo.

Valor l6gico asociado a las senales digitales

El elemento fundamental de los sistemas digitales es el transistor (ver seccién 1.2, 4). Su funcionamiento
es intuitivamente andlogo al de un interruptor microscopico gobernado por una sefial eléctrica. De este
modo, los circuitos con transistores se pueden configurar para realizar una funcién légica concreta: AND,
OR, NOT, etcétera. El funcionamiento de los transistores no es objeto de estudio en esta obra, en la que
solo se abordan los aspectos de comportamiento légico de los circuitos. Por el contrario, aqui el interés se
centra en el anélisis del valor 16gico de las sefiales, sin importar las magnitudes eléctricas de los circuitos
electrénicos que implementan las funciones légicas.

El transistor electrénico es el elemento basico empleado en el disefio jerdrquico de los sistemas
digitales basado en médulos que aumentan progresivamente su complejidad. A partir del transistor, el
siguiente nivel de la jerarquia estd constituido por las puertas l6gicas que realizan las operaciones logicas
bésicas. El disefio jerarquico utiliza médulos funcionales sofisticados sin necesidad de especificar la
composicion del sistema en un nivel inferior. Asi, en esta obra, el andlisis y disefio de sistemas se realiza a
escala de puertas légicas y los médulos combinacionales basicos construidos con ellas, sin necesidad de
llevar el estudio al nivel del transistor, salvo a titulo ilustrativo.

Definicion 3.1 — Senales, variables y funciones légicas. Los sistemas l6gicos digitales son
circuitos electronicos disefiados para producir unas sefiales de salida a partir de unas sefiales de entrada.
Todas las sefiales implicadas en el proceso son de naturaleza eléctrica, a cuyo nivel se asocia un valor
16gico representado por los simbolos ‘0’ y ‘1°. Por dicho motivo, a cada sefial corresponde una variable
matemdtica de tipo 16gico (booleana). Como el valor l6gico de las variables de salida de un sistema es
el resultado de aplicar una funcién 16gica —implementada por un circuito electrénico digital— a sus
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variables de entrada, se dice que las variables de salida son funciones —de salida— dependientes de
las variables légicas de entrada. "

En este texto para nombrar a las variables 16gicas se emplean letras mayusculas tales como: A, B, C,
D, etcétera. En cambio para las funciones lgicas se prefiere la utilizacién de letras mindsculas: f, g, A,...
y asi sucesivamente. Cuando una variable 16gica es de tipo multibit, esto es un valor numérico codificado
en binario por varios bits, se prefiere el uso de subindices. Por ejemplo, para variables 16gicas de E/S con
4 bits, la denominacion seria: A = [A3A2A1 Ao, f = [f3 /2 /1 fo], etcétera. Por comodidad, en ocasiones
las variables multibit se construyen por agrupacion de variables binarias (p. €j., [A BC D] para entradas y
[pqrs] para salidas).

Definicién 3.2 — Tabla de verdad de una funcién légica. La tabla de verdad de una funcién
l6gica es un arreglo en el que se ordena por orden binario cada una de las combinaciones de valores
légicos de las sefiales de entrada de las que depende la funcién junto al valor 16gico correspondiente
que adquiere la sefial de salida para dicha combinacién. "

Tabla 3.1: Tabla de verdad genérica de una funcién 16gica dependiente de dos variables.

4. |A B f(AB)
0|0 O/ f(0,0)
1|10 1] £(0,1)
211 0| f(1,0)
301 1| f(1,1)
Como se muestra en la tabla 3.1, las combinaciones de valores de las variables de entrada se ordenan

en la tabla siguiendo un orden binario natural creciente de arriba hacia abajo. Este orden asigna una
ponderacién o valor de significancia a las variables de entrada en la tabla de verdad. La variable mds
significativa serd la ubicada més a la izquierda en la tabla (p. ej., A en la tabla 3.1). De este modo las filas
de la tabla de verdad se identifican de modo univoco mediante el c6digo decimal (Id.) correspondiente
al cédigo binario constituido por los valores que las variables de entrada tienen asociado en dicha fila
—suprimido habitualmente en la tabla de verdad—.

— Interpretaciéon de tabla de verdad. ;Qué valor 16gico tienen las variables de
entrada A y B en la fila 3 de la tabla de verdad de una funcién légica genérica f(A,B)?

& Solucioén:

En la tabla de verdad de una funcién f(A, B) dependiente de las variables A y B, la fila 3 corresponde
al valor binario 11. Es decir, a la combinacién de valores 16gicos de entrada A = 1y B = 1. Recuerda
no confundir la fila con Id.=3 con la 3* fila (Id.=2), ya que el Id. de las filas de la tabla de verdad
comienza con el Id.=0.

'Observa que a diferencia de la agrupacién de elementos de una secuencia, en las variables multibit los bits representados
entre corchetes no estdn separados por comas (*,’).
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Simulacién de sistemas digitales con Logisim

ILogisim” es un programa informético para facilitar el aprendizaje de los métodos de andlisis y disefio de
sistemas digitales. Este programa permite simular, de un modo sencillo e intuitivo, el comportamiento
l16gico de los sistemas digitales. La simulacién 16gica es mds simple que la simulacién electrénica, ya que
esta dltima tiene en cuenta ademas de los aspectos 16gicos, los niveles de disefio fisico como tecnologia,
distribucién fisica, retardos, etcétera. Sin embargo, la sencillez de la simulacién l6gica y su capacidad
para ilustrar gran parte de los conceptos abordados durante esta obra facilitan un enfoque practico de la
materia apoyado en el uso intensivo de este programa informético.

La figura 3.1 muestra el aspecto de la interfaz grafica de la ventana principal de Logisim donde se
distinguen las distintas zonas que presenta al usuario.

Tr Liageaern: Pustits AND of Untaies - O b

|File Bt Poogect Semulits Window Help

*A i
Es’t 40 A

AND f(A,B)

Figura 3.1: Ventana principal de Logisim: 1) drea de trabajo, 2) panel de componentes de libreria, 3) panel de
atributos y propiedades del componente seleccionado, y 4) controles.

Logisim es un software desarrollado por el Dr. Carl Burch, un ingeniero informatico que durante
algunos afios se dedico a la formacién en materias relacionadas con la organizacion de computadores
y el desarrollo de algoritmos. Durante sus afios como profesor desarrollé Logisim, que es un programa
escrito en Java con el propésito de simular sistemas 16gicos digitales. Este programa opensource
gratuito, se distribuye bajo licencia GNU GPL v2. Se puede ejecutar en sistemas Windows, MacOS
y Linux, con ayuda traducida a idioma espafiol, aunque el manual disponible en Internet para este
idioma (mayo, 2008) no cubre todas las caracteristicas de la dltima versién disponible (marzo, 2011).

A diferencia de otros programas mds complejos y costosos, Logisim es un programa de simulacién
I6gica que no tiene en cuenta parametros eléctricos. Por tanto, no permite el disefio de sistemas «reales».
El valor 16gico de las sefiales es la tinica caracteristica que se tiene en cuenta en las simulaciones y anélisis
realizados con este programa. Los sistemas digitales en Logisim se representan intuitivamente de forma
gréifica por su diagrama légico con elementos ficilmente reconocibles por sus simbolos que se puede
ajustar al estandar DIN 40700. Dispone de varias librerias con numerosos elementos constructivos que
permiten el disefio 16gico jerdrquico de sistemas digitales de cierta complejidad como microcontroladores
y microprocesadores. Las librerfas nativas incorporadas son:

» Wiring. Proporciona elementos de conexionado entre objetos de un diagrama (splitter o separador,
pines de E/S, probe o sonda de prueba, tineles, valor constante, extensor de bits,...).

Gates. Coleccidn de distintos tipos de puertas 16gicas como NOT, AND, OR, NAND, NOR, etc.
Plexers. Médulos combinacionales como multiplexor, decodificador, codificador, etc.

Arithmetic. Médulos aritméticos como sumador, comparador, etc.

= Memory. Coleccion de elementos de memoria como biestables, registro, contador, etc.

= [nput/Output. Proporciona elementos de E/S como pulsador, LED, displays, etc.

2Disponible en Internet, URL: http://www.cburch.com/logisin/.



40 Capitulo 3. Puertas légicas y digebra de Boole

= Base. Utilidades y controles para crear y editar los diagramas.

Logisim permite realizar el disefio jerarquico extensible, de modo que cualquier sistema construido
se puede importar y emplear como un médulo o subcircuito en un nuevo disefio. Ademds, incorpora
funcionalidades para simplificar los sistemas mediante el uso de sefiales multibit (buses) y documentar los
disefios con la utilizacion de etiquetas de texto. Las etiquetas son nombres asociados a las sefiales del
circuito, pero también se pueden utilizar como comentarios. Estdn formadas por caracteres alfanuméricos
y el cardcter ‘_’ (subrayado).

Recuerda que con Logisim se pueden simular tanto sistemas combinacionales como secuenciales con
elementos de memoria. Para la simulacion de sistemas secuenciales se proporciona un componente
reloj con frecuencia de operacion basada en una sefal periddica interna (tick). La frecuencia de
esta dltima se puede modificar desde 0.25 Hz a 4.1 kHz. La frecuencia maxima del bloque reloj
de usuario es la mitad de la frecuencia elegida para el tick interno empleado en la simulacién. De
este modo, si se desea emplear una sefial de reloj con un periodo de un segundo (7" = 1 s) se debe
emplear una frecuencia de tick de simulacién de 2 Hz.

Todos los sistemas digitales de ejemplo que se proporcionan en este texto emplean preferentemente la
convencién que se indica a continuacion.

= Para sefiales de entrada se emplean las etiquetas A, B, C, etc., también conocidas como variables
l6gicas asociadas a las sefales. Tomando siempre este mismo orden decreciente de significancia
para la combinacién binaria de sus valores l6gicos asociados. Este es el orden en que se mostrardn
en las tablas de verdad de las sefiales de salida dependientes de ellas.

= Para sefiales de salida (funciones 1dgicas) se empleardn las etiquetas (variables): f, g, h, p, q, 1, s, t,
u, v, x,, 2.

= Para sefiales de E/S de tipo multibit (buses) se emplean las etiquetas (variables) similares a las
anteriores: A = [A,_1An—2...A¢), f = [fu—1 fu—2- .- fo], siendo n el nimero de bits de la seiial. El
bit menos significativo es el sefialado por el subindice menor.

Existen numerosos proyectos derivados (forks) de Logisim cuyo propésito es la incorporacion de
nueva funcionalidad al proyecto original. Entre los proyectos derivados sobresalen por su mayor
actividad y estabilidad: y .~ Sin embargo, todos los ejemplos que
se muestran en este texto han sido probados solo en la version original del proyecto, aunque su
adaptacion a las versiones mencionadas es muy sencilla.

Puertas l6gicas

Como ya se ha explicado en la seccion 1.2 (pag. 4) y al inicio de este capitulo, el transistor es el elemento
clave de los sistemas digitales, ya que permite dotar de un significado 16gico a las sefiales que intervienen
en su funcionamiento. De modo intuitivo un transistor se comporta como un interruptor microscopico
controlado por una sefial eléctrica capaz de cambiar de estado muy rdpidamente y con un consumo
reducido. En la actualidad, los circuitos integrados mas complejos puede estar constituidos por miles de
millones de estos diminutos transistores permitiendo la implementacién de sistemas muy complejos. Para
llegar a disefar sistemas complejos se recurre al disefio jerarquico donde el transistor da paso a bloques
constructivos sucesivamente mds sofisticados desde los que parte el disefio en un nivel superior de la
jerarquia. Asi pues, en el nivel mas bajo estd el transistor y en el inmediato superior se sittian las puertas
logicas.

Definicion 3.3 — Puerta I6gica. Una puerta légica es un circuito compuesto de varios transistores
con diversas sefiales de entrada y una salida que es una funcién légica elemental de las sefiales de
entrada. Dichas funciones son: NOT, AND, OR, XOR, NAND, NOR y XNOR. n

A modo de ejemplo en la figura 3.2 se muestran los diagramas lgicos de las puertas NAND y NOR en
Logisim. En la parte superior de la figura se han usado directamente transistores nMOS/pMOS (CMOS),

3Disponible en Internet, URL:
“4Disponible en Internet, URL:
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mientras que en la inferior se muestran las mismas funciones elementales con sus médulos equivalentes
empleados habitualmente en los circuitos. Con esta ultima representacion se evita un nivel de detalle
innecesario para llevar a cabo el andlisis y disefio 16gico de los sistemas digitales.

Figura 3.2: Diagramas 16gicos en Logisim de circuitos con transistores nMOS/pMOS (CMOS) para puertas
NAND (izda.) y NOR (dcha.) junto a sus médulos equivalentes.

Los circuitos 16gicos correspondientes a las puertas 16gicas (NAND y NOR) de la figura 3.2 demuestran
como el cambio 16gico de las sefiales de entrada A y B afecta al valor de la sefial de salida f. La tabla
muestra los distintos valores que se obtienen para la salida para cada una de las combinaciones de valores
16gicos de las sefiales de entrada.

Tabla 3.2: Tabla de verdad de las puertas 16gicas NAND y NOR de 2 entradas.

A B | NAND | NOR
1

—_—— O O
—_ o = O
O = = =

0
0
0

Los transistores nMOS y pMOS tienen un comportamiento complementario en cuanto a los niveles de
tension requeridos para que se comporten como un interruptor cerrado. El nMOS se activa con nivel
alto (1) y el pMOS con nivel bajo (0). Cuando en la implementacién de puertas l6gicas intervienen
ambos tipos de transistores complementarios se dice que el sistema emplea tecnologia CMOS. Con
esta se consigue reducir considerablemente el consumo eléctrico del conjunto. Recuerda que en este
texto los circuitos 16gicos —en su nivel mas sencillo— emplean puertas 16gicas, por lo que a partir
de este punto no serd necesario recurrir a una comprension de los circuitos a nivel del transistor.

m Ejercicio 3.1 Comprobar con Logisim que los circuitos 16gicos implementados con transistores y
puertas l6gicas que se muestran en la figura son equivalentes y que las tablas de verdad de las
funciones 16gicas NAND y NOR son las indicadas en la tabla 3.2. "

En las secciones siguientes se explica cada una de las puertas elementales describiendo sus caracteris-
ticas, propiedades y principales aplicaciones.

Puerta NOT o inversor

La puerta NOT o inversor es un operador que actia sobre una Unica sefial (entrada tnica), a diferencia de
las puertas l6gicas que actian sobre dos 0 més sefiales. Su salida es el complemento o negacién l6gica de
la sefial de entrada. La figura 3.3 muestra el esquema correspondiente al uso de la puerta NOT.
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Figura 3.3: Circuito l6gico con la puerta NOT en Logisim y cronograma ideal correspondiente.

El simbolo del inversor consiste en un tridngulo seguido con una «bolita» o burbuja en la punta
(o). Esta burbuja es el rasgo distintivo del inversor, ya que sefiala la operacién de inversidn. Si se
prescinde de la burbuja, el valor 16gico de la sefial permanece inalterado. En este caso el tridngulo
sin burbuja corresponde a un elemento denominado buffer cuyo propésito es aumentar el nivel de
potencia de la sefial sin alterar su nivel 16gico. En este ultimo caso se suele aumentar el tamafio del
tridngulo respecto al empleado para el inversor.

Para completar un circuito 16gico de aplicacion de la puerta NOT en Logisim, la puerta se debe
conectar a una sefial de entrada y a una sefial de salida (como en los circuitos de la figura 3.3). En
dichos circuitos la sefial de entrada emplea un simbolo cuadrado (pin de entrada) en cuyo interior se ve
sobreimpreso el valor 16gico de la sefial. Las sefiales de salida se conectan a través de un simbolo circular
(pin de salida) con el valor 16gico de la sefial de la salida sobreimpreso en su interior.

En la simulacién de cualquier circuito, el valor de las sefiales de entrada se puede modificar a voluntad
mediante pulsacién sucesiva del puntero sobre el pin de entrada correspondiente a la sefial. El valor de las
sefiales de salida se obtiene como resultado de las funciones l6gicas aplicadas a las sefiales de entrada
mediante los elementos 16gicos del circuito que conectan las entradas con las salidas.

En los circuitos Logisim todas las sefiales de E/S deben tener asociado un pin de entrada o salida al que
se asigna una etiqueta que coincide con el nombre de una variable o funcién légica correspondiente a la
sefial (p. ej., A, B, f, etc.). En este texto se seguird el criterio de nombrado de sefiales que se ha mencionado
anteriormente (ver seccién 3.2, pag. 39). En Logisim también es posible fijar valores constantes para las
seflales de un circuito. Se trata de valores 16gicos de entradas que no se modifican durante la simulacién
del circuito. El elemento constante se proporciona en la libreria Wiring. Es importante distinguir estos
valores de las sefiales cuyo valor se puede modificar durante la simulacién (variables).

Para representar la funcién l6gica asociada a la puerta NOT se emplea el simbolo matematico de la
negacién légica con una linea superior sobre el simbolo de la sefial (variable) sobre la que se aplica A con
la alternativa menos habitual —A que se evitara en este texto.

Aunque en muchas obras de referencia se emplee la notacién A para representar la operacién de
negacidn l6gica, para evitar ambigiiedades y facilitar su escritura, en este texto se usard preferentemente

el simbolo prima para la negacion logica A’. Asi pues, se tiene que: A’ = A = —A
En Logisim para expresar la negacion son validas todas las expresiones 16gicas siguientes:
A= ~A='A=NOTA

, recuerda que todas ellas son equivalentes a A.

Para describir el resultado de aplicar la puerta NOT a una sefial 16gica se emplea su tabla de verdad,
asociada al operador 16gico del mismo nombre. De modo general, la tabla de verdad de una puerta l6gica
es la correspondiente a la funcién l6gica implementada por dicha puerta (ver definicién 3.2).

Tabla 3.3: Tabla de verdad de la puerta NOT (inversor o negacién légica).

A A
0] 1
110
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A partir de la tabla de verdad de una puerta lgica es sencillo realizar el cronograma correspondiente
a la salida para una sefial de entrada dada, ya que los valores de la sefial de salida son los indicados en la
tabla de verdad para cada uno de los valores de la sefial de entrada. De este modo se obtiene el cronograma
mostrado en la figura

Recuerda que el cronograma de una sefial es la representacion gréfica de su evolucion temporal. Es
un modo extendido de representar la relacion logica existente entre las sefiales de entrada y salida. A
menos que se indique lo contrario, los cronogramas empleados en esta obra son ideales. Por tanto, en
ellos no se reflejan ni los retardos de propagacion de las sefiales, ni los tiempos de transicién. En
cierta medida las simulaciones con Logisim pueden tener en cuenta los retardos de propagacion,
pero en este texto no los tendremos en cuenta.

Propiedades de la puerta NOT
La principal propiedad de la puerta NOT se denomina involucion por doble aplicacion. Esta propiedad
indica que el valor 16gico de una sefial no cambia al aplicarle dos operaciones de inversién consecutivas.
Expresado de modo matemaético:

(A/)/:A// :A

m Ejercicio 3.2 Comprueba con ayuda de Logisim que se cumple la propiedad de involucién al conectar
dos inversores seguidos a una sefial de entrada. "

Aplicaciones de la puerta NOT

Ya se ha explicado que la puerta NOT implementa la negacién 16gica u operador 16gico NOT. Un ejemplo
practico de su utilidad es la implementacién de la operacién de calculo del complemento a 1 (C1) de un
nimero binario. En la figura 3.4 se muestra el esquema de un circuito en Logisim para calcular el C1 de
una sefial que representa un niimero binario de 1 byte. En la misma figura se muestra el empleo de sefiales
multibit para simplificar la construccién con idéntica funcionalidad.

Figura 3.4: Simulacién de circuito 16gico del célculo el complemento a 1 (C1) de un nimero de 8 bits. A la
derecha la misma funcionalidad implementada con una sefial de tipo multibit.

Logisim permite el manejo de sefiales multibit y su conexiéon mediante buses. Las operaciones 16gicas
se aplican sobre dichas sefiales bit a bit. De este modo se consigue simplificar la elaboracién de los
diagramas correspondientes a circuitos complejos. Como se muestra en la figura 3.4, los pines de
E/S se pueden definir de modo multibit a través del mend de atributos (atributo Data bits) o bien

mediante el atajo de teclado [Alt]+( n ], donde 7 indica el nimero de bits de datos para el elemento
seleccionado (p. €j., puerta 16gica, pin de E/S, etc.).

Puerta AND

La puerta AND implementa la funcién 16gica Y o producto légico que admite varios simbolos para su
expresion booleana.

Definicion 3.4 — Puerta AND. La puerta AND es aquella cuya salida es 0 si alguna de sus entradas
es igual a 0. Basta que una de sus entradas sea 0 para determinar que la salida también lo es. "

Es una puerta cuyo valor de salida es 1 si y solo si todas sus sefiales de entrada tiene valor 16gico
1. La figura muestra un circuito l6gico en Logisim con una puerta AND de dos entradas, en el que
se muestra su simbolo grafico estandarizado. La puerta AND tiene como minimo dos entradas, pero es
posible que tenga mds de dos entradas.
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Figura 3.5: Circuito 16gico Logisim para la puerta AND de dos entradas.

Aunque en Logisim es posible incluir puertas logicas con multitud de entradas, los circuitos electré-
nicos reales de puertas l6gicas con mds de cuatro entradas no son habituales por las dificultades para
conseguir un comportamiento adecuado. En Logisim se puede modificar el niimero de entradas de

una puerta logica seleccionada mediante pulsacion de una tecla numérica (siendo n el nimero
de entradas deseado).

El simbolo matemadtico para la funcién l6gica AND o producto 16gico es el punto -’ y ‘A’. Sin embargo,
dichos simbolos no se emplearan en este texto para evitar ambigiiedad y facilitar la representacién de la
funcién AND. Se evitara especialmente el uso del simbolo ‘A’ por su confusién con el simbolo ‘** (acento
circunflejo) que en Logisim se emplea para la funcién 16gica XOR (OR-exclusivo). En las expresiones
l6gicas de este texto no emplearemos ningtin simbolo especifico para la funciéon AND, de modo que el
producto légico se representara separando las variables 16gicas por un pequefio espacio en blanco. As{
pues, las expresiones siguientes son equivalentes aunque se evitard el empleo de las dos tdltimas (sefaladas
en color rojo):

AB=A-B=AANDB=AAB

En Logisim para expresar la funciéon AND son validas todas las expresiones l6gicas siguientes:
AB=AAND B=A&B = A&&B

Recuerda que en el producto es habitual omitir el punto .

Puesto que la salida de la puerta AND solo es 1 cuando todas sus entradas son 1, se tiene la tabla de
verdad que se muestra a continuacion (tabla 3.4). En dicha tabla se observa que su resultado coincide con
el resultado del producto aritmético binario.

Tabla 3.4: Tabla de verdad de la puerta AND de dos entradas.

m Ejercicio 3.3 Comprobar con ayuda de Logisim que el valor de salida de la puerta AND para los
distintos valores de las entradas A y B son los indicados en la tabla 3.4. "

Propiedades de la puerta AND

A partir del estudio de la tabla de verdad correspondiente a la puerta AND se pueden describir un conjunto
de propiedades y la expresion matemética con variables 16gicas que se deriva de cada propiedad:

= Propiedad conmutativa. Se pueden intercambiar las sefiales de entrada de una puerta AND de dos
entradas sin afectar a la salida de la misma.
AB=BA

= Propiedad asociativa. Al encadenar dos puertas AND, el orden en que se asocian estas no afecta al
resultado. Esta propiedad proporciona un modo en que se puede implementar una puerta AND con
mds de dos entradas mediante concatenacién de puertas de dos entradas.
A(BC) = (AB)C = ABC
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= Propiedad del elemento nulo. Si una de las entradas de una puerta AND se conecta a una constante
de valor 0, la salida siempre serd O independientemente del valor de la segunda entrada. Es decir,
basta con que una de las entradas de la puerta sea 0 para determinar que el valor de la salida es 0.
A-0=0

= Propiedad del elemento neutro o unidad. Si una de las entradas de una puerta AND se conecta a
una constante de valor 1, la salida depende del valor de la segunda entrada. Es decir, las entradas
que valen 1 tienen efecto neutro en la salida. De este modo, es posible emplear una puerta AND
con mds entradas de las necesarias si las entradas sobrantes se conectan a un valor constante 1.
A-1=A

= Propiedad de idempotencia. Si todas las entradas de una puerta AND se conectan a la misma
sefal, la salida tiene el mismo valor que la entrada.
A-A=A

= Propiedad del complemento. Si en las entradas de una puerta AND se conecta tanto una sefial
como su complemento, la salida de la puerta AND siempre es 0 (elemento nulo para el producto
16gico).
A-A =0

La tabla 3.5 resume las propiedades de la puerta AND. En dicha tabla se han marcado aquellas que
conviene recordar por su utilidad en la simplificacién de circuitos.

Tabla 3.5: Propiedades de la puerta AND.

Expresion algebraica Denominacion
A-B=B-A Conmutativa
A~(B-C):(A-B)~CEA-B-C Asociativa
A-0=0 Elemento nulo
A-1=A Elemento neutro
A-A=A Idempotencia
A-A=0 Complemento

Entre las propiedades de la puerta AND se destacan la propiedad del elemento nulo y del complemento
porque permiten simplificar los circuitos con puertas AND. Si una de las entradas de una puerta AND es
0, o entre sus entradas aparecen tanto una sefial como su complementaria, la puerta se puede sustituir por
una sefal constante de valor 0.

Recuerda que la propiedad asociativa es interesante porque permite la implementaciéon de un producto
légico de varias variables sin necesidad de crear una puerta con un gran nimero de entradas. Esto
ultimo puede ser imposible en la préictica por limitaciones técnicas, pero es factible llegar a una solucién
equivalente mediante la concatenacién de puertas logicas mds sencillas. La figura 3.6 muestra los circuitos
equivalentes de puertas AND de dos entradas y la puerta AND de tres entradas equivalente a ellos.

Figura 3.6: Circuitos 16gicos equivalentes con puertas AND.
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m Ejercicio 3.4 Con ayuda de Logisim demuestra la validez de las propiedades de la puerta 16gica AND
de dos entradas y su extension a puertas con mds entradas. "

Aplicaciones de la puerta AND

La funcién 16gica AND se emplea frecuentemente en los sistemas digitales para comprobar si varias
condiciones se satisfacen simultdneamente. De este modo, por ejemplo en la figura se muestra el
esquema de un posible circuito digital que activa su salida si el conductor de un vehiculo lo arranca sin
haberse abrochado el cinturén de seguridad. Esto es, la condicién: «Si el vehiculo se ha puesto en marcha
Y el cinturén NO estd abrochado ENTONCES generar alerta». En este circuito la puerta AND es la
encargada de generar la sefal de alerta cuando se cumple simultdneamente que el vehiculo estd en marcha
y el cinturén no estd abrochado. Las sefiales de entrada al circuito serian las procedentes de sensores en el
sistema de arranque del vehiculo y anclaje del cinturén de seguridad. Las salidas podrian activar sefiales
actsticas y luminosas en el salpicadero que avisarian al conductor de la situacién de alerta.

Figura 3.7: Circuito 16gico Logisim de aplicacion de puerta AND que comprueba dos condiciones simultanea-
mente para activar la alerta de un vehiculo.

El circuito de la figura 3.7 muestra como las entradas de una puerta AND pueden estar precedidas de
un inversor para negar una condicién. En este caso particular que el cinturén NO esté abrochado es una de
las condiciones para que el valor de salida de la puerta AND sea 1. Esta condicién activada cuando una
variable 16gica tiene valor 0, se indica mediante un inversor aplicado a dicha sefial de entrada.

Recuerda que en un circuito Logisim la conexién de un inversor precediendo la entrada de una puerta
légica es equivalente a negar la entrada correspondiente de dicha puerta, indicado mediante una
burbuja (o) en la entrada sefialada. La negacion de las entradas se indica en el panel de atributos de
la puerta légica.

La puerta AND también se utiliza en los sistemas digitales para habilitar/inhibir la sefial de salida. La
habilitacién/inhibicién (enable/disable) de una sefial 16gica es el proceso que permite que dicha sefial
evolucione o no hacia la salida del sistema. En el circuito Logisim de la figura 3.8-izda. la puerta AND
deja pasar la sefial de entrada hacia la salida cuando la sefial Enable es 1. Ya que si esta es 0, la salida sera
0 independientemente del valor de la entrada (ver propiedad de elemento nulo). También es posible que la
sefial de habilitacion sea activa a nivel bajo (ver figura 3.8-dcha.). En este caso la sefial va afectada por
una negacion antes de entrar en la puerta AND.

Figura 3.8: Ejemplo de habilitacién a nivel alto (izda.) y bajo (dach.) de una sefial variable (reloj) mediante
una puerta AND.

Para facilitar la simulacién en Logisim del circuito de la figura 3.8, la sefial de Enable se genera
mediante un pulsador activado por los clics del puntero sobre él. Recuerda que el elemento pulsador
(Button) esta disponible desde la libreria Input/Output de Logisim. El elemento Clock est4 disponible
en la libreria Wiring.
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m Ejercicio 3.5 Reproduce en Logisim los circuitos de la figura 3.8 y simula su comportamiento. Afiade
en la salida un elemento LED de la librerfa Input/Output para visualizar mejor el cambio de estado en la
salida y una frecuencia de simulacién reducida (p. ej., 2 Hz). "

Puerta OR

La puerta OR implementa la funcién l6gica del mismo nombre denominada también suma légica que
admite varios simbolos para su expresion booleana.

Definicion 3.5 — Puerta OR. La puerta OR es aquella cuya salida es 1 si alguna de sus entradas es
igual a 1. Basta que una de sus entradas sea 1 para determinar que la salida es 1. =

Es una puerta cuyo valor de salida es 0 si y solo si todas sus sefiales de entrada tiene valor 16gico 0. La
figura 3.9 muestra un circuito 16gico en Logisim con una puerta OR de dos entradas, en el que se muestra
su simbolo grafico estandarizado. La puerta OR tiene como minimo dos entradas, pero es posible que
tenga mds de dos entradas.

Figura 3.9: Circuito 16gico Logisim para la puerta OR de dos entradas.

Los simbolos mateméticos para la funcién 16gica OR o suma légica son ‘V’ y preferentemente ‘4,
aunque este ultimo no debe confundirse con la suma aritmética.

En Logisim para expresar la funcién OR son vélidas todas las expresiones 16gicas siguientes:
A+B=AO0ORB=AIB=AIB
Puesto que la salida de la puerta OR solo es 0 cuando todas sus entradas son 0, se tiene la tabla de

verdad que se muestra a continuacién (tabla 3.6). En dicha tabla se observa que su resultado no coincide
con el resultado de la suma aritmética binaria.

Tabla 3.6: Tabla de verdad de la puerta OR de dos entradas.

A B |A+B
0 O 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

m Ejercicio 3.6 Comprobar con ayuda de Logisim que el valor de salida de la puerta OR para los distintos
valores de las entradas A y B son los indicados en la tabla 3.6. =

Propiedades de la puerta OR
A continuacion se describen las propiedades de la puerta OR y la expresién matematica con variables
16gicas que se deriva de cada una:

= Propiedad conmutativa. Se pueden intercambiar las sefiales de entrada de una puerta OR de dos
entradas sin afectar a la salida de la misma.
A+B=B+A

= Propiedad asociativa. Al encadenar dos puertas OR consecutivas, el orden en que se asocian estas
no afecta al resultado. Esta propiedad proporciona un modo en que se puede implementar una puerta
OR con mds de dos entradas mediante concatenacién de puertas de dos entradas.
A+(B4+C)=(A+B)+C=A+B+C
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= Propiedad del elemento nulo. Si una de las entradas de una puerta OR se conecta a una constante
de valor 1, la salida siempre serd 1 independientemente del valor de la segunda entrada. Es decir,
basta con que una de las entradas de la puerta sea 1 para determinar que el valor de la salidaes 1.
Observa que a diferencia de la operacién AND, en la suma légica (OR) el 1 es el elemento nulo.
A+1=1

= Propiedad del elemento neutro o unidad. Si una de las entradas de una puerta OR se conecta a
una constante de valor 0, la salida depende del valor de la segunda entrada. Es decir, las entradas
que valen 0O tienen efecto neutro en la salida. Observa que a diferencia de la operacion AND, en la
suma légica (OR) el O es el elemento neutro o unidad. As{ pues, es posible emplear una puerta OR
con mds entradas de las necesarias si las entradas sobrantes se conectan a un valor constante 0.
A+0=A

= Propiedad de idempotencia. Si todas las entradas de una puerta OR se conectan a la misma sefial,
el valor de la sefial de salida coincide con el de entrada.
A+A=A

= Propiedad del complemento. Si en las entradas de una puerta OR estdn conectadas una sefial y su
complemento, la salida de la puerta OR siempre es 1 (elemento nulo para la suma légica).
A+A =1

La tabla resume las propiedades de la puerta OR. En dicha tabla se han marcado aquellas que
conviene recordar por su utilidad en la simplificacién de circuitos.

Tabla 3.7: Propiedades de la puerta OR.

Expresion algebraica Denominacion
A+B=B+A Conmutativa

A+ (B+C)=(A+B)+C=A+B+C Asociativa
A+1=1 Elemento nulo
A+0=A Elemento neutro
A+A=A Idempotencia
A+A =1 Complemento

Entre las propiedades de la puerta OR se destacan la propiedad del elemento nulo y del complemento
porque permiten simplificar los circuitos con puertas OR. Si una de las entradas de una puerta OR es 1, o
entre sus entradas aparecen tanto una sefial como su complementaria, la puerta se puede sustituir por una
sefial constante de valor 1.

m Ejercicio 3.7 Con ayuda de Logisim demuestra la validez de las propiedades de la puerta 16gica OR de
dos entradas y su extension a puertas con mds entradas. "

Aplicaciones de la puerta OR

La funcién légica OR se emplea frecuentemente en los sistemas digitales para comprobar si se cumple
alguna condicién entre varias. De este modo, por ejemplo en la figura se muestra el esquema de un
posible circuito digital que activa su salida si alguna de las condiciones de intrusién en el hogar se activa.
Esto es, la condicién: «SI se abre una ventana O se abre la puerta principal O se detecta presencia en el
pasillo ENTONCES se genera una alarma». En este circuito la puerta OR es la encargada de generar la
sefial de alerta cuando se cumple alguna de las condiciones de intrusion. Las sefiales de entrada al circuito
serfan las procedentes de los distintos sensores de intrusion. Las salidas podrian activar sefiales acusticas
y enviar un mensaje a la central de alarmas de la empresa encargada de la seguridad doméstica.

Figura 3.10: Circuito 16gico Logisim de aplicacidon de puerta OR que comprueba alguna de las condiciones de
alarma de intrusién en un hogar.
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Puerta NAND

La puerta NAND implementa la funcién l6gica AND negada denominada también producto 16gico negado.
Es decir, equivale a una puerta AND seguida de un inversor.

Definicion 3.6 — Puerta NAND. La puerta NAND es aquella cuya salida es 1 si alguna de sus entradas
es igual a 0. Basta que una de sus entradas sea 0 para determinar que la salida es 1. "

Es una puerta cuyo valor de salida es O si y solo si todas sus sefiales de entrada tiene valor légico 1.
La figura muestra un circuito l6gico en Logisim con una puerta NAND de dos entradas, en el que se
muestra su simbolo gréifico estandarizado. La puerta NAND tiene como minimo dos entradas, pero es
posible que tenga mas de dos entradas.

Figura 3.11: Circuito 16gico Logisim para la puerta NAND de dos entradas.

La funcién l6gica NAND se expresa matemdticamente mediante la negacién de la operaciéon AND:
(AB) = AB

Puesto que la salida de la puerta NAND es la negacidn de la funciéon AND, se tiene la tabla de verdad
que se muestra a continuacion.

Tabla 3.8: Tabla de verdad de la puerta NAND de dos entradas.

A B | (AB)
0 0] 1
0 1 1
1 0] 1
1 1| 0

m Ejercicio 3.8 Comprobar con ayuda de Logisim que el valor de salida de la puerta NAND para los
distintos valores de las entradas A y B son los indicados en la tabla 3.8. "

Propiedades de la puerta NAND
De forma similar a la puerta 16gica AND se pueden establecer las propiedades de la puerta NAND,
resumidas en la tabla

Tabla 3.9: Propiedades de la puerta NAND.

Expresion algebraica Denominacion

(A-B) = (B -A)/ Conmutativa
(A ° O)’ = Elemento nulo
A1) =4 Elemento neutro
(A 'A)/ =A Idempotencia
(A-AY =1 Complemento

La puerta NAND no satisface la propiedad asociativa. Es decir, no es posible construir una puerta
NAND de muiltiples entradas concatenando puertas de dos entradas:

((AB)'C)" # (A(BC)')’ # (ABC)'

m Ejercicio 3.9 Con ayuda de Logisim demuestra la validez de las propiedades de la puerta 16gica NAND
de dos entradas. Comprueba la invalidez de la propiedad asociativa. "
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Puerta NOR

La puerta NOR implementa la funcién 16gica OR negada denominada también suma l6gica negada. Es
decir, equivale a una puerta OR seguida de un inversor.

Definicion 3.7 — Puerta NOR. La puerta OR es aquella cuya salida es O si alguna de sus entradas es
igual a 1. Basta que una de sus entradas sea 1 para determinar que la salida es 0. "

Es una puerta cuyo valor de salida es 1 si y solo si todas sus sefiales de entrada tiene valor 16gico
0. La figura muestra un circuito 16gico en Logisim con una puerta NOR de dos entradas, en el que
se muestra su simbolo grafico estandarizado. La puerta NOR tiene como minimo dos entradas, pero es
posible que tenga mas de dos entradas.

Figura 3.12: Circuito 16gico Logisim para la puerta NOR de dos entradas.

La funcién l6gica NOR se expresa matemdticamente mediante la negacién de la operacién OR:
(A+B)=A+B

Puesto que la salida de la puerta NOR es la negacion de la funcion OR, se tiene la tabla de verdad que
se muestra a continuacion.

Tabla 3.10: Tabla de verdad de la puerta NOR de dos entradas.

A B|(A+B)
0 0 1
0 1 0
1 0 0
11 0

m Ejercicio 3.10 Comprobar con ayuda de Logisim que el valor de salida de la puerta NOR para los
distintos valores de las entradas A y B son los indicados en la tabla . "

Propiedades de la puerta NOR
La tabla resume las propiedades de la puerta NOR.

Tabla 3.11: Propiedades de la puerta NOR.

Expresion algebraica Denominacion

(A+B) = (B +A) Conmutativa

(A + 1) Elemento nulo
(A+0) = Elemento neutro
(A + A) Idempotencia
(A+A"Y = Complemento

La puerta NOR no satisface la propiedad asociativa. Es decir, una puerta NOR de tres entradas no
equivale a la contatenacion de dos puertas NOR:

((A+B) +C) #(A+(B+C)) #(A+B+C)

m Ejercicio 3.11 Con ayuda de Logisim demuestra la validez de las propiedades de la puerta 16gica NOR
de dos entradas. Comprueba la invalidez de la propiedad asociativa. "
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Puertas equivalentes a puertas NAND y NOR

Al reflexionar sobre las definiciones dadas de las puertas 16gicas NAND y NOR se deduce la relacion que
existe entre dichas puertas 16gicas y las puertas OR y AND, respectivamente. De este modo, la definicién
de la puerta NAND coincide con proporcionada para la puerta OR cuando el estado de las entradas es 0
en lugar de 1. De igual modo, se puede reflexionar con las puertas NOR y AND. Por tanto, se concluye la
equivalencia de las puertas NAND y NOR que se indica a continuacién y se muestra de modo gréfico en
la figura

Definicion 3.8 — Equivalencias para las puertas NAND y NOR. Una puerta NAND equivale a
una puerta OR con todas sus entradas negadas y una puerta NOR equivale a una puerta AND con sus
entradas negadas. "

Figura 3.13: Circuitos 16gicos equivalentes para la puerta NAND y NOR.

Recurriendo a las expresiones matematicas de las puertas elementales NAND, OR, NOR y AND, se
tiene que:

1. (AB) =A"+PB

2. (A+B) =A'B

Estas dos equivalencias, conocidas como leyes de De Morgan son muy ttiles para manipular las
expresiones algebraicas de las funciones 16gicas cuando un operador de negacién afecta a un término

suma o producto, ya que la equivalencia se cumple independientemente del nimero de variables que
aparecen en el término suma o producto.

n Ejercicio 3.12 Con ayuda de Logisim demuestra la validez de la equivalencia de las puertas NAND y
NOR, con las puertas OR y AND con sus entradas negadas. Realiza la comprobacién para puertas con
mads de dos entradas. "

Puerta XOR

La puerta OR-exclusivo o XOR se define del modo que se indica a continuacion.

Definicion 3.9 — Puerta OR-exclusivo o XOR. La puerta OR-exclusivo o XOR de dos entradas es
aquella cuya salida es 1 si alguna de sus entradas es igual a 1, pero no ambas. Es una puerta cuya salida
es 1 si sus entradas son distintas y O si sus entradas son iguales. n

La figura muestra un circuito 16gico en Logisim con una puerta XOR de dos entradas, en el que
se muestra su simbolo gréfico estandarizado. La puerta XOR tiene como minimo dos entradas, pero es
posible que tenga mds de dos entradas. El simbolo matemético para la funcién légica XOR es ‘®’.

Figura 3.14: Circuito 16gico Logisim para la puerta XOR de dos entradas.
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En Logisim para expresar la funcién XOR no se emplea el simbolo &. En su lugar se emplean las
expresiones equivalentes:

ANB=A'B+AB = (A+B)(A'+B)

Tabla 3.12: Tabla de verdad de la puerta XOR de dos entradas.

A B |ASDB
0 O 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

m Ejercicio 3.13 Comprobar con ayuda de Logisim que el valor de salida de la puerta XOR para los
distintos valores de las entradas A y B son los indicados en la tabla . "

Propiedades de la puerta XOR
La tabla resume las propiedades de la puerta XOR.

Tabla 3.13: Propiedades de la puerta XOR.

Expresion algebraica Denominacion
ADB=B3DA Conmutativa
AD(BBC)=(A®B)®C=A®B®C Asociativa

ADPO0=A Elemento neutro
Apl=A4A Inversion

ABGA=0 —

ADA =1 —

Ae B/) =A®B Invarianza a la inversion”

Como se ha sefialado la puerta XOR satisface la propiedad asociativa. Esto proporciona un método
para la implementacion préctica de puertas de mds de dos entradas como contatenacion de puertas XOR
de dos entradas. La puerta XOR de muiltiples entradas resultante quedaria definida como una puerta cuya
salida proporciona la paridad impar de las entradas. Esto es, su salida vale 1 si el nimero de entradas
que vale 1, es un ndmero impar. No obstante, una puerta XOR con mds de dos entradas pueden adoptar
una definicién alternativa proporcionada por el estdndar IEEE91, pero no compatible con la propiedad
asociativa. En dicha definicién una puerta XOR de multiples entradas es aquella cuya salida es 1 si y solo
si, una de sus entradas vale 1. En las puertas de dos entradas, las dos definiciones de puerta XOR son
compatibles y solo difieren para puertas de tres o mds entradas.

En la lista de propiedades de la tabla se ha sefialado que la puerta XOR es invariante a la inversion
de sus entradas. Sin embargo, esto es cierto solo si el nimero de entradas es par y la definicién del XOR
es compatible con la propiedad asociativa. De este modo se tiene que:

A @B =A®B ,pero ABSB ®C #ASB®C

Recuerda que las puertas XOR de multiples entradas tienen dos posibles definiciones validas. La que
considera su salida como el valor de paridad impar de las entradas (en congruencia con la propiedad
asociativa) o aquella que indica que la salida es 1, solo si una de las entradas es 1. Esta dltima es la
definicion intuitiva utilizada por defecto en Logisim, aunque es posible seleccionar cualquiera de las
dos definiciones mediante los atributos de la puerta.

m Ejercicio 3.14 Con ayuda de Logisim demuestra la validez de las propiedades de la puerta 16gica XOR
de dos entradas. Comprueba la validez o invalidez de la propiedad asociativa dependiendo de la definicién
empleada para las puertas de multiples entradas. "
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Aplicaciones de la puerta XOR
A pesar de no implementar una funcién légica elemental, la puerta XOR tiene aplicaciones interesantes:

1. Comparacién entre bits. La puerta XOR es 1 si los bits comparados son distintos.

2. Suma aritmética. La salida de la puerta XOR es el resultado de la suma aritmética de dos bits sin
tener en cuenta el acarreo final.

3. Inversor controlado. Cuando una entrada de la puerta XOR es igual a 1, se comporta como un
inversor para la otra entrada. Este hecho se emplea en los médulos aritméticos para calcular el
complemento a dos de un nimero binario. En el ejemplo de la figura se ilustra el célculo del
C2 de un nimero de 4 bits a partir del valor de la magnitud y el bit de signo.

Figura 3.15: Circuito 16gico Logisim de aplicacién de puerta XOR como inversor controlado para calculo del
complemento a 2 de un nimero binario.

Puerta XNOR

La puerta XNOR de dos entradas se define del modo que se indica a continuacién.

Definicion 3.10 — Puerta OR-exclusivo negada o XNOR. La puerta OR-exclusivo negada o XNOR
de dos entradas es aquella cuya salida es 1 si ambas entradas son iguales. "

La figura muestra un circuito 1égico en Logisim con una puerta XNOR de dos entradas en el que
se muestra su simbolo gréafico estandarizado. La puerta XNOR tiene como minimo dos entradas, pero es
posible que tenga més. El simbolo matemadtico para la funcion 16gica XNOR es ‘®’. As{ se tiene:

(A®DB) =A®B=AGB

Figura 3.16: Circuito 16gico Logisim para la puerta XNOR de dos entradas.

En Logisim para expresar la funcién XNOR no se emplea el simbolo ®. En su lugar se emplean las
expresiones equivalentes:

(A*B)' =AB+A'B'=(A+B)(A'+B)

Tabla 3.14: Tabla de verdad de la puerta XNOR de dos entradas.

A B| (A®B)
0 0 1
0 1 0
1 0 0
11 1
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Propiedades de la puerta XNOR
A continuacion, la tabla resume las propiedades de la puerta XNOR. En dicha tabla se han marcado
aquellas que conviene recordar por su utilidad en la simplificacién de circuitos.

Tabla 3.15: Propiedades de la puerta XNOR.

Expresion algebraica Denominacion
(A®B) = (BaA) Conmutativa
(A@(BEBC)/)’: ((AEBB)’EBC)’E (AEBBEBC)/ Asociativa

(A ) O)I =A Inversion

(A &) l)/ =A Elemento neutro
(ADA)Y =1 —

(AdA"Y =0 —

(A®B) =A'®B=A®B —

Universalidad de puertas NAND y NOR

Las puertas NOT, AND y OR se denominan puertas logicas elementales porque combindndolas en un
circuito 16gico se puede implementar cualquier funcién légica. Las puertas XOR y XNOR proporcionan
operaciones secundarias, de utilidad para implementar funciones relacionadas con los circuitos compara-
dores y aritméticos. Sin embargo, se debe recordar que dichas funciones también se pueden implementar
con las puertas elementales. Basta con tener en cuenta las expresiones algebraicas desarrolladas de las
puertas XOR y XNOR:

A®B=A'B+AB = (A+B)(A'+B)
(A®B) =AB+A'B'=(A'+B)(A+B')

La figura muestra los circuitos 16gicos equivalentes para las puertas XOR y XNOR realizados con
puertas elementales. La negacién a la entrada de las puertas AND y OR se indica mediante una burbuja
(o), equivalente a la presencia de una puerta inversora.

Figura 3.17: Equivalencia de las puertas XOR y XNOR implementadas con puertas elementales.

Definicion 3.11 — Puerta légica universal. Una puerta l6gica universal es aquella con la que
se puede implementar cualquier funcién l6gica. Para considerar que una puerta es universal basta
comprobar que permite expresar las tres operaciones logicas elementales: NOT, AND y OR. "
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Las puertas NAND y NOR son puertas universales, ya que solo con una de ellas es posible expresar
cualquier funcién légica que imaginemos. La figura 3.18 muestra como cualquiera de las puertas elemen-
tales (NOT, AND y OR) se puede implementar con las puertas NAND y NOR, lo cual es suficiente para
demostrar su condicién de universalidad.

Figura 3.18: Circuitos equivalentes a puertas elementales NOT, AND y OR obtenidos mediante puertas
universales NAND (izda.) y NOR (dcha.).

Las puertas universales tienen ante todo interés practico, ya que al construir los circuitos electrénicos
que implementan las funciones l6gicas es mas sencillo fabricar un circuito con un tnico tipo de puerta
l6gica (NAND o NOR, ver en Fig. 3.2 de la pagina 41, el esquema del circuito electrénico de su
implementacién con tecnologia CMOS). La figura 3.19 es un resumen de los tipos de puertas l6gicas
existentes.

Figura 3.19: Resumen de todas las puertas lgicas con sus simbolos y tablas de verdad.
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Algebra de Boole aplicada a los sistemas digitales

George Boole fue un matemaético inglés que a mediados del siglo XIX formul6 un dlgebra para tratar con
las proposiciones logicas, a las que habia dedicado afios de estudio dentro de la logica proposicional.

Definicién 3.12 — Algebra de Boole. Es una estructura matematica definida sobre un conjunto
Z, de dos elementos, sobre el que se definen tres operaciones basicas, negacién — (), conjuncién A
o producto 16gico (-), y disyuncién V o suma légica (+), junto a unas propiedades satisfechas por
dichas operaciones. Su propdsito inicial fue proporcionar herramientas matematicas para el cilculo
proposicional. "

El matemaético americano Edward V. Huntington (1874-1952) perfecciond el planteamiento del dlgebra
de Boole enunciando los postulados siguientes:

1. El conjunto Z, = {0, 1} es cerrado respecto a las operaciones l6gicas de producto y suma.
2. El elemento identidad del producto l6gico es 1 y el de la suma es el 0. Esto es:

A-1=A
A+0=A

3. Tanto el producto 16gico como la suma légica cumplen la propiedad conmutativa:

A-B=B-A
A+B=B+A

4. Se cumple la propiedad distributiva del producto respecto de la suma y de la suma respecto del
producto —aunque esta dltima no es vdlida en el caso del dlgebra de los nimeros reales—:

A-(B+C)=A-B+A-C
A+(B-C)=(A+B) (A+C)

5. Se define un operador de complemento o negacién (', NOT) de modo que se cumple O/ =1y 1’ = 0.
Este operador también cumple las propiedades siguientes para el producto y la suma légicos:

A-A'=0
A+A =1

6. Existen al menos dos elementos pertenecientes al conjunto Z, y ambos son distintos:
dx,ye€Zy:x#y

Para interpretar correctamente las expresiones algebraicas logicas se debe tener en cuenta la preceden-
cia de las tres operaciones bésicas. El orden de precedencia es: NOT, AND y OR. Para alterar el orden de
precedencia de dichas operaciones se emplean paréntesis. De este modo, en la expresién A - B', la negacion
afecta solo a B. Si se desea negar todo el producto es preciso utilizar un paréntesis para indicar que la
negacion afecta a todo el producto: (A -B)'.

En 1937, el ingeniero americano Claude Shannon propuso en su tesis de mdster la aplicacion del
dlgebra de Boole” a los circuitos l6gicos eléctricos —denominados puertas l6gicas— implementados
con relés u otros dispositivos de conmutacion. De este modo demostré que cualquier funcién légica se
puede implementar mediante circuitos electronicos digitales. En 1948, C. Shannon publicé” un trabajo
titulado «Una teoria matemdtica de la comunicacion» («A Mathematical Theory of Communication») con

3 . London, England:
Macmillan, Barclay, & Macmillan, 1847.
%A Mathematical Theory of Communication. The Bell System Technical Journal, 27 (3), July 1948. DOI:
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el que se convirti6 en fundador de la Teoria de la Comunicacion y, por tanto, también de las Ciencias de
la Computacion.

Figura 3.20: (De izda. a dcha.) George Boole (1815-1864), Augustus De Morgan (1806-1871), y Claude
Shannon (1916-2001). Fuente: G. Boole y A. De Morgan bajo Dominio Piblico; C. Shannon de
Konrad Jacobs, Erlagen, CC-BY-SA 2.0.

Para C. Shannon no pasé desapercibido que cada una de las operaciones l6gicas bdsicas del dlgebra
de Boole (/, - y +) se pueden realizar con circuitos eléctricos basados en dispositivos de conmutacién
conocidos como puertas 16gicas NOT, AND y OR. El dlgebra de Boole permite formalizar el analisis
y disefio de sistemas digitales en los que se asocian dos valores 16gicos a dos niveles distintos de una
magnitud eléctrica. De este modo, cualquier expresion l6gica se puede materializar mediante un circuito
digital y a la inversa, la funcién de cualquier circuito digital se puede expresar como una relacion algebraica
booleana entre variables ldgicas.

Recuerda que una de las conclusiones mas importantes del trabajo de C. Shannon es que cualquier
resultado obtenido por aplicacion del dlgebra de Boole se puede reproducir mediante el empleo de
los circuitos 16gicos equivalentes a las expresiones booleanas implicadas.

Principio de dualidad

En el dlgebra de Boole se cumple el Principio de Dualidad. Dicho principio permite aplicar el operador
de complemento a los dos términos de una igualdad —obtenida a partir de una propiedad o teorema—
para llegar a una expresion dual que es tan véalida como la igualdad original.

La aplicacién de la negacion en ambos términos de una igualdad algebraica permite obtener expre-
siones duales mediante: intercambio de las operaciones de producto y suma, negacién de variables e
intercambio de las constantes 0 y 1. Desde un punto de vista préctico la aplicacién de este principio
permite deducir propiedades y teoremas a partir de otros.

Ejemplo 3.2 — Aplicacién del principio de dualidad. Aplica el principio de dualidad a la igualdad:
A+1=1.

[@ Solucién:
Realizando la negacién en ambos términos de la igualdad, se obtiene:
A+1)=1"=A4.0=0

Esta nueva igualdad también es valida. Observa que se podria pensar que en esta segunda igualdad A
deberia estar negada, pero al tratarse de una variable muda (el resultado no depende de su valor), se
puede escribir A sin alterar la validez de la igualdad. =
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Axiomas, propiedades, leyes y teoremas del digebra de Boole

Los axiomas, propiedades y leyes del dlgebra de Boole (ver tablas y ) son enunciados vélidos
que no es preciso demostrar. Es sencillo relacionar dichos enunciados con las propiedades de las puertas
l6gicas que se exponen en las secciones precedentes.

Tabla 3.16: Axiomas del dlgebra de Boole.

Axioma Dual
B=0siB#1 B=1siB#0
0=1 1'=0

0-0=0 1+1=1
1-1=1 0+0=0
0-1=1-0=0 1+40=0+1=1

Tabla 3.17: Propiedades y leyes del dlgebra de Boole.

Expresion Dual Propiedad/Ley
A-B=B-A A+B=B+A
A-(B+C)=A-B+A-C A+B-C=(A+B)-(A+C)
(A-B) =A"+ P (A+B) =A"-B
Se podria pensar erroneamente que la propiedad asociativa deberia estar incluida en la tabla ,ya

que tanto el producto l6gico como la suma satisfacen dicha propiedad. Sin embargo, no es un requisito del
dlgebra de Boole. Ademas, las puertas l6gicas NAND y NOR no satisfacen dicha propiedad.

A diferencia de los axiomas, propiedades y leyes, los teoremas son enunciados derivados de los
anteriores que admiten una demostracioén. En la tabla aparece el listado de los teoremas del dlgebra
de Boole con su expresion algebraica correspondiente y la denominacién con la que son conocidos.

Tabla 3.18: Teoremas del dlgebra de Boole.

Expresion Dual Teorema
A1=A A+0=A

A-0=0 A+1=1

A-A=A A+A=A

A//:A

A-A'=0 A+A =1

A+A-B=A A-(A+B)=A
A+A"-B=A+B A-(A’+B)=A-B
A-B+A-B'=A (A+B)-(A+B)=A

En la tabla anterior se indica para cada teorema su dual. Por aplicacién del principio de dualidad,
basta con validar uno de ellos para asumir como cierto el dual.

Es interesante recordar los teoremas del dlgebra de Boole para simplificar las expresiones l6gicas,
mediante su aplicacién. Ten en cuenta, que los teoremas también se pueden demostrar por prueba
exhaustiva comprobando su validez para todos los valores posibles de las variables presentes en las
expresiones logicas.

— Demostracion de teoremas. Demuestra la validez del teorema de consenso (T8):
AB+AB = A.
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[ Solucioén:

Aplicando la propiedad distributiva (P2) seguida del teorema del complemento para la suma (1.5") se
tiene:

=1
——
AB+AB' =A(BABJ=A

m Ejercicio 3.15 Comprueba la validez de los axiomas y teoremas del dlgebra de Boole mediante circuitos
realizados con Logisim. "

Expresiones algebraicas equivalentes de una funcién légica

La definicion 3.1 describe una funcién légica como la aplicada por un circuito electrénico a las sefiales de
entrada al mismo para producir una sefial de salida. Aqui se ofrece una definicién puramente matemaética.

Definicién 3.13 — Funcién légica. Una funcion légica expresa matematicamente la relacién entre
variables 16gicas, de modo que a cada combinacién de dichas variables corresponde un valor 16gico de
la funcién. Toda funcién l6gica es también una variable 16gica. "

— Expresion de funciones légicas. La siguiente expresion booleana define una funcién
l6gica f dependiente de tres variables lgicas A, B 'y C. Si las variables independientes se omiten en la
declaracién de la funcidn, se entiende que dichas variables son las que aparecen en la definicién de su
expresion.

f(A,B,C) =AC+B'(A+C) < f=AC+B'(A+C)

Una pregunta que surge en este contexto es si cualquier funcién légica admite una tnica expresion
algebraica dependiente de sus variables. Para contestar esta pregunta se introduce una nueva definicion.

Definicion 3.14 — Expresiones y funciones légicas equivalentes. Se dice que dos expresiones
légicas son equivalentes, si ambas tienen el mismo valor 16gico. Es decir, si en ambas expresiones
se obtiene el mismo valor légico asignando a sus variables idéntico valor l6gico. Si dos funciones
tienen expresiones légicas equivalentes, en realidad se trata de la misma funcién. Las expresiones
equivalentes de una funcién l6gica son formas alternativas de expresar dicha funcién. "

La determinacién de equivalencia entre dos funciones se puede abordar siguiendo dos enfoques:
transformado una expresion en la otra o comparando las tablas de verdad de ambas expresiones. Si a
priori se sabe que las expresiones son equivalentes, es posible buscar el modo de transformar una en otra
mediante la aplicacion de propiedades y teoremas del dlgebra de Boole. Sin embargo, este método no es
apropiado si se desea probar la no equivalencia. Por el contrario, la comparacién de las tablas de verdad
asociadas a ambas expresiones permite demostrar si estamos ante una tnica funcién o dos funciones
distintas.

Recuerda que siempre es posible transformar una expresion logica en otra equivalente mediante
aplicacion de las propiedades y teoremas del dlgebra de Boole, de modo que no se altere el valor
l6gico de la expresion resultante (p. €j., sumando una expresion de valor 16gico 0 o multiplicando
por una expresion de valor 16gico 1).
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Ejemplo 3.5 — Determinacion de equivalencia entre expresiones légicas. Dadas las funciones
légicas f y g, demuestra que f y g son equivalentes:

f(A,B,C)=A+BC; g(A,B,C)=AB+AB' +BC

@ Solucion:
Si se aplica el teorema del consenso (18) a la expresion de g se tiene que:

=A
——
g =AB+AB +BC=A+BC=f

De modo alternativo, si se calcula la tabla de verdad para f y g, se comprueba que para cada
combinacidén de las variables independientes se obtiene idéntico valor para f 'y g:

A B C|f|g
0 0 0[0]O0
0 0 1010
0 1 0010
0O 1 1|11
1 0 O0]1]1
1 0 1]1]1
I 1 0]1]1
I 1 1]1]1

Si se recuerda que en virtud del teorema del elemento identidad cualquier término producto permanece
inalterado al multiplicarlo por una expresién cuyo valor sea 1 (1T'1) y que una suma no cambia al sumarle
0 (T1") se puede llegar al siguiente resultado.

Corolario 3.5.1 — NUmero de expresiones equivalente de una funcién légica. Toda funcién
l6gica posee un nimero infinito de expresiones algebraicas equivalentes.

Si se aplica este resultado a los circuitos de puertas l6gicas se puede enunciar la conclusién siguiente.

Corolario 3.5.2 — Numero de circuitos lI6gicos equivalentes. Dado un circuito de puertas 16gicas,
es posible construir un ndmero infinito de circuitos equivalentes al mismo.

Con los resultados anteriores en mente se plantea la pregunta:

Entre todas las expresiones equivalentes que pueden definir a una funcion logica dada:
Jexiste alguna expresion de especial interés?

La respuesta inmediata a la pregunta planteada es: «aquella expresion que se pueda implementar por el
circuito digital mds simple.» En las secciones siguientes se explicard como encontrar de modo sistemético
la expresion equivalente més sencilla posible de una funcién légica dada.

Expresiones SOP y POS de una funcion légica
Dado que las operaciones 16gicas bdsicas del dlgebra de Boole son la suma y el producto, cualquier

funcioén l6gica se puede expresar de dos modos alternativos:

» Forma SOP o suma de productos (Sum Of Products)’ y
» Forma POS o producto de sumas (Product Of Sums)."

7Conocida también como forma disyuntiva.
8Denominada también como forma conjuntiva.
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Ejemplo 3.6 — Expresiones en forma SOP y POS. A continuacién, se presentan varios ejemplos de
formas SOP y POS.

= Formas SOP (con términos producto sefialados):

AB +CD; CAD+BC; A + B + C
~N— =~ N =~ N =~ =~
P1 P2 P1 P2 P1 P2 p3

La tercera expresion es una suma de tres términos producto que poseen un solo factor cada uno.
= Formas POS (con términos suma sefialados):

(A+B)(C+D); (C+A'+D)(B+C); A+B+C
—_————— — T
S1 2 N 52

Observa que la expresion A 4+ B + C se puede interpretar como una forma POS de un dnico término
suma o una forma SOP con tres términos producto con un solo factor en cada uno. u

Si la expresién dada de una funcién no estd en forma SOP o POS, basta con aplicar la propiedad
distributiva y las leyes de De Morgan para obtener una forma SOP o POS.

Ejemplo 3.7 — Obtencién de forma SOP. Dada la funcién f, modificala para expresarla en forma
SOP:

f(A,B,C)=AC+B'(A+C)

@ Solucion:

Para pasar una expresion légica a forma SOP y POS basta con aplicar las propiedades distributivas y
las leyes de De Morgan. Para la expresion anterior, por simple aplicacion de ley de De Morgan para la
negacion de una suma (P3’) se obtiene:

(A+C) =A'C" portanto f(A,B,C) =AC+B'A'C’ (forma SOP)

Una expresion SOP es una suma légica en la que se cumple el teorema del elemento nulo para la
suma (T2"). Es decir, una expresion SOP vale 1 si alguno de los términos de la suma I6gica vale 1. Como
cada término de la suma es un producto (AND), dicho término solo puede ser 1 si todos los factores del
producto valen 1 (revisar definiciéon de operacién AND).

Ejemplo 3.8 — Condicién para que un término producto valga 1. Indica cuil debe ser el valor
de las variables 16gicas A, B y C para que el producto AB'C sea 1.

@ Solucion:
AB,C:1<—>A:1,B:0,C:1

El producto es 1 cuando todos los factores son 1. Por esta razén las variables que estdn negadas deben
valer 0. m

De modo dual, una expresiéon POS es un producto 16gico en el que se cumple el teorema del elemento
nulo (T2). Es decir, una expresién POS vale O si alguno de los términos del producto vale 0. Como cada
término del producto es una suma (OR), dicho término solo puede ser O si todas las variables del mismo
valen O (revisar definicién de operacién OR).

Ejemplo 3.9 — Condicién para que un término suma valga 0. Indica cuél debe ser el valor de
las variables 16gicas A, B'y C para que la suma A + B’ +C sea 0.
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[ Solucioén:
A+B +C=0A=0,B=1,C=0

La suma es 0 cuando todos los sumandos son 0. Por esta razén las variables que estan negadas deben
valer 1.

Formas canénicas de una funcién légica

Entre las posibles formas SOP y POS equivalentes de una funcion légica, las dos mas importantes se
denominan formas canonicas o normales de la funcion.

Definicion 3.15 — Expresion canénica o normal de una funcién légica. Una forma candnica o
normal de una funcién l6gica es aquella constituida exclusivamente por términos producto —en el caso
de la forma SOP— o suma —en el caso de la forma POS— en los que aparecen todas las variables de
la funcién. Los términos suma o producto de una forma candénica se denominan términos canonicos. m

— Condicién para que una expresion légica sea candnica. Dadas las funciones
l6gicas f, g, y h dependientes de A, B 'y C. Determina si sus expresiones estdn en forma canénica.

= f(A,B,C) = ABC+ABC'

= g(A,B,C) =A+BC

= h(A,B,C)=A+B +C
[@ Solucioén:

» f(A,B,C) =ABC+ABC', SI es una forma canénica SOP con dos productos canénicos. Los
dos términos producto son candnicos porque contienen las tres variables de la funcién.

» g(A,B,C) = A+ BC, estaen forma SOP, pero NO es una forma canénica porque en el primer
término producto no aparecen las variables B y C, mientras que en el segundo no aparece la
variable A.

» h(A,B,C) =A+B' +C, ;cuidado! aunque se puede interpretar como suma de tres productos no
candnicos, también se puede ver como una forma POS con un tnico término suma con las tres
variables. Por tanto, SI es una forma canoénica POS con un tnico término suma.

Para determinar si la expresién de una funcién l6gica estd en forma normal o candnica, primero se
identifica si se trata de una forma SOP o POS, y a continuacidn si cada uno de los términos es un término
candnico —con todas las variables de la funcién—.

Definicion 3.16 — Minitérminos y maxitérminos de una forma canénica. A los productos
canonicos de una forma candnica SOP se les denomina minitérminos. A los términos suma de una
forma canodnica POS se les denomina maxitérminos. n

Por tanto, se puede afirmar que la forma canénica SOP es una suma de minitérminos y la forma
canodnica POS es un producto de maxitérminos.

Corolario 3.6.1 — Unicidad de las formas canénicas. Toda funcién 16gica se puede expresar
mediante una forma candnica disyuntiva SOP y una forma candnica conjuntiva POS que son tnicas.

Corolario 3.6.2 — Equivalencia de expresiones Iégicas. Dos expresiones 16gicas son equivalentes
si sus formas canoénicas coinciden.
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Con base en los colorarios anteriores se puede asegurar que cualquier funcién légica queda definida
de forma univoca mediante sus formas canénicas. M4s adelante comprobaremos que basta con determinar
una de ellas para que la otra quede perfectamente determinada.

Definicion 3.17 — Primera forma candnica (SOP) de una funcién légica. La primera forma
canonica (SOP) o disyuntiva de una funcién légica es aquella que tiene valor 16gico 1 cuando cualquiera
de sus productos canénicos (minitérminos) vale 1. n

Definicion 3.18 — Segunda forma candnica (SOP) de una funcién légica. La segunda forma
canonica (POS) o conjuntiva de una funcién légica es aquella que tiene valor 16gico 0 cuando cualquiera
de sus sumas candnicas (maxitérminos) vale 0. ]

Ejemplo 3.11 — Primera y segunda forma candnica de una funcién. Dada la funcién f por
sus dos formas candnicas, comprueba que ambas expresiones son equivalentes y, por tanto, definen la
misma funcién.

s 1*FC: f(A,B,C) =A'B'C' + AB'C +ABC
= 2°FC: f(A,B,C) = (A+B+C)(A+B +C)(A+B +C)(A'+B+C)(A' +B +C)
& Solucion:

Como ya se ha indicado anteriormente, para comprobar si dos expresiones ldgicas son equivalentes,
se recurre a comparar sus tablas de verdad asociadas. También es posible verificar para cada forma
candnica cudl es la combinacion de valores de las variables para que la 1* FC valga 1 y de modo similar
las que obtienen un valor O para la 2* FC.

Una vez obtenida la tabla de verdad indicada mds abajo, se puede comprobar que los valores de las
variables que hacen f = 1 se corresponden con los que también producen un 1 para los términos de la
1* FC de f y los que hacen f = 0, son los que producen un O para los términos de su 2* FC.

d.|A B C|f
0|0 0 01 —£(0,0,0)
10 0 1]0 —f(0,01)
0 1 0[]0 —f£(0,1,0)
300 1 1[0 —£0,1,1)
41 0 0[]0 —£(1,0,0)
s|1 0 11 —f£(1,01)
6|1 1 0[]0 —£(1,1,0)
S T T I RIS IS 3!
Por tanto, ambas expresiones corresponden a la misma funcién. u

El ndmero de términos canoénicos (productos o sumas) depende del ndmero de variables disponibles,
ya que las variables pueden aparecer negadas o sin negar.

Corolario 3.6.3 — Numero de términos candénicos. Dada una funcién l6gica de n variables, el
nimero de posibles términos candnicos (productos o minitérminos y sumas o maxitérminos) de la
misma, se calcula mediante el niimero 2" de combinaciones posibles de las variables negadas y sin
negar.

Ejemplo 3.12 — Ndmero de términos canénicos posible de una funcién. ;Cuil es el nimero
posible de términos candnicos de una funcién f(A,B)?

& Solucién:

El ndmero posible de productos (minitérminos) y sumas canénicas (maxitérminos) de la funcién f es
22 = 4. Sj construimos dichos términos, se tiene:
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= Minitérminos — A’B’, A'B, AB', AB
» Maxitérminos — (A+B), (A+B'), (A’+B), (A'+B')

Las combinaciones posibles de valores de las variables A y B {00,01, 10,11} son las que hace que los
minitérminos valgan 1 y los maxitérminos 0. u

Tabla de verdad y formas candnicas
La tabla de verdad (TV) de una funcién l6gica expresa el valor de la funcién para cada una de las
combinaciones de las variables de las que depende dicha funcién. En lIa TV los valores posibles de las

variables se escriben, de arriba a abajo en la tabla, en orden creciente de su valor en binario natural (ver
tabla 3.19).

Tabla 3.19: Términos candnicos asociados a una funcién genérica f(A,B,C) de tres variables.

Id. |A B C | minitérmino maxitérmino
00 0 0 |my=ABC | My=A+B+C
110 0 1| m=ABC | Mi=A+B+C
2| 0 1 0 m2=A/BCI M2:A+B/+C
310 1 1| my=A'BC | Mxs=A+B+C
411 0 O m4:AB’C’ M4:A/—|-B+C
s|1 0 1| ms=ABC | Ms=A"+B+C
6l 1 1 0| mg=ABC | Mg=A"+B +C
711 1 1| m=ABC | M;j=A"+B+C

Si se consideran las posibles combinaciones de valores de las variables presentes en la TV de una
funcioén, se puede asociar a cada una de dichas combinaciones un minitérmino (producto canénico) y un
maxitérmino (suma canénica). El minitérmino asociado seria aquel que vale 1 para la combinacién de los
valores de las variables y el maxitérmino aquel que vale 0. La tabla 3.19 muestra los posibles términos
canénicos (minitérminos y maxitéminos) asociados a una funcién 16gica genérica f(A, B,C) dependiente
de tres variables.

Ejemplo 3.13 — Obtencién de tabla de verdad desde expresion SOP. Dada la funcion f(A,B,C) =
AC+A’B'C’ por su forma SOP, calcula su tabla de verdad.

@ Solucion:

Es posible construir la TV teniendo en cuenta que f = 1 si alguno de los términos suma de la expresion
SOP vale 1. Esto solo se produce en las combinaciones dondeA=C=10A=B=C=0. Asi,enla
tabla de verdad a las combinaciones que cumplen dichas condiciones se asocia el valor 1:

fO 1) =1, f(0.0.0)=1

al resto de combinaciones (filas) se asocia valor 0. De este modo se obtiene:

d|A B C|f
0 1
oo 1o
10 1 00
510 1 110
411 0 00
s 1
611 1 00
; 1

NOTA: Ten en cuenta que si las variables se toman en orden diferente, en la tabla resultante los unos y
ceros de la funcion cambian de posicion. u
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Definicién 3.19 — Valor binario de un término canénico. El valor binario de un término canénico
es el equivalente decimal (Id.) de la combinacién de valores asociados a las variables que hacen valer 1
un minitérmino y 0 un maxitérmino. n

Para obtener el valor binario de un término candénico, en los minitérminos se sustituyen las variables
negadas por 0 y las no negadas por 1. En el caso de los maxitérminos, se sustituye las variables negadas por
1 y las no negadas por 0. Cada término candnico se identifica univocamente por la letra m para minitérmino
y M para maxitérmino, con un subindice que indica el valor binario del mismo (ver tabla 3.19).

Ejemplo 3.14 — Cdlculo de valor binario de términos candnicos. Dado el minitérmino A’BC’
y el maxitérmino A’ + B+ C’ de una funcién 16gica de tres variables, indica el valor binario de los
mismos y su identificacién simplificada.

& Solucién:

El valor binario de un minitérmino se obtiene como la combinacién binaria de los valores de las
variables que hacen 1 el producto. En consecuencia, se tiene que:

A/BC/ — 010(2 — 2(10

Por esta razén a este producto también se le denomina minitérmino 2 o simplemente ;.

El valor binario de un maxitérmino se obtiene como la combinacion binaria de los valores de las
variables que hace 0 la suma. De este modo se tiene:

A,+B+C, — 101(2 = 5(]0

A esta suma candnica se la denomina maxitérmino 5 o Ms.

En resumen: Para obtener el valor binario de un minitérmino se sustituye en cada posicion la variable
negada por 0y la no negada por 1. En el caso de los maxitérminos el cambio es el opuesto. La variable
negada se sustituye por 1y la no negada por 0. u

Es importante tener presente que el valor de los términos canénicos de una funcién depende del orden
en que se tomen las variables, ya que dicho orden afecta a la ponderacién o valor significativo de cada
variable. Una vez elegido un orden, este se debe mantener para todos los términos candnicos de la funcién.
De este modo cada término candnico se puede identificar univocamente mediante su valor binario.

Ejemplo 3.15 — Identificacion de términos candnicos por su valor binario. Dada una funcién
f(A,B,C,D), indica la expresion algebraica correspondiente a los términos candnicos my y M.

& Solucioén:

» m;=A'BCD,yaque A=0,B=1,C=1,D=1=A'BCD = 1.
0111 (7)

» M\,=A+B+C'+D,yaqueA=0,B=0,C=1,D=0=A+B+C +D=0.
e e Y e —
0010 (2)

En resumen: Para obtener el producto de variables correspondiente a un minitérmino dado, se sustituye
en cada posicion del codigo binario del minitérmino, los O por la variable negada y los 1 por la
variable sin negar. En el caso de los maxitérminos el cambio es el opuesto. El 1 se cambia por la
variable negada y el 0 por la variable sin negar. =

Corolario 3.6.4 — Equivalencia entre formas canénicas y tabla de verdad. Las formas cané-
nicas de una funcién representan un modo alternativo de definir su TV. La 1* FC (SOP) indica qué
combinaciones de las variables hacen que la funcién valga 1. Es decir, cudles son las filas de la tabla de
verdad con valor de la funcidn igual a 1. Por el contrario, la 2* FC (POS) indica qué combinaciones de
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variables hacen que la funcién valga 0. Es decir, cudles son las filas de la tabla de verdad con valor de
la funcién igual a 0. Basta con conocer una de las dos formas canénicas de la funcién para determinar
la otra, ya que las filas de la TV que no son 1 serdn 0 y viceversa.

Todo lo expuesto permite resumir la importancia de las formas canénicas en dos conclusiones:
1. Las formas canénicas son tnicas para una funcién dada.

2. Cualquiera de las funciones légicas dependientes de las mismas variables se obtiene por combina-
cion de los términos candnicos posibles para dichas variables.

Recuerda que existen dos funciones especiales denominada funcién identidad y nula cuyos valores
son siempre 1 y 0, respectivamente. Son las tinicas funciones que se expresan mediante una tinica
forma canénica. La funcién identidad solo tendria minitérminos —todas las filas de la TV igual a 1—
y la funcién nula seria la que solo tiene maxitérminos —todas las filas de 1a TV igual a 0—.

Se puede afirmar que los términos candnicos son los elementos constituyentes de cualquier funcién
l6gica dependiente de un nimero dado de variables. Por tanto, el nimero de funciones légicas que se
pueden definir con n variables no es infinito, sino que queda determinado por el nimero de combinaciones
de los 2" términos candnicos que pueden formar parte de la funcién. Teniendo en cuenta el enunciado del
corolario , el nimero de funciones l6gicas que se pueden describir con n variables estd determinado
por las combinaciones de unos y ceros en la tabla de verdad para el nimero de variables dado. Dicho
ndmero es 2(2"). Aunque dicho ndmero no es infinito, se trata de un valor que crece mucho mas rapido
con n que el nimero de términos candnicos, segin se indica en la tabla

Tabla 3.20: Numero de funciones l6gicas posibles dependientes de n variables.

# variables # m/M-términos # funciones

n=2- 22=4 22 =16

n=3— 23=8 22 =256

n=4— 24=16 2% = 65536

n=5— 22=32 2(2°) = 4294 967 296

n=6— 20=064 2(2°) = 18 446 744 073 709 551 616

Teniendo en cuenta la relacién entre las expresiones canénicas de toda funcién l6gica f y su tabla de
verdad, se tiene que:

= 1* forma canénica (SOP, suma de minitérminos)

f=Ym:iel0,2"—1] (3.1)
= 2% forma canénica (POS, producto de maxitérminos)
f=]IMjzi:i,j€l0,2"—1] (3.2)

En dichas expresiones los indices de minitérminos y maxitérminos son distintos para completar el
nimero total de indices dado por 2" — 1, siendo n el niimero de variables de la funcién. Como en la
TV de toda funcién las filas son 1 o 0, las primeras se asocian a sus minitérminos y las segundas a sus
maxitérminos.

— Expresion abreviada de una funcién légica. Dada la funcién I6gica f cuya tabla
de verdad se muestra en el ejemplo , exprésala de modo abreviado mediante sus minitérminos y
maxitérminos.

@ Solucioén:

Como los 1/0 en la TV corresponden a los mini/maxi-términos de la funcidn, esta se puede expresar
como:
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s 1? forma canodnica (SOP):
f=A'B'C'+AB'C+ ABC
S~ Y~ =
000(0) 101(5) 111(7)
=mq+ms+m7 =Y _(mg,ms,m7) =Y m(0,5,7)

= 2% forma candnica (POS):

f=(A+B+C)(A+B'+C)(A+B +C")(A'+B+C)(A'+B +C)

001 (1) 010 (2) 011 (3) 100 (4) 110 (6)
=M\ -Ms-Ms-My-Ms = [ [(M1, Mz, M3,M4,Mg) = [[M(1,2,3,4,6)

Debajo de los términos candnicos se sefiala la combinacién de variables que hacen que valga 1 0 0
dependiendo de que se trate de un producto o suma, respectivamente. Observa que de los posibles 8
términos candnicos (con indices de 0 a 7), los que no son minitérminos, son maxitérminos. =

Basta con tener una de las expresiones candnicas para poder expresar la otra con los términos canénicos
cuyos valores (subindices) no aparecen en la expresion de partida.

Ejemplo 3.17 — Obtencién de forma canénica complementaria. Dada la expresion canénica
POS de la funcién 16gica f = [[M(3,5,6), determina la forma candénica SOP de dicha funcién.

& Solucién:

La forma canénica SOP estd formada por los minitérminos cuyos valores binarios (subindices) estdn
ausentes en la expresion POS. Por tanto, se tiene:

f=Y m(0,1,2,47)

Observa que al sumar el nimero de mini/maxitérminos de f, el total debe ser 8. u

Analizando la relacién entre mini/maxi-términos de una funcion, se obtiene:

m: =M, m; :Ml-’ (3.3)

Corolario 3.6.5 — Negacioén de términos canénicos. La negacién de un minitérmino es el
maxitérmino del mismo valor binario. De modo dual, la negacién de un maxitérmino es el minitérmino
del mismo valor binario.

Corolario 3.6.6 — Formas canénicas de una funcién y su negada. Dada una funcién f en
forma candnica, su funcién negada f’ se obtiene intercambiando minitérminos y maxitérminos en las
expresiones canonicas de f.

Ejemplo 3.18 — Formas candnicas de funciones complementarias. Dada la funcién f por sus
expresiones candnicas, determina las formas candnicas de f:

f=Ym(0,57)=]]M(1,2,3,4,6)

[ Solucioén:

Intercambiando minitérminos y maxitérminos se tiene:

=Y m(1,2,3,4,6)=]]M(0,5,7)
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Teorema de expansion de Shannon

En las secciones anteriores la obtencion de las expresiones candnicas de una funcién 16gica se ha aceptado
sin demostracién. Sin embargo, es posible llegar a una demostracién de estas expresiones mediante la
aplicacion del Teorema de expansion o descomposicion de Shannon, también conocido como feorema de
expansion de Boole.

Toda funcién 16gica f se puede expresar como suma del producto de una de sus variables
negada por el valor de la funcién cuando dicha variable es 0, més el producto de la variable sin negar
por el valor de la funcién cuando dicha variable vale 1.

Aplicado a una funcién f de dos variables, se tiene:

f(A,B)=A'f(0,B)+Af(1,B) =B'f(A,0) +Bf(A,1) (34

Aplicando el teorema sobre A y después sobre B se obtiene la expresién canénica SOP de f como
suma de sus productos canénicos (minitérminos):

f(A,B)=A"f(0,B) +Af(1,B)

=A'[B'f(0,0)+Bf(0,1)] +A[B f(1,0) + Bf(1,1)]
=A'B'f(0,0)+A'Bf(0,1) +AB'f(1,0) + ABf(1,1)

En la expresidn final se obtiene todos los productos canénicos posibles multiplicados por el valor de

la funcién para los valores de las variables asociados a cada producto.

El teorema se puede demostrar de modo sencillo comprobando que la tabla de verdad para ambos
miembros de la igualdad son coincidentes. De este modo se tiene:

A B|f | A'B'f(0,0)+A'Bf(0,1)+AB'f(1,0)+ABf(1,1)
0 0| £(0,0) | f(0,0)
0 11 £0,1)] f(0,1)
10| £(1,0) | f(1,0)
11| f(1L,1) | £(1,1)

Al aplicar recursivamente el teorema de Shannon a una funcién de varias variables, se obtiene una
expresion en la que cada término candnico aparece multiplicado por el valor de la funcién para la
combinacién de valores de las variables de entrada asociados al término canénico. Los valores que se
mantienen son aquellos para los cuales la funcién vale 1. De este modo se obtiene la expresion de la
funcién original como suma de minitérminos. Aplicando dualidad se deriva la expresién de la segunda
forma canénica de la funcién.

Corolario 3.6.7 — Aplicacion del teorema de expansion de Shannon. El teorema de expansion
de Shannon proporciona un método para expresar cualquier funcién l6gica como una suma de productos
candnicos de cualesquiera variables de las que dependa la funcién. Cada producto canénico ird afectado
por un coeficiente dado por la evaluacion de la funcién para la combinacidn de valores de las variables
asociado al producto canénico.

Este resultado sera relevante para poder expresar funciones 16gicas con médulos combinacionales
generadores de productos canénicos como multiplexores y decodificadores.

Obtencién de formas candnicas

En las secciones previas se ha expuesto la relacion estrecha entre la tabla de verdad y las formas candénicas
de una funcién 16gica. De hecho se pueden contemplar como alternativas para definir cualquier funcién
16gica, ya que el paso de una a otra es inmediato. Por tanto, obtener las formas candnicas es equivalente a
obtener la tabla de verdad de la funcién o los indices de los minitérminos y maxitérminos de la funcion.
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El método para obtener las formas canénicas de una funcién a partir de su expresion algebraica se
resume en los pasos siguientes:

1. Expresar la funcién en forma SOP o POS.

2. Expandir los términos no canénicos. Si alguno de los términos producto de la expresién SOP —o
suma en el caso de la forma POS— no es candnico, este se expande en 2" términos, siendo m el
nimero de variables ausentes en el término canénico. Cada variable ausente produce dos términos
candnicos uno con la variable negada y otro con la variable sin negar.

3. Eliminar los términos candnicos repetidos al expandir los términos no canénicos en el paso anterior.

Ejemplo 3.19 — Expansion de forma SOP no candnica a forma canédnica. Dada la funcién
f(A,B,C) = AB+A’C, determina sus formas candnicas.

(@ Solucién:

Como f depende de A, By C, la expresion dada no es candnica aunque aparece en forma SOP. Para
obtener la 1* FC (SOP) habria que expandir los términos no canénicos. Dicha expansién se puede hacer
a partir de los valores binarios asociados a cada producto candnico (la variable ausente se sustituye por
un comodin ‘x”) que puede adoptar los valores ‘0" y ‘1’:

ABsx —11% = 110 (6), 111 (7) — ABC', ABC
A'+C —0+1 = 001 (1),011 (3) > A'B'C, A'BC

Por tanto, la 1* FC (SOP) que se obtiene es:

f(A,B,C) = ABC + ABC +A'B'C+A'BC = mg+m7 +mi +m3 =Y m(1,3,6,7)
N = e =
110(6) 111(7) 001 (1) 011(3)

La 2* FC (POS) se obtiene como producto de maxitérminos cuyos indices no aparecen en la suma de
minitérminos:

f=[1IMm0,2,4,5)

Observa que en este texto se emplean varios recursos no estandarizados para facilitar la comprension
de las explicaciones, como: colores, variable ausente sustituida por un comodin ‘x’, llaves infe-
riores para sefialar el valor binario de términos canénicos y llaves superiores para indicar valores
equivalentes de expresiones booleanas.

Las conclusiones principales para recordar respecto de las funciones 16gicas y su representaciéon
candnica son:

v Latabla de verdad se puede interpretar como una representacion de los términos canénicos de la
funcion l6gica dada, ya que cada fila de la tabla de verdad tiene asociado un producto canénico y
una suma candnica.

v La forma SOP o 17 forma canénica de una funcidn l6gica se expresa mediante la suma de los
productos candnicos asociados a las filas de la tabla de verdad en que la funcién vale 1.

v La forma POS o 2* forma canénica de una funcién logica se expresa mediante el producto de las
sumas canénicas asociadas a las filas de la tabla de verdad en que la funcién vale 0.

v/ Larepresentacion candénica de una funcion légica es tnica en cualquiera de sus dos formas SOP (1*
FC ) o POS (2* FC), ya que en cada fila de la tabla de verdad la funcién vale 1 o 0. Por tanto, el
término canoénico correspondiente solo puede ser de un tipo.
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Simplificacion de funciones légicas

Si las formas canénicas de una funcién tienen distinto nimero de términos, aquella con menor nimero
serd considerada la més sencilla. A partir de la tabla de verdad de la funcidn, es facil determinar cudl de
las dos formas candnicas en la mas simple pues dependerd de la cantidad de unos y ceros presentes en la
TV.

Como ya se ha visto (ver ejemplo 3.19), hay expresiones algebraicas de una funcién 16gica més
sencillas que las formas canénicas. De un modo intuitivo, estas expresiones se obtienen por un proceso de
simplificacién inverso al de expansién de términos no canénicos. En este proceso se persigue encontrar
aquellas variables comodin que es posible eliminar en los términos de la expresién candnica de la funcion.
Dicha simplificacién se deriva del teorema de consenso del dlgebra de Boole (T8 y T8") que permite
eliminar una variable que aparece negada y sin negar en dos términos candnicos con el resto de variables
iguales.

La simplificacién de una funcién légica persigue la obtencién de sus expresiones SOP y POS
equivalentes mas sencillas, que no coinciden habitualmente con las expresiones canénicas de dicha
funcién. La simplificacién mencionada se puede conseguir mediante dos métodos:

1. Simplificacion algebraica. Se basa en la manipulacion de las expresiones algebraicas aplicando los
teoremas del dlgebra de Boole. Es un método rapido en los casos de expresiones sencillas, pero
inviable en el caso de expresiones complejas. No es sistemdtico y su éxito depende de la destreza
de quien lo aplica.

2. Simplificacion algoritmica. Emplea un algoritmo sistemdtico que permite su automatizacién. Se
aplica a expresiones de complejidad arbitraria e incluso facilita la simplificacién simultdnea de
varias funciones.

Ejemplo 3.20 — Simplificacion algebraica de funciones légicas. Simplifica la funcién l6gica:

f(A,B,C,D) = ((A+B)'(CD)"Y

& Solucion:
Aplicando las leyes de De Morgan (P3) y el teorema de involucién (T4) se tiene:
f(A,B.C,D) = ((A+B)(CD)')
=(A+B)"+(CD)" <« (P3)
=A+B+CD < (T4)

Ejemplo 3.21 — Simplificacion algebraica de funciones légicas. Simplifica la funcién l6gica:

f(A,B,C,D) = (((A+B)'C) + ((CD)' +B)"

@ Solucion:

Aplicando las leyes de De Morgan y los teoremas del dlgebra de Boole se tiene:

f(A,B,C,D) = (((A+B)'C) +((CD)'+B)')
=((A+B)'C)"(CD)' +B)" « (P3)

=(A+B)'C((CD)' +B) <« (T4)

=0 =0

——
=A'B'C(C TB)A'B)CC' +A'B'CD' +AB€B « (15)

=A'B'cD’
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Ejemplo 3.22 — Simplificacion algebraica de funciones légicas. Simplifica la funcién l16gica:

f=(A"+B)+BC' +((A'+B)' (C+D))

@ Solucion:

Aplicando las leyes de De Morgan y los teoremas del dlgebra de Boole se tiene:

f=(A"+B)+BC' +((A'+B)'(C+D))
=AB'+BC' +A'+B+C'D' <« (P3.T4)
=A+B
—
=ABB+BC' +A'+C'D' <+ (T7)
=A+B+BC' +A'+C'D" « (P)
=1
—~ =
=A+A"+B+BCC'D <« (T5)
=1

Mapas de Karnaugh-Veitch

Para sistematizar la simplificacién de las funciones l6gicas, Maurice Karnaugh —un fisico y matematico
norteamericano— publicé” en 1953 un método basado en unos diagramas denominados en su honor mapas
de Karnaugh (K-maps)."” Los K-maps se presentaron como un método refinado frente a los diagramas
que Edward Veitch habia publicado en 1952 retomando los diagramas 16gicos que Allan Marquand
habfa propuesto en 1881, pero en este caso con especial énfasis en los circuitos 16gicos construidos con
elementos de conmutacion.

Los K-maps proporcionan un método de reordenacién de la tabla de verdad de una funcién légica
para facilitar la identificacién sistematica de los términos canénicos que se pueden simplificar en la
funcién. Los K-maps se emplean con funciones de hasta 6 variables aunque en esta obra los ejemplos més
complejos que se muestran son de 5 variables.

Figura 3.21: Maurice Karnaugh (1924-). Fuente: IT History Society (ithistory.org).

Construcciéon de K-maps

Un K-map es una reordenacién de la tabla de verdad de una funcién légica dada, de modo que a cada
celda del K-map se asocian dos valores: el valor binario de las variables y el valor correspondiente de la
funcién. La ordenacion de celdas en el K-map persigue que entre celdas adyacentes solo cambie el valor
de una de las variables asociadas a dichas celdas.

9The map method for synthesis of combinational logic circuits. Transactions of the American Institute of Electrical Engineers,
Part I: Communication and Electronics. 72 (5):593-599, Nov. 1953. DOI: 10.1109/TCE.1953.6371932.
19También conocidos como mapas de Karnaugh-Veitch.
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Dada una celda del K-map, el cambio de valor de una tnica variable nos lleva en horizontal o vertical,
a una celda adyacente a la celda de partida. En los bordes del K-map las celdas adyacentes se corresponde
con las del borde opuesto.

~

La figura 3.22 muestra la estructura de los K-maps para 2, 3 y 4 variables. En cada celda se incluye
(en color rojo) el indice del mini/maxi-término asociado —suprimido habitualmente en la practica—. En
cada K-map se indica mediante flechas las celdas adyacentes a las coloreadas (en rojo y verde). En los
K-maps las combinaciones de cada pareja de variables en filas y columnas siguen el cédigo Gray (00, 01,
11 y 10) en lugar de la ordenacién en binario natural. De este modo se asegura la adyacencia, en filas y
columnas, de los cédigos asociados a las celdas.

8 0 1 50 01 11 10 ON00 01 11 10
0 /f\ﬁ 0 //0_/\/‘1__/:\‘2 00 1/7\/‘1__\3\‘2
1\‘2 3 1\‘4 »/5_¥/7_\6 01/\‘4 s|m7| e
1 | IR
10& 8 9 \‘11 10

Figura 3.22: K-maps de 2, 3 y 4 variables mostrando el indice de la combinacion de valores de las variables
asociado a la celda y la adyacencia entre celdas (sefialadas con flechas).

Los K-maps se pueden construir colocando las variables en un orden arbitrario, pero con la condicién
de respetar la adyacencia de celdas en el mismo. En este texto se utilizard siempre la ordenacién de

~

variables que se muestra en la figura 3.22. Esta ordenacién coincide con la ordenacion empleada
en Logisim y en la publicacién original de M. Karnaugh. Sin embargo, en otros libros de texto se
pueden encontrar ordenaciones alternativas e incluso la sustitucion de los valores de las variables por
lineas que sefialan las celdas con valor 1 para cada variable.

La obtencién del los K-map de una funcién 16gica es equivalente a obtener las expresiones candnicas
de la funcidén. En el K-map se marcardn con un 1 las celdas asociadas a los minitérminos de la funcién. El
resto de celdas estard asociado a los maxitérminos o valor O de la funcién.

Ejemplo 3.23 — Obtencién de K-map a partir de tabla de verdad. Dada la tabla de verdad de la
funcién 16gica f(A,B,C), determina el K-map para dicha funcion.

d|A B C|f
00 0 0|1
110 0 10
>0 1 010
310 1 110
411 0 010
s11 0 11
s 1 1 00
211 1 1|1

& Solucion:

En Ia tabla de verdad de f se han identificado en color rosado las filas asociadas a minitérminos y
en amarillo las asociadas a maxitérminos. El K-map se obtiene sefialando los minitérminos en la
reordenacién que ofrece el K-map.
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Ejemplo 3.24 — Obtencion de K-map a partir de la forma candnica. Dada la forma candnica
SOP de la funcién l6gica f(A,B,C), determina el K-map para dicha funcién:

f=A'BC'+AB'C' +ABC' +ABC
& Solucion:

Recuerda que en un producto canénico las variables negadas se sustituyen por 0 y las no negadas por 1.
Si se calculan los valores binarios o indices de los minitérminos (productos candnicos) de f, se tiene:

f= A'B'C'+AB'C'+ ABC' + ABC
e N N~ N
000(0) 100(4) 110(6) 111(7)

Por tanto, expresando f de modo abreviado queda: f =Y m(0,4,6,7)

A continuacién se muestra la tabla de verdad de f sefialando sus minitérminos (rosado) y maxitér-
minos (amarillo):

A partir de la tabla de verdad se marcan los minitérminos en el K-map.

Ejemplo 3.25 — Obtencion de K-map a partir de forma canénica. Dada la forma canénica SOP
de la funcién légica f(A,B,C,D), determina el K-map para dicha funcién.

f=A'B'CD+A'BC'D' +ABC'D+ABCD +ABC'D' +A'B'C'D+AB'CD'
[Z Solucion:
Calculando el valor binario de cada término y pasandolo al K-map se tiene:

f=A'B'CD+A'BC'D' +ABC'D+ ABCD +ABC'D' +A'B'C'D+AB'CD'
N N N N N N N —
0011 (3) 0100 (4) 1101 (13) 1111(15) 1100 (12) 0001 (1) 1010 (10)
=Y m(1,3,4,10,12,13,15)
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Aunque una funcién no se exprese en forma candnica, es posible completar el K-map asociado
siguiendo alguno de los dos métodos que se indican a continuacidén:

1. Expansion canonica de cada término no candnico (ver seccién 3.6.3 y ejemplos). Para la expansion
de cada término producto en una expresion SOP, se obtiene el valor binario de cada término
sustituyendo las variables negadas por 0 y las no negadas por 1. Las variables ausentes son sustituidas
por el simbolo comodin ‘x’. Los valores comodin se sustituyen por todas las combinaciones posibles
de 0y 1 para obtener todos los términos canénicos posibles. En las formas POS el proceso es dual,
teniendo en cuenta que para los términos suma, las variables negadas se sustituyen por 1 y las no
negadas por 0.

2. Marcado de las celdas que satisfacen el criterio contemplado en cada término de la expresion légica.
Cada término con n variables ausentes (comodines) permitird marcar 2" celdas, teniendo en cuenta
que algunas celdas pueden ser marcadas de modo redundante por la expansion de varios términos
no canédnicos. En realidad este método es equivalente al anterior pero haciendo la expansién en
un dnico paso. Para aplicar este método es de gran ayuda marcar con una linea, en el exterior del
K-map, las celdas correspondientes al valor 1 para cada variable.

Ejemplo 3.26 — Obtencién de K-map a partir de expresiones no candnicas. Dadas las
funciones [y g por sus expresiones SOP:

f(A,B,C) =A"+AB +ABC’
g(A,B,C,D) =B'C' + AB+A'BC +AB'CD’

Construye los K-maps asociados a 'y g.
[@ Solucién:

ler. Método: Expansion de términos no canénicos. Cada término no candnico da lugar a 2" términos
candnicos, siendo » el nimero de variables ausentes en el término no candnico. Aplicado a f'y g, se
tiene:

Alsx =055 = 000 (0,001 (1),010 (2),011 (3)
AB'x —10% = 100 (4),101 (5)
ABC' —110 (6)

Por tanto: f =Ym(0,1,2,3,4,5,6) =[[M(7)

«B'C'5 —+00+ = 0000 (0),0001 (1),1000 (8),1001 (9)
ABsx — 1155 = 1100 (12), 1101 (13),1110 (14),1111 (15)
A'BCx =011+ = 0110 (6),0111 (7)
AB'CD' 1010 (10)

Por tanto: g = Y m(0,1,6,7,8,9,10,12,13,14,15) =[[M(2,3,4,5,11), y los K-maps correspondien-
tes quedan:
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2° Método: Consiste en marcar directamente en el K-map las celdas asociadas a cada término de la
expresion algebraica de la funcién. En este caso la colocacion de lineas en el K-map para indicar
las celdas asociadas al valor de cada variable ayuda en el proceso. En Logisim-evolution es posible
escoger esta representacion alternativa en los K-maps. A continuacién se marcan en el mismo color los
términos de cada expresion y las celdas asociadas a cada término.

f=A+AE + g§= +AB+ +
Por supuesto, con ambos métodos se obtienen idénticos K-maps para cada funcién. =

Simplificacion de funciones a forma SOP con K-maps

El propésito de los K-maps es identificar de un modo sencillo los términos canénicos en celdas adyacentes.
Entre dichas celdas se puede aplicar la simplificacion de las variables que cambian de valor (aparecen
negadas y sin negar). De este modo se dispone de un método sistematico de simplificacién de expresiones
booleanas para obtener una expresion equivalente mds sencilla.

El método para obtener una forma SOP simplificada se puede resumir en los pasos siguientes:

1. Se agrupan las celdas adyacentes del K-map que estdn marcadas con 1 (minitérminos) en grupos de
tamafo 2" (2, 4, 8, 16, etc.), siendo n el mayor entero posible. Una celda se puede agrupar varias
veces si en cada una de las agrupaciones hay celdas nuevas no agrupadas previamente.

2. Si alguna celda marcada con 1 no puede agruparse con celdas adyacentes, el término canénico
asociado no se puede simplificar.

3. Cada agrupacién genera un producto de variables omitiendo las n variables que cambian de valor
en dicha agrupacion. Asi, las relaciones entre el tamafio de la agrupacién y las variables eliminadas
son:2—1,4—2 8—3, 16 — 4, etcétera.

4. La funcidn légica equivalente simplificada serd la suma légica de los términos producto obtenidos
en el paso previo.
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Ejemplo 3.27 — Simplificacion de forma candnica SOP mediante K-maps. Dada la funcién f,
simplificala a una forma SOP empleando K-maps.

f(A,B,C)=A'B'C'+AB'C+ABC =Y m(0,5,7)

& Solucién:

En el K-map se marcan los minitérminos de la f y se crean las agrupaciones que se indican en la figura
adjunta. La unica posibilidad de agrupacion es la que contiene a los minitérminos 5 y 7 que permite la
eliminacién de una variable (B). La funcién simplificada queda:

Ejemplo 3.28 — Simplificacion de formas candénicas SOP mediante K-maps. Dadas las funcio-
nes f'y g, simplificalas a sus formas SOP mediante los K-maps correspondientes.

= f(A,B,C):):,m(O,3,4,6)
. g(A,B,C) :HM(3a6)
& Solucion:

Para g se proporciona la forma canénica con maxitéminos (forma POS), pero es sencillo obtener la
forma canénica de minitérminos. A partir de las formas canénicas SOP de f'y g, es posible construir
sus K-maps y aplicar el método de simplificacién a forma SOP para obtener las expresiones que se
muestran a continuacion:

f= +BCHAB g=AC'+B +AC

La simplificaciéon mediante K-maps no es tinica (ver expresiones de fy g en la figura 3.23). Por tanto, a
partir de la version simplificada de dos expresiones légicas, no es posible deducir su equivalencia. Aunque
entre dos expresiones todos los términos sean diferentes, se puede tratar de expresiones equivalentes de la
misma funcidn (véase el caso de la funcion g en la figura 3.23). El método mds sencillo de comprobar si
dos expresiones algebraicas son equivalentes es la comparacién de sus tablas de verdad.
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Figura 3.23: Expresiones SOP simplificadas alternativas a partir de K-maps para funciones de 3 variables.

Simplificacién de funciones a forma POS con K-maps

La simplificacién a forma POS es dual a la estudiada para las formas SOP agrupando los ceros del K-map
y siguiendo reglas idénticas a las explicadas. Sin embargo, al obtener el término suma resultante de una
agrupacion, se tiene en cuenta que si el valor de la variable es 0, la misma aparece sin negar en la suma.
Mientras que si el valor de la variable es 1, esta debe aparecer negada en el término suma asociado. La
expresion POS final es el producto de los términos suma obtenidos en cada agrupacién de ceros.

Ejemplo 3.29 — Simplificacion de formas canénicas POS mediante K-maps. Dada la funcién f
por la expresion:

(B+C+D)(A+B+C +D)(A'+B+C+D')(A+B +C+D)(A'+B +C+D)
Determina la forma POS simplificada mediante el K-map correspondiente.

@ Solucion:

Para la expresion algebraica de f se obtienen los c6digos binarios de los maxitérminos de la expre-
sién candnica. En el proceso las sumas no candnicas se deben expandir en sus términos canénicos
equivalentes.

(B+C+D)(A+B+C' +D)(A'+B+C+D)(A+B +C+D)(A'+B +C+D)

J J

~~ ~~

9000 (0,8) 0010 (2) 1001 (9) 0100 (4) 1100 (12)
Por tanto, f se puede expresar de forma abreviada como:
f=]1M(0,2,4,8,9,12) =) m(1,3,5,6,7,10,11,13,14,15)

Trasladando estos valores al K-map y agrupando los ceros se tiene:
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La simplificacién a forma SOP y POS puede dar lugar a resultados de distinto nivel de complejidad.
Se podria pensar que cuanto mayor es el nimero de términos candnicos de la expresion de partida mds
compleja serd la expresion simplificada, pero esto no siempre es asi.

Ejemplo 3.30 — Comparacion de simplificacion SOP y POS. Dada la funcién f, por la expresion:

f=A+B+C+D)A+B +C+D)A+B+C+D)A+B+C +D)A +B+C+D)A+B+C' +D)

Determina las expresiones simplificadas de f mediante el empleo de K-maps.

& Solucioén:

Para facilitar la construccién del K-maps de f se obtiene su expresion abreviada mediante mini/maxi-
términos.

f=@A+B+C+D)(A+B +C+D)(A+B+C+D')(A+B+C +D)(A'+B+C+D')(A+B+C +D)
1100 (12) 0100 (4) 0001 (1) 0011 (3) 1001 (9) 0010 (2)

Por tanto, se tiene: f = [[M(1,2,3,4,9,12) = ¥ m(0,5,6,7,8,10,11,13,14,15), estos valores se
trasladan al K-map para obtener las expresiones simplificadas SOP y POS:

f= + +BC+ — (B'+C+D)

En este caso se observa como la expresion POS es mds sencilla (con 3 términos) que la forma SOP
(con 4 términos). m

Ejemplo 3.31 — Comparacién de simplificacion SOP y POS. Dada la funcién
f=A"+AB +ABC
Realiza su simplificacion a formas SOP y POS para comparar los resultados.

[@ Solucion:
Como f no estd expresada en forma candnica, se hace la expansioén de sus términos no canénicos:
A" —0sx = 000 (0), 001 (1), 010 (2), 011 (3)
AB' —10% =100 (4), 101 (5)
ABC' —110 (6)

Por tanto, se tiene: f =Y m(0,1,2,3,4,5,6) =[IM(7), que se puede trasladar al K-map para realizar
la simplificacién a formas SOP y POS para obtener:
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Las formas simplificadas SOP y POS coinciden. Ademds, si es considerada una forma POS, también
coincide con la forma canénica, pero no cuando se contempla como forma SOP. u

Recuerda que cuando una funcién légica tiene una expresion algebraica consistente solo en un
término suma o producto:

v Las expresiones simplificadas SOP y POS de la funcién coinciden con el término dado. Por
tanto, no es preciso realizar la simplificacion.

v/ La expresion de la funcién se puede considerar candnica (SOP o POS, pero no ambas).

Simplificacion de funciones con condiciones libres

Para algunas funciones l6gicas existen valores de las variables que se denominan condiciones libres,
indiferentes o no importa (don’t care), ya que para dichos valores de las variables, el valor que tome la
funcién es indiferente. La razén es que los valores mencionados para las variables no se producen en una
situacidn real. Por tanto, el valor que se obtenga para la funcién es irrelevante en esos casos. Por ejemplo,
si las 4 variables de las que depende una funcidn légica representan valores codificados en BCD, los
valores de la funcién para cédigos superiores a 9 corresponden a condiciones libres, ya que el valor de la
funcién para dichos cédigos es indiferente. '’

Las condiciones indiferentes se representan en la tabla de verdad de la funcién con el simbolo ‘X’.
Dicho simbolo indica que el valor es indiferente. Por tanto, podria valer 0 o 1. Este mismo simbolo se
empleard en la realizacién de los K-maps, pero en la simplificacién se tomardn como 0 o 1 de modo que
se consiga la mayor simplificacién posible. Por supuesto, una vez realizada la simplificacién, la funcién
resultante otorga un valor determinado a las condiciones indiferentes, siendo este el que facilita obtener la
expresion simplificada més simple.

Ejemplo 3.32 — Simplificacién de funciones con condiciones libres. Dada la funcién 16gica por
su tabla de verdad que se indica a continuacidn, determina las formas SOP y POS simplificadas.

Id.|A B C D|f
0/0 0 0 010
110 0 0 110
210 0 1 010
310 0 1 110
410 1 0 0]1
s 0 1 0 111
610 1 1 011
710 1 1 111
g1 0 0 0|1
9o/ 1 0 0 110
w|/l 0 1 0]|Xx
nl1 0 1 1| X
2|1 1 0 0]|X
3l 1 1 0 1]|X
14 |1 1 1 0| X
51 1 1 1| X

[ Solucion:

Dada la tabla de verdad, es posible construir el K-map correspondiente. En este caso las condiciones
indiferentes se consideran 0 o 1 de modo que la simplificacién sea lo més sencilla posible. De este
modo se obtienen las expresiones SOP y POS simplificadas siguientes:

ITRecuerda que los cédigos BCD representan cifras del 0 al 9. Por tanto, los c6digos de 4 bits superiores a 1001 (9) no se
emplean.
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f=B+AD =

En este ejemplo ademds se muestra que no todos los valores de las condiciones indiferentes tiene que
ser el mismo. En el ejemplo, casi todos se toman como 1, pero la celda 11 (1011,) se considera 0 en
la simplificacién de la forma POS.

Tablas de verdad y K-maps con Logisim

Logisim incorpora una herramienta de andlisis de funciones l6gicas instructiva y sencilla de utilizar. Con
dicha herramienta las funciones 16gicas se pueden introducir en cuatro formatos diferentes:

1. Tabla de verdad. Introduciendo manualmente los valores para todas las filas de la tabla.

2. Expresion algebraica. En la que se emplean los operadores 16gicos basicos permitidos: negacién ('),
producto, suma (+) y OR-exclusivo ().

3. K-map. Los valores de las celdas del K-map se introducen manualmente. En este caso la expresién
simplificada SOP y POS se calcula de modo interactivo.

4. Diagrama del circuito de puertas logicas. Se crea el diagrama de un circuito vélido que tendra
asociada una funcién légica a su salida dependiente de las variables conectadas a las entradas del
circuito. En este caso las etiquetas asociadas a los pines de entrada y salida se asignardn a los
nombres de las variables de entrada y funciones lgicas dependientes, respectivamente.

Los tres primeros formatos se introducen desde la herramienta de andlisis combinacional que acompafia
a Logisim, accesible desde el menu (ver figura ): [Project ) Analyze Circuit]
Estos tres modos de definicion de funciones estdn sincronizados, de modo que al introducir la funcién en
uno de ellos, el resto queda determinado automdticamente.

Aunque en las preferencias de Logisim se puede seleccionar el idioma espafiol para la interfaz de
usuario, en este texto se hace referencia siempre a la interfaz en inglés para evitar interpretaciones
erréneas, ya que la traduccidn a espafiol presenta algunas erratas.

Antes de introducir la funcion es preciso definir las variables de entrada (inputs) y las variables de
salida o funciones (outputs). El convenio seguido en este texto es el empleo de letras mayusculas para las
entradas (A, B, C, D, E, etc.) y minuscula para las funciones (f, g, h, etc.). El orden en el que se definen
las variables determina su posicién en la tabla de verdad y, por tanto, su ponderacién posicional en los
codigos binarios construidos con sus valores. El orden de las variables se puede modificar en el panel de
definicién sin necesidad de volverlas a definir. Una vez definidas las entradas y salidas del circuito, es
posible emplear alguno de los formatos mencionados anteriormente para definir las expresiones deseadas
para las funciones légicas (salidas):

= Tabla de verdad. Los valores de las variables se pueden ajustar mediante sucesivos clics de ratén o
bien mediante pulsacion de teclas , @ y (valor por defecto). Este método es apropiado
cuando se conocen las expresiones canodnicas de la funcién. Cuando hay varias funciones definidas
permite comprobar si se trata de funciones equivalentes comprobando la coincidencia en las tablas
de verdad asociadas.
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= Expresion algebraica. Se puede emplear cuando se dispone de una expresion algebraica no canénica

de las funciones. Es titil para comprobar la equivalencia de expresiones algebraicas en el panel
correspondiente a las tablas de verdad asociadas.

= K-map. Permite obtener las formas SOP y POS simplificadas de las funciones. Es muy util para

comprobar la simplificacion de funciones. Sobre el K-map es posible cambiar mediante clics
de ratén los valores de las celdas. Logisim no permite la visualizacién de K-maps de 5 o mas
variables, aunque si es posible obtener la simplificacion de funciones en dichos casos. También
es importante tener presente que cuando se trabaja con condiciones indiferentes en las funciones,
Logisim realiza las simplificaciones a forma SOP y POS de modo independiente. Es decir, se
obtienen las expresiones SOP y POS 6ptimas, pero no tiene en cuenta la compatibilidad entre ellas

que se debe forzar de modo manual.

T Combinational Analy... — [m|
File Edit Project Simulate Window Help

Inputs Outputs i Expression Minimized

X

T Combinational Analy... — [m|
File Edit Project Simulate Window Help

Inputs Outputs Table Expression  Minimized

e

T Combinational Analy.. — O
File Edit Project Simulate Window Help

Inputs Outputs Table Expression Minimized

e

Qutput:

A B c f Qutput: ’f .
— AB4+AC Format: | Sum of products «
0 0 0 0
0 0 1 0 B, C
0 1 0 0 A~B+AcC oo o1 11 10
L (oo
1m0l | | .
1 i ? ? Clear Revert Enter AB+a4C
Set As Expression
W
Build Circuit Build Circuit Build Circuit

Figura 3.24: Panel de definicién de una funcién l6gica en Logisim (de izda. a dcha.): tabla de verdad, expresion

booleana y K-map.

= Ejercicio 3.16 — Equivalencia de funciones légicas con Logisim. Comprueba con ayuda de
Logisim la equivalencia de las funciones f y g del ejercicio 3.5 introduciendo manualmente las expresiones
algebraicas de dichas funciones y comprobando los valores de sus tablas de verdad.

a Ejercicio 3.17 — Simplificacion de funciones légicas con Logisim. Comprueba la simplificacion de
las funciones definidas en los ejemplos de este capitulo empleado los K-maps que proporciona Logisim. m

Funciones légicas de 5 o mas variables

La simplificacién mediante K-maps se puede aplicar a funciones que dependen de 5 variables o més. Sin
embargo, en estos casos su elaboracién manual es tediosa y propensa a errores. En el caso de 5 variables
se pueden definir los K-maps siguiendo dos disposiciones:

1. Doble matriz 4 x 4. Cada matriz 4 x 4 corresponde al valor 0/1 de la variable mds significativa y los

valores de 4 variables. Para la agrupacion de celdas del K-map se tiene en cuenta la adyacencia por
superposicion de las dos matrices obtenidas. Es un método conveniente para aplicacion manual,
pues el indice asociado a las celdas se obtiene de modo simple.

. Matriz 4 x 8 con dos variables en las filas y las tres restantes en las columnas. En este caso, tanto en

filas como en columnas, el valor de las variables sigue una numeracion correspondiente al codigo
Gray. La linea vertical central del mapa marca una linea de adyacencia especular en las celdas del
mapa.'”

En estos casos es muy interesante afiadir el indice asociado al término canénico correspondiente a
cada celda, ya que de este modo es muy sencillo trasladar la expresion candnica de la funcién al K-map.

12Este es el tipo de K-maps empleado en Logisim-evolution. Logisim cldsico solo representa graficamente hasta K-maps de 4

variables.
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Ejemplo 3.33 — K-maps de 5 variables. Simplifica la funcién f(A,B,C,D,E) a su forma SOP
mediante K-maps.

=Y m(2,5,6,7,8,9,10,12,13,14,18,21,22,23,25,26,30)

& Solucién:

Se construirdn los dos tipos de K-maps descritos para funciones de 5 variables con adyacencia
especular:

K-map con adyacencia por superposicion:

La combinacién de valores de las variables asociados a cada celda depende del tipo de K-map
construido. Aunque la simplificacién con K-maps no siempre es tnica, para este ejemplo se obtiene la
misma forma SOP simplificada con los dos procedimientos descritos:

f= + +A'BD' +
]

Ejemplo 3.34 — Simplificacion SOP de funciones de 5 variables. Simplifica la funcién f(A,B,C,D,E)
a su forma SOP mediante K-maps: f =Y m(0,1,4,8,12,13,15,16,17,23,29,31)

[ Solucioén:

Construyendo el K-maps con adyacencia de superposicién se tiene:

f= + +BCE +
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Ejemplo 3.35 — Simplificacion SOP y POS de funciones de 5 variables. Compara la simplificacién
a forma SOP y POS mediante K-maps para la funcién f(A,B,C,D, E) definida como:

f=Ym0,1,2,3,4,5,6,7,9,11,15,16,18,19,20,22,23,26,27,30,31)

& Solucioén:

Construyendo el K-maps con adyacencia de superposicion se tiene para la forma SOP:

f=AB'+DE+A'C'E+AD+

La simplificacion de la forma POS f =[[M(8,10,12,13,14,17,21,24,25,28,29) queda:

La introduccién de funciones de 5 variables o mds mediante su tabla de verdad es tedioso debido
a su tamafio. Aunque Logisim cldsico permite trabajar con estas funciones e incluso obtener las
expresiones minimizadas, no ofrece las agrupaciones en los K-maps. En cambio, Logisim-evolution
proporciona dichas agrupaciones para funciones de 6 variables, empleando adyacencia especular
horizontal, a la que se afiade adyacencia vertical. Para estos casos, una herramienta alternativa a
Logisim es Karnaugh Map Solver'’ de Charlie Coleman que emplea también K-maps con adyacen-
cia especular. Esta herramienta web es muy ttil para comprobar las simplificaciones de K-maps,
especialmente si las funciones dependen de 5 variables o mds. Con ella la introduccién de las
funciones légicas se facilita indicando solo sus minitérminos, sin necesidad de definir la tabla de
verdad completa.

La simplificacién de funciones légicas con K-maps admite una formulacion mas apropiada para su
implementacion en computador mediante el algoritmo de tabulacion de Quine-McCluskey —desarrollado
en 1952 por Willard V. Quine y extendido posteriormente en 1956 por Edward J. McCluskey—. Dicho
algoritmo se basa en la bisqueda del conjunto minimo de implicantes primos que cubren la funcién
l6gica a minimizar. Este algoritmo se aplica con éxito a funciones para las que el empleo de K-maps es
complicado. En 1982, Robert K. Brayton y sus colaboradores en IBM desarrollaron el minimizador l6gico

13Disponible en Internet, URL: https: //www.charlie-coleman. com/experiments/kmap/.
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heuristico ESPRESSO ' cuyas variantes se emplean en los programas actuales de disefio de circuitos
digitales.

a Ejercicio 3.18 — Simplificacion de funciones de 5 variables. Comprueba los resultados de simplifi-
cacién de funciones de 5 variables de los ejercicios precedentes mediante la herramienta Karnaugh Map
Solver de Charlie Coleman. Intenta obtener los resultados mediante Logisim. "

Conceptos clave

Puertas l6gicas elementales, secundarias y universales.

Teoremas, propiedades y leyes del dlgebra de Boole.

Tabla de verdad de una funcién booleana.

Equivalencia de funcién booleanas.

Funcién booleana de salida de un circuito 16gico.

Formas canodnicas de una funcién booleana, minitérminos y maxitérminos.
Simplificacién de funciones l6gicas mediante K-maps.

14Disponible en Internet, URL: como parte del software Logic Friday de la Universidad de
California.
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Problemas propuestos

Problema 3.1 Dados los cronogramas de las sefiales A y B, completalos con las sefiales de salida para las
funciones légicas que se indica a continuacion.

» NOT: A,
AND: A - B,
OR:A+B,y
XOR: A®B.

Problema 3.2 Comprueba la validez de las leyes de De Morgan con ayuda de Logisim. Para ello, verifica
la equivalencia de los circuitos correspondientes a una puerta NAND y una puerta NOR.

Problema 3.3 Dada la tabla de verdad adjunta, encuentra su relacién con la tabla correspondiente a una
puerta AND. Propén la modificacién de un circuito con puerta AND para que responda a la tabla de
verdad dada y emplea Logisim para hacer la comprobacién. Intenta un razonamiento similar empleando la
puerta NOR.

Problema 3.4 Dada la tabla de verdad proporcionada, encuentra su relacién con la tabla correspondiente
a una puerta OR. Prop6n la modificacién de un circuito con puerta OR para que responda a la tabla de
verdad dada y emplea Logisim para hacer la comprobacién. Intenta un razonamiento similar empleando la
puerta NAND.

Problema 3.5 Comprueba —con ayuda de Logisim— la equivalencia entre la puerta 16gica XOR con
dos entradas (A, B), y los circuitos 16gicos que implementan las funciones f'y g:

» f(A,B)=A'B+AB
= g(A,B) = (A+B)(A"+B')
Problema 3.6 Comprueba —con ayuda de Logisim— la validez de las propiedades distributivas del

dlgebra de Boole. Esto es, la equivalencia de las expresiones lgicas indicadas mediante circuitos l6gicos
equivalentes:

» A(B+C) =AB+AC
» A+BC=(A+B)(A+C)

Problema 3.7 Demuestra que las funciones NAND y NOR no cumplen la propiedad asociativa.
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Problema 3.8 Demuestra mediante manipulacion algebraica que las funciones XOR y XNOR cumplen
la propiedad asociativa.

Problema 3.9 Demuestra mediante manipulacién algebraica la igualdad: A B® A’ = B
Problema 3.10 SiA® B = C, ;cudl es el valor de la expresion A B® C?

Problema 3.11 Demuestra mediante manipulacién algebraica la igualdad:
A®B=(A®B)®0

Problema 3.12 Aplica los axiomas y teoremas del dlgebra de Boole para obtener una expresiéon minimi-
zada de la funcién f(A,B,C) = ((AB)' +A) (ABC' +C)’

Problema 3.13 ;Cudl es el resultado de la simplificacién algebraica de la funcién f?
f(A,B,C,D)=(A"+B) +BC'+ ((A’+B)'CD)

Problema 3.14 Indica cudl de las expresiones siguientes es equivalente a (A + B)(A’+C)(B+C):

a) (A+B)(A'+C)
b) A+C
¢) (B+C)(A'+C)
d) B+C

Problema 3.15 Demuestra la validez o falsedad de la igualdad: A’ +A(A'B+B'C)' = A’

Problema 3.16 Dada la funcién f(A,B,C) = AC+A’B'C’ indica si estd expresada en forma canénica.
En caso contrario, calcula sus formas canénicas SOP y POS.

Problema 3.17 Si una funcién 16gica f (A, B,C) tiene una expresion formada por 8 productos candnicos,
(de qué funcion se trata? ;Cudntas sumas canodnicas tendré la forma candnica alternativa?

Problema 3.18 Dada la funcién f(A,B) = AB jes una expresion canénica? jPor qué? En caso afirmativo
encuentra la expresion candnica alternativa.

Problema 3.19 Expresa la funcién f = A"+ BC + AC en sus dos formas candnicas. A partir de la
expresion proporcionada, intenta encontrar mediante manipulacion algebraica, la expresion equivalente
mads sencilla.

Problema 3.20 Calcula las dos formas candnicas de la funcién f:
f(A,B,C,D)=(B+D)(A'"+C+D)

Problema 3.21 Calcula las formas candnicas de la funcién f’, dada la forma candnica conjuntiva (forma
POS) de f:
f(A7B7C) = HM(1’374)

Problema 3.22 Aplica las leyes de De Morgan para simplificar la funcién logica f y expresarla en sus
formas candnicas:
f(A,B,C,D) =[(AB)(C+D")]

Problema 3.23 Aplica los axiomas y teoremas del dlgebra de Boole para simplificar la expresion de la
funcién f. ;Qué se puede afirmar respecto de las expresiones candénicas de f'y sus versiones minimizadas?
Comprueba el resultado con Logisim.

f(A,B)=(A+B)'(A®B)+ (AB)'(A®B)

Problema 3.24 Simplifica la funcién f(A,B,C,D) =Y m(0,1,2,3,6,7,8,10,12, 14) empleando mapas
de Karnaugh.

Problema 3.25 Dada la funcién f(A,B,C,D) =Y m(0,1,2,3,9,11), determina las formas canénicas y
expresiones simplificadas de f(A,B,C,D).

Problema 3.26 Dada la funcion f(C,B,A) = my + Ms, calcula sus formas canénicas y las expresiones
SOP y POS minimizadas. (Nota: Ten en cuenta el orden proporcionado para las variables.)
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Problema 3.27 Dada la funcién f(A,B,C) = (C'B+ACB')(B+A’), determina sus dos formas candnicas
y sus expresiones SOP y POS simplificadas. Si se considera C como la variable més significativa, ;cambian
sus formas canénicas?
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4.1

En el capitulo anterior se explica el dlgebra de Boole, que proporciona las herramientas para el andlisis
y disefio de circuitos digitales implementados con puertas ldgicas. Los circuitos digitales denominados
combinacionales son aquellos cuya salida depende tnicamente del valor instantaneo de sus entradas. En
este capitulo se resumen las técnicas empleadas para el andlisis y disefio de los circuitos combinacionales
utilizando los resultados derivados del dlgebra de Boole. El andlisis permite determinar la funcionalidad
del circuito para su posible optimizacién, mientras que el disefio tiene como objetivo implementar un
circuito que satisfaga la especificacion funcional proporcionada.

Circuitos combinacionales y funciones légicas

Los circuitos combinacionales son circuitos 16gicos construidos con puertas légicas que pueden tener
varias entradas y salidas, como el que muestra la figura siguiente.

Figura 4.1: Circuito combinacional con 3 entradas (A, B, C) y 2 salidas (f y g).

Definicion 4.1 — Circuito combinacional. Se denomina combinacional al circuito digital cuyas
sefiales de salida solo dependen del valor instantdneo de sus sefiales de entrada. Las salidas solo son
afectadas por el valor de las entradas. "
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El estudio del dlgebra de Boole y sus resultados tienen aplicacién directa en los sistemas digitales

implementados con circuitos electrénicos basados en puertas 16gicas. Todo circuito 16gico digital im-
plementa una o varias funciones légicas aplicadas a las sefiales de entrada del circuito. En los circuitos
combinacionales, cada funcién de salida depende solo del valor de las sefiales de entrada al circuito. Este
tipo de circuitos nunca presentan realimentacion desde su salida hacia su entrada, ya que esto indicaria la
dependencia de la salida de valores previos en la misma.

A lo largo de esta obra nos referimos a un circuito logico tanto para denominar al circuito electronico
digital como al diagrama logico que representa a dicho circuito.

En el capitulo anterior se explica como se describe una funcidn l6gica mediante una expresion

algebraica booleana o su tabla de verdad. En este punto se introduce la definicién de una funcién légica
mediante su circuito 16gico equivalente.

Corolario 4.1.1 — Funcién légica implementada por un circuito I6gico. La funcién l6gica
implementada por un circuito de puertas légicas se obtiene componiendo las operaciones 16gicas
asociadas a cada puerta logica desde las entradas del circuito hacia su salida.

Ejemplo 4.1 — Funcién légica implementada por un circuito Iégico. Dado el circuito 16gico de
la figura 4.1, determina las funciones légicas que implementa. Expresa dichas funciones en alguna de
sus formas canénicas SOP o POS.

& Solucioén:

Si se componen las operaciones elementales que realiza cada puerta 1dgica del circuito desde las
entradas hacia las salidas se obtienen las funciones:

f(A,B,C)=AB+(A+B)C =AB+AC+BC (forma SOP-no candnica)

2(A,B,C) = (AB+(A+B)C))(A+B+C)+ABC = (AB+AC+BC)(A+B+C)+ABC <« (P2)
(A +B)A +C)(B'+C)A+B+C)+ABC + (P3)

(A'+BC")B +C)A+B+C)+ABC +« (P2)
(A'B'+B'C'B'+A'C'+B'C'C")(A+B+C)+ABC <+ (P2)

=(A'B +BC +AC)A+B+C)+ABC <+ (13)
=ABA+BCA+AE€A+ABB+B€EB+ACB+ABC+B€T+A€T+ABC
=AB'C'+A'BC' +A'B'C+ ABC =my+my+m;+m; (forma SOP-canénica)

Haciendo la expansion de términos no canénicos de f, se tiene:

ABx — 11% = 110 (6),111 (7) — ABC', ABC
AxC = 1x1 = 101 (5), 1LH7] — AB'C
«BC — 11 = 011 (3), LLIH7T — A'BC

Por tanto: f(A,B,C) =Y m(3,5,6,7) =TIM(0,1,2,4)
Como g ya estd en forma candnica, se tiene: g(A,B,C) =Y m(1,2,4,7) =[IM(0,3,5,6) .
Corolario 4.1.2 — Circuitos l6gicos equivalentes a una funcién légica. Una vez obtenida la

funcién légica asociada a un circuito, cualquier funcién légica equivalente a ella tiene un circuito de
puertas légicas que es equivalente al circuito de partida.

Circuitos equivalentes a expresiones SOP y POS

Toda funcién 16gica en forma SOP (suma de productos) tiene asociado un circuito en dos niveles que es
una red de puertas AND/OR. Las puertas del nivel de entrada AND llevan a cabo las operaciones producto
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y la puerta OR del nivel de salida realiza la suma (ver ejemplo de la figura 4.2).

Figura 4.2: Ejemplo de red AND/OR de dos niveles para implementar funcién en forma SOP.

En una red AND/OR de dos niveles, una puerta AND implementa un producto canénico si estd
conectada a todas las entradas del circuito. Por ejemplo, en el circuito de la figura 4.2 las puertas AND no
implementan productos candnicos, ya que ninguna puerta estd conectada a las 4 entradas del circuito.

Toda funcién légica en forma POS (producto de sumas) tiene asociado un circuito en dos niveles que
es una red de puertas OR/AND. Las puertas del nivel de entrada OR llevan a cabo las operaciones de
suma y la puerta AND del nivel de salida realiza el producto (ver figura 4.3).

Figura 4.3: Ejemplo de red OR/AND de dos niveles para implementar funcién en forma POS.

En una red OR/AND de dos niveles, cada puerta OR implementa una suma candnica si estd conectada
a todas las entradas del circuito. Por ejemplo, en el circuito de la figura 4.3 las puertas OR no implementan
sumas candnicas, ya que ninguna puerta estd conectada a las 4 entradas del circuito.

m Ejercicio 4.1 Calcula las expresiones canoénicas de los circuitos 16gicos que se muestran en las figuras

y 4.3. Comprueba el resultado mediante Logisim obteniendo la TV asociada a cada uno de los circuitos.
Recuerda que en dicha tabla aparece un 1 en las filas asociadas a los minitérminos y un O en las filas
asociadas a los maxitérminos de la funcién légica. "

Obtencién de circuito equivalente desde tabla de verdad de la funcién

Cuando una funcién légica se define mediante su TV, es inmediato expresar dicha funcién en sus formas
canoénicas. Las filas de la TV en que la funcién vale 1, definen los minitérminos de la misma y su suma
constituye la 1* FC o forma canénica SOP. Por el contrario, las filas en que la funcién es 0, determinan los
maxitérminos de la funcién y su producto constituye la 2* FC o forma canénica POS.

Puesto que las formas canénicas son respectivamente formas SOP y POS, su implementacién en un
circuito 16gico se obtiene con sendas redes en dos niveles AND/OR y OR/AND, respectivamente.

— Circuito l6gico equivalente a una funcién dada por su TV. Dada la TV de la
funcién l6gica f(A, B,C), determina los circuitos 16gicos equivalentes a las formas canénicas SOP y
POS para implementar dicha funcién.
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d|A B C|f
0l 0 0 01«
110 0 110
>0 1 010
310 1 110
411 0 01]0
511 0 1|1«
sl 1 1 010
Sl 1 1|1«
2 Solucion:

Los minitérmnos (productos candnicos) de f estdn asociados a las filas de la TV en que f = 1 (marcadas
con una flecha). De modo complementario, los maxitérminos (sumas canénicas) de f estdn asociados
alas filas de 1a TV en que f = 0. En consecuencia, se tiene:
= 1* FC (forma SOP): f =Y m(0,5,7) =A’B'C'+AB'C + ABC
—— Y =~
000 (0) 101(5) 111(7)
» 2° FC (forma POS):

f=]]M(1,2,3,4,6)=(A+B+C")(A+B +C)(A+B +C') (A'+B+C)(A'+B' +C)

001 (1) 010 (2) 011 (3) 100 (4) 110 (6)

Teniendo en cuenta que una forma SOP se implementa con una red AND/OR y la forma POS
mediante una red OR/AND, las formas canénicas se pueden implementar mediante los circuitos de la
figura adjunta.

4.1.3 Aspectos prdacticos de la simulaciéon de circuitos con Logisim

Durante la simulacién con Logisim el color de las conexiones sefiala las condiciones de funcionamiento
que se indican a continuacién:

= Verde oscuro. Indica que el valor 16gico de la sefial es 0.
] . Indica que el valor 16gico de la sefial es 1.

» Azul. Indica que la conexién no tiene asignado ningtn valor 16gico. Se trata de una conexién
flotante (desconectada) de las entradas. Se produce cuando hay partes del circuito sin conectar o
cuando las conexiones son incorrectas (p. €j., en el caso de entradas de puertas l6gicas sin conectar
y de pines de entradas conectados incorrectamente). Este estado es conocido también como de alta
impedancia y se suele marcar con un valor ‘X’, que no se debe confundir con el valor dado a las
condiciones libres. Tampoco se debe interpretar como un error, pues dependiendo del circuito puede
ser un estado provocado deliberadamente cuando se desea inhibir la conexién a un bus compartido.

= Rojo. Indica error (‘E”) y se produce cuando Logisim no es capaz de asignar un valor 16gico a la
conexion.
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La figura muestra dos de los errores usuales cometidos al implementar circuitos con Logisim.
Recuerda que en un circuito Logisim se puede inspeccionar el valor 16gico en cualquier conexién (incluso
si es de tipo multibit) mediante la pulsacién sobre la misma con la herramienta de cambio de valor de
pines de entrada. Para visualizar permanentemente el valor de una sefial se emplea el elemento sonda de
prueba (probe) conectado a la conexidén a monitorear.

Figura 4.4: Errores habituales en Logism (de izda. a dcha.): entradas de puertas sin conexién y conexion
incorrecta de pines de entrada.

Para evitar errores de simulacién en Logisim se debe tener presente:

= Puertas con entradas no conectadas. Al colocar una nueva puerta en el drea de trabajo, esta se crea
con un nimero de entradas que puede exceder el requerido. En esta situacidn, un error comun es
dejar desconectadas las entradas sobrantes (en color azul). Para evitarlo, el atributo de nimero de
entradas de cada elemento del circuito se debe fijar en el valor preciso. Un modo répido de fijar el
nimero de entradas de una puerta seleccionada sobre el area de trabajo, consiste en pulsar la tecla
de niimero coincidente con el de entradas deseadas.

= Pines de E/S conectados incorrectamente. Los pines de E/S poseen un extremo para la conexion
que en ocasiones es dificil de distinguir y es propenso a confusion. Para evitarlo es conveniente
utilizar un nivel de zoom que permita ver con nitidez los puntos de conexion.

En los sistemas digitales es muy habitual el uso de buses de conexién compartidos para intercambio
de informacion (datos, direcciones, etc.) entre subsistemas (ver figura 4.5).

'
.

Circuitol «—» Circuito 1

Circuito2 «—» Circuito 2

BUS

oo BUS

[
.

Circuito n Circuito n

!

Figura 4.5: Diagrama de conexion de subcircuitos a bus comtin y estado flotante para permitir la interconexién
entre ellos.

Definicion 4.2 — Bus de interconexion. Un bus es una conexién, compartida por distintos sub-
sistemas que simplifica el modo de conexién entre ellos evitando su interconexién punto a punto.
Dependiendo del ancho del bus, esto es, si el bus transmite un bit o varios en un instante dado, se
denominan respectivamente bus serie y bus paralelo. n

Para poder arbitrar el acceso de distintos dispositivos a un bus compartido, es preciso disponer de
elementos que permitan la desconexidn eléctrica de circuitos al bus. Esta «desconexién» se consigue
mediante el estado denominado de alta impedancia o estado flotante a la salida de un circuito 16gico (ver
figura 4.5). Cuando la salida de un circuito queda en alta impedancia, su nivel 16gico queda flotante para
ser determinado por otros dispositivos conectados en dicha conexion. Mediante este estado flotante es
posible conseguir que los dispositivos oportunos estén conectados al bus compartido.
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Uno de los dispositivos empleados para conseguir un estado flotante a la salida de un circuito es el
buffer triestado. El buffer triestado tiene dos entradas, una de datos y otra de control. La entrada 16gica
de datos se transmite a la salida cuando la entrada de control esté activada. Si la entrada de control esta
desactivada, la salida del buffer queda en estado flotante. Este comportamiento se resume en la tabla de
verdad

Tabla 4.1: Tabla de verdad del buffer triestado.

Entrada Control ‘ Salida

0/1 0 X (flotante)
0 1 0
1 1 1

La figura 4.6 muestra el funcionamiento del buffer triestado y su empleo para conectar dos entradas
de datos a un bus de interconexién. En dicha figura se observa como la sefiales de control a los buffers
se deben arbitrar para que en un instante dado haya conectada solo una entrada y una salida de datos.
En este ejemplo el arbitraje mencionado se consigue con el empleo de un inversor. Cuando la sefial de
control estd desactivada, el buffer de la entrada de datos inferior (2) estd activado y el superior desactivado
(1). Por el contrario, cuando la sefial de control esta activada el buffer habilitado es el correspondiente
a la entrada de datos superior (1) que se transmiten por el bus. En situaciones con un mayor nimero de
sistemas conectados al bus se emplean decodificadores para generar las sefiales de control que permiten
arbitrar el acceso al bus compartido.

Figura 4.6: Diagrama 16gico con buffer triestado y ejemplo de aplicacién de conexién a bus.

El inversor controlado triestado tiene un comportamiento similar al buffer controlado, pero su salida
invierte la sefial de entrada. En el simbolo del buffer controlado se afiade una burbuja de negacién (o)
a la salida del mismo. Ademads del buffer triestado y el inversor controlado, Logisim proporciona otros
elementos en los que es posible simular la aparicién de un estado flotante en su salida. Estos elementos
comprenden los transistores en estado de corte y aquellos médulos en los que es posible definir su salida
en estado flotante cuando estan inhibidos (con sefal de enable desactivada).

En Logisim cuando un médulo esté inhabilitado (p. €j., decodificador, multiplexor, etc.), se recomien-
da configurar su salida a 0, en lugar de flotante. De este modo se evita que la conexién de médulos
en cascada provoque errores de simulacion. Es un valor que se modifica en los atributos del elemento
y que por defecto estd ajustado en valor flotante.

En Logisim es posible definir sefiales de entrada y salida de tipo multibit definiendo de este modo sus
pines correspondientes. Esto permite la conexion de elementos de un circuito mediante buses multibit. Las
sefiales multibit son necesarias en algunos de los elementos disponibles. Por ejemplo, para las entradas de
seleccion en decodificadores y multiplexores. Algunos elementos en Logisim (como las puertas légicas)
tienen un atributo para definir el nimero de bits de datos del elemento. Dicho atributo se puede ajustar de
modo rapido mediante el atajo de teclado [Alt]+( n ), donde n indica el nimero de bits de datos para el
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elemento. Cuando se emplean elementos multibit en operaciones 16gicas simuladas con Logisim, estds se
realizan bit a bit (ver figura 4.7).

Las sefales multibit de Logisim permiten simplificar los diagramas l6gicos de los circuitos al agrupar
varias sefiales en una tinica linea de conexion. La figura 4.7 muestra una operacion AND bit a bit entre
sefales multibit de 4 bits (izda.) y una operacién de inversion (dcha.). En la dicha figura se hace uso del
elemento sonda logica de prueba (probe), disponible en la libreria Wiring como el elemento ‘ver’. La
sonda de prueba permite obtener, independientemente del ndmero de bits, el valor en cualquier linea de
conexion para mostrarla en el sistema numérico de representacion (radix) elegido: binario, octal, decimal
con/sin signo y hexadecimal.

Para poder acceder a cada uno de los bits de una sefial multibit en Logisim se proporciona un elemento
separador de bits (splitter). Este elemento identifica con un nimero, el orden de cada uno de los bits de la
conexion. La figura (dcha.) muestra el uso de un splitter conectado a la entrada y otro a la salida de un
bus. En dicha figura se observa como la sefiales multibit se pueden interpretar como agrupacién de sefiales
independientes [A BC D] o bien como los bits componentes de una una variable multibit [A3 A2 A; Ag)].

Figura 4.7: Esquema de conexionado en Logisim con splitter, bus y E/S multibit.

Al igual que otros componentes de Logisim, el elemento splitter posee unos atributos que permiten
modificar sus caracteristicas, incluido su aspecto visual y la ordenacién de cada una de las ramas asociadas
a cada bit. Haciendo clic derecho se puede invertir el orden ascendente (por defecto) de los bits, a un
orden descendente.

Uno de los errores habituales en la elaboracion de circuitos 16gicos con Logisim es la conexion de
elementos multibit con nimero de bits (o anchura) incompatibles. En estos casos un error informa de
dicha circunstancia (ver figura 4.8).

Figura 4.8: Error provocado por la conexion de sefiales multibit con un niimero de bits incompatible.

Aunque el disefio de sistemas con sefiales de E/S multibit simplifica los diagramas l6gicos realizados
con Logisim, su utilizacion tiene una limitacién importante, ya que no permite el andlisis automatizado de
los circuitos que las emplean para conectar las entradas y/o las salidas. Para superar esta limitacion las
E/S multibit se deben separar en cada uno de sus bits componentes mediante el elemento splitter.

Optimizacion de circuitos légicos

Partiendo de un circuito 16gico, es posible obtener la funcién légica asociada al mismo mediante una
red de puertas en dos niveles. Para las funciones en forma SOP, la red es de tipo AND/OR y para las
funciones en forma POS la red es de tipo OR/AND. Por tanto, si se proporciona una funcién en sus

'En Logisim, los valores con signo se interpretan por defecto con codificacién en complemento a dos.
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formas canénicas, aquella con menor nimero de términos produce una implementaciéon mas sencilla.
Esto es, con menor nimero de puertas 16gicas o con menos entradas en ellas. Sin embargo, las formas
canénicas de una funcién no son las mds simples para expresar la funcién. En consecuencia, es posible
implementar frecuentemente un circuito equivalente mas sencillo a las formas candénicas, como las
expresiones simplificadas SOP y POS obtenidas mediante K-maps u otros métodos de optimizaciéon como
el algoritmo de Quine-McCluskey.

Ademds de la simplificacion de los circuitos mediante técnicas de minimizacién algebraica de
funciones légicas, resulta muy conveniente la implementacion de los circuitos con un tnico tipo de puerta
l6gica. Para conseguirlo se recurre a las puertas universales NAND y NOR. La tabla 4.2 resume como las
operaciones NAND y NOR permiten obtener cada una de las tres operaciones elementales: NOT ('), AND
() y OR (+).

Tabla 4.2: Obtencién de las operaciones booleanas elementales con las puertas universales NAND y NOR.

‘ Inversion (') ‘ Producto (-) ‘ Suma (+)
NAND | A" = (AA) = (A1) AB=((AB)Y | A+B=(A'BY
NOR | A'=(A+A)=(A+0) | AB=(A+B) | A+B=((A+B)")

Cuando se plantea el uso de puertas universales para implementar funciones légicas mediante sus
circuitos equivalentes SOP y POS surge la pregunta:

¢ Como cambian los circuitos en dos niveles (redes AND/OR y OR/AND) cuando empleamos
puertas universales?

Corolario 4.2.1 — Implementacion de redes AND/OR y OR/AND con puertas universales.
Una red de puertas AND/OR admite una implementacién equivalente en la que todas las puertas se
sustituyen por puertas NAND. De modo dual, una red de puertas OR/AND admite una implementacion
equivalente en la que todas las puertas se sustituyen por puertas NOR.

Este resultado se muestra intuitivamente en la figura 4.9. Dicha figura expone como las puertas AND
se pueden sustituir por puertas NAND si a continuacion su salida se niega (entrada negada en puertas OR).
Este cambio produce que la puerta OR tenga todas sus entradas negadas, de modo que se puede sustituir
por una puerta NAND. En consecuencia, la red AND/OR original es equivalente a una red en la que todas
las puertas se sustituyen por puertas NAND. Un razonamiento similar se emplea para la equivalencia entre
una red OR/AND y una red con puertas NOR. Si se parte de expresiones algebraicas SOP o POS y se
aplican las propiedades del dlgebra de Boole se puede llegar a un resultado equivalente.

Figura 4.9: Equivalencia entre redes AND/OR con redes NAND y OR/AND con redes NOR.
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Corolario 4.2.2 — Expresion de formas SOP y POS mediante operaciones NAND y NOR.
Cualquier forma SOP se puede transformar empleando las propiedades y teoremas del dlgebra de
Boole para contener solo operaciones de tipo NAND. De modo dual, cualquier forma POS se puede
transformar para contener solo operaciones de tipo NOR.

Para realizar las transformaciones mencionadas basta con aplicar teorema de involucién (doble
negacidn) y posteriormente aplicar las leyes de De Morgan, para convertir las sumas en productos negados
(NAND) y los productos en sumas negadas (NOR).

Ejemplo 4.3 — Implementacién de funciones mediante puertas Iégicas universales. Dada la
funcién f(A,B,C) =Y. m(0,5,7), determina sus formas simplificadas SOP y POS empleando K-maps.
Emplea los resultados para obtener las expresiones y circuitos equivalentes solo con operaciones
NAND y NOR.

@ Solucion:

Puesto que se proporcionan los minitérminos de la funcion, es posible construir de forma inmediata el
K-map y obtener las formas simplificadas SOP y POS.

f= + (forma SOP)
f= (forma POS)

La forma SOP se transforma para expresarla solo con operaciones NAND:
f=A'B'C' +AC
=(A'B'C’"+AC)" <+ (T4)
=((A'B'C’)(AC))" « (P3)
La forma POS se transforma para expresarla solo con operaciones NOR:
f=(A+C)A+B)A +C)
(A+C)A+B)A' +C))" <+ (T4)
(A+C) +(A+B) +(A'+C))  « (P3)

Los circuitos légicos asociados a las formas SOP y POS empleando solo puertas universales NAND
(forma SOP) y NOR (forma POS) quedan:

Ejemplo 4.4 — Implementacion de funciones mediante puertas Iégicas universales. Dada la
funcién f(A,B,C) =[IM(2,3,6,7,11,12,13,14,15), determina sus formas simplificadas SOP y POS
empleando K-maps. Emplea los resultados para obtener las expresiones y circuitos equivalentes solo
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con operaciones NAND y NOR.
@ Solucion:

Puesto que se proporcionan los maxitérminos de la funcidn, es posible construir de forma inmediata el
K-map y obtener las formas simplificadas SOP y POS.

f= 4 +AB'D" (forma SOP)
f= (A"+B")  (forma POS)

Expresadas solo con operaciones NAND y NOR quedan:
= Forma SOP:
f=A'C'+B'C +ABD
— (A/C/+B/C/+AB/D/)”
— (Alcl)/<Blcl)/(AB/D/)/)/

= Forma POS:

f=A+C)(C"+D)A+B)
=((A+C)(C+D)(A' +B))"
— ((A+C/)/(C,+DI)I(A/ +B/)/)l

Las implementaciones de los circuitos equivalentes en los que solo se emplean puertas universales
(incluso los inversores):

En la préctica es habitual el requisito de limitar el nimero de entradas de las puertas (fan-in) que
utiliza un circuito digital, ya que el uso de puertas con un nimero elevado de entradas produce circuitos
maés lentos. Este requisito no supone ninguna dificultad cuando el circuito estd constituido por redes
AND/OR y OR/AND, puesto que ambos tipos de puertas l6gicas satisfacen la propiedad asociativa y, en
consecuencia, la concatenacion de puertas AND/OR es equivalente a una tinica puerta AND/OR con las
entradas empleadas. Sin embargo, no sucede lo mismo en los circuitos con puertas NAND y NOR, ya que
estas puertas no satisfacen la propiedad asociativa. Por tanto, no es posible la concatenacién de puertas
NAND/NOR para obtener puertas equivalentes de multiples entradas.
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Ejemplo 4.5 — Incumplimiento de propiedad asociativa en puertas NAND y NOR. Demuestra
que no es posible obtener un circuito equivalente a una puerta NAND/NOR de tres entradas mediante
concatenacion de puertas NAND/NOR de dos entradas. Encuentra el modo de obtener la funcionalidad
de una puerta NAND/NOR de tres entradas con puertas NAND/NOR de dos entradas.

& Solucioén:

Deseamos validar la equivalencia entre la expresion algebraica derivada de una puerta NAND/NOR de
tres entradas con la concatenacién de 2 puertas NAND/NOR. Esto es:

(ABC)' = ((AB)'C)" (A+B+C)' =((A+B)' +C)
Aplicando las leyes de De Morgan en las expresiones se tiene:

(ABC) =A"+B +C
((AB)'C) =(A'+B'Y +C' =AB+C = (ABC)' # ((AB)'C)’

(A+B+C) =A'BC
(A+B)'+C) =(A'B)'C'=(A+B)C'= (A+B+C) # ((A+B) +C)

Con lo que quedaria demostrado que la propiedad asociativa no es vélida ni para las puertas NAND ni
para las puertas NOR.

Para obtener la funcionalidad de una puerta NAND/NOR de tres entradas con puertas NAND/NOR
de dos entradas, se puede partir de la concatenacion de una puerta AND/OR seguida de una NAND/NOR
y despues aplicar doble negacién en la salida de la entrada AND/OR para convertirla en NAND/NOR
y afiadir un inversor en la entrada a la siguiente puerta NAND/NOR. De modo gréfico:

Ejemplo 4.6 — Implementacién de formas SOP con puertas NAND de 2 entradas. Implementa
la forma simplificada SOP de la funcién f(A, B,C) obtenida en el ejemplo 4.3 mediante puertas NAND
de dos entradas.

f(A,B,C) =A'B'C' +AC

& Solucién:

La implementacién de la forma simplificada SOP de f es inmediata mediante puertas NAND con
un ndimero arbitrario de entradas. En este caso se emplean puertas NAND de dos entradas y una
de tres para el producto de tres variables de entrada. Para implementar la funcién solo con puertas
NAND de dos entradas, el producto de tres factores se implementa concatenando dos puertas AND de
dos entradas. Este circuito es sencillo de transformar en una concatenacién de puertas NAND con la
entrada negada, correspondiente a la salida de una NAND previa. La figura ilustra este proceso.
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Andlisis de circuitos combinacionales

El andlisis de circuitos combinacionales parte de un circuito constituido por puertas l6gicas con multiples
entradas y salidas. El objetivo del andlisis es determinar las funciones 16gicas equivalentes implementadas
por dicho circuito y su posible simplificacion.

Todo el proceso de andlisis de circuitos 16gicos se puede llevar a cabo con Logisim empleando las
herramientas de andlisis que dicho programa software proporciona. De este modo, es posible construir un
circuito de partida valido, cuya logica se puede simular dentro del programa modificando manualmente los
valores de las entradas para obtener automaticamente las salidas del circuito. Sin embargo, un modo maés
completo de obtener el valor de las salidas para todos los valores posibles de las entradas es la obtencién
de la tabla de verdad de las funciones 16gicas implementadas por el circuito.

La herramienta de andlisis de circuitos combinacionales incluida en Logisim proporciona de modo
automadtico tanto la expresion booleana de las funciones asociadas a las salidas del circuito como sus
tablas de verdad y las expresiones simplificadas SOP y POS obtenidas mediante K-maps.

Para interpretar correctamente del anélisis de un circuito con Logisim es preciso tener en cuenta el
convenio que se emplea para nombrar las sefiales del circuito en el drea de trabajo. En dicha érea, las
sefiales obtienen un valor de ponderacion decreciente de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha. Con
el fin de evitar confusiones, se recomienda asignar la etiqueta deseada a cada uno de los pines siguiendo
el criterio empleado en esta obra para el nombrado de entradas y salidas de un circuito l6gico.

Recuerda que si no se asignan manualmente etiquetas a las entradas y salidas en los circuitos, Logisin
otorga valores de modo automaético para el andlisis.

Ejemplo 4.7 — Andlisis de circuitos I6gicos con Logisim. Construye con Logisim el circuito de
la figura 4.1 para obtener mediante la utilidad de anélisis de circuitos: (1) la tabla de verdad de las
funciones f(A,B,C)y g(A,B,C); (2) las expresiones 16gicas de las funciones derivadas del circuito; y
(3) las expresiones simplificadas de las funciones.

& Solucién:

En Logisim se construye el circuito de la figura adjunta asignando las etiquetas sefialadas en los pines
de entrada (A, B,C) y salida (f, g).

Se inicia la herramienta de andlisis del circuito por alguno de los procedimientos alternativos:
[Project ) Analyze Circuit], |Window ) Combinational Analysis|, o clic derecho sobre el nombre de cir-

cuito en el mend contextual |Analyze Circuit
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Segtin vemos en la figura siguiente, las pestaias Table y Expression de la herramienta de anélisis
proporcionan: la tabla de verdad y las expresiones logicas de las salidas:

f=AB+(A+B)C
g=(AB+(A+B)C)(A+B+C)+ABC

En la pestaia Minimized se puede acceder a los K-maps y expresiones simplificadas SOP y POS de las
funciones de salida:

= Formas SOP:
f=BC+AC+AB, g=A'BC+A'BC'+AB'C'+ABC

= Formas POS:
f=A+B)A+C)(B+C); g=(A+B+C)(A+B +C')(A'+B+C)(A'+B +C)

Como no es posible efectuar con Logisim el andlisis automatico de circuitos 16gicos si las sefiales de
entrada y salida son tratadas con pines de tipo multibit, estas se deberian separar en sus bits componentes
mediante el elemento splitter. También se debe evitar el tratamiento de los valores constantes 0/1 como
variables, incluyéndolas mediante el elemento constante (Constant) de la libreria Wiring. De este modo se
evitan las variables innecesarias en el andlisis automadtico con Logisim.

Si se precisa obtener la expresién booleana asociada a un circuito realizado con Logisim, es necesario
que en el circuito se omitan las etiquetas de texto de la libreria Base. Aunque dichas etiquetas facilitan la
documentacién del circuito, limitan la posibilidad de anélisis automatico del circuito para acceder a su
expresion algebraica. Cuando dichas etiquetas estan presentes, es posible obtener tanto la tabla de verdad
de la funcién como sus expresiones simplificadas, pero no la expresién directa obtenida desde el circuito.

Cuando se emplea Logisim para analizar simultdneamente varios circuitos 16gicos presentes en el
lienzo de trabajo, es posible emplear los elementos de entrada denominados tineles (tunnels) de la libreria
Wiring. Estos elementos permiten compartir sefiales de entrada entre varios circuitos del mismo lienzo
de trabajo, sin necesidad de duplicar los pines de entrada para cada circuito produciendo la creacién de
variables de entrada adicionales en la herramienta de anélisis.
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Ejemplo 4.8 — Utilizacién de tineles en Logisim. Comprueba con la herramienta de andlisis de
Logisim y el empleo de tineles la equivalencia de los circuitos de la figura adjunta.

& Solucioén:

Si los dos circuitos proporcionados se encuentran en el mismo lienzo de trabajo, el andlisis con
Logisim ofrece resultados confusos debido a la duplicacién de los pines de entrada A y B. Para evitar la
confusién mencionada, se pueden compartir los pines de entrada segin se indica en la figura siguiente:

Aunque en este caso el diagrama resultante es muy claro, en circuitos mds complejos este método de
compartir los pines de entrada produce circuitos de dificil interpretacion. El uso de tineles proporciona
una herramienta que simplifica el resultado final y su interpretacién, como muestra la figura adjunta
en la que se afade la tabla de verdad obtenida mediante el andlisis automatizado que confirma la
equivalencia de los circuitos:

La simplificacién de funciones légicas en esta obra se realiza mediante el método de los mapas de
Karnaugh o K-maps. El resultado de este método se obtiene automaticamente mediante la herramienta
de andlisis de Logisim. Sin embargo, es importante advertir que este método no ofrece resultados que
permitan implementar los circuitos mds Optimos. En general, en la mayoria de sistemas digitales es
preciso optimizar conjuntamente numerosas funciones teniendo en cuenta aspectos como: puertas logicas
compartidas para implementar las funciones, restricciones en el nimero de entradas de las puertas (fan-in),
empleo de un tipo concreto de puerta 16gica, retardos maximos, etcétera. De este modo, la optimizacién
de circuitos se convierte en un problema NP-completo.”

Los algoritmos de optimizacién empleados en la industria microelectrénica utilizan reglas heuristicas,
siendo el algoritmo ESPRESSO logic minimizer” desarrollado en 1982 por Robert K. Brayton para
IBM, uno de los que ha dado lugar a muchas de las variantes integradas actualmente en los programas
profesionales de disefio de circuitos 16gicos.

La figura 4.10 muestra un ejemplo de minimizacién de un circuito con dos funciones fy g. A la
izquierda, se muestra el circuito resultante que corresponde a la minimizaciéon SOP independiente de las
funciones. Por el contrario, a la izquierda se realiza la minimizacién conjunta de ambas funciones. En este
ultimo caso la simplificacién comparte un nimero mayor de puertas en las dos funciones.

ZProblema para el que es imposible encontrar un algoritmo eficiente que obtenga una solucién 6ptima.
3Disponible en Internet, URL: https://is.gd/tFUuM7 como parte del software Logic Friday de la Universidad de
California.
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Figura 4.10: Variantes de optimizacion de circuito 16gico con dos funciones.

n Ejercicio 4.2 Compara la minimizacién conjunta SOP y POS de las funciones f(A,B,C)y g(A,B,C)
de la figura , y decide cudl de ellas es la realizacién 6ptima. "

Diseno de sistemas combinacionales

El disefio de sistemas combinacionales, se plantea como el problema de obtener un circuito digital cuyo
comportamiento satisfaga una especificacion o descripcion funcional dada. El disefio de circuitos es un
proceso que sigue varios pasos en los que se deben tomar decisiones que afectan al resultado final. La
figura resume las fases del proceso de disefio cuya descripcidn se explica a continuacion.

Figura 4.11: Esquema de las fases del proceso de disefio de circuitos combinacionales.
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1. Identificacién de variables de entrada y funciones de salida. A partir de una especificacion dada
por la descripcidn textual de la funcionalidad del sistema, se eligen los nombres de las variables
de E/S, asi como su codificacion binaria. Es decir, se decide cémo se interpretan los valores 0 y
1 de las variables de E/S. Si las variables de E/S tienen mds de dos posibles valores, es preciso
codificar todos los posibles valores mediante variables binarias de tipo multibit. En este caso, cada
bit componente se trata como una variable binaria. Por ejemplo, para codificar cuatro posibles
valores de entrada, se pueden emplear dos bits A y B para codificar cada uno de los cuatro valores
posibles: 00, 01, 10y 11.

Recuerda que las variables de entrada son aquellas que reciben valor de modo independiente
al resto. Estas variables estdn asociadas a las condiciones que determinan el comportamiento
del sistema. Por contra, el valor de las funciones de salida depende del que tengan las variables
de entrada. Se trata de funciones ligadas a las acciones o resultados obtenidos en el sistema.
La codificacion de entradas y salidas otorga significado a sus valores 16gicos.

2. Construccion de la tabla de verdad para las funciones de salida. La obtencion de las tablas de
verdad se hace a partir de las condiciones ofrecidas en la especificacién inicial del problema. Si
dicha especificacion asocia a unos valores de entrada sus correspondientes de salida, se trata de una
indicacién que define directamente la tabla de verdad. Sin embargo, si la especificacién contiene
declaraciones de tipo «SI (condicion) ENTONCES (accion)», este tipo de descripcion se puede
convertir en expresiones logicas con negaciones (NOT), conjunciones (AND o producto 16gico) y
disyunciones (OR o suma légica) aplicadas a las variables de entrada. Las expresiones booleanas
mencionadas determinan la tabla de verdad. Por ejemplo, si las variables de entrada son A y B, la
funcién de salida es f, y la especificacién indica: «SI entradas activadas ENTONCES se activa
la salida», esto se puede traducir en una expresion logica f = AB, asumiendo que la activacién se
obtiene con valor alto (1).

3. Optimizacion de las funciones de salida. El objetivo es obtener una simplificacion de las funciones
para que los circuitos que las implementan sean optimos. En este texto consideramos éptima la
forma SOP o POS obtenida mediante el K-map, que precisa menos puertas légicas para cada una
las funciones de salida de modo independiente.

4. Implementacion del circuito para las funciones de salida minimizadas. La implementacién em-
pleara puertas 16gicas u otros médulos combinacionales (p. ej., multiplexores, decodificadores, etc.).
Las herramientas de disefio automatizado permiten obtener en las fases previas un diagrama del
conexionado de los elementos que permite realizar la sintesis del circuito deseado. En el 4mbito de
este texto, esta fase finaliza con la realizacion de un diagrama l6gico vélido del circuito que permita
su simulacién con Logisim. Para una implementacion fisica del circuito esta fase debe incluir la
obtencion del diagrama de conexionado eléctrico de componentes o enrutamiento’ que dependerd
de la tecnologia elegida, basada en circuitos integrados discretos (familias de circuitos 74xxx) o
circuitos l6gicos programables (p. €j., FPGA).

— Disefio de un circuito de cdlculo de mayoria. Disefia un circuito combinacional
de obtencién de mayoria con 3 bits de entrada. Se trata de un circuito que indica el valor del bit que
aparece mas veces en la entrada. Es un circuito que suele consistir en una entrada con un nimero impar
de bits para que no sea posible el «empate». Cuando el nimero de bits de entrada es par, el posible
desempate se suele decidir otorgando un peso doble a uno de los bits.

[@ Solucion:
Para realizar el disefio se siguen las cuatro fases del proceso de disefio de circuitos combinacionales:

1. Identificacion de variables de E/S. En este caso hay tres entradas (A, B,C) con los tres bits
inspeccionados y una salida (f) que indica el bit que mds veces aparece en la entrada.

“4En la préctica real este proceso es mas complejo, pues considera restricciones de espaciales, temporales y energéticas.
SEl enrutamiento de circuitos electrénicos es un problema NP-completo resuelto de modo heuristico por los programas de
disefio hardware.
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2. Tabla de verdad. La tabla de verdad es sencilla de elaborar pues la especificacién indica cudl
debe ser el valor de la salida para cada valor de la entrada.

A B C|f
0 0 00
0 0 110
01 010
0 1 11
1 0 01]0
1 0 1]1
1 1 0]1
1 1 1]1

3. Optimizacion. Con la tabla de verdad se construye el K-map y se obtienen las formas simplifi-
cadas SOP y POS de f.

f=BC+AC+AB (Forma SOP)
f= + 4+ (B+C) (FormaPOS)

4. Implementacion.

La figura adjunta muestra, de izquierda a derecha, tres implementaciones alternativas con
Logisim: forma simplificada SOP con red AND/OR, forma simplificada POS con red OR/AND
y forma simplificada SOP con puertas NAND.

La implementacion fisica del circuito requiere la eleccion de una tecnologia concreta, para determi-
nar el enrutamiento del conexionado entre los componentes. La figura siguiente muestra el esquema de
un «posible» enrutamiento empleando circuitos integrados 7400 (4 puertas NAND de dos entradas)
para montaje en una placa de circuito impreso (PCB).

“Lista de circuitos integrados de la serie 7400: https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_7400-series_
integrated_circuits
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En su herramienta de andlisis automatizado, Logisim incluye la posibilidad de obtener el diagrama
16gico del circuito optimizado. Dicho diagrama se puede generar teniendo en cuenta ciertas restricciones
sobre las caracteristicas de las puertas empleadas: que sean de dos entradas y que solo se empleen puertas
de tipo NAND. Aunque el trabajo realizado por Logisim es destacado, presenta una limitacion: el uso
redundante de inversores. Es decir, se genera un inversor por cada variable negada que aparece en la
expresion légica de la funcioén, incluso aunque se trate de la misma variable.

Revisa los circuitos 16gicos generados automaticamente por Logisim, puede que admitan lige-
ras modificaciones manuales que optimice su disefio. Por ejemplo, evitando el uso de inversores
duplicados.

Ejemplo 4.10 — Diseno de un conversor de BCD a BCD exceso 3 (XS-3). Se debe disefiar un
circuito convertidor de c6digo BCD a BCD exceso 3 (o BCD XS-3). El c6digo XS-3 es un cédigo
binario de 4 bits que se obtiene sumando 3 al c6digo BCD natural correspondiente.

[@ Solucion:
Para llevar a cabo el disefio se siguen los cuatro pasos descritos anteriormente:

1. Identificacion de variables de E/S. En este caso, tanto el cédigo de entrada como el de salida
son de 4 bits. Por tanto, tenemos 4 entradas (A,B,C,D) y 4 salidas (p,q,r,s). Observa que
las variables se han ordenado segiin pesos decrecientes. De este modo, las variables mas
significativas viene dada en la entrada por A y en la salida por p.

2. Tabla de verdad. La tabla de verdad es sencilla de elaborar pues la especificacién indica cual
debe ser el valor de la salida para cada valor de la entrada. El cdigo de salida se obtiene como
el resultado de sumar 3 al c6digo de entrada. Observa que como en BCD solo se representa hasta
el 9, los ultimos 6 cddigos dan lugar a condiciones libres, ya que para dichas entradas el valor de
la funcion es indiferente.

A B C D|p q r s
0O 0 0 0|0 O 1 1
0O 0 0 10 1 0 O
0O 0 1 0|0 1 0 1
0O 0 1 170 1 1 O
0O 1 0 0|0 1 1 1
0O 1 0 1]1 0 0 O
o 1 1 0|1 0 O 1
o 1 1 1]1 0 1 O
1 0 0 0|1 0 1 1
1 0 0 11 1 0 O
1 01 0|x x x X
1 0 1 1|x x x X
1 1 0 O0|x x x X
1 1 0 1 |x x X X
1 1 1 0|x x x X
1 1 1 1|x x x X

3. Optimizacién. Con la tabla de verdad se construyen los K-maps para las 4 funciones de salida y
se obtienen sus formas simplificadas SOP y POS.
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p=BD+BC+A (Forma SOP)
=(A+B)+(A+C+D) (FormaPQOS)
q=B'D+5'C+BC'D"  (Forma SOP)
=(B+C+ D)+ (B + D)+ (B +C") (FormaPOS)
r=C'D'+CD (Forma SOP)
=(C+ D)+ (C"+D) (FormaPOS)
=(CeD)
s =" (Forma SOP-POS)

Observa que la funcidn s estd compuesta de un tnico elemento. Por tanto, sus formas SOP y

POS coinciden.

4. Implementacion.

Conceptos clave

respectivamente.
Diferencia entre andlisis y disefio de sistemas digitales.
Fases de disefio de sistemas digitales.

Implementacién de formas SOP y POS mediante redes AND/OR (NAND) y OR/AND (NOR),
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Problemas propuestos

Problema 4.1 ;Cudl es la funcién 16gica implementada por el circuito de la figura adjunta? ;Es posible
implementar dicha funcién de un modo més sencillo? Comprueba el resultado analizando el circuito con

Logisim.

Problema 4.2 Dado el circuito de la figura adjunta, indica cudl de las expresiones siguientes representa
una funcién equivalente al circuito dado:

a) f=A+B+C+D+E+F
b) f=A+ (B +C)(D'+EF)
¢) f=A'"+(B+C)(D+EF
d) f=(A((B+C)+(D+EF'))Y

Problema 4.3 ;Cudl es la funcién 16gica implementada por el circuito de la figura adjunta? Encuentra
sus formas candnicas y sus expresiones simplificadas SOP y POS. Comprueba los resultados obtenidos

con Logisim.

Problema 4.4 Determina la funcién l6gica equivalente al circuito de la figura adjunta.



4.4 Diseno de sistemas combinacionales 111

Problema 4.5 Determina la funcién légica equivalente al circuito de la figura adjunta. Indica cudles
son sus formas candnicas y sus expresiones simplificadas SOP y POS equivalentes. Indica cudl seria el
circuito 16gico equivalente mds sencillo.

Problema 4.6 Determina la funcién légica equivalente al circuito de la figura adjunta. Indica cuéles son
sus formas candnicas y sus expresiones simplificadas equivalentes.

Problema 4.7 Para el circuito de la figura adjunta completa los apartados que se indica:

1.- Calcula las formas candnicas de la funcién f.

2.- Minimiza la funcién f obteniendo las expresiones simplificadas SOP y POS.

3.- Implementa f solo con puertas NAND y solo NOR partiendo de las expresiones simplificadas SOP
y POS, respectivamente.

4.- Implementa f solo con puertas NAND y solo NOR directamente en el circuito transformando cada
puerta en la requerida. Compara los resultados obtenidos con los del apartado anterior.

Problema 4.8 Determina la funcién légica equivalente del circuito de la figura adjunta, sus formas
candnicas y las expresiones simplificadas SOP y POS. Proporciona un circuito final equivalente mas
simple que el original.

Problema 4.9 Se proporcionan las expresiones de las funciones f, g y la composicién de ambas en £,
cuyo circuito se muestra en la figura adjunta.

» f(A,B,C) =A'B'+AC
= (4,B,C)=AB' +A®C
= h(A,B,C)=fdg
Calcula las expresiones candnicas de 4 a partir de su tabla de verdad obtenida con ayuda de las tablas de

verdad correspondiente a f y g. A continuacién, simplifica la funcién & para obtener sus expresiones SOP
y POS. Realiza el circuito més sencillo equivalente al circuito original.
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Dado el circuito Logisim de la figura adjunta, indicar:

1.- ;Por qué no es un circuito valido? Comprueba la expresion de la funcion de salida y su tabla de
verdad mediante la herramienta de anélisis combinacional de Logisim. Revisa los resultados de la
simulacién obtenidos con Logisim mediante asignacion directa de valores a las entradas.

2.- Prop6n algiin modo de evitar los errores en el circuito.

Dado el circuito Logisim de la figura adjunta, indica:

1.- ;Por qué no es un circuito valido? Comprueba la expresion de la funcion f de salida y su tabla de
verdad, mediante la herramienta de andlisis combinacional de Logisim. Revisa los resultados de la
simulacién obtenidos con Logisim mediante asignacion directa de valores a las entradas.

2.- Prop6n algin modo de evitar los errores en el circuito.

El diagrama de la figura adjunta corresponde a un circuito 16gico constituido por la
conexion de dos interruptores en serie gobernados por sendas sefiales (A, B), de modo que si la sefial de
gobierno estd a nivel bajo (0), el interruptor permanece abierto. De modo dual, el interruptor se cierra
cuando la sefial de gobierno correspondiente pasa a nivel alto (1). Junto al circuito, se adjunta un circuito
Logisim equivalente en el que los interruptores se han sustituido por transistores nMOS cuya funcionalidad
es equivalente a la descrita para los interruptores gobernados por sefial 16gica. Se pide:

1.- Analiza el valor de la sefial f de salida del circuito para las distintas combinaciones de valores que
pueden presentar las sefiales de entrada A y B que gobiernan el estado de los interruptores. Presenta
el resultado del andlisis en un formato de tabla de verdad. El andlisis se puede realizar empleando
Logisim.

2.- Si se considera f como una funcién de A y B, ;es posible implementar esta funcién mediante
puertas l6gicas? En caso negativo sefiala las modificaciones necesarias, para convertir el circuito en
la implementacién de una funcién légica reconocible.
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Problema 4.13 Implementa la funcién f(A,B,C,D) = AB'CD' +A’'BCD' + AB'C'D + A'BC'D, solo con
puertas NAND. Repite la implementacién solamente con puertas NOR. Comprueba los resultados con
ayuda de Logisim.

Problema 4.14 Dada la funcién f(A,B,C,D) =T]M(1,3,4,5,9,11,12,13), calcula:

1.- Primera forma candnica.
2.- Expresiones simplificadas SOP y POS.
3.- Implementacién de f solo con puertas NAND y alternativa solo con puertas NOR.

Problema 4.15 Dada la funcién de cuatro variables:
f(A,B,C,D) = [(AB'CD) + (A'BCD) + (AB'C'D) + (A'BC'D)|

Se desea obtener:

1.- Formas canénicas de f.
2.- Expresiones simplificadas SOP y POS.
3.- Implementacién de f solo con puertas NAND y alternativa solo con puertas NOR.

Problema 4.16 Dado el cronograma de la figura adjunta donde f(A,B) y g(A,B) son funciones légicas
de A y B, se pide calcular las expresiones algebraicas correspondientes a f' y g.

Problema 4.17 Dado el cronograma de la funcién f(A,B,C) de la figura adjunta. Obtén la expresion de
f indicando si es la Unica funcién posible para el cronograma suministrado. Para la funcién f propuesta,
calcula sus formas canénicas y las expresiones simplificadas correspondientes. Prop6n un circuito con
Logisim que genere la funcién f.
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Problema 4.18 Disefia un circuito combinacional con tres entradas y una salida. Esta tltima debe ser 0
cuando el valor decimal equivalente al valor binario de las entradas es menor que 3, y serd 1 en los demds
casos. El disefio debe contemplar el cdlculo de las expresiones candnicas de la funcion de salida y las
expresiones minimizadas SOP y POS. Propén el circuito 16gico mds simple para la implementacion de f.

Problema 4.19 Disefia un circuito combinacional con tres entradas y tres salidas. En dicho circuito se
cumplira que cuando el valor de entrada en binario natural es 0, 1, 2 o 3, la salida binaria se obtiene
sumando 1 a la entrada. Si el valor de la entrada binaria es 4, 5, 6 o 7, la salida binaria se obtiene restando
1 a la entrada. Obtén las expresiones candnicas y simplificadas SOP y POS de las funciones de salida del
circuito deseado.

Problema 4.20 Una entidad bancaria desea instalar un sistema de alarma basado en detectores de
movimiento. En total se instalaran tres detectores (A, B, C) en las ubicaciones sugeridas por los expertos
en seguridad. Para prevenir falsas alarmas provocadas por la activacién de un tnico sensor, la alarma
solo se activard cuando al menos dos de los sensores detecten simultdneamente una intrusién. Disefia un
circuito l6gico combinacional que controle el mecanismo de activacién de la alarma.

o \S

A AEEL

Problema 4.21 En una poblacién se analizan los grupos sanguineos de sus individuos para establecer la
compatibilidad donante-receptor. Los resultados muestran que los grupos presentes en dicha poblacién
son: 0", AB*, AB"yB".

Disefia un circuito combinacional capaz de proporcionar una salida f que indique la compatibilidad
entre un donante y un receptor. Las entradas del circuito combinacional son el grupo sanguineo del
donante que se codificara con 2 bits denominados D; y Dy y el grupo sanguineo del receptor codificado
también con 2 bits, R| y Ry. Para establecer la compatibilidad se sabe que:

= Toda persona puede ser donante-receptor de su propio grupo.

= Una persona del grupo 0" puede ser donante para receptores de cualquier grupo, pero solo puede ser
receptor de donantes O".

= Una persona con grupo AB* sélo puede ser donante para el grupo AB*, pero puede ser receptor de
cualquier donante.

= Una persona de grupo AB™ puede ser donante para los grupos AB™~ o AB™, y puede ser receptor de
donantes O", By AB".

= Una persona de grupo B™ puede ser donante para los grupos B-, AB~ y AB™, y puede ser receptor de
donantes O" 0 B".

Se pide:

1.- Define la codificacién de los grupos sanguineos (la misma para donante y receptor).

2.- Define la tabla de verdad de la funcién f que establece la compatibilidad donante-receptor.
3.- Encuentra las formas SOP y POS de f, tanto canénicas como simplificadas.

4.- Emplea Logisim para obtener los circuitos de las formas simplificadas SOP y POS.
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Problema 4.22 Una maquina de vending dispone de seleccion de 4 tipos de producto con los precios
siguientes: botella de agua (0.50 €), lata de refresco (1 €), paquete de galletas (1.50 €) y caja de
bombones (2 €).

@

Agua: 0.50 €
Refresco: 1€
Galletas: 1.50 €
Bombones: 2 €

@

@ &

La mdquina solo acepta una moneda para adquirir el producto. Dicha moneda puede ser de 0.50 €,
de 1 € o de 2 €. La méaquina estd en reposo si no se introduce dinero y no se selecciona producto. Por
tanto, asume que al menos se ha seleccionado un producto. Esto es, no es preciso codificar la ausencia de
seleccidn. El producto se suministra siempre que se introduce el importe exacto o superior, teniendo en

cuenta que:

» La méquina devuelve solo cambio de una moneda.

= Siempre que se introduce el importe exacto del producto seleccionado o se puede devolver cambio
exacto en una moneda, se suministra el producto seleccionado.

= Si no puede devolver el cambio correcto en una sola moneda, se devuelve la moneda introducida
sin suministrar el producto.

= Si no se introduce moneda, no se suministra producto ni se retorna cambio.

Se pide:

1.- Identifica las variables de entrada, funciones de salida y codificacion elegida para ellas.

2.- Elabora la tabla de verdad de las funciones de salida.

3.- Encuentra las formas SOP y POS, tanto canénicas como simplificadas, de las funciones de salida
definidas.

4.- Elige una funcién de salida y para ella realiza los circuitos 16gicos empleando: red AND/OR, red
OR/AND, sélo puertas NAND y s6lo puertas NOR.






5.1

Los médulos combinacionales son circuitos que incorporan sefiales auxiliares que controlan su fun-
cionalidad para su empleo como médulos constructivos en disefios jerarquizados de sistema digitales
complejos. Sin embargo, su complejidad es baja/media, ya que poseen un nimero de puertas 16gicas que
no supera el centenar. La figura 5.1 muestra una sencilla clasificacién de los médulos combinacionales
mads habituales segun su tipo de funcionalidad. En este capitulo se describen las caracteristicas de los
modulos combinacionales del primer bloque (por la izda.), empleados principalmente en la transmisién de
datos.

Circuitos de Logica Combinacional

|
v v v

Transmision de Convertidores II=-u'nc_:|ones
Datos de Cadigo ogicas y
l l Aritméticas
Decodificador Binario Comparador
Multiplexor BDC Sumador
Codificador 7-segmentos Restador
Demultiplexor

Figura 5.1: Mdédulos combinacionales agrupados por el tipo de funcién que implementan.

El decodificador binario

El decodificador n x 2" (decoder, también conocido como DEC o DECO) es un médulo que tiene n
entradas y 2" salidas. Su funcidn consiste en la activacion de la salida correspondiente al c6digo binario
que aparece en su entrada. Por tanto, realiza la decodificacion del c6digo proporcionado en su entrada. El
decodificador se puede considerar un médulo que selecciona la linea activada por el c6digo suministrado
en su entrada. Por este motivo, a las lineas de entrada se las denomina habitualmente como entradas de
seleccion, ya que «seleccionan» la salida activa.

Dado un DEC n x 2", se puede suponer que implementa los 2" productos candnicos asociados a las n
variables de entrada. De este modo, para cada combinacién de valores de entrada, se activa tinicamente el
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producto canénico cuya salida es 1 para la combinacién de entrada, considerando activacién por nivel alto

(1).

Corolario 5.1.1 — DEC como generador de minitérminos. Un DEC con salidas activas a nivel
alto (1) es un generador de productos canénicos (minitérminos). El producto candnico generado para
cada entrada es aquel que vale 1 para la combinacién de valores de entrada coincidente con el valor
binario del producto canénico generado.

La figura 5.2 muestra el simbolo de un DEC y el médulo correspondiente en Logisim indicando los
valores de las salidas como funcién de las entradas. En ambos representaciones se emplea una sefal de
control denominada habilitacion o enable (E). Cuando dicha sefial es 0 se dice que la salida del DEC
estd inhibida o deshabilitada. En este caso todas las salidas valen 0, independientemente del valor de las
entradas.

Figura 5.2: Simbolo del decodificador e implementacién de DEC 2 x 4 con Logisim.

Recuerda que un DEC en Logisim se puede emplear sin sefial de enable. En este caso, el circuito
estarfa habilitado siempre. Sin embargo, cuando se emplea sefial de enable, se debe especificar
el comportamiento deseado si el DEC est4 inhibido o deshabilitado (E = 0). En Logisim, el com-
portamiento por defecto del DEC inhibido es producir salidas en estado flotante. Recuerda que
habitualmente el comportamiento deseado en los ejemplos de esta obra es que las salidas sean 0
cuando el DEC esta inhibido.

— DEC como generador de minitérminos. Dado un DEC 3 x 8 con entradas A, B,C

y salidas activas a nivel alto, indica qué producto canénico se activa a la salida cuando las entradas son
A=0,B=1yC=1.

& Solucioén:

Cuando la entrada es 011 (con el orden ABC) la salida activada a nivel alto (1) es la correspondiente a
la decodificacion del codigo de entrada. En este caso particular serfa la salida 3. Por tanto, el producto
canénico que se activa a la salida es: m3 — A’BC.

Cuando se emplean decodificadores es fundamental distinguir la ponderacién que corresponde tanto a
las sefales de entrada como a las de salida. De este modo se puede interpretar correctamente el cédigo
de entrada y, en consecuencia, la salida activada. En los simbolos del DEC se suele indicar con un ‘0’ la
entrada y la salida con menor ponderacién (menos significativa).

Implementacién de decodificador mediante puertas Iégicas

La implementacién de un DEC de n entradas y 2" salidas activas a nivel alto, se consigue mediante
los productos candnicos asociados a las variables de entrada. Por tanto, se utilizan 2" puertas AND y n
inversores. Para habilitar o inhibir las salidas de las puertas AND se afade a cada una de ellas una entrada
adicional de habilitacién (enable), de modo que si dicha entrada vale 0, se produce la inhibicion de las
salidas del DEC.
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La figura 5.3 muestra el circuito 16gico de un DEC de 2 entradas y 4 salidas con sefial de enable (E).
Todas ellas activadas a nivel alto (1). En dicho circuito se observa que cada salida se corresponde con
un producto candnico de las variables de entrada. Cada producto decodifica el cédigo de entrada en el
circuito. Ademads, a cada término producto se afiade una entrada de habilitacion (E) que lo multiplica
(indicado en las puertas AND de la fig. 5.3).

Figura 5.3: Circuito 16gico del DEC 2 X 4 con sefiales de salida y enable activas a nivel alto.

La tabla es la tabla de verdad asociada a un DEC 2 x 4. En ella se indica que si la sefial de
habilitacion estd desactivada (E = 0) todas las salidas valen 0, independientemente del valor de las
entradas. En la tabla también se sefiala en color rosado, el producto candénico asociado a cada salida. Por
tanto, se puede considerar que un DEC con sus salidas activas a nivel alto es un generador de minitérminos,
ya que: y; = m,.

Tabla 5.1: Tabla de verdad del DEC 2 x 4 con salidas activas a nivel alto.

E A B |“hpm | W | A | A
0 x x| 0 0 0 0
10 o i 0 0 0
1o 1] o 1 0 0
11 0| o 0 1 0
11 1] o0 0 0 1

Si se desea implementar un decodificador con salidas activadas a nivel bajo, se debe invertir la salida
de las puertas AND. Esto se consigue con el empleo de puertas NAND (ver figura 5.4). Si se tiene en
cuenta que la puerta NAND es equivalente a la puerta OR con sus entradas negadas (leyes de De Morgan),
se obtiene la decodificacién de cada una de las sumas candénicas que corresponden al c6digo de entrada al
decodificador. En este caso el DEC se puede considerar un generador de sumas canénicas (maxitérminos).

Si se desea que la habilitacion se active a nivel bajo, la sefial de enable se debe negar antes de entrar en
las puertas NAND. De este modo, el circuito se inhabilita con 1 en la entrada enable (E), ya que provoca
que todas las puertas NAND pongan sus salidas a 1 (ver figura 5.4).

La figura muestra el circuito 16gico de un DEC 2 X 4 con salidas y enable activos a nivel bajo
(0), cuya tabla de verdad se muestra en la tabla 5.2. En dicha tabla también se indica la suma candnica
asociada a cada una de las salidas que es decodificada con cada cédigo de entrada. Por tanto, se puede
considerar que un DEC con salidas activas a nivel bajo es un generador de maxitérminos, ya que: y; = M.
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Figura 5.4: Circuito 16gico del DEC 2 x 4 con sefiales de salida y enable activas a nivel bajo.

Tabla 5.2: Tabla de verdad del DEC 2 x 4 con salidas activas a nivel bajo.

E A B (AH;)O:MO (AH;’ i:Ml (A’+§2:M2 (A’H;’; =Mj;
0O 0 O 0 1 1 1
0O 0 1 1 0 1 1
0O 1 0 1 1 0 1
0O 1 1 1 1 1 0
1 X X 1 1 1 1

Corolario 5.1.2 — DEC como generador de maxitérminos. El decodificador con salidas activas a
nivel bajo (0) se puede considerar un generador de sumas canénicas (maxitérminos). La suma candnica
generada es la que vale 0 para la combinacién de valores de entrada.

Recuerda que los médulos DEC en Logisim no se pueden configurar con salidas activas a nivel
bajo. Para obtener dicho comportamiento se conectard un inversor en cada salida (ver figura 5.5).
Las sefiales de enable en estado flotante (sin conectar) producen habilitacién incondicional, siempre
activa, aunque en los atributos del médulo es posible configurar la eliminacién de dicha sefial para
evitar ambigiiedad.

La figura 5.5 muestra el simbolo para el DEC con sefial enable y salidas activas a nivel bajo. En dicho
simbolo la existencia de un inversor se indica mediante un simbolo de burbuja de inversién ligado a la
conexién (o). En la figura se indica con un ‘0’ tanto la entrada como la salida menos significativa.

Figura 5.5: Simbolo para DEC 2 x 4 con enable (E) y salidas activas a nivel bajo junto a médulo correspon-
diente en Logisim.
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Ejemplo 5.2 — DEC como generador de maxitérminos. Dado un DEC 3 x 8 con entradas A,B,C
y salidas activas a nivel bajo, indica qué suma candnica se activa a la salida cuando la entradaes A =1,
B=0yC=1.

[ Solucioén:

Cuando la entrada es 101 (con el orden ABC) la salida que se activa es la correspondiente a la
decodificacion del cédigo de entrada. En este caso se trata de la salida 5. Como dicha salida se
selecciona mediante el valor O, esta salida activa la suma candnica correspondiente conA =1,B=0y
C=1,quees:Ms - A'+B+C. n

Una aplicacion habitual del DEC es la habilitacién selectiva de subsistemas digitales que comparten
recursos. En la figura 5.6 se muestra el diagrama légico de un sistema computador que emplea el circuito
integrado 74HC154 —correspondiente a un DEC 4 x 16— para generar la habilitacién selectiva de los
periféricos que comparten el bus de datos de un computador. Cuando la CPU precisa acceder o recibir
datos de un dispositivo de E/S especifico, envia al DEC una solicitud. Junto a dicha solicitud, se introduce
—en un registro de direcciones— el valor de la direccion del puerto donde se encuentra conectado el
dispositivo que se desea habilitar. E1 DEC selecciona el dispositivo requerido mediante activacién de la
sefal que lo habilita y desactivacion de las sefales que inhiben al resto de dispositivos. En esta aplicacion
la habilitacién de un dispositivo periférico deja su E/S conectada al bus de datos, mientras que su inhibicién
la pone en estado flotante o de alta impedancia.

)
Bus de datos Periféricos
)
CPU DEC 4x16 IIEmpresora
s
74HC154 -
0 —
1
2 Monitor
£ E
4 —
5 —_—
6
7 Teclado
Direccion de 8 £
puertos de E/S|—— 9
)
Disco
externo
——
Solicitud de
itud de | 7]
Decodificador de
—— direcciones

Figura 5.6: Aplicacién de un circuito integrado correspondiente a un DEC 4 x 16 comercial (74HC154) para
la habilitacion selectiva de periféricos en un sistema computador.

5.1.2 Andlisis de circuitos con decodificadores

El anélisis de circuitos con DEC debe contemplar su condicion de generador de términos candnicos para
sus variables de entrada. Si ademads existe sefial de habilitacién (enable), esta afectara a cada uno de los
términos candnicos generados (ver figuras 5.2 y 5.5).

Las sefiales conectadas a la entrada de un DEC permiten el célculo de términos candénicos generados
por cada una de sus salidas, teniendo en cuenta que serdn productos o sumas, si el DEC activa sus salidas
por nivel alto o bajo, respectivamente. Las operaciones 16gicas sobre las salidas del DEC se aplican a los
términos candnicos correspondientes. A continuacién se incluyen varios ejemplos de andlisis de circuitos
con DEC.
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Ejemplo 5.3 — Andlisis de circuito con DEC de salidas activas a nivel alto. Dado el circuito de
la figura adjunta, realiza su andlisis para obtener la expresion algebraica de la funcién f(A,B,C).

@ Solucion:

El DEC se puede tratar como un generador de productos candnicos, ya que sus salidas se activan a
nivel alto. Dichos productos no estdn afectados por la seial de habilitacién (enable), puesto que dicha
sefial se ha omitido. Al emplear un DEC 2 X 4, la funcién se plantea dependiendo de las dos variables
de entrada al DEC, a las que denominamos A* y B* cuyo valor depende de las entradas al circuito
(A,B,C). Observando del circuito se tiene que:

f(A*,B)Y=mo+my con A*=A, B*=B'C (puerta AND)
Por tanto, llevando a cabo las sustituciones oportunas, se tiene:
mo = (A*)(B*) =A'(B'C) =A'(B+ ()
my =A*(B*) =A(B'C) =A(B+C")
Operando y aplicando el teorema de absorcion (T.7), obtenemos:
f(A,B,C)=A"(B+C)+AB+C)=B+C

Una vez realizado el andlisis se comprueba que en realidad f no depende de la variable A. Y el circuito
resultante es equivalente a una puerta OR. =

Ejemplo 5.4 — Andlisis de circuito con DEC de salidas activas a nivel bajo. Dado el circuito de
la figura adjunta realiza su anélisis para obtener la expresion de la funcién f(A,B,C).

& Solucioén:

Siguiendo un razonamiento andlogo al del ejemplo anterior, como el DEC tiene sus salidas activas
a nivel bajo, se trata como un circuito generador de sumas canénicas. En este ejemplo ademas se ha
incluido sefial de habilitacién (En) que afecta a todos los términos canénicos. De este modo, realizando
las sustituciones oportunas se tiene:

f(A*,B*) = (En-mp)'(En-my) = En' + (MyM,), como A*=A, B*=BC,En=C



5.1 El decodificador binario 123

Se tiene que:

My=(A*)+(B*)=A+B'C=A+B'C
My = (A*)Y +(B)=A'"+BC=A"+BC
MoM, = (A+B'C)(A'+B'C)=BC

Operando y aplicando el teorema de absorcién (1.7'):
fA,B,C)=C"+BC=C+PH
|

Ten en cuenta que los ejemplos anteriores se han incluido para ilustrar el método de andlisis, puesto
que se trata de funciones simples que no requieren el uso de DEC para su implementacion.

Recuerda que en Logisim, los atributos del elemento splitter permiten modificar el aspecto de este.
También, mediante clic derecho sobre dicho elemento, es posible cambiar el orden ascendente de
numeracion, fijado por defecto para sus ramas, a descendente. En los diagramas que figuran en este
texto se prefiere el orden descendente que coincide con el de las variables que aparecen en el espacio
de trabajo. De este modo, el orden obtenido con la herramienta de andlisis para las variables de
entrada en las tablas de verdad, coincide con el orden en que dichas variables aparecen en el circuito.

» Ejercicio 5.1 Emplea Logisim para construir los circuitos de los ejemplos 5.3 y 5.4. Emplea la
herramienta de andlisis combinacional incluida en Logisim para obtener la funcién de salida de dichos
circuitos y compara los resultados con los obtenidos en el texto. "

Implementacion de funciones légicas con decodificadores

Ya se ha mostrado que un decodificador es un generador de minitérminos o maxitérminos de sus entradas
dependiendo de que sus salidas sean activas a nivel alto o bajo, respectivamente. Como los términos
canénicos son los elementos constituyentes de cualquier funcién légica, el DEC se puede utilizar para
generar cualquier funcién légica dependiente de sus variables de seleccidn.

Corolario 5.1.3 — Funcién légica a partir de un DEC generador de minitérminos. A partir
de un DEC con salidas activas a nivel alto, se puede generar una funcién l6gica dependiente de las
variables de seleccion del DEC empleando una puerta OR que conecte las salidas correspondientes a
los minitérminos de la funcién deseada (forma SOP). Si el nimero de maxitérminos es menor que el de
minitérminos, una alternativa consiste en emplear una puerta NOR para conectar las salidas asociadas
a los maxitérminos de la funcién. Esto es equivalente a implementar la funcién negada con una puerta
OR y afiadir un inversor a la salida.

Ejemplo 5.5 — Implementacién de una funcién con DEC generador de minitérminos. Dada la
funcién:

f(A,B,C) =Y m(0,5,7) =]]M(1,2,3,4,6)

realiza su implementacién con un DEC 3 x 8 con salidas activas a nivel alto. No es preciso incluir
sefal de habilitacion.

& Solucioén:

Puesto que el DEC con salidas activas a nivel alto se comporta como un generador de minitérminos, la
forma candénica SOP de la funcién f se puede obtener conectando a una puerta OR las salidas 0, 5y 7
del DEC. Si se desea implementar la forma POS, se tienen en cuenta los maxitérminos y se cambia la
puerta OR por una puerta NOR (ver figura adjunta).
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Una posible restriccién en la implementacion es el uso de puertas légicas que no superen un
determinado ndmero de entradas (fan-in). En este caso, la puerta OR se puede sustituir por una
concatenacioén de puertas OR con el nimero de entradas requerido. Si una puerta OR queda con
entradas sobrantes, estas no se dejardn flotantes, sino conectadas a nivel bajo (0) constante o a otra de
las entradas de la puerta. En el caso de la implementacién con maxitérminos se emplearia también la
concatenacién de puertas OR, pero la dltima de ellas se sustituiria por una puerta NOR. u

Corolario 5.1.4 — Funcion légica a partir de un DEC generador de maxitérminos. A partir
de un DEC con salidas activas a nivel bajo se puede generar una funcién légica dependiente de las
variables de seleccion del DEC empleando una puerta AND que conecte las salidas correspondientes
a los maxitérminos de la funcién deseada (forma POS). Si el niimero de minitérminos es menor que
el de maxitérminos, una alternativa consiste en emplear una puerta NAND para conectar las salidas
asociadas a los minitérminos de la funcién.

Ejemplo 5.6 — Implementacién de una funcién con DEC generador de maxitérminos. Dada
la funcién:

f(A,B,C) =Y m(0,5,7) =[[M(1,2,3,4,6)

realiza la implementacién de dicha funcién con un DEC 3 x 8 de salidas activas a nivel bajo. No es
preciso incluir sefial de habilitacion.

[ Solucioén:

Puesto que el DEC con salidas activas a nivel bajo se comporta como un generador de maxitérminos,
la forma canénica POS de la funcién f se puede obtener conectando a una puerta AND las salidas 1,
2,3,4y 6del DEC. Si se desea implementar la forma SOP, se tiene en cuenta los minitérminos y se
cambia la puerta AND por una puerta NAND (ver figura adjunta).

Un posible requisito de la implementacién es el empleo de puertas ldgicas que no superen un
determinado nimero de entradas (fan-in). En este caso, la puerta AND se puede sustituir por una
concatenacion de puertas AND con el nimero de entradas requerido. Si una puerta AND queda con
entradas sobrantes, estas no se dejardn flotantes, sino conectadas a nivel alto (1) constante o a otra de
las entradas de la puerta. En el caso de la implementacién con minitérminos también se emplearia
concatenacién de puertas AND, pero la tltima de ellas se sustituiria por una puerta NAND. u

Recuerda que la herramienta de andlisis de Logisim se puede emplear en circuitos con DEC, si en
estos, las entradas de seleccién multibit se separan en sus bits componentes mediante el elemento
splitter.

La figura 5.7 muestra un resumen de las puertas l6gicas necesarias para implementar las formas
candnicas SOP y POS de una funcién 16gica cuando se emplea un DEC con salidas activas a nivel alto o
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bajo, si se emplean las variables de la funcién buscada como entradas de seleccién del DEC.

Figura 5.7: Puertas 16gicas precisas a la salida de un DEC para implementar las formas canénicas de una
funcién dependiente de las variables de seleccion del DEC.

Redes modulares con decodificadores

Para obtener la funcionalidad de un DEC con un elevado nimero de entradas, es posible emplear DEC
mads sencillos conectados entre si constituyendo una red modular de decodificadores. Las redes de DEC
—y en general las de cualquier tipo de médulo— emplean las sefales de habilitacion (enable) de cada
mddulo para obtener la funcionalidad deseada. A continuacién se muestran varios ejemplos de redes
modulares con DEC.

La figura 5.8 muestra un DEC 3 x 8 implementado como una red modular de dos DEC 2 x 4. En este
circuito la sefial de entrada mds significativa (A) se emplea para seleccionar el DEC apropiado mediante su
habilitacién. De este modo, si A = 0 se habilita el DEC menos significativo (ubicado en la parte superior
del circuito —en color rosado—) y cuando A = 1, el DEC habilitado es el més significativo (ubicado en la
parte inferior del circuito —en color verde—).

Figura 5.8: Implementacién de DEC 3 x 8 mediante una red de 2 DEC 2 x 4.

Recuerda que para la simulacién correcta con Logisim de redes de decodificadores, es preciso
configurar todos los DEC para que su salida sea 0 cuando estdn inhibidos (deshabilitados), ya que
una configuracion con salida en estado flotante produce una simulacién con fallos. Dichos errores
ocurren cuando una salida en estado flotante se emplea como entrada de otro mddulo y no es posible
obtener un valor 16gico vélido.
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La habilitacién selectiva entre dos médulos se puede llevar a cabo con un simple inversor como se
muestra en el circuito de la figura 5.8. Sin embargo, cuando es preciso realizar una habilitacion selectiva
entre un ndmero de médulos superior a 2, se emplea un DEC auxiliar encargado de generar la sefial de
habilitacién hacia el médulo apropiado. Esta situacion se ilustra en la figura 5.9 (izda.) para implementar
un DEC 3 x 8, donde se muestra una red modular que utiliza cuatro DEC 1 x 2, con un DEC 2 x 4 adicional
que habilita el DEC apropiado para la entrada. En este circuito las dos variables mas significativas (A, B)
son las entradas al DEC 2 x 4 encargado de la habilitacién de los DEC 1 x 2.

En el circuito de la figura (dcha.) se sigue una estrategia andloga a la descrita en los parrafos
previos. En la red modular se obtiene la funcionalidad de un DEC 4 x 16 con cuatro DEC 2 x 4. En dicha
figura se sefiala en color cada uno de los DEC habilitado para una combinacién concreta de las variables
de entrada. En todos estos circuitos, el DEC encargado de generar la habilitacion del resto de DEC, esté
habilitado permanentemente. Aunque la sefial de habilitacién se podria haber suprimido en dicho DEC,
para destacar su habilitacion permanente se ha preferido incluir explicitamente una sefial de habilitacién
constante con valor 1.

Figura 5.9: Implementacién de redes DEC de dos niveles con gestién de habilitacién en un nivel.

En la figura , Se muestra un circuito alternativo mediante red con habilitacién multinivel, donde el
DEC 2 x 4 se sustituye por tres DEC 1 x 2. En dicho circuito, cada nivel de DEC comparte como variable
de seleccion una de las variables de entrada. La salida de cada DEC habilita los DEC del siguiente nivel.

Figura 5.10: Implementacion de redes DEC con habilitacién multinivel.
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En las redes modulares, todos los DEC deberian poseer el mismo tipo de activacion para sus salidas.
Si en una red modular se mezclan DEC con salidas activas a nivel alto, con otros cuyas salidas sean
activas a nivel bajo, hay que tener mucha precaucién para evitar incongruencias en el estado de
habilitacién de unos y otros.

El multiplexor

El multiplexor —conocido también como MUX— se emplea en la transmision de datos para seleccionar
el origen de datos a transmitir por un canal de comunicacién compartido. La seleccion del origen de datos
se determina por un cddigo de entrada de n bits que es decodificado para activar una de las 2" lineas
de entrada existentes, cuyos datos se transmiten a la salida. La figura ilustra la funcionalidad del
MUX 2" x 1 con n entradas de seleccién. Como ejemplo, en dicha figura se muestra el circuito 16gico con
Logisim correspondiente a un MUX 4 X 1 con sefial de habilitacién (£). Como se observa en dicha figura,
el moédulo tiene tres tipos de entrada:

1. Datos (Dg,Dy,...,Dy_1). Es la informacién que se transmite desde las 2" lineas de entrada a la
salida.

2. Seleccién (S, ...,S,—1). Constituida por un cédigo de n bits que, mediante su decodificacién,
selecciona la linea de datos que se transmite a la salida.

3. Habilitacién o enable (E). Habilita la salida de datos seleccionada, o bien mantiene la salida a 0,
independientemente de la linea de datos seleccionada.

Figura 5.11: Esquema de funcionalidad del multiplexor (izda.) y circuito 16gico Logisim de MUX 4 x 1 con
sefial de habilitacién (dcha.).

Si en un circuito realizado con Logisim se desea emplear sefial de habilitacion (enable) en el MUX,
su salida se puede configurar para valer 0 o pasar a estado flotante cuando se inhabilita el médulo. Si
se suprime la sefial de habilitacion se asume que el mdédulo estd habilitado siempre (equivalente a
una conexion constante a 1). El comportamiento deseado se configura en los atributos del MUX. No
obstante, si la salida del MUX se va a utilizar como entrada a otro circuito, se recomienda configurar
este médulo para que su salida sea O cuando estd inhabilitado. De este modo se evitan errores en la
simulacién 16gica de los circuitos.

Implementacién del multiplexor

Como se muestra en la figura , la implementacién del MUX emplea una red AND/OR. Las puertas
AND decodifican los productos canénicos de las entradas de selecciéon al MUX. Dada una combinacién
concreta de las entradas de seleccion al MUX, solo se activa la puerta AND que decodifica el producto
canénico correspondiente. En consecuencia, a la salida de la puerta AND activada aparece el valor de
la entrada de datos presente en dicha puerta. La salida del resto de puertas AND es nula. A la salida del
MUX se afiade una puerta OR que agrupa la salida de todas las puertas AND.
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La sefal de habilitacion (E) se afiade a cada puerta AND como una entrada més para habilitar su
salida. A partir del circuito 16gico del MUX (ver figura ) es inmediato deducir la expresion booleana
de la funcién légica de su salida:

y = ((A'B'YDy + (A'B)D; + (AB') D, + (AB)D3)E = (moDo + m1 Dy +maDs +m3D3)E 6D

Figura 5.12: Multiplexor 4 x 1 mediante red AND/OR vy sefal enable (E) activa a nivel alto.

La figura muestra el diagrama de conexiones del circuito integrado (CI) comercial 74LS151
correspondiente a un MUX 8 x 1. En dicha figura, las entradas de seleccién estin etiquetadas como Sy, S
y So; las entradas de datos son I, ..., Iy, y la entrada de habilitacién E = E’ es activa a nivel bajo. Dicho
CI proporciona tanto la salida Z como su valor negado Z = Z'. En la figura, se sefiala la numeracion de
las conexiones (pines) del chip, V¢ indica la conexion de alimentacion y GND la conexién de tierra
(ground).

Figura 5.13: Diagrama de conexiones y circuito 16gico correspondientes al MUX 8x1 comercializado como el
circuito integrado 74LS151 (Fuente: Motorola).

m Ejercicio 5.2 Realiza una implementacién del chip 74LS151 para su simulacién 16gica con Logisim.
Ten en cuenta que los buffers con entrada activa a nivel bajo se pueden sustituir por un inversor —a nivel
l6gico son equivalentes—. Aunque las sefiales Voc y GND son necesarias para el funcionamiento correcto
del circuito fisico, su empleo no es preciso para la simulacion légica con Logisim. "
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Al observar el circuito 16gico del MUX y la expresion algebraica de su salida (ver ecuacién 5.1), se
descubre su estrecha relacion con el circuito de un DEC. De hecho, el MUX se obtiene afiadiendo la
entrada de datos correspondiente a cada puerta AND del DEC y una puerta OR a su salida (observa la
relacién entre DEC y MUX en la figura ).

Figura 5.14: Comparacion entre los circuitos 16gicos del DEC 2 x 4 y el MUX 4 x 1.

Teorema de expansion de Shannon aplicado en multiplexores

En la seccién (pag. 68) se explica el teorema de expansion o descomposicion de Shannon. Dicho
teorema sefiala que toda funcién l16gica admite una expresion de tipo SOP en la que aparecen los productos
canénicos de un subconjunto de variables de la funcién, multiplicados por la evaluacién de la funcién
para los valores que hacen 1 cada uno de los productos canénicos mencionados.

Por ejemplo, para una funcién f(A, B) esta se puede expresar como:
f(A,B)=A'B- +A'B- +AB' - f(1,0)+AB- f(1,1) (5.2)

Esta expresion coincide con la forma canénica SOP. Por otra parte, la salida de un MUX 4 x 1 con entradas
de datos Dg, D1, Dy y D3, entradas de seleccion A y B, y enable E es:

y(A,B,E) = ((A'B)-Dy+(A'B)- D + (AB") - D2+ (AB) - D3)E (5.3)

Si se comparan las ecuaciones 5.2 y 5.3, se deduce que dado un MUX con salida habilitada (E = 1), este
es capaz de implementar cualquier funcién f(A,B) siempre que en las entradas de datos del MUX se
conecten los valores de la funcién obtenidos al evaluar sus posibles productos canénicos. Expresado de un
modo practico: , ,Dy=f(1,0)y D3 = f(1,1). Es decir, los valores de la tabla
de verdad para f, se conectan en las entradas del MUX. El mismo razonamiento se puede aplicar para
implementar la funcién f(A,B) con un MUX 2 x 1, teniendo en cuenta que:

f(A,B)=A"" +A. =B +B- (5.4)

Figura 5.15: Implementacion de la funcién f con MUX aplicando el teorema de expansién de Shannon.
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Andlisis de circuitos con MUX

El andlisis de circuitos que incluyen MUX se realiza teniendo en cuenta la expresién algebraica de la
salida del MUX (ver ec. 5.3).

Ejemplo 5.7 — Andlisis de un circuito con MUX. Dado el circuito 16gico de la figura adjunta,
determina la expresion algebraica de la funcién f y sus formas canénicas.

& Solucién:

Como el circuito estd compuesto de un MUX 4 x 1, se tiene en cuenta la funcién de salida de dicho
MUX, para obtener:

f(A,B)=A'B'-Dy+A'B-D|+AB' -D,+AB-D3; =A'B'-C'+A'B-C' +AB~0+AB- 1
1! A / / L _
=A'BC'+A'BC'+ ABx =Y m(0,2,6,7) = [M(1,3,4,5)
000(0)  010(2)  119(6,7)

Implementacién de funciones I6gicas mediante multiplexores

La salida de un MUX tiene relacidn directa con la forma canénica SOP de cualquiera de las funciones que
es posible construir con las variables de seleccion del MUX. Dada la expresion de salida del MUX 4 x 1:

y=((A'B")Dy + (A'B)D1 + (AB')D, + (AB)D3)E = (moDgo +m; Dy +myD; +m3D3)E

si se considera E = 1, ajustando a 0 o 1 los valores de Dy, D, D, y D3, se puede obtener cualquier
expresion candnica dependiente de A y B.

Corolario 5.2.1 — Implementacién de funciones con un multiplexor. Para implementar de modo
inmediato una funcién dependiente de n variables con un MUX, cada valor D; a la entrada del MUX
debe coincidir con el valor de la funcién deseada, en cada fila i de su tabla de verdad.

Ejemplo 5.8 — Implementacién, con un MUX, de una funcioén a partir de sus formas candnicas.
Implementa f mediante un MUX 8 x 1, a partir de la forma canénica SOP de f:

f(A,B,C) =A'B'C+A'BC+AB'C+ABC = mi+m3+ms+ms =Y m(1,3,5,6)
e e N
001 (1) 011(3) 101(5) 110(6)

& Solucioén:

Para implementar la funcién f con un MUX 8 x 1, las entradas con el mismo indice de los minitérminos
de f se conectan a un valor 1 constante, mientras que el resto de entradas se conectan al valor 0. La
figura adjunta muestra el circuito l6gico implementado mediante Logisim:
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Para conseguir un circuito més compacto en Logisim, en la implementacién alternativa equivalente
de la derecha se ha utilizado una constante multibit de tamafio 8 con el valor 0110 1010 = 6A ;6
conectada a la entrada del multiplexor mediante un elemento separador (splitter) de bits. =

Ejiemplo 5.9 — Implementacion, con un MUX, de una funcién a partir de su tabla de verdad.
Implementa la funcién f(A,B,C) con un MUX 8 x 1 a partir de la tabla de verdad de f:

A B C|f
0O 0 0|1
0O 0 110
0O 1 0|1
0O 1 1,0
1 0 0|0
1 0 1|0
1 1 0|1
1 1 1|1
& Solucion:

La tabla de verdad proporciona el valor que se debe conectar a cada entrada del MUX 8 x 1. Expresando
los valores de la tabla como una constante multibit en hexadecimal, se tiene: 1100 0101 = C5y6. Por
tanto, el circuito 16gico con Logisim que implementa la funcién es:

Como se muestra en los ejemplos anteriores, la implementacion de una funcién 16gica con un MUX
es inmediata a partir de su tabla de verdad o sus formas candnicas, cuando dicha funcién depende de las
mismas variables de seleccion del MUX. Para evitar errores, es conveniente considerar un orden idéntico
para las variables en la conexién al MUX, la tabla de verdad y las formas canénicas de la funcién.

En la implementacién de funciones légicas con mdédulos combinacionales, ten en cuenta que un MUX
permite implementar una tnica funcién, mientras que con un DEC se pueden obtener todas las funciones
dependientes de las variables de seleccion del DEC afiadiendo las puertas 16gicas oportunas. La ventaja
del MUX reside en la sencillez de la implementacién resultante.

La implementacion de funciones mediante MUX es habitual en el disefio de circuitos digitales, ya
que proporciona un método sencillo de modificacién de la funcionalidad del hardware. Si la entrada
del multiplexor se conecta a celdas elementales de memoria, es posible reescribir el contenido de
dichas celdas para modificar la funcién implementada por un MUX. Este tipo de metodologia de
reconfiguracién del hardware se observa en los dispositivos 16gicos programables avanzados como
las FPGA (Field-Programmable Gate Array).

El método de implementacién de funciones légicas que se ha descrito requiere que el MUX posea el
mismo nimero de variables de seleccion que la funcion a implementar. La cuestion que surge es:

;es posible emplear un MUX mds simple?

La flexibilidad del MUX para implementar una funcién se pone de manifiesto cuando se permite la
conexidn de variables en las entradas de datos del MUX. El valor de estas variables no estd asociado a los
términos candnicos obtenidos en la expresion algebraica de la salida del MUX. En este caso la aplicacién
del teorema de expansion de Shannon nos indica cudles son los valores que se deben conectar en la entrada
del MUX. Recuerda, que la expansién de la funcién tiene en cuenta las variables de seleccién en el MUX.
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Al inspeccionar visualmente la tabla de verdad de la funcién 16gica que se desea implementar con el
MUX, es posible agrupar las filas asociadas a cada uno de los productos canénicos de las variables de
seleccién del MUX. Para facilitar dicha agrupacion, las variables mds significativas de la tabla de verdad
—columnas més a la izquierda— se eligen como variables de seleccidon del MUX. Para cada agrupacion se
deriva el valor de la funcién que se conecta en la entrada correspondiente del MUX. Dichos valores son
los mismos que se obtienen mediante expansién de Shannon para la funcién respecto a las variables de
seleccidn elegidas.

Ejemplo 5.10 — Implementacién, con MUX, de funcién mediante inspeccion directa de su
tabla de verdad. Implementa la funcién f(A,B,C) = Y m(0,2,6,7) con un MUX 4 x 1.
[@ Solucién:

Un MUX 4 x 1 emplea dos variables como entradas de seleccion. La tercera variable de la funcion se
conectard a las entradas de datos del MUX. Como la implementacién se realiza mediante inspeccién
visual directa de la tabla de verdad, se eligen como variables de seleccién A y B, ya que son las dos
variables mds significativas. De este modo, en la tabla de verdad se pueden agrupar filas en las que A y
B tienen los valores asociados a sus productos canénicos: A’B’, A’B, AB' y AB. A partir de la tabla de
verdad se obtiene el valor de la funcién f para los valores de las variables A y B, en las agrupaciones
asociadas a sus productos candnicos (ver figura adjunta). Asi se obtiene que:

A=0,B=0=
A=0,B=1=
A=1,B=0= f(1,0,C) =0
A=1,B=1= f(1,1.C) =1

De este modo se obtiene la implementacién de f con un MUX 4 x 1:

Los valores obtenidos para la funcién en cada agrupacién coinciden son los coeficientes que
aparecen en la expresion de f obtenida por aplicacion del teorema de expansion de Shannon (ver
seccion 5.2.2, pag. 129). Dicho teorema permite expresar f como:

f(A,B,C)=A'B"- +A'B- +AB'- f(1,0,C)+AB- f(1,1.0)

Esta expresion es efectivamente la funcion de salida del MUX cuando las entradas de datos del mismo
se conectan a los valores:

; ) D2:f(1,0,C), 1)37]‘(11C)

El método seguido se puede aplicar al caso de un MUX 2 x 1 para implementar la funcién dada. En
este caso, solo la variable mas significativa (A) es la que se conecta a la entrada de seleccion del MUX.
Las agrupaciones de 4 filas en la tabla de verdad se asocian a los valores de la funcién para los dos
valores posibles de dicha variable de seleccion. Para estas agrupaciones se puede calcular el valor de f
dependiente de las variables libres (B y C). Este ejemplo con 2 variables libres es sencillo, ya que sigue
permitiendo el calculo de f mediante inspeccion visual directa de la tabla de verdad. En casos con tres
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0 maés variables libres, se puede emplear la simplificacién con K-maps. Mediante la inspeccion de la
tabla de verdad (ver figura adjunta) se obtiene que:

A=0= [(0.B.C)=
A=1= f(1,B.C)=B

Como f(A,B,C)=A"-/(0.B.C)+A-[(1.B.C), se obtiene la implementacién final que se muestra en
la figura siguiente:

Recuerda que la inspeccién visual directa de la tabla de verdad , permite un método bastante rdpido
y sencillo para implementar con un MUX, funciones de hasta 3 variables. Dicho método es cémodo,
incluso con funciones de 4 variables, si las variables de seleccion se toman desde la posicién mas
significativa de la tabla de verdad.

Ejemplo 5.11 — Implementacién de funciones de 4 variables con MUX. Dada la funcién
f(A,B,C,D) =Y m(0,1,4,5,6,7,13,14,15), realiza su implementacién con MUX 8 x 1, MUX 4 x 1
y MUX 2 x 1.

@ Solucién:

En este ejemplo aplicamos la inspeccién visual directa de la tabla de verdad de f para tomar como
variables de seleccion las mas significativas y el resto como libres. La figura adjunta muestra el
resultado para los sucesivos casos de MUX 8 x 1, MUX 4 x 1 y MUX 2 x 1.
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Las expresiones de f para cada uno de los casos son:
MUX 8x1:

A=0,B=0,C=0=
A=0,B=0,C=1=
A=0,B=1,C=0= f(0,1,0,D) =1
A=0,B=1,C=1= f(0,1,1.D)— |
A=1,B=0,C=0=
A=1,B=0,C=1=
A=1,B=1,C=0= f(1,1,0,D) =D
A=1,B=1,C=1= f(1,1,1.D) =1

MUX 4x1:
A=0,B=0=
A=0,B=1=

A=1,B=0= f(1,0,C,D) =0
A=1,B=1= f(1.1,C,D)=C+D

MUX 2x1:
A=0=
A=0=

Los ejemplos anteriores ilustran la implementacién de una funcién l6gica con multiplexores a partir
de la tabla de verdad de la funcién. En dichos ejemplos también se pone de manifiesto la relacion que
existe entre la expansion de Shannon de la funcién y su implementacién mediante un MUX. En realidad,
la inspeccidn visual directa de la tabla de verdad permite obtener de un modo rapido los coeficientes que
multiplican a los términos candnicos de la funcién en su expresién mediante expansion de Shannon.

Aunque el método de inspeccién visual directa de la tabla de verdad es rapido y cémodo, en ocasio-
nes puede resultar mas préictico aplicar el método de expansion de Shannon a la expresion algebraica
simplificada de la funcion, si se dispone de esta.

Ejemplo 5.12 — Aplicacién de teorema de expansion de Shannon. Implementa con un MUX
2 x 1, la funcién f(A,B,C) =Y m(0,2,3,7).
[@ Solucion:

Para emplear un MUX 4 x 1 es muy rdpido recurrir a la inspeccion visual de la TV tomando como
variables de seleccién A y B. En este caso se tendria que:
f=A'B'f(0,0,C) +A'Bf(0,1,C) +AB'f(1,0,C) +ABf(1,1,C)

Por inspeccién visual: £(0,0,C) =C"; f(0,1,C)=1; f(1,0,C)=0; f(0,0,C)=C
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Estos valores son los que se conectan a la entrada del MUX 4 x 1 (ver figura mds abajo). Como la
simplificacién de la funcién mediante K-maps proporciona la forma SOP siguiente:

f(A,B,C)=A'C'+BC

al considerar la expansioén de Shannon se puede comparar las expresiones algebraicas para obtener la
implementacion de f con un MUX 2 x 1 (ver figura adjunta):

f(A,B,C) =C'f(A,B,0)+Cf(A,B,1) con
f(A,B,0)=A"; f(A,B,1)= B

Por tanto, los circuitos resultantes quedan como:

m Ejercicio 5.3 Implementa la funcién f del ejemplo anterior mediante MUX 2 x 1 e inspeccién de su
tabla de verdad considerando A la variable de seleccion del MUX. n

Ejemplo 5.13 — Aplicacion de teorema de expansion de Shannon. Implementa mediante MUX
4% 1yMUX 2 x 1 la funcién f(A,B,C,D) =Y m(0,1,6,8,9,12,13,14).

[@ Solucion:
La expresién SOP simplificada de f obtenida mediante K-maps es: f = B'C' + BCD' + AC’

Aunque By C no son las variables mas significativas, se eligen como variables de seleccidn para la
implementacién de f con un MUX 4 X 1, ya que cubren todos los términos de la expresion simplificada
de f. De este modo, por aplicacion de expansion de Shannon de f respecto a By C, se tiene que:

f=BCf(A,0,0,D)+BCf(A,0,1,D)+BC f(A,1,0,D) + BCf(A,1,1,D)
Sustituyendo en la expresion SOP simplificada de f se obtienen los coeficientes:
f(A,0,0,D) =1, [(A,0,1,D)=0, f[(A,1,0,D)=A, f(A1,1,D)=D

Si se desea emplear un MUX 2 X 1, entonces se tomard C como variable de seleccién, ya que la
expresion algebraica de f se puede escribir:

f=B'C'+BCD'+AC' = (B'+A)-C'+(BD')-C; como: f=C"-f(A,B,0,D)+C-f(A,B,1,D)

Se tiene que: f(A,B,0,D) =B +A, f(A,B,1,D)=BD’

Por tanto, los circuitos resultantes quedan:

En las secciones previas se expone la flexibilidad del MUX para implementar funciones 1égicas. De
hecho, como se muestra en la figura 5.16, solo con MUX e inversores es posible implementar las funciones
l6gicas elementales (AND y OR), las universales (NAND y NOR) y las secundarias (XOR y XNOR).
Esto demuestra que la utilizacién de MUX sencillos permite componer cualquier funcién légica.’

IEstrategia empleada en las FPGA para componer funciones complejas a partir de médulos 16gicos simples.
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Figura 5.16: Implementacion de puertas 16gicas de dos entradas con multiplexor 2x1.

= Ejercicio 5.4 Implementa A’ solo con un MUX 2 x 1. "

Redes modulares con multiplexores

Al igual que los decodificadores, los MUX se pueden interconectar en una red modular para obtener la
funcionalidad de un multiplexor de orden superior. La conexién de una red modular de MUX puede seguir
varias estrategias similares a las mostradas en redes de DEC:

1. Red de dos niveles con gestion de habilitacion. Consta de dos niveles. El primero para gestionar
la sefial de habilitacion selectiva de los médulos MUX. En el segundo, la salida se obtiene de una
puerta OR cuyas entradas son las salidas de los MUX del nivel previo. Cuando la red posee més de
dos MUX en el nivel de salida se emplea un DEC para generar la sefial de habilitacién hacia cada
uno de los MUX de salida (ver figura dcha.).

2. Redes multinivel. En este caso, la sefial de habilitacién no es necesaria, ya que todos los MUX
se mantienen siempre habilitados. Por tanto, son redes de implementacién mas sencilla, debido a
que la sefial de salida se controla directamente por las sefiales de seleccidon de los MUX. Son redes
multinivel con sefiales de seleccién para los MUX compartidas por nivel. Como se observa en la
figura , la estructura sigue fielmente la generacion de los valores de la tabla de verdad de las
sefiales de seleccion. Las variables mds significativas se utilizan en orden creciente hacia el nivel de
salida de la red.

Figura 5.17: Redes de MUX con gestion de sefial de habilitacion para implementar un MUX 8 x 1.
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Figura 5.18: Redes de MUX multinivel sin gestién de habilitacién y con sefial de seleccién compartida para
implementar un MUX 8 x 1.

Recuerda que todos los circuitos en los que se emplean MUX (incluidos los que usan redes modulares)
son susceptibles de andlisis combinacional con la herramienta incluida en Logisim. De este modo es
inmediato la obtencién de la tabla de verdad de cualquier funcién implementada con MUX y sus
expresiones simplificadas SOP y POS.

El demultiplexor

El demultiplexor o DEMUX se emplea en transmisién de datos para distribuir los datos desde un bus
compartido de comunicacién hacia diferentes destinos (ver figura 5.19). Consta de n entradas de seleccién
mediante las que se selecciona una de las 2" salidas como destino de los datos de entrada. En este sentido
se comporta de forma complementaria al MUX y suele trabajar junto a este en las redes de transmisién de
datos en el lado opuesto del canal de transmision.

Figura 5.19: Funcionalidad del DEMUX y diagrama l6gico de DEMUX 1 x 4 en Logisim.
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La tabla 5.3 resume el comportamiento de un DEMUX 1 x 4 en el que las salidas son:

yo=(A'B)-E-D
yi = (A'B)-E-D
y2= (AB)-E-D
y3=(AB)-E-D

Tabla 5.3: Tabla de verdad del DEMUX 1 x 4.

E D A By |y |»]|»
0 X X xX|0]0]0/|O0
1 x 0 O x O|07]O
1 x 0 1]0x|01]0O0
1 x 1 0|00 X | O
1 x 1 1]10]0]| 07X

La implementacién del DEMUX es sencilla, puesto que su funcionalidad se obtiene con un DEC cuya
sefial de enable se emplea como entrada de datos. En la préctica es habitual que la sefial de habilitacién de
los decodificadores sea compuesta para permitir su utilizacién como DEMUX (ver figura ).

Figura 5.20: Diagrama l6gico de DEMUX 1 x 4 con sefial de enable (E) y salidas activas a nivel alto.

Al igual que con los decodificadores se puede dar una implementaciéon del DEMUX con sefial de
enable y salidas activas a nivel bajo, en cuyo caso el circuito resultante emplea puertas NAND (ver
figura ).

La tabla 5.4 resume el comportamiento de un DEMUX 1 x 4 con salidas activas a nivel bajo. Las expre-
siones algebraicas para las salidas son:

yo=(A+B)+D+E
yi=(A+B)+D+E
y2=(A"+B)+D+E
y3=(A+B)+D+E
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Tabla 5.4: Tabla de verdad del DEMUX 1 x 4 con salidas activas a nivel bajo.

E D A By

V1
1
X
1
1
1

-0 O O O
X X X X X
X = = O O
X = O = O
e e
._n,_‘><,_‘,_“[§
N

Figura 5.21: Diagrama l6gico de DEMUX 1 x 4 con sefial de enable (E) y salidas activas a nivel bajo.

El codificador binario

El codificador binario (encoder) o COD 2" x n tiene una funcionalidad inversa a la del DEC. En consecuen-
cia, la activacién de una de sus 2" entradas genera a la salida el c6digo binario de n bits correspondiente.
Por tanto, el codificador se comporta como un conversor de valor decimal a c6digo binario.

Figura 5.22: Simbolo correspondiente al COD 8 x 3 con E/S activas a nivel alto/bajo (izda./dcha.).

La activacion de las entradas y las salidas del COD se puede realizar tanto a nivel alto (1) como a
nivel bajo (0). Como en otros médulos combinacionales la diferencia de activacion a nivel alto o bajo se
indica en los simbolos empleados mediante ‘o’ (ver figura ).

Implementacién del codificador

La tabla de verdad del codificador tiene demasiadas filas (2") para representarla de modo exhaustivo. Sin
embargo, se puede simplificar teniendo en cuenta que interesan Gnicamente las combinaciones con una
entrada activada. De este modo, se obtiene la tabla 5.5 que constituye la tabla de verdad resumida para el
COD 8 x 3.



140 Capitulo 5. Médulos combinacionales bdsicos

Tabla 5.5: Tabla de verdad del COD 8 x 3 con salidas activas a nivel alto.

D; De¢ Ds Dy D3 Dy Dy Do |y2|y|Yo
0 0 0 0 0 0 0 1 0010
0 0 0 0 0 0 1 0O 10|01
0 0 0 0 0 1 0 0 Op1L |0
0 0 0 0 1 0 0 0|01 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 010
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 1 1|0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

Puesto que se asume que solo una entrada estd activa, las ecuaciones 16gicas que se pueden derivar
para las salidas del codificador 8 x 3 son:

y2=D7+D¢+Ds+Dy; y1=D7+D¢+D3+D>2; yo=D7+Ds+D3+D

Si se implementan estas funciones 16gicas mediante un circuito de puertas légicas se tiene el resultado
que muestra la figura

Figura 5.23: Implementacion, mediante puertas légicas, del COD 8 x 3 con E/S activas a nivel alto.

En el circuito 16gico de la figura se observa que la entrada Dy queda sin conectar porque ninguna
de las salidas depende de su estado. Por esta razon, en algunas implementaciones del COD, dicha entrada
se suprime. En consecuencia, cuando todas las entradas estdn desactivadas (0), las salidas también lo
estan, lo que equivale a la codificacién del valor 0.

La implementacién de un codificador con entradas y salidas activas a nivel bajo se deriva del anterior,
negando tanto las entradas como las salidas. En este caso las negaciones en la entrada de las puertas OR
convierten a estas en puertas NAND y como la salida también debe estar negada, el circuito final resulta
con puertas AND.
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Codificador con prioridad

La implementacidn del codificador binario plantea varias situaciones singulares, a saber:

1. ¢ Cudl debe ser la salida del COD si se activa simultdneamente mds de una entrada? Empleando
las expresiones légicas para el codificador derivadas previamente se llega a resultados erréneos, ya
que para obtenerlas se tuvo en cuenta que habia una tnica entrada activada.

2. ;Coémo distinguir la salida con cédigo O correspondiente a la activacion de entrada Dy, de una
situacion con todas las entradas desactivadas?

3. ;Como diferenciar la salida cuando todas las entradas estdn desactivadas, de la situacion con
enable desactivado (E =0)?

La solucién que se adopta para determinar la salida correcta cuando hay varias entradas activadas
simultdneamente, consiste en la aplicacién del criterio de prioridad en las entradas. De este modo, la
salida corresponde a la entrada activa de mayor prioridad. La implementacién de prioridad en un COD se
consigue mediante un circuito combinacional que activa Unicamente la entrada de mayor prioridad cuando
hay varias entradas activas.

La implementacién del circuito de prioridad es sencilla, ya que cada salida se activa si la entrada
correspondiente estd activa (vale 1) y las de mayor orden no lo estdn (su valor es 0). Por tanto, las
ecuaciones légicas de las salidas de un circuito de prioridad con 8 entradas y 8 salidas serfan las siguientes:

Dy =D; - D+ Ds - D}y - Dy - D3 - Dy - Dy
Di =D, -Dj-D5-D}-D-Dj-D
D; =D, -Dj-D5-D}-D-Dy

D3 =D,

La figura muestra la implementacién mediante diagrama 16gico del circuito con Logisim en el
caso concreto de un circuito de prioridad con 8 entradas y 8 salidas para un COD 8 x 3.

Para distinguir la generacién de cddigo O con entrada Dy activa o todas las entradas desactivadas,
algunos codificadores omiten la entrada Dy. Ya se ha visto en la figura que en el circuito 16gico del
codificador que dicha entrada no tiene l6gica asociada.

Figura 5.24: Diagrama l6gico de circuito de prioridad a la entrada de un COD 8 x 3.

El circuito 74L.S147 es un codificador con prioridad comercial, conocido también como conversor
decimal a BCD, ya que tiene 9 entradas y 4 salidas (ver figura izda.). En este circuito la entrada O se
omite, de modo que cuando todas las entradas estdn desactivadas, también lo estdn las salidas. Se trata de
un circuito con entradas y salidas activas a nivel bajo como se indica en su tabla de verdad (ver figura
dcha.).
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Figura 5.25: Diagrama de conexiones externas del circuito integrado 74L.S147 (izda.) y tabla de verdad
correspondiente (dcha.) (Fuente: Texas Instruments).

Para diferenciar la salida del COD cuando estd inhabilitado o cuando todas las entradas estdn desacti-
vadas, se afiaden algunas sefiales auxiliares. Ademads, dichas sefiales facilitan la conexién en cadena (daisy
chain) de varios COD para crear redes modulares. Las sefiales auxiliares utilizadas son:

= Enable input (E;). Cuando esta desactivada, el COD pone sus salidas en estado flotante (alta

impedancia).

= Group select (Gy). Se activa solo si el COD estd habilitado (E; = 1) y alguna de sus entradas esta
activada.

= Enable output (E,). Se activa solo si el COD esta habilitado (E; = 1) y todas sus entradas estidn
desactivadas.

Logisim proporciona en la libreria Plexers un médulo que implementa un codificador de prioridad
en el que es posible configurar el niimero de salidas () y el comportamiento cuando la entrada de
habilitacion esta desactivada (salida flotante o 0).

La figura muestra el circuito 16gico completo en Logisim para un COD 8 x 3 con prioridad y
E/S activas a nivel alto, en el que se incluye un médulo de codificacién (COD 8 x 3, ver figura , un
mddulo de prioridad (Prior 8 x 3, ver figura )y la 16gica para obtener las sefales auxiliares Enable
input (E;), Enable output (E,) y Group select (Gy). El circuito incluye a la salida un buffer controlado
(incluido en la libreria Gates) que deja las salidas en estado flotante cuando el circuito estd inhibido. El
chip comercial 74L.S148 es un circuito comercial con la funcionalidad descrita, pero con E/S activas a
nivel bajo.

Figura 5.26: COD 8 x 3 completo implementado con Logisim que incluye circuitos de codificacién, prioridad
y sefiales de auxiliares.
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Conceptos clave

DEC como generador de términos candnicos.
Implementaciéon de un DEC con puertas légicas.
Implementacién de funciones légicas con DEC.
Implementaciéon de un MUX con puertas logicas.
Implementacién de funciones l6gicas con MUX.
Redes modulares de decodificadores y multiplexores.
Relacién entre un DEMUX y un DEC.
Implementacién de un circuito de prioridad.
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Problemas propuestos
Problema 5.1 ;Cuadles son las formas candnicas de las funciones légicas f1, f2, f3 ¥ f4, implementadas
por cada uno de los circuitos de la figura adjunta? Calcula también las versiones simplificadas con K-maps

para cada una de ellas.

Problema 5.2 ;Cudles son las formas candnicas de las funciones légicas gi, g2, 3 Y g4, implementadas
por cada uno de los circuitos de la figura adjunta? Calcula también las versiones simplificadas con K-maps

para cada una de ellas.

Problema 5.3 ;Cudles son las formas candnicas y las versiones simplificadas de la funcién légica f
implementada por el circuito de la figura adjunta? Comprueba el resultado con Logisim.
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Problema 5.4 ;Cudles son las formas candnicas y las versiones simplificadas de la funcién légica f
implementada por el circuito de la figura adjunta?

Problema 5.5 ;Cudles son las formas candnicas y las versiones simplificadas de la funcién légica f
implementada por el circuito de la figura adjunta?

Problema 5.6 ;Cudles son las formas candnicas y las versiones simplificadas de la funcién légica f
implementada por el circuito de la figura adjunta?

Problema 5.7 Calcula las formas canénicas y simplificadas de la funcién 16gica f implementada por el
circuito de la figura adjunta.
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Problema 5.8 Analiza el circuito de la figura adjunta y calcula la expresion l6gica de la funcién f para
determinar tanto sus formas candnicas como sus expresiones simplificadas.

Problema 5.9 ;Cudles son las formas canénicas de la funcién légica f implementada por el circuito de
la figura adjunta?

Problema 5.10 Dada la funcién:
f(A,B,C)=)m(1,3,5,6,7)

Se pide:

1.- Determina sus formas candnicas y expresiones simplificadas.

2.- Implementa el circuito con Logisim para las expresiones simplificadas de f mediante cualquier tipo
de puerta l6gica de 2 entradas y los inversores necesarios.

3.- Implementa la funcién f con Logisim empleando un DEC de salidas activas a nivel alto y puertas
de dos entradas.

Problema 5.11 Dada la funcion:
f'(A,B,C,D)=A'B'C'D' +A'BC'D' +AB'C'D' + AB'CD’'

Se pide:

1.- Determina las formas candnicas de la funcién f(A,B,C,D).

2.- Calcula las expresiones simplificadas —SOP y POS— de f.

3.- Implementa f empleando una red de dos niveles compuesta por 2 DEC 3 x 8 y puertas ldgicas de
dos entradas.

4.- Implementa f con una red de dos niveles con gestién de habilitacién, compuesta por DEC 2 x 4.

5.- Implementa f con una red de dos niveles con gestién de habilitacién compuesta por DEC 3 x 8 y
DEC 1 x 2.

6.- Implementa de f con una red multinivel compuesta solo por DEC 1 x 2.

Problema 5.12 Dado el circuito de la figura adjunta determina las expresiones candnicas de la funcién
implementada f y sus expresiones simplificadas SOP y POS. Comprueba el resultado con ayuda de
Logisim.
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Problema 5.13 ;Cudles son las formas candnicas y las versiones simplificadas de la funcién 16gica f
implementada por el circuito de la figura adjunta?

Problema 5.14 Dado el circuito de la figura adjunta, analiza su prop6sito obteniendo las expresiones
SOP y POS de la funcién f.

Problema 5.15 Dada la funcién f(A,B,C,D, E) implementada con el circuito de la figura adjunta, calcula
su expresion 16gica y los valores para £(0,0,1,1,1)y £(1,1,0,0,1).

Problema 5.16 ;Cudles son las formas candnicas y las versiones simplificadas de la funcién 16gica f
implementada por el circuito de la figura adjunta?
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Problema 5.17 ;Cudles son las formas candnicas y las versiones simplificadas de la funcién 16gica f
implementada por el circuito de la figura adjunta?

Problema 5.18 ;Cudles son las formas candnicas y las versiones simplificadas de la funcién 16gica f
implementada por el circuito de la figura adjunta?

Problema 5.19 ;Cudles son las formas candnicas y las versiones simplificadas de la funcién 16gica f
implementada por el circuito de la figura adjunta?

Problema 5.20 Expresa con MUX 2 x 1 las funciones basicas implementadas por las puertas l6gicas de
dos entradas: AB, A+ B, (AB)', (A+B),A®B,A®B:

Problema 5.21 Implementa, con MUX 2 x 1 y MUX 4 x 1, alternativas del circuito equivalente a una
puerta AND de tres entradas.

Problema 5.22 Implementa la funcién f(A,B,C) = A’B'+ (B® C)’ mediante multiplexor(es) empleando
como sefiales de seleccion las sefiales A o B.

Problema 5.23 Implementa la funcién f(A,B,C,D) =Y m(1,5,9,10,11,13) mediante MUX de distintos
tipos:

1.- MUX 8 x 1,

2.- MUX 4 x 1,

3.- MUX 2 x 1. Encuentra la implementacién mas sencilla e intenta llevarla a cabo mediante concate-
nacion de MUX 2 x 1.

4.- Mediante redes de MUX de distinto tipo.
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Problema 5.24 Implementa la funcién f(A,B,C,D) =Y m(0,1,6,8,9,12,13,14) del modo més simple
posible mediante MUX 4 x 1 y después con MUX 2 x 1. En este dltimo caso sugiere una implementacién
que solo emplee MUX, excluyendo puertas lgicas e inversores.

Problema 5.25 Indica cudles son las expresiones canénicas de la funcién f(A, B,C, D) implementada
por el circuito 16gico de la figura adjunta. Encuentra las expresiones simplificadas de f y sugiere una
implementacién basada en MUX 4 x 1 y otraen MUX 2 x 1.

Problema 5.26 Analiza cudl es la funcién f(A,B,C) implementada por el circuito de la figura adjunta.
Elabora una implementacion de dicha funciéon con un MUX 2 x 1.

Problema 5.27 Implementa la funcién f(A,B,C) = ¥ m(0,1,3,4,7) con un MUX 8 x 1 y de modo
alternativo con redes multinivel de MUX de orden inferior.

Problema 5.28 Dada la funcién f implementada por el circuito de la figura adjunta:

Se pide:

1.- Determina las formas canénicas de la funcién f.

2.- Calcula las expresiones simplificadas de f.

3.- Implementa f con un inico MUX 4 x 1 en el que se utilicen A y C como sefales de seleccion.
4.- Implementa f con un MUX 2 x 1 en el que B sea la sefial de seleccion.
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Problema 5.29 Dada la funcién f implementada por el circuito de la figura adjunta:

Se pide:

1.- Determina las formas canénicas de f.
2.- Calcula las expresiones simplificadas de f.
3.- Implementa el mismo circuito con una red de MUX 4 x 1 en la que se elimine el DEC y la puerta

OR a la salida.
4.- Elabora una implementacién alternativa con un MUX 4 X 1 y las puertas 16gicas auxiliares necesa-

rias.
5.- Sugiere una implementacién alternativa empleando solo MUX 2 x 1 e inversores.

Problema 5.30 Implementa un circuito de prioridad de 4 bits con salidas activas a nivel alto.

Problema 5.31 Analiza el circuito de la figura adjunta describiendo su funcionamiento. En este circuito
E; representa la sefal enable input que habilita la salida del COD, ya que si E; = 0 la salida del COD es 0.

Problema 5.32 Analiza el circuito de la figura adjunta y calcula la tabla de verdad para sus tres funciones
de salida f, g, h. Expresa dichas funciones en sus formas canénicas y simplificadas.
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Problema 5.33 Determina las formas candnicas y simplificadas de f, dada por el circuito constituido
por un DEMUX 1 X 4 de la figura adjunta. Realiza también la implementacion de f empleando puertas
l6gicas elementales.

Problema 5.34 La figura adjunta representa un sistema de regadio de dos parcelas (X e Y). Para bombear
el agua se cuenta con un aerogenerador y un motor (1) que pueden accionar la bomba de agua. El agua
es bombeada y almacenada en dos depdsitos intercomunicados, uno para cada parcela. El motor m y las
valvulas de los aspersores conectados a los depésitos (que llamaremos v, € vy) se accionan en funcién de:
los sensores de nivel A, By C de los depdsitos, asi como de un sensor D que mide si hay viento suficiente
para que el aerogenerador accione la bomba hidrdulica.

OfH
Sensor D

\ Sensor A =—

@ - —a Sensor C

Sensor B =—
Molino )

M ﬁi(] Valvula x Da(] Vélvula'y
I:J - 2

Motor

Parcela Y

Parcela X

Las condiciones de funcionamiento del sistema se resumen en las siguientes reglas:

= El motor m se pone en marcha siempre que ambos depdsitos no estén llenos y no haya suficiente
viento.

» La parcela X se riega siempre que su depoésito esté lleno y no haya viento suficiente o bien, su
depdsito esté al menos medio lleno y haya viento suficiente.

= Por su parte, la parcela Y sé6lo se riega cuando su depésito supera el nivel minimo marcado por el
sensor de nivel B y hay viento suficiente.

Se pide:

1.- Determina las variables de entrada y salida del sistema digital que controla el regadio de las dos
parcelas.

2.- Establece claramente cudles son las situaciones indiferentes (no importa) en este problema.

3.- Elabora la tabla de verdad del sistema digital para las funciones de salida y calcula sus expresiones
simplificadas.

4.- Implementa la funcién de activacién del motor m empleando DEC o MUX. Elije las sefiales de
seleccion que produzcan la implementacién més sencilla.

5.- Implementa la funcién de apertura de la valvula v, usando DEC o MUX. Elije las sefiales de
seleccion que produzcan la implementacién més sencilla.

6.- Implementa la funcién de apertura de la vélvula v, utilizando DEC o MUX. Elije las sefiales de
seleccion que produzcan la implementacién més sencilla.
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Problema 5.35 El presidente de un club de fiitbol debe decidir al final de la temporada si se renueva (f)
o no el contrato al entrenador (f = 1 =renueva, f = 0 =-no renueva). Disefia un circuito combinacional
para resolver el problema 16gico de toma de decision teniendo en cuenta las condiciones que se indican a
continuacion.

L 4

)

= SI el equipo queda campedn y obtiene més de 70 puntos, ENTONCES se renueva contrato.

= SI quedando campe6n el equipo no supera los 70 puntos, ENTONCES el entrenador correrd la
misma suerte que el entrenador del equipo rival al que se le disputa el campeonato.

= Sl el equipo no queda campedn, pero supera los 70 puntos, ENTONCES el entrenador correré la
suerte contraria que el entrenador del equipo rival.

= SIel equipo no queda campedn y no supera los 70 puntos, ENTONCES no se renueva al entrenador.

Diseifia el sistema completando los apartados siguientes:

1.- Define las variables l6gicas del problema.

2.- Elabora la tabla de verdad de la funcién f que codifica la renovacién del entrenador.

3.- Calcula las formas candnicas y simplificadas de f.

4.- Implementa f usando solo puertas NAND. Alternativamente, elabora la implementacién solo con
puertas NOR.

Para tomar una decisién més acertada, el presidente decide pedir consejo a su junta directiva. Si el equipo
queda campe6n se aplican los mismos criterios que en los apartados anteriores, incluyendo la renovacién
del entrenador del equipo rival. Pero si el equipo no queda campedn, la decisiéon dependerd de la junta
directiva. Llamaremos g a la nueva funcién 16gica de decisién. Ante estas nuevas circunstancias completa
los apartados siguientes:

5.- Elabora la tabla de verdad de g y calcula sus expresiones simplificadas.
6.- Implementa la nueva funcién g utilizando alternativamente un MUX 8 x 1, un MUX 4 X 1 y un
MUX 2 x 1, colocando en las lineas de seleccién las variables que consideres oportunas.

Problema 5.36 Disefia un circuito combinacional que permita controlar el sistema de riego automatico
esquematizado en la figura adjunta. El sistema consta de 2 sensores de humedad (A y B) y 3 aspersores (f,
gy h) conectados a un depdésito de agua. El depdsito dispone de dos sensores de nivel (C'y D) y se llena
mediante una moto bomba hidraulica (m).

Sensor C

Sensor D

Bomba
m

El sistema debe funcionar de la siguiente manera:

= La moto bomba m se debe activar si:
» El depdsito estd vacio, a menos que no sea preciso el riego porque tanto A como B detectan
humedad;
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 El depésito estd medio lleno y es preciso regar porque algiin sensor o0 ambos no detectan
humedad.
La moto bomba m nunca se activa si el depdsito estd lleno.
El aspersor f se activa si el sensor A no detecta humedad.
El aspersor g se activa si el sensor B no detecta humedad.
El aspersor & se activa si alguno de los aspersores f o g esta activo, pero no ambos.
Los aspersores no se deben activar si el depésito estd vacio, salvo si:
* Solo el sensor A no detecta humedad, en cuyo caso se activa tinicamente f,
* Solo el sensor B no detecta humedad, en cuyo caso se activa Unicamente g.

Se pide:

1.- Realiza la tabla de verdad de las funciones de salida a partir de la especificacién dada.
2.- Implementa m con MUX.

3.- Implementa f con DEC con salidas activas a nivel alto.

4.- Implementa g con DEC con salidas activas a nivel bajo.

5.- Implementa 4 con DEC y con MUX.

Problema 5.37 Un tribunal de justicia estd compuesto por cuatro miembros, el Presidente (P), el
Secretario (S5), el Vocal 1 (V1) y el Vocal 2 (V,). A la hora de dictar el veredicto del tribunal (f), cada uno
de sus miembros toma una decision individual sobre el acusado sin conocer la decisién del resto.

wr -~ g ™

W -
e

Para obtener el veredicto final del tribunal han acordado tener en cuenta la decisién de la mayoria de
sus componentes con el siguiente criterio:

= Si el Presidente considera que el acusado es inocente, ocurre lo siguiente:
 SI al menos uno de los restantes miembros declaran inocente al acusado, ENTONCES este es
declarado inocente.
 SItodos los demds miembros consideran que el acusado es culpable, ENTONCES es declarado
culpable.
= Si el Presidente declara culpable al acusado, el veredicto se toma de la siguiente forma:
¢ SI los dos Vocales lo declaran inocente, ENTONCES el veredicto final ser4 el del Secretario.
* SI los dos Vocales coinciden en declararlo culpable, ENTONCES seré declarado culpable,
independientemente de lo que diga el Secretario.
 SI los dos Vocales discrepan, ENTONCES el veredicto final serd el del Secretario, siempre
que coincida con el del Presidente, y en caso contrario (si Presidente y Secretario discrepan)
el acusado serd declarado inocente.

El abogado del acusado podra recurrir () la sentencia a otro tribunal de mayor rango si el acusado ha
contado con: al menos dos votos favorables de entre los cuatro del tribunal, o bien si el Presidente vot6 a
favor de su inocencia. Se desea disefiar un circuito combinacional para modelar la toma de decision del
tribunal. Para ello se completardn los pasos siguientes:

1.- Identifica las entradas y salidas del sistema.

2.- Determina la tabla de verdad correspondiente a las funciones de salida. Explica si existen condicio-
nes libres para alguna funcién de salida.

3.- Calcula las expresiones candnicas y simplificadas de las funciones de salida.

4.- Implementa las funciones de salida con varios DEC 3 x 8 o mas sencillos.

5.- Implementa las funciones de salida con un MUX 8 X 1. Repite el proceso con un MUX 4 x 1 y con
un MUX 2 x 1.

6.- Implementa las funciones de salida solo con puertas NAND. Alternativamente, elabora una imple-
mentacién solo con puertas NOR.
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Ademads de los médulos combinacionales especializados en operaciones de transmision de datos, existen
otros destinados a llevar a cabo operaciones de tipo 16gico y aritmético. Este capitulo aborda el estudio de
dichos moédulos. Algunas de estas funcionalidades se encuentran implementadas por médulos especializa-
dos y otras estdn integradas en unidades complejas multifuncionales denominadas Unidades Aritmético
Logicas (UAL o Arithmetic Logic Units, ALU).

6.1 El comparador

Un comparador es un circuito combinacional que a partir de dos entradas A y B ofrece tres bits de salida
indicando el resultado de las comparaciones: A < B,A=By A > B.

El disefio combinacional del comparador de un bit es sencillo partiendo de la tabla de verdad de las
funciones asociadas a los tres bits de salida. De este modo se obtiene que:

= La «igualdad» (A = B) se consigue como resultado de aplicar la puerta XNOR. Esto es:
A®B=(A®B)

= La condicién «mayor que» (A > B) se evalia mediante una puerta AND. Es decir:
A=1AB=0=A-B' =1

= La condicién «menor que» (A < B) también se logra mediante una puerta AND. Por tanto:
A=0AB=1=A"-B=1

La figura 6.1 muestra el circuito comparador de un bit resultante para simulacion l6gica con Logisim.

Figura 6.1: Tabla de verdad y circuito 16gico del comparador de un bit.
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Recuerda que la condicién «distinto que» al comparar una pareja de bits se puede evaluar mediante
la puerta XOR. Estoes,A#B=A@GB=1.

Con idéntica metodologia se puede realizar el disefio del comparador de 2 bits a partir de su tabla de
verdad segtn se ilustra en la figura

[aa [ aa iy as)

A Il V

< < <
A{A[Bi[Bo| fi | ] 5
oJojJoJoJo[1]oO
oJojJo]1]ojo]1
olojJ1]ojojo]1
olojt1]1]ojof1
ol1]jojofJ1fofo
oltjofjtrjof1]o
ojl1]1]ojojo]f1
of1f1[1]Jojo]1
1{ofoJo]J1]oO]oO
1{ofol1]1]o0]oO
1{of1]o]Jo]1]oO
1{ojJ1]1]ojof1
1{1]o0]Jo]J1]o0]oO
L[1jof1]1]o0]oO
L[1{1]o]J1]o]oO
1[1]1]1]o]1]oO

Figura 6.2: Tabla de verdad y diagrama 16gico del circuito comparador de 2 bits.

Este circuito se puede obtener a partir del comparador de un bit mediante disefio modular jerdrquico.
En este caso es preciso emplear puertas 16gicas auxiliares para obtener el valor deseado.

A1
B1

A0
BO

(A1=B1) AND (A0>B0) ‘\

@)1 (r>B)

= | f (A1=B1) AND (A0=BO0)
b

(@)2 (A=B)

f3 (A<B)

@ C¥p.
@ 1bit
@ C:rqp.
ﬂ 1bit

| (A1=B1) AND (A0<BO) },

Figura 6.3: Diagrama del circuito 16gico del comparador de 2 bits mediante comparadores de 1 bit y puertas
16gicas adicionales.

Para prescindir de las puertas adicionales en el circuito de la figura 6.3, es preciso utilizar un
comparador completo que incorpore entradas adicionales destinadas a la conexidn de las salidas del
modulo previo. En este disefio jerdrquico la conexién de médulos se realiza propagando el resultado
de la comparacién obtenida de los bits menos significativos hacia el médulo que compara los bits mds
significativos, como se muestra en la figura
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Figura 6.4: Diagrama l6gico del circuito comparador completo de 1 bit.

En la figura 6.4 se observa que el comparador completo de un bit tiene en cuenta nuevas entradas que
son el resultado de la comparacidn de los bits menos significativos. Este médulo permite la comparacion de
un nimero arbitrario de bits mediante conexién en cascada de médulos comparadores. En consecuencia,
el resultado de la comparacién solo tiene en cuenta los bits menos significativos cuando se produce
igualdad en los més significativos. La figura ilustra el diagrama 16gico del comparador de 4 bits
(nibble) mediante empleo de médulos comparadores de 1 bit completos conectados en cascada.

Figura 6.5: Diagrama 16gico del circuito comparador de 4 bits a partir de 4 comparadores completos de 1 bit
(izda.) y médulo Logisim generado (dcha.).

El médulo comparador de 4 bits se puede tratar a su vez como un nuevo médulo con el que implementar
comparadores mas complejos. El circuito integrado comercial 74HC85 es un comparador de 4 bits que
permite obtener comparadores de 8 bits como el que se muestra en el diagrama l6gico de la figura
para simular su comportamiento mediante Logisim.

Figura 6.6: Diagrama 16gico en Logisim para un comparador de 8 bits similar al obtenido mediante CI
74HCSS.
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Los médulos de comparacién expuestos anteriormente comparan nimeros binarios sin signo. Si se
desea comparar dos nimeros enteros (A, B en C1 o C2) se empleardn los médulos descritos anteriormente,
afladiendo algunas puertas 16gicas. En dicha comparacién se pueden dar los casos siguientes:

1. Si ambos nimeros tienen el mismo signo, la comparacién que ofrece el comparador es correcta e
independiente del signo (véase en figura 6.7-izda. las tablas adjuntas de codificacién en C1 y C2).

2. Si los nimeros tienen distinto signo y A es positivo, entonces A > B.
3. Si los nimeros tienen distinto signo y A es negativo, entonces A < B.

Las tres condiciones mencionadas se pueden evaluar mediante un comparador de 1 bit en el que se
compara el complemento del bit de signo. Por tanto, si A y B representan valores con signo (en C1 o C2)
su comparacion se realiza con los médulos ya estudiados en los que el bit de signo se introduce invertido
(ver circuito en figura 6.7-dcha.).

C1 Dec. C2 Dec.
0111 7 0111 7
0110 6 0110 6
0101 5 0101 5
0100 4 0100 4
0011 3 0011 3
0010 2 0010 2
0001 1 0001 1
0000 0 0000 0
1111 -0 1111 -1
1110 -1 1110 -2
1101 -2 1101 -3
1100 -3 1100 -4
1011 -4 1011 -5
1010 -5 1010 -6
1001 -6 1001 -7
1000 -7 1000 -8

Figura 6.7: Cddigos de 4 bits en C1 y C2 junto a su equivalente entero en decimal (izda.), y diagrama 16gico
del circuito comparador de 4 bits con bit de signo (dcha.).

Ten en cuenta que Logisim proporciona mediante su libreria aritmética (Arithmetic), un médulo
comparador que se puede configurar para tener en cuenta el signo (C2) y el nimero de bits. Recuerda
que los nimeros negativos en Logisim emplean codificacion en C2.

Generador de paridad

Las comunicaciones digitales se llevan a cabo mediante envio y recepcion de bloques de bits. Un método
sencillo de deteccion de errores en la comunicacién, consiste en la adicién de un bit de paridad al bloque
de informacién que se va a transmitir. El bit de paridad se puede calcular desde los unos —lo més habitual—
o desde los ceros, y puede ser de dos tipos: par o impar. El cdlculo del bit de paridad (para los unos) se
realiza de modo que la cantidad de unos en el bloque de datos —incluyendo el bit de paridad— sea par
(paridad par, P,) o impar (paridad impar, P;). Para el calculo de la paridad desde los ceros se sigue un
razonamiento dual con el nimero de ceros.

El célculo del bit de paridad se basa en la idea de que la suma de un nimero par de unos es 0. De
este modo, el bit de paridad par desde los unos se calcula mediante la concatenacién de la funcién XOR
(OR-exclusivo) para los bits de datos (ver figura 6.8). Asi se tiene que el circuito generador de paridad
posee la expresion booleana:

P, =D7;®D¢® D5 ® D4 ® D3 @Dy ® Dy DO
Pi:P;y
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Figura 6.8: Diagrama 16gico de circuito generador de paridad de un bloque de 8 bits.

El bit de paridad calculado para un bloque de datos se afiade a los datos que se transmiten. En el
extremo receptor se comprueba el valor de la paridad del bloque recibido para detectar la presencia de
error. En este caso, el circuito recibe el nombre de detector de paridad. No obstante, se debe tener presente
que el bit de paridad solo permite saber si se ha producido el error de un solo bit, sin indicar su posicién.

— Generador de paridad par desde los unos. Dado el bloque de datos de 1 byte
de longitud 0100 0001 que representa la letra A en cédigo ASCII, determina el bit de paridad par
asociado a dicho bloque de datos.

& Solucioén:

Como el ndmero de unos en el bloque de datos es 2 (par), el bit de paridad es 0. El bloque resultante seria
0100 0001 0. Para que la comprobacién de paridad indique que el bloque es correcto, la comprobacién
se realiza con el complemento del cédlculo del bit de paridad sobre el bloque completo (incluido el bit
de paridad).

En Logisim no existe un mddulo para determinacion de la paridad, ya que las puertas XOR se pueden
configurar con el comportamiento de determinacién de la paridad. De este modo, su salida es 1
cuando el niimero de entradas con valor 1 es impar.

Existen circuitos integrados comerciales especificos para el cédlculo del bit de paridad, como el
74HC180 que tiene 8 entradas de datos y dos salidas correspondientes al calculo y la comprobacion de la
paridad. Dicho circuito afiade dos entradas adicionales (7, T;) que indican el tipo de paridad empleado
de modo que se facilita la conexién en cascada de varios circuitos para trabajar con bloques de datos
de mayor longitud. En la figura se ilustra el diagrama 16gico equivalente del circuito 74HC180 y su
aplicacion para generar la paridad de un bloque de 16 bits.

Figura 6.9: Diagrama légico en Logisim correspondiente al circuito integrado 74HC180 (izda.), y esquema de
uso para obtener un comprobador de paridad de 16 bits (dcha.).
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Conversores de codigo

Un conversor de codigo es un médulo combinacional que transforma un cédigo digital en otro diferente.
Para cualquier pareja de cédigos binarios dados se puede implementar un conversor partiendo de la tabla
de verdad cuya entrada es el cddigo original y la salida el c6digo de destino.

— Especificacion de conversor de cédigo mediante tabla de verdad. Las tablas
de verdad de la figura adjunta indican el cambio de cddigo para dos conversores A — B. Determina
las funciones 16gicas que permiten obtener el cddigo B a partir del cddigo A para cada uno de los
conversores.

Conversor 1 Conversor 2

Cod. A| Cod.B Cod. A Cod.B

Al AO Bl BO Al AO B3 BZ Bl BO
oojfojof1p oojfojofojof1p
MO 1]11]0])2 1Mo[{1}J0|]0]|1]0]}2
211 {01 1]3 21 {o0ojJof[1]0]1]}5
3J]1({110(|0]0 31 (11111014

[ Solucion:

Por inspeccién directa de las tablas de verdad es posible obtener las expresiones l6gicas para el cédigo
de destino en cada uno de los dos conversores:

Conv. 1 Conv. 2
By =A1®A0 B3 =A;-Ap
By =A), By =A

By =Ap
By = A

Este tipo de médulo se puede implementar alternativamente mediante:

(A) Puertas logicas elementales. La funcién l6gica de cada uno de los bits del cédigo de salida se
obtiene a partir de la tabla de verdad mediante minimizacién (SOP o POS) obtenida con K-maps o
alguna estrategia alternativa de minimizacién de funciones ldgicas.

(B) Decodificador (DEC). La funcién de cada bit del c6digo de salida se puede implementar a partir
de sus términos canénicos mediante un DEC cuya entrada es el cédigo a convertir. También es
posible emplear multiplexores para la implementacién del conversor. Sin embargo, es preciso un
MUX por cada uno de los bits de cédigo de salida. Por tanto, en una simulacién con Logisim es
preciso configura MUX multibit, con un nimero de bits igual al del c6digo deseado en la salida del
conversor de cédigo.

(C) DEC-COD concatenados. Empleando una pareja DEC/COD para decodificar a decimal el cédigo a
convertir y emplear un COD conectado en cascada para obtener la nueva codificacion.

(D) Memorias ROM. En este caso el cédigo de entrada corresponde con la direccién de memoria en la
que se almacena el cédigo de salida.

— Implementacién de un conversor de cédigo. Dados los conversores de c6digo
del ejemplo anterior, implementa los circuitos de conversién correspondientes para simulacion légica
con Logisim mediante: (A) puertas 16gicas, (B) DEC, y (C) concatenacién DEC-COD.

& Solucion:

Las figuras adjuntas muestran los circuitos de implementacién resultantes empleando: (A) puertas
légicas, (B) DEC, y (C) concatenacién DEC-COD.
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Cuando los conversores de cédigo son complejos por tener un nimero elevado de bits, su disefio
se puede simplificar mediante empleo de memorias ROM. En una memoria ROM la entrada indica
la direccion de memoria del elemento almacenado que se obtiene a la salida. De este modo la
entrada constituye el cédigo que se transforma en cédigo almacenado en la posicién de memoria
direccionada.

6.4 Mobdulos aritméticos

En las secciones siguientes se describe los médulos combinacionales relacionados con las operaciones
aritméticas elementales.

6.4.1 El semisumador

El semisumador (half adder o HA) es el médulo aritmético mds sencillo, ya que a partir de dos bits de
entrada A y B, obtiene la suma S y el acarreo correspondiente Coy, Sin tener en cuenta la existencia de un
acarreo de entrada Gj,.

La suma de los bits de entrada se obtiene mediante la operacién l6gica XOR vy el valor del acarreo
mediante la operacion l6gica AND. Esto es, el acarreo de salida se produce cuando A y B valen simulté-
neamente 1. En la figura 6.10 se muestra el diagrama de bloques del semisumador, su tabla de verdad y la
implementacion mediante puertas l6gicas. Con dicho circuito no es posible propagar el acarreo pues se
necesita una entrada correspondiente al acarreo (Cj,) obtenido como salida de médulos previos.
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A B [Cud S
0 0[O0[O
0 1[0]1
1 0]0f1
I 1]1/[0

Figura 6.10: Tabla de verdad del semisumador de 2 bits y diagrama del circuito correspondiente.

Como se observa en la tabla de verdad del semisumador (ver figura -izda.) si se considera el valor
binario [Coy S] este codifica tanto el valor de la suma total, como el nimero de unos existentes en las
entradas A y B. En este caso el valor del acarreo Cy, es el bit mds significativo y la suma S, el menos
significativo.

Recuerda la diferencia entre la suma aritmética —tratada en esta seccion— y la suma logica
(operacién OR), ya que su valor no coincide cuando ambos bits de entrada valen 1.

El sumador completo

Como se indic6 en la seccion anterior, el médulo semisumador no es capaz de propagar el acarreo, ya
que no considera acarreo en su entrada. Por este motivo surge la necesidad de considerar el disefio del
sumador completo (full adder o FA). Como se puede observar en la figura -izda, dicho médulo tiene
en cuenta el acarreo de entrada (Cjy).

Cin A B Cout S
0 0 0[0]O0
0 0 1[0]1
0 1 0[0]1
0 1 1]1[0
1 0 0f[0]1
1 0 1[1]0O0
1 1 0[1]0
I 1 1(1]1

Figura 6.11: Tabla de verdad del sumador completo de 2 bits y diagrama del circuito correspondiente.

En la tabla de verdad del sumador completo se comprueba que el valor binario codificado por Coy
(MSB) y S (LSB) ofrece tanto el valor de la suma total, como el nimero de entradas activas del FA (Cj,, A
y B). Este es un resultado interesante, pues es la base para determinar el nimero de entradas activas a un
circuito, o el nimero de unos en un bloque de datos. De modo alternativo el sumador completo se puede
obtener mediante conexion en cascada de dos semisumadores (HA), segin se muestra en la figura

Figura 6.12: Diagrama del circuito 16gico del sumador completo (FA) de dos bits obtenido a partir de dos
semisumadores (sup.), y detalle (inf.).
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6.4.3 Andlisis de desbordamiento

En una operacién aritmética se produce desbordamiento (overflow) cuando el resultado de la operacion no
es representable con el nimero de bits disponible.

El rango de representacién en C2 con 7 bits es [—2"~!,2"~! — 1]. Por ejemplo, con n = 4 dicho rango
es [—8,7] y conn =5 es [—16,15]. Cuando se suman dos nimeros del mismo signo en C2, se produce
desbordamiento si el resultado excede los limites del rango para el nimero de bits empleado. Cuando
se suman dos nimeros de n bits en C2, el resultado puede tener un tamafio de n + 1 bits, siendo el bit
extra sefializado mediante el bit de acarreo obtenido en la suma. Sin embargo, el valor de dicho bit no es
indicativo de una situacién de desbordamiento.

Ejemplo 6.4 — Desbordamiento para la suma en C2. Calcula la suma 7+ 1 en C2 con 4 bits.
[& Solucion:

Como se emplean 4 bits, el bit MSB se reserva para el signo. Sin embargo, esto no afecta a la
representacion en los sumandos de este ejemplo, ya que se trata de dos nimeros positivos: 719 =
0111c2 y 1(10 = 0001¢2. Realizando la suma en binario se tiene:

0 1 1 1 =74
+ 0 0 O 1 — 1(10
0 1 0O 0 0 — —8(10 /ERROR/

En este caso, aunque no hay acarreo final (el bit correspondiente es 0), el resultado no es correcto
pues se produce desbordamiento, ya que el resultado correcto 8;o queda fuera del rango representable
en C2 con 4 bits, que es [—8,7|. Para resolver esta situacién habria que afiadir un bit a la representacion
de los nimeros empleados en esta operacion. u

En los sistemas digitales es muy practico detectar automéaticamente la situacion de desbordamiento
al realizar una operacién aritmética. Veamos como se consigue en una operacién de suma como la del
ejemplo anterior. Para ello, se debe analizar el bit de signo de los sumandos (debe ser igual), el bit de
signo del resultado (distinto al de los sumandos), y los acarreos obtenidos en las distintas fases de la suma.
El desbordamiento se produce si concurren las condiciones siguientes (ver figura 6.13):

= Al sumar dos nimeros positivos el resultado obtenido es negativo. Esto es, A, =B,-1 =0y
Cin = 1, ya que en este caso se tiene que S,,_; = 1 con Cyy = 0.

= Al sumar dos nimeros negativos el resultado obtenido es positivo. Esto es, A, =B,_1 =1y
Cin =0, puesto que S,—1 =0 con Gy = 1.

_(_:_in,'\\' Acarreo

EAIY-IEAH—ZAVI-3A)1-4 AO w_
+ EB)7—IEBn—ZBn-3Bn—4 ... By 4 Operandos

Cout :Sn-liSn-Z Sn-3 Snea e So <4— Sumas
Acarreo g_ t----

Bit de signo

Casos de desbordamiento

L0 i Pl Cin

0 1 Desbomamiento

Cout

Bit de signo Bit de signo

Figura 6.13: Condiciones de aparicién de desbordamiento en la suma.
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Para comprobar las condiciones mencionadas, es posible realizar una comparacion en la que solo
intervengan el acarreo previo (Cy,) y el resultante (Coy) cuando se suma el bit MSB de los operandos,
ya que se produce desbordamiento siempre que los acarreos mencionados son distintos. Por tanto, la
condicion de desbordamiento se detecta mediante la funcion XOR de dichos acarreos. Es decir, el
desbordamiento se produce siempre que en la suma del bit mds significativo se cumple:

Cin S Cout =1

Sumador paralelo con acarreo serie

El sumador paralelo con acarreo serie es un circuito combinacional en el que la suma se realiza bit a
bit mediante sumadores completos (FA), teniendo en cuenta que el acarreo generado en la suma de dos
bits se propaga a la suma siguiente de mayor orden. En la figura se muestra el diagrama del circuito
16gico del sumador paralelo de 4 bits (nibble) en el que se emplean cuatro sumadores completos de 1 bit.
En este diagrama se tiene en cuenta también la presencia de un acarreo de entrada y de salida para todo el
conjunto, asi como la comprobacién de desbordamiento en la suma mediante la operaciéon XOR explicada
en la seccién anterior.

Figura 6.14: Diagrama de circuito 16gico de sumador paralelo de 4 bits con acarreo serie.

Este sumador realiza la suma de cada pareja de bits en paralelo. Sin embargo, el acarreo final se
obtiene una vez que se han propagado los acarreos por todas las etapas del sumador. Dicho de otro modo,
el acarreo de entrada en una etapa no estd disponible hasta que se genera el acarreo de salida de la etapa
anterior. Por tanto, este sumador también se conoce como sumador paralelo con acarreo retardado (ripple
carry adder).

La figura muestra el retardo para obtener el acarreo de salida para cada etapa. Por ejemplo, si
el retardo en cada etapa es de 20 ns, no se puede garantizar la lectura correcta del acarreo de salida del
sumador Co,; hasta que no han transcurrido 80 ns. De modo similar, no es posible garantizar que el valor
del bit S5 de la suma sea correcto hasta que han transcurrido 60 ns.

Figura 6.15: Diagrama del circuito 16gico del sumador paralelo con acarreo serie sefialando el retardo acumu-
lado en la propagacién del acarreo.
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Por tanto, el sumador paralelo con acarreo retardado presenta un retraso en la obtencién del resultado
final por la acumulacion del retardo en cada etapa de la suma. Cuando se desea un sistema mds rapido
se emplean sumadores mas complejos que realizan el cdlculo del acarreo de modo anticipado (carry
look-ahead adder). En estos Ultimos se realiza un cambio de variable para expresar tanto los acarreos
como las sumas en funcién de dos nuevas variables definidas para cada etapa.

= Acarreo propagado: P, = A; ® B;
= Acarreo generado: G; = A; - B;

La figura muestra en el circuito 16gico del sumador completo los valores de los acarreos mencionados.

Figura 6.16: Sumador completo de 1 bit mostrando el acarreo propagado (P;) y generado (G;).

La figura muestra que la suma y el acarreo de salida de cada etapa de la suma son:
Si=haC
Ci1=Gi+F-C

Teniendo en cuenta las ecuaciones del acarreo C;; 1, para un sumador paralelo con acarreo anticipado de 4
bits, los acarreos de salida de cada etapa se obtienen como (con Cp = Ciy y C4 = Coyy):

Ci=Go+PC
G, =G +PCp =G +PGy+ PPy
G =G+ PG = Gy + PG+ PGy + P.PLRCy
Cys=G3+PC3=G3+ P3Gy +PP,G+ PsP,P Gy + PsP,P PyCy
Este sumador se puede emplear como un médulo para realizar disefio jerdrquico y obtener sumadores mds

complejos. Para facilitar dicho disefio el médulo sumador de 4 bits deberia proporcionar como salidas
adicionales los acarreos generado y propagado del bloque completo:

GG =G3+P;C3 =G3+ P3Gy + P3P,G1 + PsP,P Gy (Acarreo generado)
PG = P;P,P P,y (Acarreo propagado)

Para la simulacién de circuitos aritméticos, Logisim proporciona un médulo sumador que permite
indicar —en sus atributos— el nimero de bits de las entradas de datos a sumar. Ademads, incluye
tanto un acarreo de entrada como de salida.

Sumador-Restador

Para realizar la operacion de resta se diseflan circuitos aritméticos combinacionales andlogos a los
sumadores. Si tenemos en cuenta que la representacion binaria de nimeros negativos en C2 permite
efectuar la suma de niimeros con signo, la resta se puede considerar la suma del sustraendo expresado
en C2. Dicho de otro modo, tanto la suma como la resta se implementan como una suma si se emplea
complemento a dos para representar los nimeros negativos.

El circuito de la figura emplea el subcircuito sumador de 4 bits de la figura para sumar dos
nimeros A y B expresados en C2. Ademds, se afiade una entrada de control (Suma’ /Resta) que controla el
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tipo de operacidn aritmética realizada. Las puertas XOR permiten cambiar el signo de B en la operacién
de resta si Suma’/Resta = 1. Al sumar el acarreo de entrada se obtiene el cambio de signo de B expresado
en C2. Resumiendo:

= SI Suma’/Resta = 0, se lleva a cabo A + B, ya que las puertas XOR dejan inalterada la sefial B y en
la suma no se aflade ningtin acarreo de entrada.

» SI Suma’/Resta = 1, se realiza la operacion A+ B +1=A — B. Esto es, lasumade Ay B con B
expresado en C2.

Figura 6.17: Diagrama de circuito 16gico sumador-restador de 4 bits.

Sumador BCD

La suma en BCD presenta diferencias respecto a la suma en binario natural, ya que el cédigo BCD
no emplea los dltimos 6 cddigos construidos con 4 bits (del 10 al 15). Por tanto, se trata de un cédigo
incompleto. Para hacer la suma en BCD se debe afiadir un circuito que detecte si el resultado excede el
valor 1001, = 9(j¢. Esta circunstancia se indica mediante el bit de acarreo. Entonces para obtener un
codigo BCD valido, se suma el valor 0110, = 6(1¢ al resultado. El circuito de la figura muestra el
diagrama de un circuito 16gico utilizando el subcircuito del sumador completo de 4 bits de la figura
para simular el funcionamiento del sumador de BCD. Dicho circuito afiade el elemento display de digitos
hexadecimales (hex digit display) para mostrar los operandos y el resultado final.

El circuito que detecta que el resultado excede el valor 1001, = 91 es un circuito combinacional
cuyas entradas son los bits del resultado de la suma en binario natural y el acarreo de salida de dicha suma.

Figura 6.18: Diagrama de circuito 16gico sumador de BCD.
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Médulos de multiplicacion y division

La multiplicacién y la division son dos operaciones aritméticas que se pueden calcular ficilmente mediante
operaciones de suma y resta. La multiplicacion se puede calcular como la suma del multiplicando repetida
tantas veces como indique el multiplicador. La division consiste en la resta sucesiva del sustraendo al
minuendo para determinar el nimero de veces que el primero estd contenido en el minuendo. En cualquier
caso es posible disefiar circuitos dedicados que realicen las operaciones de multiplicacién y division.
Por ejemplo, en la figura se ilustra el diagrama de un circuito combinacional de multiplicacién que
emplea sumadores completos (FA) de un bit y puertas 16gicas adicionales para obtener la multiplicacién
de operandos con 3 bits.

Figura 6.19: Diagrama de circuito 16gico multiplicador de 3 bits.

Recuerda que cuando el factor de multiplicaciéon/division es potencia de 2, el resultado se puede
obtener mediante desplazamiento hacia la izquierda/derecha tantas posiciones como indique el
exponente empleado para obtener el multiplicador/ divisor. Asi, el desplazamiento de una posicién
equivale a un factor de 2, dos posiciones a un factor de 4 y asi sucesivamente. Logisim incorpora el
elemento shifter de la libreria aritmética que proporciona esta funcionalidad de desplazamiento.

Cdlculo del nuimero de entradas activas

En ciertas situaciones es preciso conocer el nimero de entradas activas (a nivel alto) en un sistema digital.
Para realizar este célculo todas las entradas son igualmente significativas. Por tanto, el orden en el que se
toman es indiferente. El cdlculo emplea sumadores completos, ya que la salida de estos es un valor binario
de dos bits [Coy ST cuyo valor decimal es el nimero de entradas activas en el sumador. Si el nimero
de entradas es superior a 3, entonces se pueden hacer dos sumas independientes con dos sumadores
completos que permiten evaluar hasta 6 entradas. El resultado final se obtiene mediante una suma en
paralelo de las dos sumas parciales previas.

En la figura se muestra el diagrama de un circuito 16gico que obtiene el niimero de entradas
activas de un total de 7. Para conseguirlo, emplea varios sumadores completos de 1 bit en los que se
realiza la suma bit a bit de modo ordenado para las 7 entradas.
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Figura 6.20: Diagrama de circuito 16gico para calculo de niimero de entradas activas mediante sumadores
completos de 1 bit.

Logisim proporciona el elemento bit adder de la libreria aritmética que permite obtener el nimero
de bits activos en su entrada multibit (ver figura -dcha.).

Unidad Aritmética Légica

Una unidad aritmética l6gica o UAL (en inglés, arithmetic logic unit o ALU) es un médulo combinacional
capaz de efectuar varias operaciones con sus sefales de entrada: de tipo 16gico (OR, AND, etc.) y
aritmético (suma, resta, etc.). Una ALU tiene tres tipos de sefiales:

1. Datos. Proporcionan los operandos de las operaciones, su resultado y el acarreo final.
2. Control. Indican el tipo de operacion que se obtiene como resultado.
3. Auxiliares. Son sefiales que facilitan la interconexién con otros médulos funcionales.

A modo de ejemplo, a continuacién se muestra el proceso de disefio de una ALU sencilla para
simulacién légica, con las caracteristicas siguientes:

= Dos operandos de entrada de 4 bits: Ay B.

= Cuatro sefales de control para seleccionar la operacién de salida: [S3.5,.5; Sg]. Con ellas se podria
codificar hasta 16 operaciones distintas. Sin embargo, en este caso se implementan solo 12: 4
operaciones logicas y 8 aritméticas.

= Cinco sefiales de salida para el resultado de la operacién [ f3 f> f1 fo] y el acarreo de salida (Cyyy).

La figura muestra el diagrama global de la ALU propuesta y la estrategia de implementacién para
simulacién 16gica mediante Logisim. En el diagrama del circuito 16gico se ilustra como se emplea la sefial
S3 para discriminar entre las operaciones logicas y las aritméticas al utilizarla como sefial de seleccion del
MUX 2 x 1 de salida que dirige hacia la salida el resultado de la operacién deseada.

Figura 6.21: Diagrama de la ALU propuesta (izda.), y circuito l6gico correspondiente para simulacion (dcha.).
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A continuacion se describe en detalle la implementacion de los bloques de operaciones logicas y
aritméticas. El bloque 16gico se implementa mediante un MUX 4 x 1 multibit, con S> y S como entradas
de seleccion para obtener a la salida el resultado de la operacién légica seleccionada. La figura
muestra los detalles del diagrama del circuito que permite simular su funcionamiento l6gico. Es importante
distinguir el empleo de elementos multibit para simplificar el circuito resultante. En este caso, las puertas
l6gicas actdan bit a bit sobre los operandos multibit.

| S:=0 (Op. I6gica) |

S, S;| oOp.
0 0] 4B
0 1| A+B
1 0| 4
1 1 |4@B

Figura 6.22: Tabla de seleccion de operacion 16gica (izda.), y diagrama de circuito correspondiente con puertas
16gicas y MUX 4 x 1 multibit (dcha.).

El disefio del bloque aritmético de la ALU (ver figura ) se basa en el uso de un sumador completo
de 4 bits (ver figura ), ya que en todas las operaciones aritméticas se realiza la operacién de suma.
Para completar la operacién deseada es preciso que el operando B sufra una conversién dependiente de la
operacioén seleccionada.

S;=1 (Op. aritmética)
S, S¢S Op. D
0O 0 0 A+B B
0 O 1 A+B+1 B
0 1 0 A-1 1111
0 1 1 | A+1111+1 1111
1 0 0 A 0000
1 0 1 A+1 0000
1 1 0 A-B-1 B’
1 1 1 A-B B’
Figura 6.23: (izda.) Tabla de seleccion de operacion aritmética, y (dcha.) diagrama de circuito 16gico corres-
pondiente.
La figura muestra los detalles del disefio del bloque combinacional de conversién del operando B.

Para realizar dicho disefio se tiene en cuenta los valores de las entradas S, y S;. Dichos valores seleccionan
tanto el tipo de operacién, como el valor de salida D del bloque en funcién del valor de la entrada B. En
este caso se han empleado subindices tanto en B; como D; para sefialar que se trata de sefiales multibit. El
disefio combinacional proporciona el valor para D;:

D; =S,B;+S1B;

Para la implementacidn de este bloque en Logisim se emplea el elemento extensor de bits (bit extender),
de la libreria Wiring, que permite realizar operaciones de tipo multibit entre las variables S; y B;. La
extension de bits para Sy y S, se obtiene replicando su valor al conjunto de los 4 bits requeridos para
realizar las operaciones bit a bit con la variable B.
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Figura 6.24: Disefo del bloque de conversion del operando B de entrada al médulo aritmético de la ALU
junto con el diagrama del circuito 16gico para simulacién.

Conceptos clave

Implementacién de comparador multibit.

Bit de paridad: generacién y deteccion.

Implementacién del semisumador y el sumador completo de 1 bit.

Implementacion del sumador en paralelo con acarreo serie.

Condiciones de desbordamiento y deteccidn.

Implementacién Sumador/restador y sumador BCD.

Implementacién de ALU sencilla y uso de MUX para seleccion de resultado en la salida.
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Problemas propuestos

Problema 6.1 Disefia un circuito digital que partiendo de dos entradas (A y B) de 4 bits obtenidas
mediante sendos diales, muestre el valor menor en un display de 7 segmentos segin muestra la figura
adjunta. Contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

1.- ;Qué tipo de operacion se debe efectuar para determinar el valor menor? ;Es necesario algun tipo
de memoria?

2.- Implementa un circuito con Logisim que permita simular el comportamiento 16gico del siste-
ma (Nota: puedes emplear cualquiera de los modulos funcionales incluidos en las librerias del
programa).

3.- Realiza las modificaciones oportunas al circuito, afiadiendo un segundo display que muestre el
mayor de los valores. En caso de igualdad (A = B) no se debe mostrar nada en ambos displays.

(menor
—_—
I—
01 0 Of= . . .
A Sistema digital
Bl0O 1 Of=

Problema 6.2 En un sistema digital se introducen tres niimeros de 4 bits (A, B y C) sin signo. Disefa el
circuito l6gico con Logisim correspondiente a un sistema digital que muestre en un display el mayor de
los tres nimeros. Modifica el disefio para que el display no muestre nada en caso de que A =B =C.

Problema 6.3 Para garantizar la calidad del producto en una planta de produccién farmacéutica se debe
controlar la temperatura 7' de un reactor quimico en el rango [—3°C, +5°C]. Para conseguirlo, si el valor
de T queda fuera del rango mencionado se debe activar una alarma (mediante nivel alto). El valor de la
temperatura se obtiene mediante un sistema sensorial —ya existente— que proporciona el valor de T
codificado en complemento a 2. Disefia el sistema digital que activa la alarma mencionada dependiendo
del valor de T contestando razonadamente a las cuestiones siguientes:

1.- ;Cuantos bits se precisan como minimo para expresar el valor de 7?7

2.- ¢Qué tipo de operacion se debe efectuar para determinar si 7 estd dentro del rango deseado?

3.- Implementa un circuito con Logisim que permita simular el comportamiento del sistema empleando
los médulos funcionales incluidos en las librerias disponibles. Recuerda que el sistema sensorial ya
proporciona la informacién de temperatura en C2.

g

~

T Sistema generador
(C2) de alarma

Problema 6.4 Disefia un circuito combinacional de dos entradas con 4 bits A y B cuya salida f sea:

= 0000,siA>BoA=8B
» BenCl,siA<B

Contempla los requisitos siguientes:
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1.- Emplea un comparador y los médulos combinacionales necesarios de Logisim para simular el
comportamiento 16gico del sistema.
2.- Modifica el circuito para que f = B en C2 cuando A < B.

Problema 6.5 En la salida de un parking se instala un sistema sensorial que proporciona la velocidad
en km/h de los vehiculos que abandonan el parking, codificada en BCD. La resolucién de dicho sistema
sensorial es de 1 km/h. Disefia un circuito de alerta luminosa a los conductores cuando la velocidad del
vehiculo sea excesiva, al superar 15 km/h (ROJO), o cuando sea demasiado reducida, al no superar los
5 km/h (AMBAR). Si la velocidad estd en el rango permitido la sefial luminosa serd de color VERDE.
Contesta razonadamente las cuestiones siguientes:

1.- ;Cudntos bits se precisan como minimo para codificar la velocidad de los vehiculos?

2.- Disefia un circuito con Logisim que muestre la velocidad del vehiculo mediante displays de 7
segmentos y active la alerta luminosa correspondiente cuando la velocidad del vehiculo esté fuera
del rango requerido.

Vel. (km/h)

Sistema generador
de alarma

emasiaao rapiao

—@ D iado rapido (ROJO)
el. Apropiada

—»@ Vel. Apropiada (VERDE)

—»() Demasiado lento (AMBAR)

—>

Problema 6.6 Implementa un conversor de 4 bits de cédigo BCD a BCD-ex3 (BCD exceso 3). El cédigo
de entrada serd [A BC D] y el de salida [pgrs], donde cada una de las variables 16gicas representa un bit
del cédigo correspondiente. Contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

1.- Construye la tabla de verdad del conversor,
2.- Determina las expresiones simplificadas para las funciones de salida p, g, r y s.
3.- ;Cudles son las formas canénicas de las funciones de salida?

NOTA: Recuerda que el codigo BCD-ex3 se obtiene sumando 3 al BCD natural.

—A4_) MSB MSB—2—)
—E —1
—C —_—
—L _ |sB LSB ——»

Problema 6.7 Disefia un circuito combinacional que convierta un cédigo Gray de cuatro bits en el nimero
binario correspondiente la tabla adjunta. Ademads del disefio convencional intenta la implementacién del
circuito con puertas légicas de tipo OR exclusivo (XOR).
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Cod. Gray \ Bin. natural

0000 0000
0001 0001
0011 0010
0010 0011
0110 0100
0111 0101
0101 0110
0100 0111
1100 1000
1101 1001
1111 1010
1110 1011
1010 1100
1011 1101
1001 1110
1000 1111

Disefia un circuito combinacional para convertir a BCD, un digito decimal codificado con
cddigo binario ponderado (8, —4,—2,1). De este modo, por ejemplo el cddigo 1111 corresponde al digito:
IX(+8)+1x(—4)+1x(=2)+1x(+1)=3

Completa razonadamente los apartados siguientes:

1.- Calcula la tabla de verdad del conversor de cédigo.
2.- Implementa el conversor mediante puertas légicas.
3.- Repite la implementacién mediante combinacién de DEC y COD.

Disefla un circuito 16gico que, partiendo de un cédigo BCD, active un display de 7
segmentos para mostrar el digito decimal correspondiente. El display de 7 segmentos estd formado por
LED encargados de la iluminacién de cada segmento del display. Cada LED se activa con un nivel alto (1),
si su configuracion es en catodo comun o con un nivel bajo (0), si su configuracién es en 4nodo comun.
Suponer para este ejercicio una configuracién en catodo comun y la denominacién de segmentos segtin se
indica en la figura adjunta. Completa razonadamente cada uno de los apartados siguientes:

1.- Construye la tabla de verdad para las funciones de activacion de los segmentos del display.

2.- Determina las expresiones simplificadas de las funciones de salida.

3.- Implementa el conversor de cédigo mediante una memoria ROM empleando Logisim para simular
su comportamiento.

N
L
O

Disefia un conversor de cddigo de cuatro bits que convierta un nimero binario de cuatro
bits representado en C2 [ABCD] a su representaciéon en SM (signo magnitud) con 4 bits [pgrs|. Se
debe tener en cuenta que el cédigo 1000 permanecerd inalterado. Completa razonadamente los apartados
siguientes:

1.- Construye la tabla de verdad de las funciones de conversion.

2.- Determina las formas candnicas de las funciones de salida p, g, r y s.

3.- Calcula las expresiones simplificadas de las funciones de salida.

4.- Implementa el conversor mediante concatenacién de DEC-COD para simulacién con Logisim.
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El diagrama de la figura adjunta representa un sumador completo (full adder) de 3 bits.

A 7
oo
1
Sumador «—

Cout *3 S

Completa razonadamente los apartados siguientes:

1.- Indica cudles son las sefiales de entrada y cudles las de salida sefialando el nimero de bits de cada
una y su valor.

2.- (Especifica qué tipo de operacidn realiza el sistema: 16gica, aritmética u otra?

3.- ;(Cudles son los valores menor y mayor posibles a su salida y con qué valores de entrada se produce
cada uno?

4.- Implementa un circuito equivalente con puertas logicas para simulacién con Logisim.

Implementa el sumador completo de 1 bit mediante un DEC y puertas l6gicas de dos
entradas (Sugerencia: construye la tabla de verdad del sumador completo de 1 bit).

Implementa mediante Logisim un sumador completo de 4 bits con acarreo anticipado.
Emplea disefio jerdrquico usando un médulo sumador completo de 1 bit que proporcione como salidas: el
acarreo propagado (P, = A; @ B;), el acarreo generado (G; = A; - B;) y la suma (S; = P, & ().

Dado el circuito de la figura adjunta contesta razonadamente las cuestiones de los
apartados siguientes:

1.- Enumera tanto las variables de entrada como de salida del circuito y determina la tabla de verdad
de las salidas respecto de las entradas.

2.- Calcula las formas candnicas de las funciones 16gicas de salida.

3.- Expresa la relacion aritmética entre la entrada y la salida del sistema.

4.- Implementa un circuito aritmético equivalente al sistema proporcionado inicialmente. Emplea
Logisim para realizar la simulacion 16gica de los circuitos.

Modulo aritmético

Ay
1 >0 Mux £
1 2x1

<

Ay
—>0
[A4; Ao MUX i A fif
Ay 1 2x1
—>

Q Jo
Ay DEC >
— 1x2

1—>

Dado un ntimero A de 4 bits codificado en C2 (con signo). Disefia un circuito 16gico con
Logisim que muestre en un display el valor absoluto del nimero indicando en el punto decimal (dp) si A
es negativo (dp = 1).
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Problema 6.16 En un sistema digital se introducen dos nimeros A y B de 4 bits en C2. Completa
razonadamente los apartados siguientes:

1.- Disefia un circuito que muestre en un display el resultado de la resta A — B cuando esta sea de signo
positivo o 0. En caso contrario no se debe mostrar nada.

2.- Modifica el disefio para que se muestre en el display el valor absoluto del resultado indicando el
valor del signo en el punto decimal del display (activo para negativo) y (apagado para positivo).

NOTA: Utiliza Logisim con cualquiera de los modulos disponibles.

Problema 6.17 Un acusado serd juzgado en un juicio con jurado popular formado por cuatro miembros:
A, B, C'y D. Cada miembro del jurado emitira su voto (inocente=0 o culpable=1) mediante activacién de
un interruptor. El veredicto final tendrd en cuenta la suma de votos individuales, pero en caso de empate
decidira el voto de calidad del miembro A del jurado. Se reservara un interruptor especial para el juez,
cuya activacién cambia el sentido del veredicto final. Disefia un circuito combinacional para simulacién
l6gica con Logisim que implemente la funcionalidad descrita ofreciendo como salida el veredicto.

o 0
. 82

Juez

Problema 6.18 Una comisién parlamentaria estd formada por miembros de dos partidos politicos L'y C,
siendo su composicion: 4 miembros de L y 3 de C. Las decisiones de la comision sobre una propuesta
(1=a favor, O=en contra) se tomardn de acuerdo al siguiente criterio:

2 SI hay mayoria de votos entre los miembros de L, ENTONCES esta serd la decisién adoptada.
2 SI se produce un empate entre los miembros de L, ENTONCES la decision sera la que adopte la
mayoria de los miembros de C.

Disefia un circuito 16gico que proporcione la decisién de la comisién tomando como entrada los votos de
cada uno de los miembros de la misma. Sugiere el esquema de un circuito 16gico con Logisim para poder
simular el funcionamiento 16gico de la comision.

Problema 6.19 Se tienen las dos calificaciones N; y N; de un estudiante expresadas en BCD con 4 bits.
La calificacién méxima posible es 9. Disefia un circuito 16gico que obtenga la nota final del estudiante en
funcidn del valor de entrada de dos seiiales de control [C; Cp| segiin el siguiente criterio:

00 — nota minima,

01 — nota media redondeada por defecto,
10 — nota media redondeada por exceso, y
11 — nota maxima.

Elabora un circuito 16gico con Logisim que permita simular el funcionamiento légico del sistema.
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7.1

En un circuito digital sin realimentacidn, la salida solo depende del valor de sus entradas. La salida cambia
en cuanto se modifica el valor de las entradas. En realidad, existe un pequefio retardo en los cambios
de las sefiales de salida derivado del tiempo requerido para la propagacion de las sefiales eléctricas a
través de las puertas I6gicas que componen el circuito. Los circuitos combinacionales estudiados en los
capitulos previos se comportan de este y a pesar de sus limitaciones son muy ttiles resolviendo problemas
habituales en los sistemas digitales.

En los circuitos secuenciales la salida depende tanto de la entrada al circuito, como de su historia
previa. Por tanto, son sistemas que precisan de elementos capaces de almacenar informacién sobre su
historia pasada. En este capitulo se inicia el estudio de los fundamentos de los circuitos secuenciales
comenzando por sus elementos mds simples: los biestables.

Circuitos digitales realimentados

En ocasiones es preciso que los sistemas digitales actien de acuerdo a su historia previa. Por ejemplo, si
es preciso activar una alarma doméstica de intrusién mediante un detector PIR,' la sefial de activacién
no puede ser una funcién que activa momentdneamente la alarma en funcién de las entradas, ya que
cuando el detector se desactiva la alarma deja de sonar. La figura 7.1 muestra un posible circuito l6gico de
activacion momentdnea de la alarma.

Figura 7.1: Sistema combinacional de activacién momentdnea de una alarma.

En este circuito se precisa memoria que permita la activacion memorizada o sostenida de la alarma
una vez detectada la intrusion. Dicho circuito se denomina sisterma secuencial y en €l la salida estaria
gobernada por el valor de las sefiales de entrada y el estado previo del circuito (p. €j., la deteccion de

I'Sensor pasivo de infrarrojo de movimiento de tipo TODO/NADA.

|
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intrusion). En dicho circuito, cuando se detecta a un intruso, se activa la alarma de modo sostenido, aunque
el detector deje de detectar movimiento un instante después.

Definicién 7.1 — Acciones momentdneas vs. memorizadas. Las acciones momentdneas son
aquellas que tienen lugar mientras se cumple la condicién que las activa. Por el contrario, las acciones
memorizadas o sostenidas son aquellas que se inician con una condicion (set) y se mantienen aunque la
condicién que las activé se deje de cumplir. Estas acciones terminan cuando se cumple una condicion
de finalizacion (reser). ]

La relacién entre condiciones y acciones momentaneas se implementa mediante 16gica combinacional.
Por el contrario, la relacién entre las condiciones de inicio (set), fin (reset) y las acciones memorizadas se
consigue mediante l6gica secuencial.

Definicion 7.2 — Estado de un sistema digital. El estado de un sistema estd constituido por el
valor de salida de los elementos de memoria del sistema en un instante determinado. En este texto
se representa con la letra Q. El estado queda almacenado en los elementos de memoria hasta que se
produce un cambio en los mismos. "

La salida de un sistema secuencial estd determinada por el estado almacenado en sus elementos de
memoria, bien directamente —coincidiendo en este caso con el estado— o bien mediante una funcion
l6gica combinacional dependiente del estado y de la entrada al sistema. Los cambios en la salida de este
tipo de sistema se pueden producir de dos modos:

= Modo asincrono. Si el cambio de estado se realiza inmediatamente tras la modificacién de las
entradas al sistema.

» Modo sincrono. Si el cambio de estado se produce cuando cambian las entradas al sistema, pero
solo si una sefal de control habilita dicho cambio. Dicha sefal de control se denomina sefial de
sincronismo o disparo, ya que es responsable de «sincronizar» o «disparar» el cambio de estado del
sistema. La sefal de sincronismo puede activar el cambio de estado mientras permanece en un nivel
determinado, en este caso se habla de activacion o disparo por nivel. Mientras que si el cambio de
estado tiene lugar cuando la sefal de sincronismo sufre un cambio o transicién, se conoce como
activacion o disparo por flanco.

Definicion 7.3 — Transicion de una senal digital. El cambio de nivel 16gico de una sefal digital se

denomina transicion de dicha sefial. "
Las transiciones de una sefial digital generan flancos en su forma de onda de dos tipos (ver figura 7.2):
a) Flanco de subida o positivo (rising edge): si la sefial cambia de nivel bajo a nivel alto (7).

b) Flanco de bajada o negativo (falling edge): si la sefial cambia de nivel alto a nivel bajo ({.).

Figura 7.2: Sefial l6gica en la que se muestran las transiciones y los flancos en su forma de onda.

Para que un circuito pueda almacenar informacién es preciso que posea realimentacion o feedback de
las sefiales de salida hacia las entradas del circuito. De este modo la informacién «recircula» y no se pierde
al modificar el valor en las entradas. Por ejemplo, el circuito de la figura es capaz de mantener un
estado estable en su salida mientras se suministre energia al mismo —proporcionada por la alimentacién
eléctrica de los inversores—.
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0’

Figura 7.3: Circuito realimentado capaz de mantener su estado.

Recuerda que cualquier circuito de puertas 16gicas necesita alimentacidn eléctrica para funcionar. El
simbolo de la puerta no incluye indicaciones sobre el conexionado eléctrico implicado en el circuito
aunque dichas conexiones y elementos son precisos para su funcionamiento. Estos detalles se ilustran
en los diagramas de los circuitos electrénicos correspondientes a las puertas l6gicas implementadas
con transistores (ver figura 3.2, pag. 41).

Los circuitos electronicos con realimentacién se denominan multivibradores, ya que oscilan entre los
dos posibles estados (0/1) de un circuito digital. Entre los circuitos multivibradores se pueden diferenciar
los tipos enumerados a continuacion:

1. Astable. Sus dos estados no son estables, ya que el sistema oscila permanentemente entre dichos
estados. Permanece en cada estado un tiempo fijo~ antes de evolucionar al estado alternativo.

2. Monoestable. Tiene solo un estado estable en el que puede permanecer por tiempo indefinido. El
estado no estable se activa mediante una sefial de entrada y en él permanece por un tiempo fijo,
transcurrido el cual, regresa al estado estable.

3. Biestable. Sus dos estados son estables y se activan mediante una o dos sefiales de entrada. En
cada uno de los estados puede permanecer por tiempo indefinido. Este tipo de circuito constituye la
celda elemental de memoria de los sistemas digitales. Los biestables pueden ser de tipo sincrono o
asincrono dependiendo de que su cambio de estado precise o no, respectivamente, de una sefial de
disparo o sincronismo.

Veamos algunas definiciones importantes relativas a la activacién de los circuitos realimentados.

Definicion 7.4 — Seial de disparo de un circuito multivibrador. Se denomina sefial de disparo o
trigger de un circuito a una sefial de sincronismo que habilita (activa o dispara) un cambio de estado
en dicho circuito. "

Definicion 7.5 — Disparo por nivel y por flanco. El disparo por nivel (level triggering) activa
el cambio de estado de un circuito cuando la sefial de sincronismo se encuentra en un nivel l6gico
determinado. El disparo por flanco (edge triggering) activa el cambio de estado del sistema en los
instantes de transicion de la sefial de sincronismo. Dependiendo del tipo de flanco que dispara el
cambio de estado del sistema, se habla de disparo por flanco de subida o flanco positivo y disparo por
flanco de bajada o flanco negativo. "

Las sefiales de disparo o sincronismo suelen estar asociadas a una sefial periddica o reloj (CLK) que
permite sincronizar el funcionamiento de sistemas complejos para coordinar sus médulos componentes.

En las secciones siguientes se describen los distintos tipos de biestables, analizando su comportamiento
y caracteristicas principales.

Biestable S-R asincrono

El circuito presentado en la figura exhibe una importante dificultad operativa, ya que no es posible
modificar su estado. Para resolver esta cuestién se pueden sustituir los inversores por puertas NOR de
dos entradas con una de ellas conectada a nivel bajo (ver figura 7.4). De este modo, la puerta NOR se

2Determinado por las caracteristicas del circuito.
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comporta del mismo modo que el inversor, puesto que mientras la entrada libre se mantenga a nivel bajo,
el circuito retiene su estado.

S o

Figura 7.4: Circuito 16gico de un latch S-R con entradas activas a nivel alto.

Este circuito mantiene el valor de salida Q y Q' mientras S = R = 0. En dichas circunstancias, ambas
puertas NOR se comportan como los inversores del circuito de la figura 7.3. Si § =1 y R = 0 entonces
0=1(Q =0);,ysiS=0yR=1entonces Q =0 (Q' = 1). En este circuito hay que evitar la situacion
«prohibida» § = R = 1, ya que en este caso los valores de Q y Q' no son consistentes, pues ambos valdrian
0. Si después ambas entradas Sy R pasan a 0, es imposible predecir el valor final que alcanzan Q 'y O,
puesto que dependera de cudl de las dos puertas NOR sea mas rdpida en fijar su valor de salida.

El circuito de la figura se denomina biestable S-R asincrono o latch S-R con entradas activas a
nivel alto. Las sefiales S (Sef) y R (Reset) permiten ajustar el estado Q del latch a 1 o 0, respectivamente.
Como este circuito emplea puertas NOR, la entrada que vale 1 fija el estado del latch, ya que fuerza el
valor de salida de la puerta NOR a 0, independientemente del estado realimentado en la otra entrada de la
puerta.

El latch S-R con entradas activas a nivel bajo se obtiene sustituyendo las puertas NOR por NAND. En
este caso, la entrada que vale O es la que fija el valor del estado del latch, ya que fuerza el valor de salida
de la puerta NAND a 1, independientemente del estado realimentado en la otra entrada de la puerta. La
figura 7.5 compara los circuitos 16gicos del latch S-R con entradas activas a nivel alto y bajo junto a sus
simbolos estandarizados y sus tablas de verdad.

R 0 Entradas Salida
—s o S R | O Resultado
0 | 0| Q¢ |Retiene estado
0]1 0 |Puesta a O (reset)
— R Op— 1|0 1 |Puesta a 1 (set)
S o’ 1(1 Prohibido
S’ Entradas Salida
0 ds o S" R'| Owi Resultado
o|oO 1 Prohibido
0]1 1 |Puestaa 1 (set)
—qRrR’ O0'p— 1| 0| 0 |PuestaaOfreset)
R’ Q’ 1| 1| Q. |Retiene estado

Figura 7.5: Circuitos 16gicos del /atch S-R con entradas activas a nivel alto (sup.) y bajo (inf.) junto a sus
simbolos estandarizados y las tablas de verdad para cada uno de ellos.

En las tablas de verdad de la figura 7.5 se observa que la salida o estado O, de este tipo de circuito no
solo depende de las entradas al mismo S y R, sino también del estado (o salida) previo Q;. Para distinguir
entre los estados de partida y resultante del circuito, se emplean los subindices ¢ y ¢ + 1, respectivamente.
El instante ¢ viene determinado por cada instante en que el biestable puede cambiar de estado, siendo
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O, su estado de partida en dicho instante. Mientras que O, el estado alcanzado por el biestable en un
instante inmediatamente posterior.

Recuerda que la nomenclatura Q; y Q;+1 es un modo de distinguir el valor binario para la misma
variable 16gica en dos instantes sucesivos. Una caracteristica comun a todos los biestables es que
ofrecen en su salida las dos sefiales Q y Q' debido la propia construccién fisica del circuito. Esto
evita la necesidad de un inversor adicional.

El biestable S-R asincrono se emplea para controlar acciones iniciadas con una condicién (Set) y
sostenidas hasta que se cumple una condicién de terminacion (Reset). Es un biestable asincrono, ya que su
estado cambia en el mismo instante en que lo hacen las entradas, sin intervencién de una sefial de disparo
0 sincronismo.

En el andlisis de sistemas secuenciales cobra un interés especial el empleo del cronograma o diagrama
de tiempo (timing diagram) cuya definicién se introduce a continuacién.

Definicion 7.6 — Cronograma de un circuito digital. Un cronograma es un diagrama de la
evolucién temporal de las sefiales de entrada y salida de un circuito digital. Adquiere especial interés
en sistemas cuya salida depende tanto de sus entradas como de su estado previo. n

Ejemplo 7.1 — Cronograma de un biestable S-R asincrono. Dado el cronograma adjunto de un
biestable S-R asincrono, realiza el andlisis que permite su elaboracién partiendo de las sefiales de
entrada S, R y el valor inicial del estado Q.

S

0’

& Solucién:

En la elaboracién y andlisis de cronogramas es ttil dibujar lineas guia verticales asociadas a los
instantes en que el sistema puede cambiar de estado. Dichas lineas facilitan tanto el andlisis del
diagrama de tiempos, como su elaboracién. Por esta razén en el cronograma proporcionado, las guias
mencionadas se sitian en los instantes en que Sy R adquieren el valor 1 que marca el posible cambio
de valor de Q. Observa que en las gréficas de Q' y Q' los cambios se han desplazado ligeramente a la
derecha de las lineas guia. De este modo se indica que el cambio de estado se produce un instante
posterior al cambio en las entradas del biestable.

Los valores de S y R no deben valer simultdneamente 1, porque esta situacion no permite predecir
el estado del sistema. Cuando ambas entradas son 0, el estado se mantiene en su valor precedente. Si
S=1yR=0,entonces Q =1y cuando S =0y R =1, entonces Q = 0. En este cronograma se ha
anadido la sefial Q’, que es el reflejo especular de la sefial Q, respecto al eje de tiempo. Por esta razén
lo habitual es representar solo una de dichas sefiales. u

7.1.2 Biestable S-R activado por nivel

Para tener mayor control del estado del biestable S-R asincrono se aflade una sefial de habilitacion (enable).
En el circuito de alarma empleado como ejemplo, interesa que la alarma se dispare solo si estd habilitada
evitando de este modo avisos indeseados, aunque el detector de movimiento esté activado. Asi se permite
la presencia de personas en horarios autorizados sin que la alarma se active.

Para conseguir el comportamiento mencionado empleando el latch S-R, se afiade una puerta AND en
cada entrada del circuito. Dicha puerta habilita, mediante una sefial adicional (en), el cambio de estado del
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biestable. En este caso, se dice que el biestable con la sefial de habilitacién adicional, se activa por nivel
(gated latch). La figura 7.6 muestra el circuito 16gico del biestable S-R activado por nivel, su simbolo
estandar y su tabla de verdad.

S Entradas Salida
Q en S R |Qwi Resultado
on s 90 0| x| x| Q. |Retiene estado
— —en 1|1 0] 0] Q; |Retiene estado
R 0O’b 1(0]1 0 |Puesta a O(reset)
0’ 1({1]0 1 |Puesta a1 (set)
R 1(1]1 0 Prohibido

Figura 7.6: Circuito 16gico del biestable S-R activado por nivel alto con su simbolo estdndar y la tabla de
verdad correspondiente.

Este tipo de biestable se considera sincrono porque es preciso activar la seial de habilitacion (en) para
que pueda cambiar su estado. Si la sefial de habilitacion se conecta a través de un inversor se consigue la
habilitacién por nivel bajo. La activacion a nivel bajo se indica en el simbolo del biestable colocando el
simbolo de negacién (o) en la entrada asociada.

Recuerda que siempre es posible utilizar una puerta AND para afiadir una sefial de habilitacién a
cualquier sefial de entrada de un circuito. En el gated latch S-R, dicha puerta es interna al médulo y
habilita simultineamente ambas entradas, pero se puede afiadir una condicion externa (habilitacion)
mediante puertas adicionales en las entradas del circuito.

Ejemplo 7.2 — Cronograma de un biestable S-R activado por nivel alto. Dado el cronograma del
biestable S-R activado por nivel alto de la figura adjunta, realiza el andlisis que permita su elaboracién
partiendo de las entradas S-R, la sefal de activacion en y el valor inicial del estado Q.

S

en

0

& Solucioén:

En este caso las lineas guias verticales se dibujan en el flanco de subida de la sefial en y en los flancos
de subida de S y R cuando en = 1, ya que solo en dichos instantes el biestable puede cambiar de estado.
En los instantes sefialados, el valor de Q esta determinado por la tabla de verdad correspondiente al
biestable (ver figura 7.6). =

Observa que un biestable sincronizado por nivel se comporta como el biestable asincrono sin mas
que hacer que la sefial de disparo permanezca siempre activa con en = 1, si el biestable se activa a
nivel alto, o en = 0, si el biestable se activa a nivel bajo.

7.1.3 Biestable D

En las secciones previas se ha descrito cdmo la activacién simultdnea de las dos entradas en los biestables
S-R provoca una situacion que impide predecir el estado final del sistema. Por este motivo es preciso
disefar circuitos que eviten dichas situaciones.
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Tanto el biestable D (Delay o Data) asincrono, como el biestable D activado por nivel se obtienen
mediante la conexion de las entradas S y R del biestable S-R a través de un inversor para tener D =Sy
R =S (ver figura 7.7). De este modo se garantiza siempre que S # R.

D
0 Entradas Salida
. —b o— en D |0 Resultado
—en 0| x| Q. |Retiene estado
0'b— 1|1 1 |Puestaa 1 (set)
0’ 11]0 0 |Puesta a O (reset)

— >

Figura 7.7: Circuito del biestable D activado por nivel alto junto a su simbolo estdndar y tabla de verdad.

El estado del biestable D almacena el valor expuesto en su entrada. Si esta activado por nivel, para
que cambie su estado es preciso que también esté habilitado. El biestable D activado por nivel recibe el
nombre de latch transparente o seguidor (transparent latch), ya que una vez activado, la salida sigue a la
entrada.

— Cronograma de un biestable D activado por nivel. Dado el cronograma de la
figura adjunta correspondiente a un biestable D activado por nivel alto, realiza el anélisis que permita
su elaboracion empleando como datos de partida: la sefial de entrada D, la sefial de activacién en y el
valor inicial del estado Q.

D

en

0

& Solucion:

En este caso las lineas guias verticales se dibujan en el flanco de subida de la sefial en y en los flancos
de subida y bajada de D cuando en = 1, ya que solo en dichos instantes es cuando el biestable puede
cambiar de estado. En dichos instantes el valor del estado sigue al valor de D.

Biestables disparados por flanco

En los sistemas digitales interesa que el estado cambie en instantes determinados y predecibles. Esto se
consigue si el estado de los sistemas cambia solo en las transiciones de la sefial de sincronismo. La idea
subyacente es la sustituciéon de la sefial de activacion de los biestables, por un pulso de activaciéon de
duracién muy corta (L) generado en los flancos de la sefial de sincronismo.

Para generar el pulso deseado, se precisa un circuito detector de flanco, cuya entrada es la sefial de
sincronismo y cuya salida es un pulso de duracién muy corta’ en el flanco deseado —de subida L o
de bajada I'— de la sefial de sincronismo. Una vez aplicada la salida del circuito detector de flanco al
biestable original, los cambios de estado en el biestable se habilitan solo en los flancos detectados. Se
puede decir que el biestable «captura» el valor de las entradas en los instantes en que se produce el flanco
de sincronismo. El circuito resultante se muestra en la figura

3Del orden de nanosegundos.
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CLK Detector en
e de

flanco

- gz’

R

Figura 7.8: Circuito l6gico del biestable S-R disparado por flanco.

El detector de flanco se puede implementar mediante una estrategia sencilla en la que se aprovecha el
retardo de la sefial de respuesta de las puertas l6gicas, como se muestra en la figura 7.9. En el circuito de
dicha figura, los pulsos positivos de entrada al inversor generan a su salida un pulso negativo retrasado.
Ambos pulsos son las entradas a la puerta AND que genera un pulso positivo de duracién muy corta
en su salida, correspondiente al intervalo de tiempo en que ambas entradas a la puerta estdn a nivel
alto. Si el pulso de salida de la puerta AND se aplica como sefial de activacion del biestable, este queda
habilitado para su cambio de estado en el flanco de subida de la sefial de entrada del detector de flanco.
Un razonamiento similar se aplica para la sincronizacién en flanco de bajada. En general, como la sefial
de sincronismo es una sefial de reloj (clock), su denominacién suele ser CLK, CK o C.

retardo pulso corto
CLK j_
[

entrada
salida " || || || || ||

Figura 7.9: Circuito 16gico para deteccion de flanco de subida.

Los biestables disparados por flanco se denominan popularmente flip-flops para diferenciarlos de los
biestables asincronos (latch) y de los sincronos activados por nivel (gated latch). La activacioén por flanco
también se conoce como disparo por flanco (edge triggering), que puede ser de subida (rising edge) o de
bajada (falling edge).

Recuerda que una sefial de reloj (CLK) es periddica con idéntica duracién en nivel alto y nivel bajo.
Esto es, un ciclo de trabajo del 50 %.

Biestable S-R disparado por flanco

El biestable S-R activado —o disparado— por flanco, solo puede cambiar de estado en el flanco de
sincronismo elegido —de subida o de bajada—. El simbolo estdndar de los biestables activados por flanco
anade un tridngulo en la entrada de la sefial de sincronismo (ver figura ). En la tabla de verdad del
biestable se ha afiadido el simbolo 1 para sefialar que el cambio de estado se produce en el flanco de
subida de la sefial de sincronismo (CLK).

Entradas Salida

CLK S R | Qw1 Resultado
—iS OF— | T|o]|o| Q. |Retieneestado
CLK_> Tlo]|1 Puesta a O (reset)
Tl11]o0 Puesta a 1 (set)
—R 2P [1]1]1 Prohibido

Figura 7.10: Simbolo estidndar y tabla de verdad del biestable S-R disparado por flanco de subida.
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Para sefalar que el biestable se sincroniza en el flanco de bajada, el simbolo del mismo se modifica
afiadiendo el simbolo de negacion (o) en la entrada de sincronismo.

El biestable S-R disparado por flanco carece de interés practico real, solo presenta interés tedrico,
aunque se puede emplear sin problema en ejercicios de simulacién 16gica con Logisim.

— Cronograma de un biestable S-R disparado por flanco de subida. Dado el
cronograma que se muestra en la figura adjunta correspondiente a un biestable S-R activado por flanco
de subida, realiza el andlisis que permita su elaboraciéon empleando como datos de partida: las sefiales
de entrada S y R, la sefal de reloj CLK y el valor inicial del estado Q.

P by Ly Ly Ly Ly

S

R

CLK |
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

0

& Solucioén:

En este caso las guias verticales se dibujan en el flanco de subida (I") de la sefial CLK. Solo en dichos
instantes puede cambiar el estado del biestable. Para obtener su estado se comprueba el valor de las
entradas y se tiene en cuenta la tabla de verdad del biestable (ver figura ).

Biestable D disparado por flanco

El biestable D activado —o disparado— por flanco almacena el estado de la sefial conectada a su entrada
en los instantes en que se produce un flanco de la sefal de sincronismo. Esto es, se activa el biestable.

El biestable D se obtiene a partir del biestable S-R cuando se obliga a que R = S’ mediante un inversor.
De este modo se asegura siempre que S # R. La figura muestra el simbolo estdndar del biestable D
disparado por flanco de subida junto a su tabla de verdad.

Entradas Salida

D S oF— —D QO}— CLK D |Q: Resultado
CLK e CLK { T | x| Q. |Retiene estado
, , T]1 1 |Puesta a 1(set)
—Do— R O'p— 0'p—
T1lo 0 |Puesta a0 (reset)

Figura 7.11: Simbolo estandar del biestable D disparado por flanco de subida junto a su tabla de verdad.

Recuerda que si no se indica el tipo de sincronizacién de un biestable, sin proporcionar el simbolo
asociado, se sobreentiende que se trata de un flip-flop. Es decir, un biestable sincrono, disparado por
flanco de subida (" o 1).

— Cronograma de un biestable D disparado por flanco de subida. Dado el
cronograma que se muestra en la figura adjunta correspondiente a un biestable D activado por flanco
de subida, realiza el andlisis que permita su elaboracién empleando como datos de partida: la sefal de
entrada D, la sefial de reloj CLK y el valor inicial del estado Q.

D

e e e e e e e e
B e B e W0 e

|
|
|
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|
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[ Solucioén:

En este caso las guias verticales se dibujan en el flanco de subida (1) de la sefial CLK. Solo en dichos
instantes puede cambiar el estado del biestable que tomard el valor de la entrada D.

El biestable D se emplea como memoria temporal de retencion en los registros. Una posible analogia
para este biestable es el de una cdmara fotografica por la que se observa el entorno (valor binario presente
en la entrada D) que captura una instantdnea del mundo observado (Q) cuando se activa el obturador
(senal de disparo CLK).

Otra aplicacién inmediata del biestable D es la sincronizacion de sefiales asincronas. De este modo
cuando una sefial asincrona se conecta a la entrada de un biestable D, a la salida del biestable se obtiene el
valor de la sefial de entrada sincronizada. En algunos sistemas digitales complejos (p. ej., FPGA) este tipo
de biestable aparece conectado a la salida de un sistema combinacional para asegurar la sincronizacion
del valor de salida. Como la salida del biestable D aparece un ciclo de reloj mds tarde que la entrada
correspondiente, también se denomina biestable de retardo (Delay).

Biestable J-K

El biestable J-K se comporta de modo similar al biestable S-R. Sin embargo, el circuito se modifica para
evitar el estado de indeterminacién que se alcanza cuando ambas entradas tienen simultdneamente valor 1.
SiJ = K =1, el biestable se comporta como una bdscula (foggle) que conmuta el valor del estado del
biestable: siestien O pasaal ysiestden 1 pasaaO0.

El biestable J-K siempre se sincroniza por flanco, nunca por nivel, ya que seria imposible determinar el
estado final del biestable cuando estuviese activado basculando su estado (con J = K = 1). La figura
muestra el circuito 16gico del biestable J-K, junto a su simbolo estdndar y su tabla de verdad.

J 3 Entradas Salida
- 0 CLK J K |Qw Resultado

Detector J Q T 0
CLK — de CLK

flanco —

= ¢

Figura 7.12: Circuito, simbolo estandar y tabla de verdad del biestable J-K disparado por flanco de subida.

0 | Q. |Retiene estado
1 0 |Puesta a 0 (kill)
0
1

1 |Puestaa 1(jump)
Q' |Bdscula del estado

T1o
T11
T|1

No esta claro el verdadero origen de la denominacién J-K para este biestable, pero la versiéon mas
aceptada es que J-K coinciden con las iniciales de Jack Kilby (1923-2005, EEUU) el inventor
del primer circuito integrado,” un biestable de este tipo. Jack Kilby —ingeniero eléctrico y fisico
estadounidense— invento el circuito integrado (basado en germanio) en 1958 cuando trabajaba para
Texas Instruments. En el afio 2000 recibi6 el merecido reconocimiento del Premio Nobel de Fisica
por un invento que ha revolucionado nuestro mundo. En su discurso mencion6 a Robert Noyce,
otro de los pioneros relevantes en el desarrollo de los sistemas digitales y creador del primer circuito
integrado basado en silicio.

— Cronograma de un biestable J-K disparado por flanco de subida. Dado el
cronograma que se muestra en la figura adjunta correspondiente a un biestable J-K activado por flanco
de subida, realiza el andlisis que permita su elaboracién empleando como datos de partida: las sefiales
de entrada J y K, la sefial de reloj CLK y el valor inicial del estado Q.

4U.S. Patent : Miniaturized Electronic Circuits, presentada en febrero de 1959, aprobada en junio de 1964.
SU.S. Patent : Semiconductor Device and Lead Structure, presentada en julio de 1959, aprobada en 1961, asignada
a Fairchild Semiconductor.
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@ Solucion:

En este caso las guias verticales se dibujan en el flanco de subida de CLK. Solo en dichos instantes
puede cambiar el estado del biestable. Para obtener su estado se comprueba el valor de las entradas y
se tiene en cuenta la tabla de verdad del biestable (ver figura 7.12). n

Biestable T

El biestable T (Toggle o bascula) es el resultado de unir las dos entradas del biestable J-K. En este caso
cuando la entrada es T = 0 (/ = K = 0), el biestable mantiene su estadoy cuando 7 =1 (/=K = 1), su
estado bascula. Al igual que el biestable J-K, siempre se dispara por flanco. En la figura 7.13 se muestra
el simbolo del biestable T y su tabla de verdad.

, ; Ent. Salida
70 CLK © CLK T | Q1 Resultado
CLK D —) .
T 10| Q. |Retiene estado
—K 9P Q' p— T 1| Qf |Bdscula del estado

Figura 7.13: Obtencioén del biestable T desde un J-K (izda.); stmbolo estdndar y tabla de verdad del biestable
T (dcha.).

Ejemplo 7.7 — Cronograma de un biestable T disparado por flanco de subida. Dado el
cronograma que se muestra en la figura adjunta correspondiente a un biestable T activado por flanco
de subida, realiza el andlisis que permita su elaboracién empleando como datos de partida: la sefal de
entrada T, la sefial CLK y el valor inicial del estado Q.

S S T e
| 1 | | 1
| | | | |
| 1 | | 1
| | | | |
| | | | |
| | I | |
| | I | |
I | | I |
1 1 1 1 1

=

& Solucioén:

En este caso las guias verticales se dibujan en el flanco de subida (_I") de la sefial de reloj CLK. Solo en
dichos instantes puede cambiar el estado del biestable. Para obtener su estado se comprueba el valor de
la sefial T y se tiene en cuenta la tabla de verdad del biestable (ver figura 7.13). u

Ejemplo 7.8 — El biestable T como divisor de frecuencia de la senal de reloj. Dado un biestable
T elabora el cronograma de su salida cuando su entrada se mantiene siempre a nivel alto 7 =1y su
estado inicial es 0.

& Solucion:

Para realizar el cronograma se dibujan lineas guias verticales en el flanco de subida (_I") de la sefial
CLK. Solo en dichos instantes puede cambiar el estado del biestable. Como la entrada del biestable es
siempre un nivel alto 7 = 1, en cada flanco positivo de sincronizacién el biestable conmuta su estado.
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De este modo, se obtiene el cronograma de la figura adjunta. En dicho cronograma se aprecia que la
salida del biestable es similar a la sefial de reloj, pero con un periodo que es el doble. Por tanto, la
frecuencia de la sefial obtenida a la salida del biestable es la mitad de la que posee la sefial CLK. Es
decir, el biestable T se comporta como un divisor de frecuencia.

P

gy I

La aplicacién fundamental del biestable T, derivada de su capacidad como divisor de frecuencia, es la
implementacién de contadores.

Ajuste asincrono del estado de un biestable

Al trabajar con biestables se plantea la necesidad de ajustar su estado a conveniencia bajo unas condiciones
determinadas (p. €j., en la puesta en marcha del sistema), independientemente del valor de cualquier
entrada. Para conseguirlo se incluyen dos entradas adicionales en el circuito digital del biestable para su
puesta a 1/0, de modo asincrono. Es decir, de modo independiente al valor de su entrada de sincronismo.

Las sefales de entrada en el biestable para su ajuste asincrono a 1/0, reciben respectivamente el
nombre de preset (PRE) y clear (CLR). El resto de sefiales de entrada a los biestables son sincronas, ya
que su efecto se deja sentir solo cuando se produce la transicion de la sefial de sincronismo que activa al
biestable.

Las sefiales de ajuste asincrono pueden ser activas por nivel bajo y en ese caso las entradas corres-
pondientes aparecen en el circuito 16gico con el simbolo de negacién (o) y sus etiquetas negadas (PRE’ y
CLR’). Como se observa en la figura , la inclusién de una entrada adicional en las puertas OR de salida
del biestable J-K permite fijar la salida de dicha puerta a 1 cuando la entrada correspondiente es 0. As{ se
fija de modo inmediato el valor de la salida del biestable, sin intervencidn de la sefial de habilitacion.

PRE’
J ] PRE’
| )’ 0 )\
—_—J Q I
CLK — Det::tor il CLK |
flanco
‘ —K 0p—
Do+ TG
K ] CLR’
CLR’

Figura 7.14: Circuito 16gico y simbolo estandar del biestable J-K disparado por flanco de subida y sefiales de
preset y clear activas a nivel bajo.

Si se activan simultdneamente las sefiales PRE y CLR se puede presentar una situacién anémala
similar a la que se produce en un biestable S-R cuando sus entradas se ponen a 1 simultineamente, por
tanto dicha situacidén se debe evitar priorizando una de las dos.

Ademés de las entradas mencionadas, todos los biestables disparados por flanco pueden emplear una
entrada adicional de habilitacion (enable, EN) del biestable. Cuando dicha entrada esta inactiva se retiene
el estado del biestable. Su implementacién se puede conseguir con una entrada adicional en las puertas
AND de entrada al biestable. De este modo, cuando dicha entrada se desactiva, el biestable retiene su
estado sin responder a los cambios en sus entradas, exceptuando a las sefiales de ajuste asincrono PRE y
CLR.
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Ejemplo 7.9 — Cronograma de un biestable J-K con sefiales PRE’ y CLR'. Dado el cronograma
que se muestra en la figura adjunta correspondiente a un biestable J-K disparado por flanco de subida,
realiza el andlisis que permita su elaboracién empleando como datos de partida: las entradas PRE’,
CLR',J y K, la sefial CLK y el valor inicial del estado Q.

7S SR T N A N A R
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PRE’
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CLR’
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& Solucion:

En este caso las guias verticales se dibujan preferentemente en los flancos de bajada de las sefiales
PRE'" y CLR', ya que ajustan incondicionalmente el valor del biestable a 1 y 0, respectivamente. Se
afiaden guias verticales en los flancos de subida de CLK siempre que PRE’ = CLR' = 1, puesto que
en dichos instantes el biestable adquiere el valor del estado indicado por su tabla de verdad para los
valores de J, K y el estado de partida. =

Recuerda que se denomina Q; al estado de partida de un biestable en los instantes en que dicho
estado puede cambiar (por su disparo o ajuste asincrono). En dichos instantes el estado alcanzado
por el biestable se denomina Q; . Observa que en los cronogramas de los ejemplos previos se han
marcado los instantes ¢ y t + 1 donde se analiza la evolucién del estado del biestable en estudio.

7.2 Simulacion de circuitos con biestables en Logisim

En la tabla 7.1 se muestra una clasificacion de los tipos de biestables que se han presentado en las
secciones previas. En dicha tabla se ha incluido la denominacién en inglés que permite distinguir los tipos
de biestable por su método de sincronizacion. Para todos ellos, en castellano, se emplea la denominacién
de biestables, afiadiendo el tipo de sincronizacién solo cuando es necesario.

Tabla 7.1: Tipos de biestables clasificados por su método de sincronizacion.

Tipo S-R D J-K T

Asincrono "
latch

Activado por nivel

(alto o bajo) gated latch

Disparado por flanco

(de subida 1 o bajada |) fip-flop

Todos los tipos de biestables que aparecen en la tabla 7.1 se pueden utilizar en las simulaciones l6gicas
con Logisim. Los cuatro tipos de biestables estdn disponibles mediante la libreria Memory. Aunque los
simbolos empleados en Logisim son muy intuitivos, no responden al estdndar internacional. Sin embargo,
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las discrepancias respecto a los simbolos estandar no dificultan la comprensién de su funcionalidad en los
circuitos implementados.

En Logisim el modo de sincronismo de los biestables no se puede determinar examinando a simple
vista su simbolo, sino a través de sus atributos mostrados en el panel lateral de la ventana de la aplicacién
cuando el biestable esta seleccionado en el espacio de trabajo. Aunque no se proporciona el comporta-
miento asincrono como latch para los biestables S-R y D (marcado con asterisco en la tabla 7.1), dicho
comportamiento se obtiene adoptando el modo de disparo por nivel con una sefial constante que mantenga
permanentemente activado el biestable.

Todos los biestables cuentan en su parte izquierda con las entradas que determinan el tipo de biestable
(S-R, D, J-K y T) y la entrada de sincronismo (sefialada con la punta de flecha). El ajuste del tipo de
sincronismo del biestable determina el tipo de elemento que se conecta en su entrada de sincronismo. En
la parte derecha de los biestables aparecen las salidas Q (con etiqueta) y Q' (sin etiqueta).

Durante una simulacién con Logisim, cada biestable muestra su estado mediante un indicador en su
centro, similar al que se presenta en los pines de E/S. Al igual que en los pines de entrada, el valor del
estado de los biestables se puede modificar manualmente haciendo clic sobre éI.

Recuerda que en Logisim para indicar que un biestable se sincroniza por flanco de bajada, puedes
emplear un inversor en la entrada de sincronismo. Del mismo modo que para emplear sefiales activas
a nivel bajo. También puedes recurrir al empleo de etiquetas intuitivas para el biestable. Por ejemplo,
‘+-’ para disparo por flanco de bajada L, ‘4 para activacién por nivel alto y ‘-’ por nivel bajo.

Senales de ajuste asincrono y habilitacion

Todos los biestables en Logisim cuentan con tres entradas asincronas ubicadas en la parte inferior del
simbolo (ver figura ) marcadas como ‘1’ (preset, PRE), ‘en’ (enable, EN)y ‘O’ (clear, CLR). Las
tres son activas por nivel alto, pero precedidas por un inversor se consigue el efecto de activacion por
nivel bajo. Si no son necesarias, no es preciso conectarlas a valores constantes, pueden quedar en estado
flotante permitiendo una simulacién correcta.

PliE’ p]iE’
J 0 —J o}— @Q .
CLK— CLK —op CLK fKieno = CLK
—K Qp— —K QOp—
T 7 PRE’ CLR’
CLR’ CLR’

Figura 7.15: Simbolos estdndar del biestable J-K y equivalentes en Logisim.

Estas sefiales se emplean para inicializar (/NIT) un sistema digital a un estado deseado. Dicho reinicio
o reset puede requerir el ajuste selectivo de los biestables a valores 0/1 obtenidos mediante la activacién
selectiva de las sefiales PRE o CLR.

Aunque es conveniente evitar situaciones en que PRE y CLR estan activas en el mismo instante,
Logisim otorga prioridad a CLR. De este modo, cuando en una simulacién ambas sefiales estdn activas
simultdneamente, los biestables afectados pasan a estado 0.

La sefial de inhibicién de los biestables (EN o en) se emplea para retener el estado del sistema.
En los biestables de Logisin (ver figura ) se incluye una sefal especifica (en) para obtener dicho
comportamiento. En dicha situacién el sistema no responde a los cambios de la sefial de sincronismo.
En las simulaciones légicas si esta entrada se deja flotante el funcionamiento es equivalente a una
habilitacién permanente con EN = 1. Esto es, el sistema se comporta de modo normal. Esta funcionalidad
se puede conseguir de modo alternativo mediante puertas AND para habilitar las entradas del biestable
(ver figura 7.6). Las sefales de preset y clear de los biestables son sefiales que actian de modo inmediato
sobre el estado del biestable aunque esté inhibido con EN = 0.
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m Ejercicio 7.1 Reflexiona sobre la modificacién requerida para dar prioridad a la sefial de preset sobre
clear en las simulaciones de biestables con Logisim. "

Senales de reloj

La simulacién del comportamiento de los biestables sincronos con Logisim utiliza el componente reloj
(clock) de la libreria Wiring. Este elemento genera una sefial periddica basada en una sefial interna de
medida de tiempo denominada tick que controla la actualizacién de sefiales durante la simulacidn.

El tick es la unidad minima de tiempo interno de simulacién, de modo que todos los tiempos que se
emplean en una simulacién son miltiplos de dicho reloj interno, cuya frecuencia es ajustable en el mend
. De este modo, para el elemento reloj se pueden ajustar independientemente la duracién tanto
de su nivel alto como bajo, a un nimero entero de ticks. Por defecto la duracién de ambos niveles estd
ajustada a un tick y se recomienda mantener dicho valor para conocer su relacién con la frecuencia fijada
para el tick. Por tanto, un elemento reloj con duracién de nivel alto y bajo de un fick, tiene un periodo de 2
ticks. Como el periodo de la sefial de reloj es el doble del tick, su frecuencia es la mitad.

Ejemplo 7.10 — Cdilculo del periodo de una seial de reloj en Logisim. Dada una simulacién
en Logisim con un elemento clock etiquetado como CLK, se observa en sus atributos que posee
una duracién de 1 tick tanto para el nivel alto como para el nivel bajo. Si la frecuencia de tick (tick
frequency) de una simulacion se fija a 2 Hz. ;Cuadl serd la frecuencia de la sefial CLK y el intervalo
entre dos flancos positivos consecutivos de dicha sefial?

@ Solucioén:

Puesto que la sefial CLK tiene una duracién de 2 ticks, su frecuencia es la mitad que la correspondiente
a 1 tick. Esto es, 1 Hz. Por tanto, el periodo de la sefial CLK es 1 segundo, que es la separacion entre
dos flancos consecutivos de dicha sefial. u

La pulsacién de + en Logisim permite conmutar el avance auténomo de las sefiales de reloj.
De este modo, el sistema evoluciona automaticamente gobernado por el tick interno de simulacidn, a la
frecuencia seleccionada en el mend , cambiando automadticamente el valor de los elementos de
tipo reloj. Si se desea controlar manualmente el reloj de simulacién (tick), este se puede avanzar paso a
paso —un tick cada vez— mediante la pulsacion de +. El estado de cada elemento reloj se puede
modificar independientemente mediante clics de raton.

En el ejemplo siguiente se aborda el problema de la activaciéon memorizada de una alarma doméstica
de intrusién mediante el empleo de biestables. En dicho ejemplo se proponen circuitos légicos para
simulacién de los mismos con ayuda de Logisim.

Ejemplo 7.11 — Acciones memorizadas mediante el uso de biestables. Transforma el circuito
combinacional de alarma doméstica de intrusion que se muestra en la figura adjunta para satisfacer
los requisitos de funcionamiento que se indican. El nuevo circuito debe ser capaz de memorizar la
deteccion de una intrusién accionando la alarma si el circuito estd habilitado mediante sefial de Enable.
Ademds, el circuito propuesto debe incluir una sefial de Reset que permita devolver el sistema a su
estado inicial.

@ Solucion:

La limitacién del circuito combinacional proporcionado en el enunciado reside en que el accionamiento
de la alarma es momentédneo. Esto es, se activa solo si el detector de intrusion estd activado. Este
comportamiento no es deseado porque una vez detectada la intrusion, el detector ubicado en un lugar
visible podria ser destruido por el intruso o este podria ocultarse para evitar la deteccién.
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Para accionar la alarma de modo permanente, después de detectar una intrusidn, es preciso
emplear un biestable que memorice la deteccion de intrusién. De este modo la alarma solo puede ser
interrumpida mediante una sefial de Reset o reinicio.

Abordamos el problema mediante soluciones alternativas en las que se emplean distintos tipos
de biestables. Los casos 1 y 2 utilizan biestables de tipo latch (activados por nivel). En el caso 3 se
propone el uso de biestables disparados por flanco. Para las soluciones se muestran los circuitos para
simulacién l6gica con Logisim.

Caso 1.- Circuito con biestable asincrono (latch) o biestables activados por nivel (gated latch):

Como Logisim carece de biestables en modo latch, el comportamiento se obtiene con biestables
activados por nivel alto de modo constante. Con el gated latch S-R la deteccion acciona la entrada
Set del biestable y la entrada Reset provoca el apagado de la alarma. La puerta AND con entrada
negada desde el Reset garantiza que nunca se obtiene la condicién «prohibida» S = R = 1. La sefial de
activacion del latch es la sefial que habilita la alarma (enable).

El circuito alternativo emplea un latch de tipo D (dcha.). Con este tipo de biestable la memorizacién
se consigue mediante realimentacion del estado en la entrada a través de una puerta OR. Es decir, la
alarma se activa si estd activado el detector o previamente la alarma ya se activd. Este tipo de estrategia
de memorizacion recibe el nombre de enclavamiento. En este caso, el enclavamiento del biestable esta
condicionado a la deteccion de intrusion. Para «salir» del estado de enclavamiento, la sefial de Reset
activa de modo asincrono la entrada Clear del latch. El Reset del enclavamiento también admite una
implementacion sincrona con puerta AND en serie con la puerta OR (ver figura adjunta).

Caso 2.- Circuito con biestable activado por flanco (flip-flop): Los circuitos son similares a los
mostrados en el caso anterior, pero en este caso la entrada de sincronismo estd conectada a una sefal
de reloj (CLK). El cambio de estado del biestable se produce en los flancos de subida de dicha sefial de
reloj. En este tipo de implementacion se debe asegurar que el evento a detectar es mucho mds lento que
la sefal de reloj empleada para disparar el biestable. De este modo se garantiza que cualquier cambio
en la sefial de entrada es «capturada» en el biestable.

Recuerda que un biestable disparado por flanco «captura» el valor de las entradas en los instantes
en que se produce el flanco de sincronismo. Los valores de las entradas en otros instantes son
«invisibles», ya que son mds «rdpidos» que el mecanismo de «captura» del biestable.
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Caracterizacion de biestables

El comportamiento de los biestables descritos en las secciones previas se puede caracterizar formalmente
mediante herramientas de descripcion funcional que se explican a continuacion.

Definicion 7.7 — Tabla de transicion del estado de un biestable. La tabla de transicién de un
biestable es similar a su tabla de verdad, pero afiade como primera columna el estado de partida del
biestable en el instante de sincronismo (Q;). Dicho estado de partida se coloca en la tabla como si
se tratase de una entrada al sistema. El resto de columnas de entrada en la tabla corresponden a las
entradas del biestable. Como columna de salida se tiene el estado resultante al que evoluciona el
biestable en un instante posterior a su sincronizaciéon (Q;1). n

La tabla de transicién contiene la informacién presente en un cronograma de evolucién del estado
del biestable cuando se ordenan los valores binarios de su posible estado de partida y sus entradas. A
diferencia de las tablas de verdad de los sistemas combinacionales, en la tabla de transicién de un biestable,
el cambio de estado estd condicionado a la ocurrencia del flanco de sincronizacién del biestable. Por tanto,
la salida cambia de modo sincrono, mientras que en los sistemas combinacionales la salida cambia de
modo asincrono, ya que se produce en cuanto las entradas cambian de valor.

— Tabla de transicion del biestable J-K. Elabora la tabla de transicion de estado del
biestable J-K a partir de su tabla de verdad (ver figura ).
[@ Solucién:

La tabla de transicién del biestable se construye del mismo modo que una tabla de verdad de una
funcién booleana, tomando como entradas: el estado de partida en el instante de sincronismo (Q;) y
las entradas del biestable (/ y K). Como salida se tiene el valor del estado alcanzado por el biestable
(Qy+1). De este modo, tendiendo en cuenta la tabla de verdad proporcionada, se tiene:

Entradas  Salida

Or J K|Qwm
oJofof o
olof1] o
ol1fof] 1
of1]1] 1
1{o]o] 1
1{o]1] o
1[1]o] 1
1]1[1] 0

La informacién recogida en la tabla de transicion de estado de un biestable es la misma que se
obtendria realizando una gréfica de la evolucién temporal de su estado. Por ejemplo, en la gréfica de
la figura se observan las transiciones del estado (Q; Ly O;+1) de un biestable T sincronizado por
flanco de subida. En dicha gréfica se muestra como el estado del biestable (Q) cambia en los instantes de
sincronismo #, (flancos de subida del reloj).

CLK T T
| : :
' |
|
T | :
| : | !
| | | '
| 1 1) :
l l l !
Q 0l | | o:
- 1 T T |
t=1 1,=2 =3 t,=4

Figura 7.16: Evolucion temporal del estado de un biestable de tipo T disparado por flanco de subida, para una
entrada dada.
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Definicion 7.8 — Ecuacion caracteristica de un biestable. La ecuacion caracteristica de un
biestable se obtiene a partir de su tabla de transicién. Es la ecuacién 16gica de la funcién del estado
resultante O, al que evoluciona el biestable en cada instante de sincronismo f; en funcién de su
estado de partida Q; y el valor de sus entradas. "

Tanto la tabla de transicion del biestable como su ecuacién caracteristica permiten responder a la
pregunta: ;cudl serd el estado Q;1| alcanzado por el biestable en un instante de sincronismo t;, partiendo
del estado Q; y unas entradas determinadas?

Por tanto, la ecuacion caracteristica del biestable adquiere la forma:
Qi+1 = f(Q:,ENTRADAS)

Ten en cuenta que el estado resultante O, en un instante previo #;, se convierte en el instante de
partida Q; en el siguiente instante. Con esta nomenclatura deberfa entenderse que Qy4 es el estado
del sistema en el siguiente instante de sincronismo. Observa los cronogramas de evolucién de estado
en los ejemplos previos.

Ejemplo 7.13 — Cdlculo de la ecuacion caracteristica de un biestable. Calcula la ecuacién
caracteristica de un biestable S-R.

@ Solucioén:

La ecuacidn caracteristica es la expresion del estado resultante O, que alcanza el biestable como
una funcién de su estado de partida Q, y sus entradas. Para obtener esta funcién se parte de la tabla de
transicion de estado del biestable teniendo en cuenta que sus entradas son Sy R:

9]

=
©
+

1

»—»—»—»—OOOO@
—— O O == OO
—_ o = O = O = O
X m O = X = OO0

En la tabla de transicién los casos en que S = R = 1 se han considerado condiciones indiferentes
(don’t care), ya que son situaciones que se evitan. Aplicando simplificacién mediante K-maps se
obtiene:

Orp1 =5+ u

Aplicando el método descrito en el ejemplo anterior, es posible obtener las ecuaciones caracteristicas
del resto de tipos de biestables. La tabla 7.2 muestra las ecuaciones caracteristicas de los biestables
disparados por flanco: S-R, J-K, Dy T.

Tabla 7.2: Ecuaciones caracteristicas de los biestables disparados por flanco (flip-flops).

Tipo Ecuacién
SR Qi 1=5+0:-R
JK 01=0,-J+0-K
D Q1=D
T 01=00T
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Recuerda que el nombre de las variables en Logisim puede contener letras, nimeros y el caracter de
guion bajo. Por tanto, no es posible nombrar una variable como Qt+1. En consecuencia, en Logisim,
para obtener las ecuaciones caracteristicas de los biestables se emplea el convenio de etiquetar dichas
sefiales como Qt para Q; y Qtt para Q4.

m Ejercicio 7.2 Calcula las ecuaciones caracteristicas de los biestables J-K, D y T, siguiendo la metodolo-
gia mostrada del ejemplo . "

Definicion 7.9 — Tabla de excitacion de un biestable. La tabla de excitacion de un biestable
expresa cudles deben ser sus entradas (o excitaciones) para conseguir cada uno sus posibles cambios
de estado. n

La tabla de excitacién es un modo alternativo de expresar la informacién de la tabla de transicién
del biestable. Es especialmente titil en el disefio de los sistemas secuenciales, ya que permite calcular la
expresion logica de las entradas al biestable para obtener el cambio de estado requerido. La figura
muestra las tablas de excitacién correspondientes a los biestables disparados por flanco: S-R, J-K, Dy T.

O, 01| S |R O: Owi|J | K O¢ Oui| D Q¢ Q| T
0] 0o «x 0|l o]ofx 0] ofo 0ol o0]o
ol 1f1fo0 0| 1 |1]«x 0 1]1 0| 11]1
1/ 0|0]1 1] 0] x|1 1] 01]o 1] 0] 1
1| 1 |x]o 1l 1]x]o0 11 1|1 1/ 11]o0

Figura 7.17: Tablas de excitacién de los biestables disparados por flanco.

Obtencién de cronogramas

El cronograma de las sefiales 16gicas es una herramienta de gran utilidad para el andlisis de los circuitos
l6gicos que emplean biestables. En los circuitos reales, el analisis de la evolucién temporal de las sefiales
del sistema permite determinar si su comportamiento es el requerido. Se obtiene mediante el osciloscopio
y el analizador légico. En esta obra los cronogramas se emplean como una herramienta de andlisis para
conocer la evolucién temporal esperada de las sefiales del sistema, dadas unas sefiales de entrada.

Para elaborar el cronograma de la sefial de salida de un biestable, se deben seguir los pasos siguientes:

1. Identificar y calcular las entradas al biestable en funcién de las entradas del circuito y el estado del
biestable antes del flanco de disparo.

2. Calcular el valor de la salida del biestable tras el flanco de disparo en funcién del valor de sus
entradas y su tipo.

3. Mantener el valor del estado del biestable durante el ciclo de reloj hasta el siguiente flanco de
disparo o hasta que se active una sefial de preset o clear.

4. Si se activa una sefial de preser o clear actualizar el valor del estado a 1 o 0 segtin corresponda y
mantenerlo mientras esté activa la sefal.

5. Actualizar el valor de las entradas al biestable hasta el siguiente flanco de disparo.
6. Sino se ha llegado al tiempo final de simulacién volver al paso 2.

Es importante que al seguir los pasos enumerados se tenga en cuenta que el estado de los biestables
solo cambia en los instantes de disparo a menos que existan entradas asincronas activas de preser o clear.
Por el contrario, las entradas al biestable cambiardn de modo independiente a las sefiales de disparo del
biestable.

— Obtencién de cronograma de salida de un biestable. Dado el circuito de la
figura adjunta, elabora el cronograma de la salida (Q) del biestable T disparado por flanco de subida,
sabiendo que inicialmente 0 =0y 7T = 1.
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& Solucioén:

A partir del circuito proporcionado es sencillo obtener la expresion booleana de la entrada al biestable
como salida de la puerta OR con entradas A y Q. En este caso el valor de Q es el valor de partida Q.
De este modo, se tiene:

T=A+Q

Teniendo en cuenta los valores de partida de A y Oy, es posible saber el valor que tiene la entrada
del biestable (T"). Con este valor es posible obtener —en cada instante de sincronismo (t;)— el valor
resultante de O, para el biestable. Este nuevo valor junto al de A permite actualizar el valor de T
en el siguiente instante de sincronismo. Asi, es posible completar el cronograma final de la figura
siguiente:

oot
- | | | | | | [
I I I I I I I
11 I ql 1l I q! I
* | T T | T |
I I I I I I I
4 0 ! ! 0 ! 0
| | | | | | |
1! 1! 1 1! | 1! 1!
I I I I I
T I I I I
1 1 1 0 1
I I I I I I I
I I I I I I I
I 1) I 1) I I 1
I I I I I I I
I I I I I I I
Q 0f I 0] I 0| 0] I
T 1 T i i
t,=1 t,=2 t,=3 t,=4 t,=5 t,=6 t=7

Observa que en los instantes de sincronismo (fs) el estado de partida es Q; y el valor resultante
es O,+1. El tiempo transcurrido entre instantes de sincronismo consecutivos estd determinado por el
periodo de la sefial de sincronismo (reloj), que es el inverso de su frecuencia.

El cronograma sincrono de este sistema se puede plantear también como una tabla de evolucion
temporal del sistema en la que para cada instante de sincronismo se inspeccionan los valores del estado
de partida Q;, la entrada A para obtener el valor de T, y el valor resultante del estado O, para la
entrada del biestable.

t o A T|Qm
k=110 1 1| 1
=211 0 1| 0
=310 1 1] 1
=41 1 1| 0
=5]0 0 0| 0
=60 1 1| 1
k=711 0 1| 0
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Si hubiese que considerar entradas asincronas de puesta a 1 o preset (PRE) y borrado o clear
(CLR), estas se incorporan en la tabla de evolucién temporal incluyendo los instantes de su activacion
t =tprp Y t =tcLr con los valores asociados al estado resultante Q; 1. m

Intercambio de biestables

Como ocurre en el caso del biestable J-K actuando como biestable D o como biestable T, la funcionalidad
de un tipo de biestable se puede obtener mediante un tipo de biestable diferente. De este modo, es posible
implementar la funcionalidad de cualquier tipo de biestable empleando cualquier otro tipo y afiadiendo
convenientemente algunas puertas lgicas adicionales. El método a seguir para conseguir la transformacion
deseada consta de los pasos siguientes:

1. Se parte de la tabla de transicidn del biestable objetivo (esto es, el que se desea conseguir).

2. Se completa la tabla anterior con una columna por cada variable de entrada del biestable dado. Estas
variables son las funciones que deseamos encontrar.

3. Los valores de las columnas afiadidas en el paso anterior se completan teniendo en cuenta la tabla
de excitacion del biestable dado, de modo que el valor de las entradas provoque el cambio de estado
requerido en los instantes de sincronismo.

4. Se calcula la expresién l6gica de las entradas del biestable dado en funcién de su estado y las
entradas del biestable objetivo.

La figura 7.18 muestra el caso de algunas conversiones entre biestables inmediatas y faciles de
recordar.

Figura 7.18: Conversiones comunes entre biestables.

Ejemplo 7.15 — Obtencién de un tipo de biestable a partir de otro. Dado un biestable T, disefia
un subsistema combinacional —constituido por puertas 16gicas— para obtener la funcionalidad de un
biestable J-K.

& Solucioén:

En primer lugar se debe obtener la tabla de transicion del biestable objetivo J-K que se debe completar
con la entrada T del biestable proporcionado. Dicha entrada se considera la funcién a calcular. Es
decir, deseamos obtener el valor de T como una funcién del estado Q y de las entradas J, K del nuevo
biestable: T = f(Q,J,K).
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La columna de la salida, correspondiente a la variable T se completa teniendo en cuenta la
tabla de excitacion del biestable tipo T. Con esta tabla de excitaciéon podremos poner los valores
correspondientes a 7" para que el estado evolucione de Q; a O, segun los valores especificados en la
tabla. Si el estado se mantiene Q; = Q,.11, el valor de T es 0, pero si el estado cambia, T debe valer 1.
Finalmente, con la columna de salida completa, es posible calcular el valor de 7" en funcién de Q, J y
K. En la figura siguiente se resume el proceso y el resultado final aplicando K-maps:

Por tanto:
T = +

Anadiendo las puertas apropiadas se puede obtener el circuito de la figura siguiente. En dicho circuito
se observa como el valor de Q; se obtiene directamente del biestable sin necesidad de un inversor
adicional.

7.3.3 Caracteristicas operativas de los biestables reales

La descripcién y andlisis realizados en las secciones previas asumen un comportamiento ideal para los
biestables. La simulacién l6gica de los sistemas con Logisim responde de modo congruente a dicha
asuncién y permite adquirir un conocimiento funcional béasico de los sistemas estudiados. Sin embargo,
en los circuitos electrénicos reales que implementan sistemas con biestables, se debe tener presente las
caracteristicas fisicas de operacién de los mismos.

A continuacién se ofrece un listado de caracteristicas o pardmetros que condicionan el funcionamiento
de los sistemas secuenciales en su implementacion real:

» Tiempo de establecimiento (setup time). Tiempo minimo que se debe mantener sin cambio la entrada
del biestable antes de que se produzca el flanco de disparo.

= Tiempo de mantenimiento (hold time). Tiempo minimo que se debe mantener sin cambio la entrada
al biestable después de que se produzca el flanco de disparo.

» Retardo de propagacion (propagation delay). Es el tiempo que transcurre desde el flanco de la sefial
de disparo hasta el cambio de la sefial de salida del biestable. Este cambio no es instantdneo y este
pardmetro ofrece un valor promedio.
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= Frecuencia mdxima del reloj. Determina la velocidad maxima a la que se puede disparar el biestable
de modo fiable. Estad condicionada por el valor de la suma de los tiempos de establecimiento,
mantenimiento y retardo de propagacion.

» Anchura minima de pulso. Especifica el valor minimo del ancho de los pulsos de las sefiales de reloj
CLK, preset PRE y clear CLR del biestable para asegurar su funcionamiento esperado.

» Disipacion de potencia. Potencia eléctrica promedio, medida en vatios, consumida por el biestable
durante su funcionamiento. Este pardmetro permite disefiar la fuente de alimentacién de un sistema
para mantener su funcionamiento correcto.

Conceptos clave

Comportamiento de biestables asincronos S-R y D (latches).

Comportamiento de biestables asincronos activados por nivel S-R y D (gated latches).
Comportamiento de biestables sincronos disparados por flanco S-R, J-K, D y T (flip-flops).

Tabla de transicion y tablas de excitacion de biestables disparados por flanco.

Diferencia entre el estado de partida (Q,) y el estado resultante (O, 1) de un biestable en los instantes
de sincronismo ().

Obtencidn y andlisis de cronograma de un biestable (tabla de evolucién temporal).

Obtencion de biestables T y D a partir del biestable J-K.

Obtencién de comportamiento de un tipo de biestable a partir de uno dado de distinto tipo.
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Problemas propuestos

Problema 7.1 Analiza en el circuito de la figura adjunta, los valores de Q y Q' en cada una de las
siguientes situaciones:

1.- A=0yB=1.

2-A=1yB=0.

3.- Ambas entradas son 1,A =B =1.
4.- Ambas entradas son 0,A =B =0.
5.- Ambas entradas pasan de valer O a 1.

A

0

0

B

NOTA: Recuerda que en los esquemas de los circuitos logicos, se omite la conexion a la fuente de
alimentacion (Vpp) y tierra (GND) aunque son necesarios para el funcionamiento de los circuitos fisicos.

Problema 7.2 Calcula las ecuaciones caracteristicas de los biestables J-K, D y T, describiendo detallada-
mente el proceso de obtencién de dichas ecuaciones.

Problema 7.3 (Si se unen las entradas de un biestable J-K, el circuito resultante sigue siendo un biestable?
(En caso afirmativo, de qué tipo de biestable se trata?

Problema 7.4 Para el circuito de la figura adjunta, responde razonadamente:

1.- (Se trata de un circuito combinacional o secuencial?

2.- ;La salida posee algin tipo de sincronizacién respecto de la sefial CLK? ;De qué tipo?

3.- Calcula la ecuacién caracteristica del circuito y describe qué tipo de comportamiento implementa
dicho circuito.

Problema 7.5 Analiza los circuitos siguientes con biestables sincronizados por flanco de subida e indica
cudl de ellos corresponde a un divisor de frecuencia de la sefial CLK. ;Cudl es la frecuencia obtenida
respecto a la sefial CLK? ;Qué relacion existe entre cada circuito y el comportamiento de un biestable T?
Emplea Logisim para hacer la simulacién de cada circuito.

Problema 7.6 Dibuja el cronograma de CLK y Q en el circuito de la figura adjunta, partiendo del estado
inicial Q = 0. ;Qué relacion existe entre la sefial de reloj y la salida del biestable? Utiliza Logisim para
simular el circuito y asume que el biestable tiene sincronismo por flanco de subida.



7.3 Caracterizacién de biestables 203

Problema 7.7 Indica cémo obtener un biestable T a partir de un biestable D, describiendo detalladamente
el proceso. Comprueba el resultado con Logisim.

Problema 7.8 Dado el circuito de la figura adjunta cuyo biestable estd sincronizado por flanco de subida,
completa razonadamente los apartados siguientes y comprueba los resultados obtenidos con Logisim:

1.- Calcula la ecuacidn caracteristica del circuito que relaciona el estado del biestable T con su estado

previo y el valor de las entradas A y B.
2.- Relaciona del comportamiento del circuito con el de algtin biestable conocido.
3.- Si se parte del estado Q = 0 para el biestable Ty A = B =1, ;cuadl es la evolucién del estado del

biestable?

Problema 7.9 Disefa un circuito con el comportamiento de un biestable J-K empleando un biestable de
tipo D. Comprueba el resultado con Logisim.

Problema 7.10 Para el circuito de la figura adjunta con el biestable D sincronizado por flanco de subida,

completa los apartados siguientes:

1.- Calcula la ecuacion caracteristica para el estado del circuito tras el sincronismo del biestable.
2.- Determina el estado del biestable cuando el valor de la sefial A se mantiene a 1 y el estado inicial

del biestable es Q = 1.
3.- ;Se comporta el conjunto como un biestable T?

Problema 7.11 Dado el circuito de la figura adjunta, completa los apartados siguientes:

1.- Calcula la funcién de entrada al biestable T (disparado por flanco de bajada).
2.- Calcula la ecuacion caracteristica de la salida del biestable.
3.- Completa el cronograma con las sefiales 7' y @, asumiendo que inicialmente Q = 0. Comprueba el

resultado con ayuda de Logisim.
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Problema 7.12 Calcula la ecuacion caracteristica del biestable de la figura adjunta expresando el valor
del estado O, en funcidén de las entradas A, B y el estado de partida Q. Indica que modificacién seria
precisa para que el comportamiento fuese equivalente al de un biestable J-K. Comprueba este dltimo

apartado con ayuda de Logisim.
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Problema 7.13 Configura un biestable J-K disparado por flanco positivo, que otorgue prioridad a la sefial
de preset (PRE) frente a clear (CLR), cuando ambas sefiales se activan por nivel bajo. Comprueba la
funcionalidad del biestable obtenido mediante Logisim.



8.1

-

Los biestables constituyen las celdas basicas de memoria empleadas en los sistemas secuenciales. Con
ellos es posible obtener los médulos constructivos para el disefio jerdrquico de los sistemas secuenciales
mas complejos. Este capitulo se dedica a describir los registros y contadores, considerados como los
mddulos basicos empleados en el disefio de los sistemas secuenciales.

Registros de desplazamiento

En los sistemas digitales se hace necesario almacenar informacién temporal como por ejemplo para:

= almacenar el resultado intermedio de operaciones aritméticas,

= suministrar informacion estable a un sistema de visualizacién,

» almacenar direcciones de memoria y datos relacionados con operaciones de lectura y escritura en la
memoria principal de un sistema digital, etcétera.

La principal aplicacién de los biestables D es el almacenamiento de un bit de informacién. Por tanto,
un arreglo de varios biestables D almacena informacion hasta completar el tamaifio de un elemento bédsico
denominado registro.

I Definicion 8.1 — Registro. Es un circuito digital sincrono capaz de almacenar y desplazar un conjunto
de n bits. L]

Los biestables que componen un registro comparten todas las sefiales de control del mismo: CLK
(clock), CLR (clear) y EN (enable). En los registros la seial PRE (preset) se emplea con menos frecuencia
que CLR, porque es mds habitual su borrado ajustando su valor a 0. Los registros son muy versatiles y
admiten varias clasificaciones:

= Dependiendo del modo de E/S de los bits en el registro, ya que tanto la entrada como la salida
pueden ser en serie (bit a bit) o en paralelo (todos los bits de una vez).

= Dependiendo de la direccidon de desplazamiento de bits en el registro pueden ser unidireccionales o
bidireccionales.

La figura 8.1 muestra los distintos tipos de registros dependiendo del tipo de E/S. Ademads, es posible
considerar el desplazamiento serie en dos sentidos: desde el bit mds significativo al menos significativo
(MSB—LSB) y direccién inversa (MSB<LSB).
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Figura 8.1: Tipos de registros dependiendo del tipo de E/S: a) E/S en paralelo, b) E/S en serie, c) entrada serie
y salida en paralelo, y d) entrada en paralelo y salida serie.

Recuerda que tanto en los registros como en el almacenamiento en memoria, existe una posicion
determinada a escala de hardware para los bits MBS y LSB. En este texto adoptamos por convenio el
orden natural de bits con el MSB colocado a la izquierda.

En las secciones siguientes se describen los tipos mas frecuentes de registros y se aportan los
correspondientes circuitos con Logisim para llevar a cabo su simulacién 16gica.

Registro con E/S en paralelo

Es un registro cuya implementacién es sencilla, ya que cada biestable del registro tiene una entrada y una
salida independiente, pero todos comparten la sefial de sincronismo. De este modo la entrada y salida
de informacion en todos los biestables del registro se produce al unisono. Todos los bits de la entrada al
registro aparecen en la salida con el primer flanco de sincronismo.

La figura 8.2 presenta el diagrama del circuito légico correspondiente a un registro de 4 bits (nibble)
con E/S en paralelo. Dicho circuito emplea biestables D sincronos disparados por flanco de subida, con
sefiales comunes de sincronismo CLK, habilitacién EN activa a nivel alto y borrado asincrono activo a
nivel bajo.

Figura 8.2: Registro de 4 bits con E/S en paralelo y sefial de borrado CLR’ activa a nivel bajo.

Para limpiar el registro se emplea la entrada clear de cada biestable. La retencion del estado del
registro se consigue mediante la sefial de enable de cada biestable.

Logisim proporciona el bloque Register en la libreria Memory que recoge la funcionalidad de este
tipo de registro. Para este elemento se puede definir atributos como el nimero de bits del registro y
el tipo de sincronismo, similar al proporcionado para un biestable D. Ademas, posee una entrada
asincrona de borrado o puesta a cero.
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Registro con E/S en serie

En este tipo de registro la entrada de cada biestable se conecta a la salida del anterior. Los datos se
introducen por la entrada del biestable inicial y se obtienen uno a uno por la salida del tltimo biestable del
registro. La entrada y salida de cada bit se produce con cada flanco de la sefial de sincronismo. También
se denomina registro de desplazamiento (shift register), ya que con cada flanco de sincronismo se carga
un bit en el primer biestable y el bit cargado previamente se desplaza hacia el siguiente biestable.

Para cargar y descargar por completo este registro se precisan tantos flancos de la sefial de disparo
como bits componen el registro. La figura 8.3 muestra un registro de desplazamiento hacia la derecha con
4 bits. El circuito se completa con sefales de habilitacién EN y borrado CLR’ del registro, esta dltima
activa a nivel bajo.

Figura 8.3: Registro de desplazamiento hacia la derecha de 4 bits con sefial de borrado CLR’ activa a nivel
bajo.

Registro conversor serie a paralelo

Este registro es idéntico al anterior, pero afiade una salida individual desde cada biestable para tener en
cada instante acceso al contenido completo del registro. Este registro también se conoce como registro
conversor serie a paralelo (SIPO, Serial Input Parallel Output). La figura 8.4 presenta un registro SIPO
de 4 bits con sefial de borrado activa a nivel bajo.

Figura 8.4: Registro conversor serie a paralelo (SIPO) de 4 bits.

Registro conversor paralelo a serie

Al registro anterior se puede afiadir una sefial LOAD'/SHIFT para controlar la operacién de carga y
desplazamiento. De este modo se retne la funcionalidad de los tres registros explicados previamente, ya
que permite entrada serie con LOAD'/SHIFT = 1 o paralelo con LOAD'/SHIFT = 0, con salida en serie a
través de g cuando estd en modo desplazamiento.

Cuando funciona como conversor paralelo a serie (PISO, Parallel Input Serial Output), el registro
precisa de un unico ciclo de reloj para cargar los datos en el registro. Sin embargo, para obtener los datos
a la salida se requieren tantos ciclos de reloj como etapas tenga el registro.
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La figura 8.5 presenta el diagrama del circuito 16gico de este tipo de registro cuya caracteristica mas
interesante es la inclusiéon de MUX 2 x 1. Estos MUX permiten controlar la entrada de datos en cada
biestable obteniendo la funcionalidad de carga del registro o bien de desplazamiento de su contenido.
Dicho control se consigue mediante la sefial de control LOAD'/SHIFT empleada como sefial de seleccién
en los MUX.

Figura 8.5: Registro conversor paralelo a serie (PISO) de 4 bits con entrada alternativa serie y empleo de
multiplexores.

Logisim proporciona el bloque Shift Register en la libreria Memory que recoge la funcionalidad de este
tipo de registro afladiendo posibilidad de carga en paralelo. Para este elemento se puede definir atributos
como el nimero de etapas del registro y el tipo de flanco de sincronismo.

Es posible disefiar un circuito alternativo equivalente sustituyendo los MUX por puertas 16gicas. Este
circuito se expone en la figura 8.6. En dicho circuito cuando se activa el modo de desplazamiento, el
registro se completa con ceros, pues no existe entrada serie.

Figura 8.6: Registro conversor paralelo a serie (PISO) de 4 bits con puertas 16gicas.

Recuerda que en cualquier circuito de registro, la salida en paralelo no requiere elementos adicionales,
solo una conexién individual desde la salida de cada biestable.
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Otros tipos de registros

Ademads de los registros mencionados en las secciones anteriores, existen algunos mas, como:

= Registro de desplazamiento bidireccional (ver figura 8.7). Permite controlar el origen de los datos
y el sentido de desplazamiento de los bits en el registro.

Figura 8.7: Registro de desplazamiento bidireccional de 4 bits.

= Registro universal. Es un registro de desplazamiento bidireccional que permite la carga de datos en
paralelo. Ademds, este registro posee una sefial de habilitacion que permite la inhibicion del registro.
En el diagrama del circuito 16gico de la figura se muestra como los dos bits de seleccion de
los MUX 4 x 1 controlan la operacién del registro: m = 00 para desplazamiento hacia la derecha,
m = 01 para carga, m = 10 para inhibicién, y m = 11 para desplazamiento hacia la izquierda.

Figura 8.8: Registro universal de 4 bits.

= Registro multibit por etapa. En los circuitos presentados en esta seccion, los registros emplean un
biestable por etapa. Esto es, el dato desplazado de una etapa a la siguiente consiste en un unico bit.
Sin embargo, en muchas aplicaciones es preciso desplazar mds de un bit por etapa. En la figura
se presenta la implementacién de un circuito correspondiente a un registro de desplazamiento con 4
etapas y 2 bits por etapa, con posible carga en paralelo o serie. Dicho circuito muestra el esquema
bdsico para obtener registros de un nimero determinado de bits por etapa.
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Figura 8.9: Registro multibit de 4 etapas con 2 bits por etapa.
Recuerda que en Logisim es posible definir los registros no solo con un nimero de etapas determinado,
sino también especificar el nimero de bits de datos para cada una de ellas.
Contadores

En los sistemas digitales hay aplicaciones que requieren el empleo de elementos contadores para obtener
distinta funcionalidad, por ejemplo:

= Divisor de frecuencia. El reloj de los sistemas digitales suele oscilar a una frecuencia muy elevada,

del orden de megahercios o gigahercios (10°-10° Hz). Dicha frecuencia es apropiada para gobernar
subsistemas rapidos. Sin embargo, si se necesitan frecuencias mds reducidas, estas se obtienen
mediante divisores de la frecuencia del reloj principal del sistema.

Temporizador. Cuando es preciso temporizar acciones en un sistema (p. €j., retardos, esperas, etc.)
se recurre a elementos capaces de contar el tiempo mediante la cuenta del ndmero de flancos de
disparo de una sefial de reloj.

Contador de eventos. En este caso se debe contar las transiciones de una sefial asociada a la
ocurrencia de eventos (p. ej., deteccidon de objetos, personas, etc.).

Generador de secuencia ciclica. Cuando es preciso generar repetidamente una sucesioén de c6digos
binarios ordenados o desordenados, con elementos repetidos o sin ellos (p. €j., generacion de sefiales
de seleccién de MUX o DEC, generacién de direcciones de memoria, activacién de sistemas en
secuencia, etc.).

Todas las aplicaciones mencionadas hacen uso de los contadores que son sistemas secuenciales
constituidos habitualmente por biestables de tipo T que generan una secuencia ciclica sin elementos
repetidos en ella.

Definicion 8.2 — Secuencia. Es una lista ordenada posicionalmente de un conjunto finito de niimeros
naturales que generan una sucesion de valores en los que se repite de modo ciclico la secuencia. En este
texto se representan encerrando entre corchetes los valores que componen la secuencia. Por ordenada
se entiende que dicho orden es el que aparece en la sucesion de valores generados por la secuencia. m
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Ejemplo 8.1 — Secuencia. ;Cémo se representan las dos secuencias que generan las sucesiones de
valores que se indican a continuacién?

a) 0,1,3,0,1,3,0,1,3,...
b) 1,0,3,1,0,3,1,0,3,...
@ Solucion:

a) [0,1,3] —0,1,3,0,1,3,0,1,3, ...

b) [1,0,3] = 1,0,3,1,0,3,1,0,3, ...

Observa, que aunque las secuencias anteriores contienen los mismos valores, son secuencias diferentes,
al igual que las sucesiones generadas por ellas. u

Definicion 8.3 — Contador. Circuito 16gico secuencial constituido por biestables que genera en
su salida una sucesidn correspondiente a una secuencia de valores unicos, sin repetir. Ademas, la
secuencia debe admitir una codificacién de modo que coincida con el estado codificado en el sistema.
Se dice que en este caso el estado del sistema y su salida coinciden. "

Ejemplo 8.2 — Secuencia de salida en un contador. Dadas las secuencias siguientes: [0,1,2,3],
[0,1,2,3,2] y [0,1,8,9]; indica qué sucesion de valores genera cada una de ellas y si corresponden a
un contador.

& Solucioén:

1 11 1
a) [0,1,2,3] —0,1,2,3,0,1,2,3,...
SI representa la secuencia de salida de un contador porque estd compuesta por elementos tinicos.
Esto es, dentro del corchete no existe ningtn valor que se repita.

b) 0,1,2,3,2] —+0,1,2,3,2,0,1,2,3,2, ...
NO representa la secuencia de salida de un contador, ya que dentro del corchete que define la
secuencia se repite el valor 2. Esto es, tiene un valor repetido.

¢) [0,1,8,9] —0,1,8,9,0,1,8.9, ...
Dependiendo de la implementacion, puede representar la salida de un contador o no. Si se
emplean 4 bits para codificar el estado, se emplearian 4 biestables de modo que la salida y el
estado coincidan. En este caso se tratarfa de un contador. Sin embargo, como el sistema tiene
cuatro estados, es posible una implementacién 6ptima utilizando dos biestables para el contador.
Para obtener la salida deseada se aplicaria una decodificacién a la salida del contador para
obtener los valores deseados.

En los contadores, se emplea habitualmente biestables de tipo T u otro con la funcién de un T, como
el J-K con J = K. El cambio de valor de la secuencia de salida del contador estd gobernado por los flancos
de la sefial de disparo de los biestables. El reinicio asincrono del contador se consigue mediante el empleo
de las senales PRE (preset) y CLR (clear) de los biestables. Para su reinicio sincrono, se puede emplear la
funcionalidad de carga del contador con un valor determinado, o bien el disefio de un circuito de excitacién
completo para sus biestables.

Definicion 8.4 — Médulo de un contador. El médulo (MOD) de un contador es el ndmero de
valores (estados) distintos que genera. Dicho valor coincide con la longitud de la secuencia asociada al
contador. "
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Ejemplo 8.3 — Médulo de un contador. Un circuito genera la sucesion de valores:
0,1,2,3,0,1,2,3,...

Indica a qué secuencia corresponden dichos valores, si se trata de un contador y en caso afirmativo,
cudl es el médulo de dicho contador.

& Solucioén:

b, 1,2, 3:,IO, 1,2, 3' ,... — [0,1,2,3]: Es una secuencia que corresponde a un contador porque no tiene
valores repetidos. El médulo del contador es 4 porque esta es longitud de la secuencia. También se
dice que se trata de un contador MOD 4. =

Si un contador estd compuesto de n biestables entonces puede tener un nimero maximo de estados

igual a 2", que son los posibles valores distintos de la salida del contador. Los contadores también se
denominan circuitos divisores de frecuencia en donde el factor de division es igual al médulo del contador.

En general, para todos los sistemas secuenciales y en particular para los contadores, se debe distinguir

cada estado global del sistema Q; del estado local particular de cada biestable g;, siendo j el indice del
biestable. Siempre que sea posible, la codificacion del estado Q; empleara binario natural para codificar el
valor decimal de i con los bits individuales g; correspondientes al estado de cada biestable. De este modo
es sencillo obtener el valor del contador, ya que se obtiene por concatenacion directa de la salida binaria
de los biestables.

Recuerda que en los contadores, el estado es la salida del contador. Ademas, a partir del estado Q; es

inmediato derivar el valor g; de cada biestable, ya que dicho valor estd dado por el bit j-€ésimo del valor
de i expresado en binario natural.

Ejemplo 8.4 — Codificacion de estado en contadores. Dado un contador de 2 bits, indica el
minimo ndmero n de biestables necesarios, nimero maximo de estados que se pueden obtener, la
codificacion de cada estado Q; y los valores de estado individual de cada biestable g; para cada estado
Q; del contador.

[ Solucioén:

Para almacenar cada bit se precisa un biestable. Por tanto, el contador es de dos biestables que
denominamos ¢; y go. Con dos biestables (2 bits) el nimero maximo de estados que se pueden
codificar son 22 = 4. Para codificar cada uno de los 4 estados del contador empleando binario natural
se tiene:

Q=00 01=01" =10 0O5= 11
q1 490 41490 q1 490 4140

Observa que en este ejemplo se habla de los estados del contador sin indicar el orden en que se generan
estos en una sucesion de valores de salida. u

Clasificacion de contadores

Los contadores se puede clasificar atendiendo a distintos criterios:

= Sincronismo. En un contador sincrono, los biestables comparten la sefial de sincronismo CLK, pero
en los asincronos, la sefial de sincronismo no es comun a todos los biestables.

= Codificacién. La secuencia binaria generada por el contador puede responder a distintos métodos
de codificacion: binario natural, BCD, cédigo Gray, etcétera.

= Ordenacién de la secuencia. Dependiendo de la ordenacién de los valores de la secuencia generada
por el contador, estos se denominan ordenados o desordenados. Cuando el contador es ordenado,
dependiendo del sentido de la ordenacién pueden ser: ascendentes o descendentes.
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= Moddulo. Un contador es de secuencia completa o completo, si su médulo (nimero de estados)
coincide con el valor mdximo de estados que se puede codificar con los biestables empleados. En
caso contrario se denomina contador incompleto o de secuencia incompleta. Si la secuencia esta
ordenada, sin «huecos» entre valores consecutivos, pero es incompleta porque faltan valores al final
de la ordenacidn, entonces se denomina contador de secuencia truncada.

Ejemplo 8.5 — Clasificacion de contadores. Dadas las secuencias: [1,2,3], [2,1,3,0], [0,1,2] y
[0,1,2,4]. Para cada una de ellas determina: nimero de estados, nimero minimo de biestables necesarios
y codificacién empleada. Si se trata de un contador, indica su clasificacién de acuerdo a los criterios
establecidos en esta seccidn.

& Solucioén:

* [1,2,3]: Esta secuencia tiene 3 estados, por tanto precisa de al menos 2 biestables (g1, go) para
codificarlos. Se puede emplear una codificacién en binario natural para el estado: Q1 = 1 con
[q190] = [01], Q2 =2 con [q1g90) = [10], y Q3 = 3 con [gq1g0] = [1 1]. Esta secuencia es un
contador porque no tiene valores repetidos y el estado coincide con la salida. Se trata de un
contador ordenado, ascendente e incompleto (no posee el valor 0). No es una secuencia truncada
porque el contador tiene un «hueco» al comienzo de la secuencia, correspondiente al valor 0.

* [2,1,3,0]: Esta secuencia tiene 4 estados, por tanto precisa de al menos 2 biestables (g1, qo) para
codificarlos. Se puede emplear una codificacién en binario natural para el estado: 0, =2 con
[91.90] = [10], Q1 = 1 con [g1 qo] = [01], Q3 =3 con [g1 g0] = [1 1], y Qo = 0 con [g1 go] = [00].
Esta secuencia es un contador porque no tiene valores repetidos y el estado coincide con la
salida. Se trata de un contador desordenado y completo.

* [0,1,2]: Esta secuencia tiene 3 estados, por tanto precisa de al menos 2 biestables (g1, qo) para
codificarlos. Se puede emplear una codificacién en binario natural para el estado. Esta secuencia
es un contador porque no tiene valores repetidos y el estado coincide con la salida. Se trata de
un contador ordenado, ascendente, incompleto (no posee el valor 3) y de secuencia truncada,
porque el valor que falta en la secuencia esta al final de esta.

* [0,1,2,4]: Esta secuencia tiene 4 estados, por tanto precisa de al menos 2 biestables (g1, go) para
codificarlos. Con 2 biestables no se puede emplear una codificacién en binario natural para el
estado, pues el valor 4 no se puede representar con 2 bits. Para conseguir que el estado y la
salida coincidan como en un contador serfan precisos 3 biestables: Qg = 0 con [¢2 g1 o] = [000],
Q1 =1con [q291q0] =[001], Q2 =2 con [g2g1q0] = [010],y Qs =4 con [g2q1 q0] = [100]. Si
esta secuencia se implementa con 3 biestables es considerado un contador porque no tiene valores
repetidos y el estado coincide con la salida. Se trataria de un contador ordenado, ascendente,
incompleto (no posee el valor 3), pero no es de secuencia truncada porque la secuencia tiene un
hueco.

En este caso se pueden emplear solo dos biestables con un circuito combinacional que recodifique
el cédigo de salida de un contador completo ascendente MOD 4, al valor de salida deseado. Las
entradas al circuito combinacional mencionado serian ¢, go (el estado) y la salida f1, f>, f3 (el
valor de la secuencia). En este caso el sistema combinacional resultantes es muy sencillo como
se deduce de la tabla de verdad adjunta:

@i q | fr fi fol val sec.

0 0/]0 0 0] (0
0 1]0 0 1 (1)
1 0l0 1 0]
1 11 0 o @&

f=q1-q fi=q1-q; fo=4d\-q
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Contadores asincronos

Para describir la implementacion de un contador partimos del andlisis de la secuencia asociada. Para ello
se considera el caso concreto de un contador ascendente MODS de secuencia completa para el que se
emplean 3 biestables. La tabla de la figura presenta los estados globales del contador (Qgp a Q7) y los
estados individuales (g2,41,g0) que deberia tener cada uno de los biestables para codificar el valor del
estado. En la misma figura junto a la tabla se muestra el cronograma de la evolucién temporal del estado
individual de cada biestable.

La sucesién de estados del biestable menos significativo gg (0,1,0,1,...) se puede obtener de modo
sencillo mediante un biestable T con su entrada conectada permanentemente a 1. De este modo el biestable
cambiard de estado en cada flanco de disparo de la sefial de sincronismo CLK.

CLK X414 18| 4 & 8 8 8 0K & 8 6 K a0k

Q4q29190 qp 011 11 1 11 Tt 11 t1/o0t1j0t1 11

00[0[0]0 — _ — e Sl T . R R |

0:/10[0]1 } } | |

0201110} ¢ b1 1 ERE f1 1 b1 f1

os:lo]1]1 ‘ — — ! — — —

04 1]0]0 ; | | |

Os{1]0]1] 4, t1i10111 t1 10111

Osl1]1]0 R RN TR
R 000 | 001:010:{011 {100 :101 {110 111:000: 001 010! 011} 100} 101} 110} 111,000 001! 010} 011
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Figura 8.10: Secuencia de estados de un contador ascendente de 8 estados y 3 biestables, junto con el
cronograma del estado de cada biestable.

Observa que en el cronograma de los contadores presentados en este texto es habitual emplear un
orden creciente de significancia de los bits hacia abajo del cronograma. Asi, en la figura se
observa que en la parte superior se coloca el estado del biestable menos significativo (gg) y en la
parte inferior el mds significativo (¢»).

Para el biestable g; se observa un comportamiento similar a gg, pero su cambio de estado se produce
cuando gg pasa de valer 1 a 0. Esto es, en el flanco negativo de gg. Por tanto, si se desea emplear solo
biestables sincronizados por flanco positivo (de subida), se puede afirmar que g; cambia de estado con los
flancos positivos de g, ya que los flancos negativos de una sefial, son los positivos de la sefial invertida.
De este modo, el comportamiento de g; se obtiene con un biestable T con entrada T = 1 y sefial de
sincronismo conectada a la sefial g, del biestable previo. Con un razonamiento andlogo se llega a que el
comportamiento del biestable g, se obtiene mediante biestable T con entrada 7 = 1 y sefial de sincronismo
conectada a ¢/. Por tanto, la implementacién del contador asincrono ascendente MOD 8 resultante se
muestra en la figura

Figura 8.11: Diagrama 16gico de contador asincrono MOD 8§ ascendente con biestables T.
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En el circuito de la figura se ha incluido una sefal para el reinicio asincrono del contador
(INIT/CLR) conectada a la entrada CLR de los biestables. También se incluye una sefial de habilitacion
(EN) conectada a la entrada enable de cada biestable. La figura anade una sonda de prueba (probe) para
mostrar el valor decimal de la salida del contador. Dicha salida se complementa con un inversor para
obtener de modo inmediato el contador descendente.

Es muy importante reconocer que el contador implementado es de tipo asincrono —aunque los
biestables sean de tipo sincrono—, ya que los biestables no comparten la sefial de sincronismo. Como se
observa en la figura , el valor binario de cada biestable se indica con un subindice, de modo que en la
codificacién del estado, g2 y go son el biestable mds y menos significativo, respectivamente.

Para obtener un contador descendente se pueden seguir varias estrategias:

1. Intercambiar las conexiones de Q y Q' para cada biestable. Si en el ascendente la salida Q' de un
biestable se conecta a la entrada de sincronismo del siguiente biestable, en el descendente se conecta
la salida Q con la entrada de sincronismo del siguiente biestable. El andlisis se puede repetir a partir
de la tabla de evolucién de los estados del contador para concluir que los cambios de estado de un
biestable se producen en los flancos positivos del estado del biestable previo.

2. Sincronizar los biestables por flanco de bajada. Manteniendo todas las conexiones y cambiando el
flanco de disparo de todos los biestables, se obtiene un contador descendente.

3. Complementar los bits de salida del contador ascendente. La comprobacién es sencilla a partir de la
tabla de estados del contador. El complemento es sencillo de obtener, ya que cada biestable ofrece
directamente el valor de su estado Q y el complemento Q'

En el diagrama de la figura para obtener el contador descendente se ha afiadido un inversor,
pero dicho valor se obtiene directamente de cada biestable, ya que cada uno proporciona tanto su
estado Q como el complemento Q'. Recuerda que en un contador descendente, el valor de CLR debe
poner todos los biestables a 1. De este modo se obtiene el valor de partida del contador que es el
valor més alto del contador.

Contadores de secuencia truncada

Un contador de secuencia truncada es un contador ascendente ordenado incompleto en su cuenta superior,
o bien descendente ordenado e incompleto en su cuenta inferior. El contador de secuencia truncada mas
popular en los sistemas digitales es el contador MOD 10, conocido también como contador BCD o
contador de décadas. Es un contador con 10 estados (de Qg a Qg) y 6 estados no alcanzados. Para su
implementacién se precisan 4 biestables (¢3,492,41,90)-

Para implementar los contadores asincronos de secuencia truncada se puede recurrir al truncamiento
asincrono del contador al alcanzar el siguiente valor al mdximo deseado. De este modo, en el contador
MOD 10 se incorpora una puerta AND que decodifica el valor 10, alcanzado cuando [g3 g2 g1 go] =[1010],
que activa el reset asincrono de los biestables mediante la sefial CLR que los lleva inmediatamente al valor
0. La figura muestra el diagrama l6gico del circuito correspondiente en Logisim.

Figura 8.12: Diagrama légico de contador de décadas asincrono con truncamiento asincrono.
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El ajuste de la condicién de truncamiento del contador se debe realizar con cuidado. En el circuito de
la figura , el valor decodificado con la puerta AND en realidad no es 10, puesto que el producto
g3¢1 con c6digo binario 1*1* se puede expandir a los minitérminos: 1010, = 1019, 10115 = 114,
1110, = 1419 y 11113 = 15(10. En consecuencia la puerta AND genera un 1 para cualquiera de dichos
valores, pero como el contador es ascendente, el primero que se alcanza es el 10 y de este modo, con
una puerta de dos entradas mas simple se consigue el efecto deseado. Para el truncamiento en sentido
descendente se podria seguir un esquema anilogo decodificando los biestables que deben ser 0.

Limitaciones de los contadores asincronos
Los biestables de un contador asincrono no emplean la misma sefial de sincronismo. Por tanto, no
es posible garantizar que su cambio de estado se produce de modo simultdneo. De hecho la sefal de
sincronismo de cada biestable —a excepcion del inicial— es la consecuencia del cambio de estado del
biestable precedente. Como resultado, en este tipo de contador se produce un retardo (delay) que se
propaga en cascada de un biestable al siguiente.

En consecuencia, el retardo en una etapa se acumula al de la etapa previa hasta completar el total
de etapas. El retardo acumulado afecta al cambio de estado de cada biestable conectado en la cascada
de biestables, para ser tanto mayor cuanto mas profundo es el biestable en la cascada de conexién. Este
efecto se debe a los retardos de propagacidn de sefiales en los biestables.

El efecto del retardo acumulado en la salida del contador produce un «rizado» (ripple) de la salida
del contador. Por esta razdn, este tipo de contador se conoce como contador con rizado (ripple counter)
o contador de propagacién (propagation counter). La figura muestra el efecto del retardo en la
respuesta de cada uno de los biestables del contador —exagerado para mayor claridad— y cémo este
puede dar lugar a valores incorrectos de cuenta.

En la figura se presenta la evolucion del estado de los tres biestables del contador para mostrar
como entre el valor 3 y 4 existen instantes en los que se puede obtener un valor erréneo de cuenta (2 y 0).
Por ejemplo, si el valor de este contador generase los valores de las sefiales de selecciéon de un MUX 8 x 1,
durante algunos instantes se podria obtener una salida errénea.

CLK 1HATlL—1 o 1
90 o 1.0 1 lojl1 01

497 0 o 1 110 0 1 1 G

| = ! retardo!
: 1

0 0 0 0o i1 1 1 1 v B
q2 : 0 00 ;1
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\\3 ﬁa,

cuentas
erréneas

Figura 8.13: Cronograma del estado de un biestable asincrono MOD 8 ascendente mostrando el retardo
acumulado y los posibles errores de cuenta que provoca (dcha.).

Para evitar la situacion de cuentas erréneas derivadas de los contadores con rizado, se recurre a una
técnica sencilla denominada strobbing. Dicha estrategia consiste en habilitar en el circuito de destino el
valor procedente del contador mediante el nivel bajo de la sefial de reloj (si el contador emplea biestables
disparados por flanco de subida). De este modo hasta que la sefal de reloj no estd en nivel bajo la
salida del contador no tiene efecto en el circuito de destino. Esta técnica también es valida para utilizar
satisfactoriamente los valores de contadores obtenidos mediante truncamiento asincrono. Por ejemplo, se
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podria decodificar el valor mdximo deseado para el contador habilitando el reinicio del mismo en el nivel
bajo de la sefial de sincronismo si los biestables son disparados por flanco de subida.

m Ejercicio 8.1 Modifica el circuito de la figura para que el truncamiento asincrono del contador se
realice cuando el valor del contador es 9 y se habilite el borrado de los biestables con el nivel bajo de la
sefal de reloj (CLK). "

El rizado de los contadores asincronos limita la frecuencia méxima permitida del reloj, ya que el
retardo acumulado debe ser menor que el periodo de la sefial de reloj. Por este motivo los contadores
sincronos pueden ser mds rdpidos que los asincronos. Una aplicacién de los contadores asincronos es el
conteo de la ocurrencia asincrona de eventos (p. €j., paso de personas, vehiculos, material, etc.) utilizando
la transicion en la sefal del evento como sefial de sincronismo del contador.

Contadores sincronos

El disefio de sistemas asincronos y en particular de contadores, presenta dificultades que limitan su
aplicacion en favor de los sistemas sincronos. En un contador sincrono todos los biestables comparten
la sefial de sincronismo. De este modo, el cambio de estado en todos los biestables se produce de forma
simultdnea. Como todos los biestables comparten la sefial de reloj CLK, la funcionalidad deseada se
obtiene calculando el valor apropiado de las entradas —sefiales de excitacion— para cada biestable.

Para analizar la implementacion de un contador sincrono, partimos del estudio del contador ascendente
MOD 8 para el que se emplean 3 biestables. La tabla 8.1 muestra la evolucién temporal de estados del
contador y los estados individuales de cada biestable. También se afiaden las sefiales de excitacion a cada
biestable (13, T1, Tp) para conseguir la evolucion de estado requerida en los instantes de sincronismo. Con
los valores de la tabla se obtiene el valor de la excitacion de cada biestable como una funcién del estado

Q).

Tabla 8.1: Tabla de transicion de estado del contador sincrono ascendente MODS.

| t [| 1

049,9:90 Q 929149072717y 0 9291 90|1:|T|Ty
Ogofofojo,fojoj1]o|O]f1 Ogl0]0f0]JO[0]1
ojJofof1)o,of1]0)0]1]1 o;0fof1]0]1]1
ojoj1fo]osfofl1]1]0f[0f1 Osof1fo]Jojof1
ojjof1|{1yo,1f{ojoj1]1]1 4 os;lof1|f1j1f1]1
od1|{ofo)osf1fo]1)0]0]1 o41]10[0]0|0]1
Os1110]1]Os{111[0JO0]1]1 Osf1jof1]of1]1
Od1|1|{o)Oo,f1|1]1)0]0]1 Og1]1[0]J0|0]1
OJ1|1[1]0s0]0f0)1]1]1 O 111 [1]1f1]1

Para realizar el calculo de la excitacidon en los biestables, la tabla de transicion se trata como una
tabla de verdad para las funciones de excitacién mencionadas. Las entradas son los estados en ¢ para cada
biestable (g;) y las salidas son las entradas (excitaciones) a dichos biestables (7). Una vez realizado el
célculo se obtiene el circuito de la figura con las funciones de excitacién: To =1, 71 = qo y > = q19o.

Figura 8.14: Circuito de contador sincrono ascendente MOD 8.
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La implementacién de un contador con un nimero mayor de biestables seguiria un esquema en el que
la entrada de cada biestable afiadido (a la dcha. del circuito) es el resultado del AND de las salidas de los
biestables previos como se muestra en la figura

Figura 8.15: Circuito de contador sincrono ascendente MOD 16.

Para conseguir contadores descendentes se puede seguir un estudio andlogo al explicado anteriormente.
De este modo, en el caso del contador descendente MOD 8§ se tendrfa el circuito de la figura con las
funciones de excitacién: Ty =1, T1 = g, y T» = ¢ q)-

Figura 8.16: Circuito de contador sincrono descendente MOD 8.

Observa que en los contadores descendentes el valor inicial de cuenta es el valor binario mas alto del
contador. Por tanto, su sefial de reinicio (INIT/PRE) activa la puesta a 1 de los biestables (preset).

Contador de décadas sincrono

Para la implementacién del contador de décadas (MOD 10) sincrono se puede emplear una estrategia de
truncamiento similar a la empleada en el caso del contador asincrono (ver figura ).

Figura 8.17: Circuito 16gico de contador décadas ascendente sincrono con reinicio asincrono.
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Desde un punto de vista légico, el reinicio asincrono de un contador sincrono ofrece un resultado
correcto. Sin embargo, un anélisis temporal riguroso de la salida del contador determina que durante un
breve instante la salida del contador es incorrecta (10) superando el valor maximo (9) permitido para el
contador. Aplicando la técnica denominada strobing, el truncamiento asincrono realiza el reinicio del
contador en el valor mdximo de cuenta, habilitado con el nivel bajo de la sefial de reloj (CLK).

El truncamiento sincrono evita los problemas mencionados evitando el reinicio del contador mediante
la sefial de borrado asincrono de los biestables. En su lugar, se modifica la excitacién de los biestables
para conseguir la secuencia de estados requerida. La figura muestra el circuito resultante con las
funciones de excitacion de los biestables obtenidas a partir de la tabla de transicién de estados del
contador, considerando todos los estados superiores a Qg9 como condiciones libres (don’t care). Las
funciones resultantes son: To = 1, Ti = ¢5q0, T>» = 194 Y T3 = 929190 + 4390

Figura 8.18: Diagrama l6gico de contador de décadas con truncamiento sincrono y sefiales de habilitacién de
cuenta (counter enable) y de término de cuenta (terminal count).

El circuito de la figura incluye sefial de habilitacion de cuenta (CTEN, counter enable) y sefial
de término de cuenta (TC, terminal count). Dichas sefiales facilitan la conexidn en cascada (daisy chain)
de médulos contadores conectando la salida 7C a la entrada CTEN del médulo de mayor orden. En

consecuencia, es posible conseguir divisores de 10, 100, 1000, etcétera. La figura muestra el esquema
conseguido para simulacién légica con Logisim del comportamiento de dos médulos contadores con la
implementacién presentada en la figura para obtener un contador de 0 a 99.

Figura 8.19: Contadores de décadas conectados en cascada para obtener un contador de unidades y decenas.

Recuerda que para crear en Logisim un médulo como el contador de décadas de la figura , debes
incluir la sefial de sincronismo con un pin de entrada convencional en lugar de emplear el elemento
reloj. Dicho pin aparece marcado con una flecha en la figura mencionada. En dicho pin se conectara
la sefial de reloj deseada cuando el médulo sea empleado en un disefio jerarquico.

Una alternativa practica al reinicio sincrono de un contador truncado, consiste en el empleo de la
decodificacion del valor final de cuenta para activar la sefial de carga (load) del contador con el valor
deseado de reinicio, habitualmente 0. Este método exige que el contador incorpore la funcionalidad de
carga en paralelo de sus biestables. La figura muestra el diagrama 16gico de un contador de 4 bits con
funcionalidad de carga en paralelo y cémo se aplica a un contador de décadas mediante reinicio sincrono.
Este circuito se considera de interés para ilustrar un método de carga en un contador mediante el uso de
biestables D y multiplexores.
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Figura 8.20: Contador con carga en paralelo (sup.) y aplicacion a contador de décadas con reinicio sincrono.

Contador sincrono bidireccional

La implementacién del contador descendente es andloga a la empleada para el contador ascendente
considerando las sefiales complementarias que intervienen en la excitacion de los biestables. Esto es, se
cambia g; por q’j en las expresiones algebraicas de las funciones de excitacion de los biestables.

En un contador bidireccional es preciso afiadir al contador, una sefial de control (UP'/DOWN) que
permita controlar el sentido de la cuenta. Esta sefial se puede emplear como sefial de seleccion de un
MUX 2 x 1 para conectar a cada biestable la entrada g; o q’j segln corresponda (ver figura ). Enla
figura también se muestra el proceso de decodificacion de la sefial de direccién del contador para
reiniciar la cuenta en 0 o 7 activando el clear o preset de todos los biestables.

Figura 8.21: Circuito 16gico de contador bidireccional mediante MUX 2 x 1.
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La figura ilustra una estrategia alternativa para implementar la bidireccionalidad del contador
partiendo de su implementacién ascendente y tomando el complemento de su salida para obtener el
contador descendente —valido también para los contadores asincronos—. En este caso mediante una
sefial adicional (UP'/DOWN) de entrada en las puertas XOR se puede controlar si la salida del circuito es
la del contador empleado o su complemento. El reinicio del contador es correcto al realizar la puesta a 0
de todos los biestables, pues en el caso de cuenta descendente el complemento ya ofrece el valor correcto
al inicio.

Figura 8.22: Circuito 16gico de contador bidireccional mediante puertas XOR.

El elemento contador de Logisim
Logisim proporciona un elemento contador universal (counter) en la libreria Memory con una funcionali-
dad fijada por el valor de sus atributos descritos a continuacién:

= Nudmero de bits del contador, con posibilidad de definir el valor maximo.
= Seleccién de comportamiento al alcanzar valor maximo prefijado:

* Vuelta a cero en cuenta continua (wrap around).

* Enclavamiento en valor maximo (stay at value).

* Continua hasta valor maximo (continue counting)

e Carga valor (load next value). Cuando se alcanza el valor madximo de cuenta se carga el
proximo valor del contador. Necesario en el caso de cuenta descendente.

= Tipo de flanco de disparo (de subida o bajada).
= Cuenta ascendente o descendente.
= Carga de un valor en el contador.

Como entradas al contador se fijan la sefial de disparo (CLK), el valor de carga (Data), el bit de carga
(LD) y la habilitacién de cuenta (CNT). Dichas sefiales permiten fijar la direccién de cuenta y la inhibicién
del contador. Por tltimo, se incluye como entrada el valor de borrado asincrono (CLR). Como salidas se
obtiene: el valor de cuenta (Q) y el bit de fin de cuenta (TC).

Contadores basados en registros de desplazamiento

Los registros de desplazamiento con la salida de su etapa final realimentando a la etapa inicial, se
caracterizan por repetir continuamente una secuencia. El valor del registro cambia con el desplazamiento
de un bit de un biestable al siguiente. Las secuencias generadas cumplen la condicién de un contador,
ya que no hay valores repetidos en la secuencia. Se trata de contadores de secuencia incompleta, puesto
que cuando el nimero de biestables empleado es # tienen un nimero de estados () inferior al maximo
permitido (2"). A continuacién se explica dos tipos de contadores basados en registros de desplazamiento.
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Contador en anillo

Se implementa con un registro de desplazamiento cuya salida g, del tlltimo biestable realimenta la entrada
al primero (Dg = ¢g,). El contador genera la secuencia derivada de rotar el valor de inicializacién del
registro. Por tanto, es un contador con un nimero de estados igual al de biestables que componen el
registro empleado. En el contador de la figura los estados posibles son: [0001, 0010, 0100, 1000].

Figura 8.23: Contador en anillo de 4 bits con one-hot encoding.

Esta estrategia ofrece un método simple de implementacion de un contador MOD n (divisor por
n), para el que es preciso disponer de n biestables. Aunque este método es valido para rotar cualquier
secuencia binaria, cuando la secuencia tiene un tnico 1, se denomina codificacion one-hot encoding. De
modo dual, cuando la secuencia tiene un tnico 0, recibe el nombre one-cold enconding. En estos casos el
contador en anillo genera un valor decodificado del estado. Con esta estrategia se simplifica el disefo a
costa de aumentar el nimero de biestables, pero elimina la necesidad de un decodificador a la salida como
se muestra en la figura

La salida decodificada del contador en anillo es interesante en aplicaciones de activacion secuencial de
distintos subsistemas, como por ejemplo el mostrado en la figura 5.6 de la pag. . En estas aplicaciones
la salida decodificada del contador se conecta a las entradas de habilitacion (enable) del conjunto de
subsistemas que se desea habilitar secuencialmente. Cuando la habilitacion es activa a nivel bajo se emplea
one-cold encoding.

Figura 8.24: Circuito 16gico de contador de 2 bits seguido de DEC 2 x 4, equivalente a contador en anillo de 4
bits con one-hot encoding.

Las desventajas principales de los contadores en anillo son las siguientes:

1. Necesitan el mismo niimero de biestables que de estados. Esto restringe la capacidad de representa-
cién maxima del contador.

2. Requieren la inicializacion de los biestables en el arranque del sistema. En este contador se debe
partir de la configuracién de ceros y unos que se desea rotar. Por ejemplo, con uno solo de los
biestables a 1 y el resto a 0 para la codificacién one-hot encoding.
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Contador Johnson

Este contador también emplea un registro de desplazamiento, pero se obtiene por realimentacion de la
salida negada del ultimo biestable ¢/, a la entrada del primero (Dy = ¢,). De este modo si el registro
comienza con todos los biestables a cero, se completa progresivamente con unos. A continuacion se va
completando con ceros hasta completar el ciclo. La figura presenta el circuito 16gico de un contador
Johnson de cuatro bits para simulacién l6gica con Logisim.

Figura 8.25: Circuito 16gico de contador Johnson de 4 bits.

El niimero total de estados del contador Johnson es 2 -z, siendo 7 el nimero de biestables del contador.
Los estados del contador de la figura serian: [0000, 0001, 0011, 0111, 1111, 1110, 1100, 1000].

El contador Johnson se emplea de modo muy similar al contador en anillo, pero con la mitad de
biestables que este dltimo. Si se implementa con un registro de n biestables se puede conseguir un contador
MOD 2n (divisor 2 - n) al que se afiaden puertas decodificadoras —como en el circuito de la figura —
para obtener un contador con salidas decodificadas para aplicaciones similares a las de un contador en
anillo.

Figura 8.26: Contador Johnson de 4 bits con salida decodificada.

Puesto que este tipo de contadores perpetian el desplazamiento de la secuencia en los biestables,
para evitar la posible corrupcion de la secuencia, es frecuente afadir alguna puerta adicional que permita
«autocorregir» la secuencia tras algunos ciclos de reloj (como en el circuito de la figura ). El circuito
resultante se conoce como contador Johnson autocorregido.
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Figura 8.27: Circuito 16gico de contador Johnson autocorregido de 4 bits.

Aplicaciones de contadores

En el control secuencial de sistemas fisicos dirigidos por eventos, los contadores se pueden utilizar para
contabilizar eventos ocurridos en el sistema. Por ejemplo, vehiculos que entran en un aparcamiento,
usuarios que entran en un edificio, piezas que han llegado a una célula automatizada de embalaje mediante
una cinta transportadora, etcétera. En estos casos un detector —sensor todo (1)/nada (0)— se encarga de
generar la transicion de una sefial que determina la ocurrencia del evento contabilizado por el contador.

Ten cuidado para no confundir el control secuencial de sistemas fisicos dirigidos por eventos, con el
paradigma de programacion dirigida por eventos (event-driven programming). Aunque en ambos
casos los eventos «dirigen» la evolucién del sistema, en los primeros se controla una secuencia
definida de etapas cuyo inicio/fin estd marcado por la ocurrencia de eventos discretos como la
activacion de detectores o finalizacidén de acciones temporizadas. Sin embargo, en el segundo se
realiza la programacién de un sistema que responde a eventos no deterministas como por ejemplo,
las acciones de un usuario en una interfaz grafica. Aunque en ambos tipos de sistemas los eventos
son de naturaleza asincrona, el valor de dichos eventos tanto en uno como otro, se puede capturar de
modo sincrono. Esto permite tomar decisiones sincronas sobre el control de ambos tipos de sistemas
a través de la ejecucion de acciones.

La estrategia mas sencilla para contabilizar eventos consiste en sustituir la sefial de sincronismo CLK
de un contador por la sefial procedente del detector. De este modo las transiciones generadas en el detector
disparan el cambio de estado del contador que cuenta el nimero de transiciones en la sefial generada por
el evento. En la figura se muestra el diagrama 16gico del circuito para esta solucién mediante empleo
de un contador asincrono. Por tanto, la salida del contador es asincrona respecto al reloj del sistema.

Figura 8.28: Contador asincrono de eventos con registro de sicronizacién a la salida.

Para sincronizar la salida del contador con el reloj del sistema se emplea un registro a la salida. En
estos casos la pérdida de sincronismo —saltos en la cuenta de salida— se evita ajustando la frecuencia del
reloj de sincronismo para que sea superior a la frecuencia de la ocurrencia de los eventos. De este modo la
salida sincrona es fiel reflejo de la evolucién del contador. En caso contrario, la salida sincronizada avanza
a saltos porque entre dos flancos consecutivos de la sefial de reloj se produce varios eventos. De modo
similar se podria utilizar un contador sincrono con la sefial de reloj sustituida por la sefial del evento.
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Recuerda que la estrategia de conteo de eventos sustituyendo la sefial de disparo por la sefial del
evento no es aplicable en todos los sistemas digitales. Por ejemplo, en ciertos disefios de contadores
sintetizados mediante FPGA se obliga a que los biestables empleen como sefial de sincronismo una
sefal definida como reloj del sistema.

Una estrategia alternativa para obtener un contador de eventos sincrono, consiste en el disefio de un
autémata finito —explicados en el capitulo préximo— para generar un pulso de duracién de un ciclo de
reloj por cada transicién ocurrida en la sefial del evento. En la figura se ilustra la implementacién de
un contador sincrono de eventos implementando un autémata finito de tipo Mealy en el que la entrada es
el evento asincrono a contar y la salida es un evento de duracién apropiada para el contador. En este caso
el autémata es muy sencillo pues consiste en un biestable D y una puerta AND.

Figura 8.29: Circuito de contador sincrono de eventos asincronos mediante autémata de Mealy.

Las dos estrategias comentadas anteriormente se presentan en los circuitos alternativos de la figura
En ellos se emplea el elemento Counter incorporado en la libreria Memory de Logisim.

Figura 8.30: Circuitos para cuenta de eventos en Logisim: a) mediante cuenta asincrona empleando evento
como sefial de disparo en el contador (izda.), y b) usando autémata finito de tipo Mealy para
generar evento sincrono (dcha.).

Otra aplicacién importante de los contadores en el control secuencial, es la temporizacién de acciones.
En este caso el contador actia como un temporizador (timer) para mantener activa una sefial durante
un tiempo determinado (desactivacion retardada) o para activarla transcurrido un tiempo (activacion
retardada).

La figura presenta una posible implementacién con Logisim para simulacion l6gica de temporiza-
dores de retardo a la (des)activacion de sefiales de salida. Los circuitos constan de un contador disparado
por una sefal de reloj de 1 Hz (fick de simulacién de 2 Hz) con ajuste de su valor mdximo al nimero de
segundos deseado para el retardo. En este caso se especifica el comportamiento de los contadores con
enclavamiento en el final de cuenta para que una vez alcanzado el valor maximo permanezcan en dicho
valor hasta que se cumpla la condicién de reinicio del contador.

El enclavamiento mencionado se activa mediante el bit TC (terminal count) del contador. Este
comportamiento se obtiene de modo inmediato en los elementos Counter incluidos en la libreria Memory
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de Logisim, mediante ajuste del atributo ‘Action On Overflow’ (accion al desbordamiento) al valor ‘Stay
at value’ (mantener el valor).

Figura 8.31: Circuitos l6gicos de (des)activacién retardada mediante temporizador.

Para disefiar un contador con enclavamiento en fin de cuenta se debe determinar la condicién que
activa la sefial TC. Esta condicién se obtiene habitualmente mediante decodificacién del valor final de
cuenta, con una puerta AND. El enclavamiento del contador se realiza mediante la inhibicién de los
biestables al activarse TC y su rehabilitacién con la activacion de la sefial de reinicio del contador. La
figura muestra un ejemplo de implementacién de este comportamiento para el contador sincrono de
décadas.

Figura 8.32: Circuito 16gico de contador de décadas con enclavamiento en fin de cuenta.

Conceptos clave

Funcionamiento de registros de almacenamiento de E/S en paralelo.

Funcionamiento de registros de desplazamiento de n etapas.

Moédulo de un contador y caracterizacién de su secuencia.

Diferenciacion entre contadores sincronos y asincronos.

Célculo de la excitacion de los biestables en contadores sincronos.

Truncamiento asincrono y sincrono de contadores.

Contadores basados en registros de desplazamiento: contador en anillo y contador Johnson.
Aplicaciones de contadores: activacion secuencial de sistemas, contadores de eventos discretos, y
temporizadores.
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Problemas propuestos
Problema 8.1 Dado el circuito de la figura adjunta, contesta razonadamente las cuestiones siguientes:

1.- ¢Es un circuito sincrono o asincrono?

2.- (Qué tipo de biestable equivalente se emplea?

3.- (Qué tipo de sincronizacion se emplea en los biestables, si es que emplea algiin tipo?

4.- ;Qué tipo de comportamiento se obtiene en dicho circuito?

5.- Realiza el cronograma de las sefiales q; y qo, si el estado inicial es g; = 1, go = 0. Comprueba que
el comportamiento es el esperado y simula el circuito con Logisim.

Problema 8.2 Dado un contador asincrono ascendente que cuenta de 0 a 1119 implementado con
biestables sincronizados por flanco de subida, contesta razonadamente las cuestiones siguientes:

1.- (Cuaéntos estados tiene el contador?
2.- (Cuantos biestables son precisos para su implementacion?
3.- Realiza una implementacién del circuito para simulacion l6gica con Logisim.

Problema 8.3 Dado un contador asincrono descendente que cuenta de 15 a 4 implementado con biestables
sincronizados por flanco de subida, contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

1.- (Cuadntos estados tiene el contador?
2.- ;Cuantos biestables se requieren para su implementacién?
3.- Realiza una implementacion del circuito para su simulacioén con Logisim.

Problema 8.4 Dado el circuito, con biestables sincronizados por flanco de bajada de la figura adjunta,
contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

1.- ;/Es un sistema sincrono o asincrono?

2.- (Qué tipo de biestable equivalente se emplea?

3.- ;Qué tipo de sincronizacion se emplea en los biestables, si es que emplea algtin tipo?

4.- (Describe la funcién de la puerta AND?

5.- (Qué tipo de comportamiento se obtiene en dicho circuito?

6.- (Cudl es la salida del circuito si en la puerta AND se eliminan las entradas ¢} y ¢(,? Comprueba el
comportamiento mediante simulacién con Logisim.

Problema 8.5 ;Cudl es la secuencia de salida del circuito de la figura adjunta si inicialmente los biestables
son inicializados a 0?7 ;Y si todos los biestables se inicializan a 1?7 Comprueba el resultado mediante
simulacién con Logisim.
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Problema 8.6 Describe razonadamente la funcionalidad del sistema secuencial correspondiente al
diagrama de bloques de la figura adjunta.

CLK

Contador
INIT/CLR MOD 16

il

e
4,<'7

Problema 8.7 Dado el circuito de la figura adjunta, contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

1.- Determina la secuencia de salida del circuito si se parte del estado inicial obtenido mediante
activacion de la sefial INIT/CLR. ;Se puede considerar dicho circuito un contador?

2.- Dibuja el cronograma de las sefales gg, g1 v g2. Comprueba el comportamiento del circuito
empleando Logisim.

Problema 8.8 Calcula las funciones de excitacion de los biestables T de un contador sincrono de décadas
(BCD) para que su reinicio sea sincrono. Realiza una implementacién para simular su comportamiento
16gico con Logisim empleando biestables y las puertas 16gicas necesarias.

Problema 8.9 Responde razonadamente: ;Qué tipo de biestable se emplea habitualmente para imple-
mentar un registro de desplazamiento? ;Y para un contador? ;El tipo de biestable depende en algtin caso
del tipo de contador?

Problema 8.10 Explica razonadamente el funcionamiento del circuito proporcionado en la figura adjunta.
Proporciona una implementacion alternativa mediante el uso de un registro de desplazamiento.

Problema 8.11 Para el circuito de la figura adjunta, determina la secuencia de salida si se parte del estado
inicial obtenido mediante la activacién de la sefial INIT/CLR. ;Se puede considerar dicho circuito un
contador? Comprueba el comportamiento l6gico del circuito empleando Logisim.
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Problema 8.12 Cuantos biestables y estados tienen los contadores de 5 bits que se sefialan a continuacion:
a) Johnson, b) En anillo, c¢) Sincrono decreciente MOD 25, y d) Sincrono ascendente completo.

Problema 8.13 Describe detalladamente cémo se implementa un contador en anillo de 3 bits. ;Cémo
se puede implementar un contador en anillo de 3 bits en el que dependiendo de una sefal de control
H'IC se genere un tipo de secuencia determinado: one-hot encoding [001,010,100] o one-cold encoding
[110,101,011]? Realiza una implementacion para simulacién légica con Logisim.

Problema 8.14 Implementa con Logisim los contadores de 4 bits: (A) en anillo con one-hot enconding,
y (B) contador Johnson. Utiliza como elemento base el registro de desplazamiento (shift register) de la
biblioteca memory.






Las funciones de los sistemas de logica combinacional se implementan mediante circuitos constituidos
por puertas légicas sin realimentacion. La salida de dichos circuitos cambia en cuanto su entrada sufre una
modificacion. Por tanto, en los circuitos de 16gica combinacional, la salida es el resultado de aplicar una
funcidn légica a las sefiales de entrada (ver figura 9.1 izda.). Por el contrario, en los sistemas de légica
secuencial, el cambio en la salida depende tanto del valor instantdneo de las entradas como de su historia
previa registrada en el estado almacenado en sus elementos de memoria (ver figura 9.1 dcha.).

La diferencia entre los sistemas combinacionales y secuenciales condiciona el tipo de formalismo
matemadtico para modelar su comportamiento y abordar tanto su andlisis como su disefio. En este capitulo
se aborda el estudio practico de los métodos para realizar el analisis y el disefio de los sistemas secuenciales

sincronos.
Sistema combinacional Sistema secuencial sincrono
X y
ENTRADA (Ol LS SALIDA
Combinacional
A4,B,C,... f
ENTRADA Circuiito Légico SALIDA
Combinacional .
0, Memoria Ot
1™ a
Estado de Nuevo
partida . estado
Reloj (CLK)

Figura 9.1: Diagramas de los sistemas de 16gica combinacional (izda.) y secuencial (dcha.).

9.1 Sistemas asicronos vs. sincronos

Dependiendo del instante en que se produce el cambio en la salida de los sistemas secuenciales, estos se
pueden clasificar en:

= Asincronos o dirigidos por eventos. Su salida y su estado reflejan de modo inmediato los cambios
que se producen en las sefiales de entrada. Su disefio es complejo por la dificultad para establecer la
coordinacién entre subsistemas que funcionan de modo concurrente. Para el modelado de este tipo
de sistemas se emplean herramientas como las Redes de Petri.
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= Sincronos. Su salida y su estado reflejan los cambios que se producen en las sefiales de entrada en
instantes determinados por una sefial de sincronizacion o reloj (CLK). Para el modelado de este
tipo de sistemas se emplean los Autématas de Estados Finitos o Autématas Finitos (Finite-State
Machine, FSM).

Estados de un sistema secuencial

En el andlisis y disefio de sistemas 16gicos secuenciales es fundamental el concepto de estado pues es el
responsable de sus diferencias con los sistemas combinacionales.

Definicion 9.1 — Estado de un sistema secuencial. El estado de un sistema secuencial es el valor
instantaneo almacenado en los elementos de memoria (biestables) del sistema. De un modo mas con-
ceptual, cada estado del sistema esta relacionado con las condiciones que satisface el funcionamiento
del sistema en un momento dado. n

El nimero médximo de estados posibles para un sistema secuencial queda determinado por el nimero
de combinaciones aceptables de los valores almacenados en sus biestables. Para obtener dicho nimero
se tiene en cuenta que cada biestable puede almacenar un bit de informacién. Por tanto, si el nimero
de biestables del sistema es n, entonces la cantidad de estados posibles para el mismo es 2". Este es el
nimero mdximo de combinaciones posibles con n bits de informacién. La figura 9.2 presenta de un modo
intuitivo los valores posibles del estado obtenidos a partir de la informacién almacenada en cada biestable
(p. €j., de tipo J-K) cuando el sistema secuencial se simula con Logisim.

ESTADOS
POSIBLES
ESTADOS oo .
POSIBLES L g q0 ':
CTTT T ) 1 of t1 .0 :
I [ | b o P © !
! ) ! 1 [Keno Kleno Q() :
b @Q O Vgt qo0 5
i IRl er i 0t 13 .0 i
90 ! | gl a0 po-l potl o
' ' ] a ] 2 ! Kien0 Kien0 '
*J Q > \ p 4 — gl q0 i
K ' ; K end K en0 ! ] . H
R ‘Fo? Fe? o
v 43 Q ' ' Kien0 Kl en0 '
! ’r;ﬂ (O g1 q0 5
! : ! ' 3 :
SRRaa | FoY FeYo,:

Figura 9.2: Estados posibles en un sistema secuencial cuando estd compuesto por un biestable (izda.) y cuando
estd compuesto por dos biestables (dcha.).

A cada estado del sistema se asocia una variable multibit, en la que cada bit corresponde al estado
individual de un biestable. La denominacién del estado del sistema es arbitraria, pero resulta apropiado
que la etiqueta asociada facilite la identificacién de la codificacion asociada al estado. En esta obra se
emplea la denominacién Q;, coni =0,1,...,(p— 1), siendo p el ndmero total de estados del sistema, e
i el valor decimal correspondiente al valor binario almacenado en los biestables. Con esta codificacion,
cada estado Q; estd compuesto por una combinacién de n bits ¢, con j=0,1,...,(n—1), donde el valor
de i corresponde a la representacion en binario natural de los valores g; que codifican el estado Q; (ver
figura 9.2). De este modo el subindice i identifica al estado y j al biestable.

— Codificacion de estados en binario natural. Se tiene un sistema cuyo estado Q;
estd almacenado en 3 biestables. De este modo, empleando una codificacién en binario natural, se tiene
que Q; = [g2q1 qo); para todo estado del sistema. Indica el valor de cada uno de los biestables para el
estado Qs.
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[ Solucioén:

El cédigo binario correspondiente al subindice del estado Q; ofrece el valor binario de cada uno de los
biestables que componen el estado. De este modo, cuando i = 5, el cédigo binario asociado de tres
bits es 101. Por tanto, el valor de los biestables en el estado Qs es: [g2 g1 qo] = [101]. Estoes: g» = 1,
q1 = 0, qo = 1.

Recuerda que el procedimiento para nombrar a las variables 16gicas que intervienen en el anélisis y

disefio de sistemas légicos combinacionales y secuenciales son meras convenciones. En consecuencia,

es posible encontrar distintas obras de consulta en las que se siguen criterios diferentes a los expuestos

en este texto. Por ejemplo, empleando la letra Z con subindices para el estado, o las letras del
abecedario (A,B,C,...).

Automatas finitos

La evolucién temporal de los sistemas secuenciales sincronos admite un formalismo matemadtico mediante
un modelo denominado Automata de Estados Finitos o Mdquina de Estados Finitos, o simplemente
Automata Finito (FSM, Finite State Machine). Un automata finito consta de:

= Un conjunto X de entradas al sistema.

= Un conjunto y de salidas generadas desde el sistema.

= Un conjunto Q de p estados entre los que puede evolucionar el sistema, con Q = {Qo,Q1,...0p—1}.
= Una funcion de transferencia o de transicion de estado, tal que

0:0xX—=Q0

Esto es, en todo instante de sincronismo #,, que desde el estado de partida Q, con una entrada X

. . . t
aplicada al sistema, este evoluciona a un estado Q, . Esto es: Q; — Q41
= Una funcion de salida, tal que

A:OxX =y

Es decir, para un estado del sistema Q y una entrada X, se obtiene la salida y en el sistema. La salida
y es una funcién combinacional que cambia de valor en cuanto lo hace el estado Q o la entrada X al
sistema.

Dependiendo del tipo de autémata modelado y su implementacién para un sistema secuencial sincrono,
se puede hablar de dos modelos posibles: (1) autémata de Moore y (2) automata de Mealy.

Automata de Moore

Debe su nombre al profesor de matemaéticas y ciencias de la computacién estadounidense Edward F. Moore
(1925-2003)." Los autématas de Moore se caracterizan porque el efecto de la entrada siempre se transfiere
a la salida del sistema a través del estado del mismo. Dicho con otras palabras, el sistema se modela de
forma que la salida del sistema dependa exclusivamente del estado del sistema: y = A(Q)

La figura muestra el diagrama de bloques de un sistema implementado como un autémata de
Moore. En dicho diagrama se observa como existe un sistema secuencial (con memoria) interpuesto entre
la entrada (X) y la salida (y). Por tanto, la entrada no afecta directamente a la salida del sistema.

Memoria
X v
Circuito Légico Estado de Circuito Légico
ENTRADA I i = I SALIDA
Combinacional pagda ' 2 Nuevo Combinacional
t estado
@2
NG
Reloj (CLK)

Figura 9.3: Diagrama de bloques de un autémata de Moore.

I'Trabajé junto a Claude E. Shannon en un trabajo sobre Teoria de la Computabilidad.
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En los autématas de Moore, aunque la entrada cambie en cualquier instante (asincrona), su efecto
en la salida se produce en instantes concretos determinados por la sincronizacién del estado del sistema.
En consecuencia, en cada instante de sincronismo, con el sistema en el estado Q; para una entrada X,
se obtiene un nuevo estado Q; 1. En el nuevo estado del sistema se calcula inmediatamente —de modo
combinacional— el valor de la salida.

Automata de Mealy

Su origen se debe al matematico estadounidense George H. Mealy (1927-2010) que ejercié como profesor
en Harvard. A diferencia de los autématas de Moore, el efecto de la entrada es instantdneo en la salida
del sistema. La salida es el resultado de una funcién combinacional del estado del sistema y la entrada al
mismo (ver figura 9.4). Este hecho provoca que la salida del sistema pueda cambiar en cualquier instante,
independientemente del cambio de estado del sistema. Por tanto, ante una entrada asincrona, la salida
seria también asincrona.

v

X J/
ENTRADA Clrcmt'o nglco SALIDA
Combinacional
Estado de Memoria
partida e Nuevo
[0} B> estado
.3 o
()
N g
Reloj (CLK)

Figura 9.4: Diagrama de bloques de autémata de Mealy.

Para evitar que el sistema en su conjunto deje de ser sincrono, es preciso incorporar sincronismo bien
a su entrada o bien a su salida. Por ejemplo, mediante el empleo de un registro de almacenamiento. De
este modo se garantiza que la salida mantenga su valor al menos durante un ciclo de reloj. Esto es, hasta
la actualizacion del registro de salida en el siguiente flanco de sincronismo.

Diagrama de transicion de estado

El diagrama de transicion de estado (DTE) de un sistema secuencial es una representacion grafica
mediante un grafo orientado que describe el comportamiento del sistema mediante un autémata finito.
Esta herramienta resulta muy util tanto para el disefio como para el andlisis de sistemas secuenciales. Un
DTE se compone de distintos los elementos que se muestran en la figura

INIT x INIT

/y X
) @ e

Figura 9.5: Elementos del diagrama de estados en los autdmatas de Mealy (izda.) y Moore (dcha.).

= Estados. Se representan por circulos o elipses asociados a cada uno de los estados (Q;) o condiciones
de funcionamiento del sistema. Dentro del circulo se afiade una etiqueta que identifica al estado. En
el DTE de los autématas de Moore, junto a la etiqueta del estado se indica el valor de la salida (y)
para dicho estado, ya que en estos autématas la salida depende unicamente del estado. Cuando la
salida y el estado coinciden, como sucede en los contadores, la salida se omite. El estado inicial
del sistema se sefiala habitualmente con un doble circulo. Una flecha de entrada con la etiqueta de
inicio (INIT) marca el estado forzado en el reinicio del sistema.

= Transiciones. Son arcos orientados que parten de un estado y llegan a otro que incluso puede ser el
mismo estado de partida. Representan la transicion del estado en cada instante de sincronismo para
una entrada (X). Estan etiquetados con el valor de la entrada (X) que provoca la transicién desde
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el estado de partida hasta el estado alcanzado un instante posterior. Ademads, en los autématas de
Mealy, junto a la etiqueta de la entrada, se indica el valor de la salida del sistema (y), ya que esta se
calcula de modo combinacional ante cualquier cambio de la entrada o del estado.

Ejemplo 9.2 — DTE de un autémata de Mealy. Se tiene el diagrama de transicién de estado
de la figura adjunta correspondiente a un sumador serie de un bit, con acarreo. Analiza el DTE
proporcionado.

& Solucioén:

El DTE de la figura adjunta corresponde a un automata de Mealy, ya que el valor de la entrada y la
salida del sistema aparecen en sus arcos o transiciones. La entrada al sistema estd constituida por los
dos bits que se van sumando y la salida es el resultado de dicha suma.

Como el resultado de sumas previas puede producir acarreo, es preciso almacenar el acarreo previo
para obtener la suma total, teniendo en cuenta no solo los bits de entrada, sino también el posible
acarreo. En este caso existen dos estados: Q1 y Qo correspondientes a la existencia o ausencia de
acarreo previo, respectivamente. Se parte del estado sin acarreo (Qg) y en este caso, solo una entrada
11 de dos bits a uno produce un cambio de estado por el acarreo generado (Q1). La vuelta al estado
inicial, sin acarreo, se produce con entrada 00. =

Ejemplo 9.3 — DTE de un autémata de Moore. Se tiene el diagrama de transicién de estado de la
figura adjunta correspondiente a un sumador serie de un bit con acarreo. Analiza el DTE proporcionado.

INIT/CLR

& Solucion:

El DTE de la figura adjunta corresponde a un autémata de Moore, ya que la salida del sistema se indica
en cada estado y las transiciones solo estdn etiquetadas con la entrada que las provoca. Al igual que
en el ejemplo anterior, la salida del sistema es el resultado de la suma, pero en este caso existen mas
estados pues las condiciones que pueden aparecer son: suma 0 con/sin acarreo generado y suma 1
con/sin acarreo generado. Por tanto, los estados correspondientes son:

Qo : suma 0 sin acarreo
Q; : suma 1 sin acarreo
0, : suma 0 con acarreo

05 :suma 1 con acarreo
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Al igual que para los ejemplos previos, cualquier sistema secuencial se puede implementar mediante
un autémata de Moore o uno equivalente de Mealy. La idea subyacente es que para el autémata de Mealy
es posible adelantar la salida del sistema a la transicidn, ya que si se conoce el estado y la entrada, es
posible determinar tanto el estado al que evolucionard el sistema como su salida. De este modo se pueden
eliminar estados porque la salida se obtiene antes de llegar al estado. Ademas, es posible simplificar
estados con idéntica salida. Por tanto, se pueden extraer las conclusiones siguientes:

= Todo sistema secuencial admite un modelado alternativo con dos autématas equivalentes, uno de
Moore y otro de Mealy. De hecho, la diferencia entre utilizar uno u otro, no radica en la naturaleza
del sistema sino en la decisién de disefio para su implementacion.

= Para modelar un sistema dado, un autémata de Mealy precisa menos estados que equivalente de
Moore.

= Para sincronizar la salida correspondiente a un autémata de Mealy se puede emplear un registro.

= En un autémata de Moore el efecto de las entradas en la salida del sistema se produce a través de su
cambio de estado. Por tanto, el efecto de la entrada en la salida del sistema puede estar retrasado
hasta que se actualiza el estado del que depende la salida.

Recuerda, «los sistemas secuenciales no son de Moore o de Mealy», es su modelado o implementacién
el que emplea un autémata de Moore o de Mealy, siendo esta una decisién de disefio, no una
caracteristica propia del sistema.

Tabla de transicion de estado y tabla de salida

La tabla de transicion de estado es una representacion equivalente al DTE que describe el comportamiento
del sistema y como afectan las entradas tanto en su estado como en su salida. La equivalencia entre el
DTE y la tabla de transicién de estado hace posible que el paso de uno a otro sea sistemético.

La figura 9.6 muestra la tabla de transicién de estado para un sistema modelado como un autémata de
Mealy cuyo DTE se adjunta en la misma figura (izda). La tabla de transicién indica el estado resultante
(Q¢+1) y la salida del sistema (y) desde un estado de partida (Q,) en el instante de sincronismo ¢, para una
entrada determinada (X = [X] Xp)).

i
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01/1 00/1 11/1 Qlj1f{l] Ql}!

Figura 9.6: DTE de un autémata de Mealy y tabla de transicién correspondiente.

En la tabla que muestra el ejemplo se muestra el criterio adoptado en esta obra, colocando primero
el estado y después todas las posibles entradas para el mismo. De este modo se facilita su construccién
desde el DTE y la comprobacién de la equivalencia entre este y la tabla de transicidon de estados. En este
ejemplo se requiere solo un biestable (gg) en el sistema, ya que posee dos estados (Qg, Q1) que se pueden
codificar con el biestable mencionado, de modo que: Qp = qo =0, Q;=¢go=1

Para un autémata de Moore, en el que la salida depende solo del estado, la columna correspondiente a
la salida repetiria los valores para el mismo estado de partida. Por esta razon es conveniente separar los
valores de la salida en una tabla auxiliar denominada tabla de salida como se muestra en la figura
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Figura 9.7: DTE de un autémata de Moore junto a las tablas correspondientes de transicion y salida.

En el ejemplo de la figura 9.7, se muestra como el sistema evoluciona entre 4 estados. Por tanto, para
codificar los cuatro estados de este sistema son necesarios dos biestables (g1, qo).

Método de andlisis de circuitos secuenciales

El objetivo del andlisis de circuitos 16gicos secuenciales es describir el comportamiento del sistema
implementado por un circuito dado. Con dicho propdsito se debe construir la tabla de transicién de estado
y el DTE correspondientes al circuito proporcionado. Los pasos a seguir son los siguientes:

1.

Obtencion de funciones de excitacion de los biestables. Consiste en determinar las expresiones
l6gicas de las variables 16gicas de entrada a los biestables. Dichas funciones pueden depender tanto
de la entrada (X) al circuito, como del estado de partida Q; en el instante de sincronismo. Por tanto,
para su obtencidn se recorre el circuito desde cada entrada a los biestables hasta llegar a las entradas
del circuito y/o las salidas de los biestables. Estas funciones determinan coémo cambia el estado
del sistema. Esto es, el estado alcanzado Q,. | desde un estado de partida en Q; en el instante de
sincronismo f, para una entrada dada X.

Obtencion de la funcion de salida. Se obtiene recorriendo el circuito hacia atras, desde su salida (y)
hasta alcanzar la entrada (X) y/o la salida de los biestables (Q). Si en este recorrido solo se alcanzan
las salidas de los biestables y no hay caminos directos a las entradas del circuito, la expresién de la
salida () solo depende del estado del sistema (Q). En este caso, el circuito implementa un autémata
de Moore. Pero si existe algtin recorrido directo que une la salida (y) del circuito con la entrada al
mismo (X) sin atravesar los biestables, la salida depende tanto del estado (Q) como de la entrada al
circuito (X). En este caso la implementacién del sistema corresponde a un autémata de Mealy.

. Construccion de la tabla de transicion de estados. La tabla estd ordenada con todas las combi-

naciones posibles del estado del sistema (Q) y sus entradas (X). Para cada valor del estado Q; de
partida se decodifica el valor del estado individual de cada biestable ¢; que queda reflejado en la
tabla. Para cada una de estas combinaciones, la tabla se completa con los valores de excitacién de
cada biestable obtenidos a partir de sus expresiones lgicas derivadas de la inspeccién inicial del
circuito (paso 1).

Obtencion de los estados de evolucion del sistema. En este paso, se obtiene el estado resultante
de cada biestable g; a partir de su estado de partida y el valor de la entrada al sistema, en el instante
de sincronismo. De este modo se obtiene el estado resultante O, al que evoluciona el sistema en
el instante de sincronismo desde un estado de partida Q, para una determinada entrada X.

. Obtencion del valor de la salida del sistema. Consiste en calcular el valor de la salida (y) para

cada estado de partida (Q;) y cada entrada (X). La expresion légica de la funcién de salida se
deriva de la inspeccién inicial del circuito (paso 2). Si la funcién de salida tiene una expresion
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de tipo y = A(Q,X) que depende tanto del estado como de la entrada, el circuito implementa un
autémata de Mealy. En este caso, la salida se puede afiadir como una columna al final de la tabla de
transicion de estado. Cuando la salida solo depende del estado con una expresion de tipo y = A(Q),
la implementacién corresponde a un automata de Moore. En esta situacion, es recomendable
construir una tabla de salida independiente, ya que si la salida se afiade a la tabla de transicién todas
las filas de la tabla correspondientes al mismo estado, tendran idéntico valor de salida.

6. Elaboracion del DTE. Este se puede dibujar trasladando la informacién de la tabla de transicién
de estado y la tabla de salida obtenidas en los pasos previos.

Ejemplo 9.4 — Andlisis de un circuito l6gico secuencial. En la figura adjunta se proporciona un
circuito 16gico con biestables J-K (disparados por flanco de subida). Analiza el circuito y determina las
caracteristicas del sistema al que corresponde.

& Solucioén:

Este circuito corresponde a un sistema secuencial sincrono, ya que entre sus elementos hay dos
biestables sincronos que comparten la sefial de sincronismo CLK. Por simple inspeccion visual se
puede afirmar que corresponde a la implementacion de un autémata de Moore, puesto que la salida (y)
no estd conectada directamente con la entrada (X1, Xp), sino Unicamente con uno de los biestables (go).
Dicho de otro modo, los cambios en la entrada se transfieren a la salida a través del estado del sistema.

A partir del circuito se obtienen tanto las expresiones légicas de la excitacién de los biestables (J1,
K1, Jo, Kp) como de la salida (y), haciendo el recorrido desde dichas sefiales hacia la entrada (X) del
circuito y/o las salidas de los biestables (g1, go). De este modo se obtienen las expresiones algebraicas
siguientes:

J1 =X1Xo Jo=(X1®Xo) Dqi Y =qo
K| =X|X} Ko = (X1 ©Xo) ©q1)'

Con estas expresiones es posible elaborar una tabla de verdad cuyas entradas son el estado y las
entradas al circuito (g1, go, X1, Xp), con salidas las excitaciones de los biestables (J1, K7, Jy, Kp). Una
vez que se tiene el estado de partida para cada biestable g; y el valor de sus entradas, es posible calcular
el estado resultante al que evoluciona dicho biestable en el instante de sincronismo. De este modo se
completa la tabla elaborada con el estado resultante de la evolucién del estado de los biestables. La
tabla de salida es la tabla de verdad correspondiente a la expresién de y como una funcién del estado.
Ambas tablas se pueden trasladar al DTE para obtener una representacion gréfica del comportamiento
del sistema (ver figura adjunta).

La simulacién con Logisim del circuito inicial es muy ilustrativa del comportamiento del sistema
como un autémata. En la simulacién se pueden cambiar a voluntad los valores de las entradas para
observar como evoluciona el estado del mismo inspeccionando los valores de cada biestable.
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Observa que en el diagrama del circuito secuencial anterior, el orden de ponderacion de los bits de
estado [q1 qo| se ha colocado en el orden habitual (q, a la izda. y qo a la dcha.) para facilitar la
identificacion del estado mediante la inspeccion visual del circuito durante la simulacion logica con
Logisim.

Diseno de sistemas secuenciales sincronos

Para disefiar un sistema secuencial sincrono, se parte de una especificacién funcional o descripcién textual
del comportamiento deseado para el sistema. En este proceso, se utilizan las herramientas utilizadas en
el andlisis, pero —por asi decirlo— en sentido inverso. El objetivo del disefio es implementar mediante
un circuito légico la funcionalidad que satisface la especificaciéon proporcionada. Esto es, el circuito a
disefiar debe implementar las funciones de excitacion de los biestables del sistema y su funcién de salida.
Los pasos a seguir en el disefio de sistemas secuenciales sincronos son los siguientes:

1.

Identificacion de las entradas, salidas y estados del sistema. Para llevar a cabo este paso, se
tiene en cuenta que los estados representan condiciones sobre el comportamiento del sistema para
determinar el valor de sus salidas. En esta fase se debe decidir la codificacion de estados que facilite
la implementacién del sistema. Por ejemplo, intentando que la salida del sistema coincida con el
estado o —al menos— simplifique la obtencion de la funcién de salida.

. Transformacion de la especificacion en un DTE. Una vez elegidas, las entradas, salidas y los

estados, en el DTE se expresa el comportamiento del sistema de forma grafica.

Obtencion de la tabla de transicion de estados desde el DTE. Para cada estado de partida Q;
en el instante de sincronismo (#) y cada posible entrada X, la tabla de transicién indica el estado
resultante al que evoluciona el sistema Q; en un instante posterior ¢ + 1.

Determinacién de entradas a los biestables para obtener la transicion de estado requerida.
Se calculan las entradas de los biestables elegidos J;-K;, D; o T;, para obtener las transiciones
requeridas. Los valores se obtiene de las tablas de excitacién de cada biestable (ver figura ,
pag. ). Las entradas de los biestables especificados se afiaden a la tabla de transicion de estado.
Cuando el valor requerido de la entrada de un biestable es indiferente (0/1), en la tabla se marca
con un simbolo ‘X’ (don’t care).

Calculo de la salida en cada transicion de estado. Dependiendo del tipo de autémata elegido para
disefiar el sistema, la salida del mismo se afiade en la tabla de transicién (autémata de Mealy) o se
crea una tabla independiente con la salida asociada a cada estado (autémata de Moore).

. Calculo de funciones combinacionales para la excitacion de los biestables. Empleando la tabla

de transicion de estado como una tabla de verdad, se obtienen las funciones de excitacion de cada
biestable (J;-K;, D; o T;) dependiendo de su estado de partida g; en el instante de sincronismo y
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la entrada X al sistema. El método es similar al empleado para los sistemas combinacionales, de
modo que se pueden obtener tanto las formas candnicas de las funciones, como sus expresiones
simplificadas SOP y POS. La expresién mds conveniente dependera del tipo de implementacién
deseado para cada funcién combinacional.

7. Calculo de la funcién de salida. Dependiendo del tipo de autémata elegido para modelar el
comportamiento del sistema, la tabla de transicién de estado se emplea para obtener la expresion de
la salida (y) como una funcién del estado de partida Q y la entrada al sistema X, cuando se trata de
un autémata de Mealy. En el caso del autémata de Moore la expresién de la salida (y) se obtiene
desde la tabla de salida como una funcién del estado de partida Q.

8. Implementacion de las funciones calculadas. La implementacién consiste en la elaboracion
de los circuitos 16gicos correspondientes a las expresiones de excitacién de los biestables y la
funcién de salida. Los circuitos se puede realizar cumpliendo requisitos en cuanto al tipo de puertas
légicas empleadas (p. ej., NAND de 2 entradas) o médulos combinacionales requeridos (p. €j., con
MUX 4 x 1).

En las secciones siguientes se ilustrard el método de disefo sistemadtico de sistemas secuenciales
sincronos, descrito anteriormente, aplicado a distintos tipos de problemas.

Recuerda que debido a la naturaleza sistemadtica del proceso de disefio 16gico de sistemas secuenciales
sincronos descrito en los pasos anteriores, existen programas informéticos capaces de abordar el
disefio a partir de su formalizacién mediante un autdmata finito. Sin embargo, aunque Logisim
permite la simulacién 16gica de circuitos secuenciales, no proporciona herramientas para el disefio
automatizado de los mismos.

Diseno de un reconocedor de secuencia

En este tipo de problemas el sistema a disefiar debe reconocer un patrén concreto en una sucesion de bits
de entrada. Dicho patrén puede indicar el comienzo o final de un mensaje, alertar de que estd préxima a
llegar una secuencia de control, etcétera. Cada bit entrante se sincroniza con la recepcion de un pulso de
la sefial de reloj. A continuacion, se ilustra la resolucién de este tipo de problemas en un ejemplo practico.

— Diseno de un reconocedor de secuencia. Disefia un circuito 16gico secuencial
sincrono que reconozca la entrada serie de tres unos seguidos o més. El reconocimiento del patrén se
indicard mediante la activacién de un bit de salida.

& Solucioén:

Para reconocer el patrén se debe memorizar el valor de las entradas previas para saber si ha llegado la
secuencia requerida compuesta por tres unos 0 mds, consecutivos.

El sistema tiene una entrada serie por donde llegan uno a uno los bits en sucesién. La salida indica
si se ha reconocido la llegada del al menos tres unos seguidos en la entrada. Los estados del sistema se
pueden definir teniendo en cuenta las condiciones de funcionamiento:

= (o: El dltimo bit entrante ha sido un 0.
= (;: El dltimo bit entrante ha sido un 1.
= (J,: Los ultimos dos bits han sido 1.
= (3: Los dltimos tres bits han sido 1.

Una vez identificada la entrada, la salida y los estados del sistema, es posible construir el DTE que
describe el comportamiento del sistema. La figura adjunta muestra el DTE planteado como un autémata
de Moore, ya que la salida del sistema solo depende de su estado. Dicha figura muestra también la
tabla de transicion en la que se indica la evolucién del sistema desde un estado de partida Q dada
una entrada X. Esta tabla se completa con el valor correspondiente de la excitacién de biestables J-K
requerida para conseguir la transicidn de estado deseada Q; LN QO;+1. Observa en la tabla mencionada
como algunos de los valores son indiferentes y quedan marcados con un simbolo ‘X’. La tabla de salida
queda separada, ya que la salida solo depende del estado Q = [g1 qo)-



Q.7 Diseno de sistemas secuenciales sincronos 241

~
~
s
~|
=
=
5

I
©
©
=

o]
=
=
=
ks
=

&)
=
[Ke]
=
% |x |—=[o|x|x|~]|=|=

INIT/CLR

L

(=}

(=}
'—‘OOO%I

—l—lolol~|l~|lc|lc
ll E=1 Ll k=) k=1 (=) Doy K]
XX |X|X[—=]|o|o|o|=
S—=|D|—= XXX |X
S|—|X|X|[—=]|—|X|X

A partir de la tabla de transicién de estado y la tabla de salida se pueden obtener las expresiones
booleanas de las funciones de excitacion de los biestables y de la funcién de salida:

J1= Jo= Y=4q190

Las funciones de excitacidn anteriores se obtienen a partir de sus tablas de verdad extraidas de la tabla
de transicidn de estado. Una vez obtenidas las funciones mencionadas se puede implementar el circuito
correspondiente como se muestra en la figura adjunta:

El mismo ejemplo se puede modelar con un niimero menor de estados mediante un autémata de
Mealy, ya que la salida se puede determinar en cuanto se ha reconocido la entrada de dos 1 consecutivos
y la siguiente entrada es un 1. Las salidas se indican en las transiciones del DTE, puesto que la salida
no solo depende del estado sino también de la entrada.

En este nuevo planteamiento se precisan Unicamente tres estados que se pueden codificar mediante
dos biestables, quedando un estado sin utilizar. Por este motivo en la tabla de transicién de estado las
filas correspondientes al estado no utilizado aparecen como condiciones libres (don’t care).

|t|| i+ q; qo
Q q1 qo X Q qi qo]J:|KifJo|Ko] ¥
INIT/CLR 1/IQOOOO Qlofofo|xfo]x]o
Qlo]of1] Qlof1]o|x]1]|x]O
Qo] 1[{0] QplOfOfJO|x]Ix|1]0
Qo111 Qf1]of1|x|x]|1]0O
Q1|00 QojO]jOfx]|1fJ0]|x]O
Q1|0 1| Qyf1]Ofx|0)JO0fx]1
Qs 1|10 x|x|x]Ix|x]|x]|x]x
Qi 1[1[1] x{x|x]x]|x]x]|x]x
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La resolucién continda con el cdlculo de las funciones de excitacion de biestables y la salida del

sistema:
J1 =qoX Jo=¢q\X y=qX
K =X Ky=1

Y el circuito resultante para simulacién con Logisim:

En la inspeccidn visual del circuito que implementa el autémata de Mealy para reconocer la
secuencia, se observa que existe un camino que conecta directamente la entrada del circuito con la
salida del mismo sin «atravesar» ninguno de los biestables del sistema. De este modo, un cambio en la
entrada al sistema puede provocar un cambio inmediato en su salida. Dicho cambio tiene naturaleza
asincrona. Para evitar problemas es posible imponer sincronismo en la salida mediante empleo de un
registro en dicha salida. En este caso concreto bastaria con un biestable D, ya que la salida tiene solo

un bit. [

Recuerda que en los circuitos 16gicos secuenciales disefiados para simulacion 16gica con Logisim
es posible conocer el estado global del sistema mediante inspeccién visual del estado local de cada
biestable. Para una correcta interpretacién de los valores codificados hay que tener presente la
ponderacidon de cada biestable y su ubicacion fisica en el circuito, que no tiene por qué corresponder
con el orden intuitivo en el que el bit mas significativo se coloca a la izquierda.

m Ejercicio 9.1 Modifica los circuitos reconocedores de secuencia para simulacién con Logisim, de modo
que su entrada proceda de un registro de desplazamiento de 10 etapas. Realiza la carga en paralelo del
registro con la secuencia de 10 bits que alimenta al circuito. "

9.7.2 Diseno de contadores
Los contadores constituyen un tipo de médulo secuencial muy versétil. Son sistemas que generan una
sucesion ciclica de valores correspondientes a una secuencia sin valores repetidos. Su modelado presenta
grandes similitudes con un autémata de Moore y algunas particularidades que se sefialan a continuacion:

= Son sistemas sin entrada (X), salvo la sefial de sincronismo (CLK) y las de control (p. €j., INIT/CLR,
EN). El sistema evoluciona de un estado al siguiente con cada flanco de disparo de los biestables,
repitiendo un ciclo de estados, sin necesidad de la intervencion de una sefial de entrada.



Q.7 Diseno de sistemas secuenciales sincronos 243

» La salida del sistema coincide con el estado. Esto es, y = Q. Por tanto, no es preciso aplicar ninguna
funcidn al estado de los biestables, ya que la salida se obtiene agrupando las salidas individuales de
los biestables.

Cuando se trata de obtener un contador de secuencia ordenada completa o truncada, no es preciso
recurrir a métodos de disefio de sistemas secuenciales, ya que este tipo de contadores responden a una
estructura fécil de recordar. En el caso de contadores desordenados u ordenados de secuencia incompleta
con saltos —no obtenidos mediante truncamiento—, se puede aplicar un método de disefio general
consistente en los pasos siguientes:

1. Obtencion del DTE. Consiste en un ciclo de estados coincidentes con los valores del contador. Se
debe tener en cuenta que el sistema no tiene entradas, ya que la secuencia de estados se genera en
sincronia con la sefial de reloj (CLK).

2. Determinacion del niimero de biestables necesarios. Su niimero debe ser suficiente para codificar
los estados o valores del contador.

3. Construccion de la tabla de transicion de estado. En la tabla se indica la evolucién desde cada
estado de partida Q; en cada instante 7, de sincronismo al estado resultante un instante posterior
teniendo en cuenta que la tabla debe estar ordenada respecto a la codificacién en binario del estado
de partida. De esta forma la tabla obtenida se emplea como tabla de verdad para obtener la excitacion
de los biestables en funcién del estado de partida.

4. Inclusion de la excitacion de biestables. A 1a tabla construida en el paso anterior se afiade el valor
de las entradas a cada biestable segtin su tipo (J, K, T o D), de modo que el estado evolucione en
cada instante de sincronismo segtin los valores especificados en la tabla de transicion.

5. Calculo de las funciones de excitacion de los biestables. Estas funciones se obtienen a partir de
las tablas de verdad correspondientes que aparecen en la tabla de transicién de estado. Recuerda
que se busca el valor de las funciones de excitacién de cada biestable, dependientes de su estado de
partida g; en el instante de sincronismo.

6. Implementacion de las funciones de excitacion. Se emplean las expresiones calculadas en el paso
previo y el método de implementacion podra ser similar al empleado con cualquier funcién légica:
con puertas 16gicas elementales, con puertas 16gicas universales (NAND o NOR), con médulos
combinacionales MUX, con DEC, etcétera.

En las secciones siguientes se particulariza el método de disefio presentado segtn el tipo de contador
deseado:

1. Contadores de secuencia completa desordenada, y
2. Contadores de secuencia incompleta.

Diseno de contadores de secuencia completa desordenada

Para ilustrar el método de disefio de contadores sincronos de secuencia completa desordenada se plantea
la implementacién de un contador de cddigo Gray.” Este cddigo tiene numerosas aplicaciones en los
sistemas digitales. En este texto se introdujo en la seccién (pag. 23), en el caso de la minimizacién
de funciones 16gicas mediante K-maps.

— Disefo de un contador de cédigo Gray de 3 bits. Realiza el disefio de un contador
de cédigo Gray de 3 bits.

(& Solucioén:

La figura adjunta muestra a la derecha la tabla de transicion de estado del contador que se corresponde
con el DTE de la izquierda. Es muy importante que la tabla de transicién de estado se construya de

2E] fisico norteamericano Frank Gray (1887-1969) propuso esta codificacién como fruto de su trabajo en los laboratorios
Bell. Esta codificacién también se conoce como binaria reflejada (RBC, reflected binary code) y tiene la particularidad de que
entre un cédigo y el siguiente solo cambia un bit.
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modo ordenado respecto del estado de partida Q; (en el instante de sincronismo). De este modo al
completarla con los valores apropiados de la excitacion (entrada) de cada biestable se obtienen las
tablas de verdad para el cdlculo de cada funcién de excitacion.

INIT/CLR

t ] t+1 |

A Qo Q P di 9o
0|0 Q0] 0] 1
01| Q0] 1]1
11]0] QJ1[1]0
11| QlO0]1]0
0[0] Q|O|O]O
0[1] Qf1f0]0
11]0] Q1 [1]1
11| QsJ1]0]1

A continuacién, se completa la tabla con la excitacion apropiada de cada biestable para obtener la
transicion de estado requerida. Los valores afiadidos dependerdn del tipo de biestable empleado para
codificar el estado. El resultado se muestra en la tabla siguiente:

[« [[ e @ [ @ | @
Q & & Qo Q B G [Jd:|Ks[Jdi|Ki|Jo|Kp
Qo 0fOofO0] QOO 1]O[x|[O0]x]1]x
Qoo 1] Qo] 1|1[O0|x]|1|x|[x]|O0
QO T1[O0] QefT[T1]O] 1 |[x|[x]O0]O0][x
Qof1 1] Qfol1]o0]|0|x|x]|]0]x]|1
Qi 1{0[0] QfOJO]JO|x|[1[O]x]O0]fx
Qs 110 1] Q1]0[O0O[x]O]O|x|[x]1
Qsl 11110 Q1] 1|1 |[x|O0]x]|O0f[1]x
Q1 1] 1] Q1O 1 |[x|O0|x]|1|[x]O0

Al completar la tabla con las excitaciones de los biestables, se obtiene la tabla de verdad para las
funciones de excitacion. Para cada funcion se busca la expresion (p. ej., candnica/simplificada, SOP y
POS) més conveniente dependiendo del tipo de implementacién que se desee. Las funciones obtenidas
en este ejemplo son:

Jo= (g2 q1) J1 = g5q0 J2 = q14p
Ko=q:®q K1 = q290 K> = q\q,

Cuyo circuito mediante puertas 16gicas para simulacidn 16gica con Logisim es:

Este ejemplo sirve para ilustrar el proceso de disefio de contadores de secuencia completa desordenada,
aunque el caso concreto del contador Gray admite una solucién alternativa més rapida partiendo del
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contador ascendente ordenado MOD 8 para generar un contador convencional y tener en cuenta las
ecuaciones 16gicas para pasar de c6digo binario [B, B| By| a cédigo Gray [G2 G| Gy:

G, =B,
G =B, ® B
Go = B1 DBy

Diseno de contadores de secuencia incompleta

Los contadores de secuencia incompleta son aquellos que poseen un nimero de estados menor que el
maximo permitido por los biestables disponibles. Cuando dicha secuencia estd ordenada y no tiene saltos
se dice también que su secuencia estd truncada. El truncamiento de secuencia se puede conseguir mediante
dos técnicas alternativas:’

» Truncamiento asincrono. Se aplica tanto a contadores asincronos como sincronos. Consiste en
decodificar el valor de la secuencia que debe reiniciar inmediatamente el contador mediante la
activacion de la entrada CLR (borrado asincrono) de los biestables. Por ejemplo, en un contador de
décadas se decodifica el valor 10 para reiniciar la cuenta.

= Truncamiento sincrono. Se obtiene como parte del disefio de un contador sincrono. También se puede
conseguir mediante activacion de la sefial de carga (LD) —en contadores con dicha posibilidad—
para reiniciar el contador cuando se alcanza el valor de truncamiento.

Si la secuencia del contador es desordenada (p. €j., [0,2,1,3,5]) o es ordenada, pero tiene saltos (p. €j.,
[0,1,3,4]) entonces el contador se disefia mediante el método general descrito en la seccién anterior. Los
estados no utilizados se pueden considerar condiciones libres para obtener un disefio mds simple, pero
también es habitual forzar en dichos estados la evolucion hacia el estado inicial, para evitar estados
incongruentes del sistema.

Ejemplo 9.7 — Diseno de contador de secuencia incompleta desordenada. Disefia un conta-
dor sincrono que genere la secuencia desordenada incompleta [0,3,1,2,5].

@ Solucion:

La secuencia es incompleta porque consta de 5 estados y no existe ninglin nimero n entero igual al
nimero de biestables del sistema, tal que 2" — 1 = 5. Puesto que el nimero de biestables requeridos es
3 y el ndmero de estados total representables seria de 8, el sistema tiene 3 estados inalcanzables. El
disefio del contador se resume en los pasos siguientes:

Dibujar DTE.

Crear la tabla de transicion de estados.

Incluir en la tabla la excitacidn de cada biestable para provocar la transicién de estado requerida.
Calcular las funciones de excitacién de biestables dependientes del estado de partida.
Implementar el circuito con los biestables elegidos y las excitaciones obtenidas en el paso previo.

N

3Consulta mds informacién sobre truncamiento sincrono y asincrono en las secs. 8.2.2 y 8.2.3.
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En este ejemplo se utilizan tres tipos de biestables que ilustran la obtencion de las funciones de
excitacion para cada uno de ellos. Los estados Q4, Q¢ y Q7 que no se emplean en el contador se
consideran condiciones libres en la tabla de transicidn de estados. Observa que no existe tabla de salida,
ya que la salida y el estado coinciden. Una vez calculadas las funciones de excitacién de los biestables
se obtiene: Dy = q14(, Ti = ¢, Jo = 1, Ko = ¢} El circuito asociado resulta:

En los ejemplos anteriores se ha asumido que el valor inicial del contador se alcanza mediante
activacion de la sefal de reinicio (INIT/CLR), incluso en condiciones de encendido o arranque del sistema
(power on). La situacion de arranque en Logisim determina el estado inicial de los sistemas una vez que se
carga el fichero correspondiente al circuito deseado. Si se analiza detenidamente esta situacion, se asume
que en el arranque todos los biestables se inician en estado 0, sin precisar de una activacién de la sefal
INIT/CLR. Sin embargo, se puede plantear la siguiente cuestion practica: ;es posible la simulacion de un
contador que «arranque» en un valor distinto de 0 sin precisar la activacion manual de las sefiales CLR
o PRE requeridas en los biestables?

El ajuste automatico en el arranque de un circuito secuencial se puede conseguir mediante un biestable
D que memorice el estado de inicio. Si inicialmente este biestable estd a 0 y su entrada se fija a 1, la salida
serd 0 hasta el primer pulso de la sefial de sincronismo. Tomando el valor negado de su salida se puede
generar una sefial de activacién de CLR o PRE para los biestables del circuito para iniciar asincronamente
su valor hasta que el biestable D de encendido se pone a 1, momento en que se desactiva la sefial de
inicio de los biestables. Esta estrategia se puede emplear con Logisim para simular el inicio automadtico de
contadores en el arranque a valores distintos de O sin necesidad de activacién manual de la sefial de inicio.

En la figura 9.8 se muestra un contador que genera la secuencia del ejemplo 9.7, en el que se incluye
un biestable D para que en el arranque del sistema el valor inicial sea distinto de 0, en este caso 3. De este
modo es posible generar la secuencia [3,1,2,5,0] sin necesidad de activacion manual de la sefial INIT .

INIT/CLR

(@)

Figura 9.8: Disefio de contador incompleto e inicio automatico mediante biestable D.
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En sistemas reales el inicio automético en el arranque se realiza mediante circuitos POR (power-on
reset) que consisten en un periférico que genera una sefial de reset en el arranque del sistema. De
este modo se asegura que el sistema inicie su operacién en un estado conocido.

Ejemplo 9.8 — Diseno de contador de secuencia incompleta con forzado de estados. Disena
un contador que genere la secuencia [3,2,1,5,0] con forzado de transicién de los estados inalcanzables
hacia el estado inicial.

& Solucién:

El procedimiento de disefio que se sigue es idéntico al descrito anteriormente en el texto. Sin embargo,
en la tabla de transicion, los estados inalcanzables no dan lugar a condiciones libres (don’t care), ya
que en los estados inalcanzables se fuerza la evolucion del sistema hacia el estado inicial.

Con el forzado de estados se garantiza que el sistema no queda incontrolado si por cualquier causa
accidental se llega a un estado inalcanzable. En este caso se habla también del disefio de un contador
«autocorregido». La figura siguiente muestra el DTE (izda.) y tabla de transicién correspondiente

(dcha.).

INIT/CLR N § G L[ %

@ @ Q & 9 do Q & 4 qo| Dy Tu[J[Ko
ofoTolol foltTifolt[1[x

alololrl Qoltlolol1[x[1

ool tlol o T{ol 1|1 [x

@ ool alololtlolt[x[0
@ ol tTolol ofolt{tlolt[x|0

ol tlolr| @olololololx[1

ol tTilol ofoltltlolol1]x

@ @ ol i1l o1t lololx]|o0

A partir de la tabla de transicion, las ecuaciones de excitacidon que se obtienen para los biestables son:
D> = g5q14; Jo=1
/ !l /
I =q+q190 Ko = q)

El circuito resultante del sistema para simulacién l6gica con Logisim queda:

9.7.3 Diseno de sistemas temporizados

Por sistema temporizado sincrono se entiende aquel que genera una secuencia con al menos un valor
duplicado (p. €j., [0,3,2,1,2,1,3]). Estos sistemas se pueden modelar mediante un autémata finito con las
propiedades siguientes:

= No posee entrada. El estado evoluciona en sincronia con la sefial de relo;.
2 La salida no coincide con el estado.
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Puesto que en los sistemas temporizados la salida no coincide con su estado, la salida correspondiente
a distintos estados puede coincidir. Esto es, la secuencia de salida puede tener valores repetidos. Este tipo
de modelo también se puede emplear para secuencias sin valores repetidos cuando estos no coinciden
con el estado. Por ejemplo, para generar la secuencia [12,1,15,6] se precisan 4 estados (2 biestables), sin
embargo, la salida exige 4 bits. Este tipo de sistemas también se puede contemplar como aplicacién de un
conversor de cédigo a la salida de un contador.

Los sistemas temporizados se emplean como generadores de secuencia que poseen multitud de
aplicaciones en la automatizacion de sistemas secuenciales controlados por eventos (p. €j., semaforos,
electrodomésticos, etc.). En dichos sistemas automatizados, cada valor de la secuencia se interpreta como
un conjunto de acciones que se repiten en el tiempo.

El disefio de los sistemas temporizados se basa en el empleo de un contador ascendente o descendente
ordenado, con tantos estados como valores tenga la secuencia a generar. Si el contador es ascendente
permite saber cudntos estados se han generado en la secuencia y si es descendente cudntos quedan para
completarla. La salida se obtiene como una funcién combinacional del estado al que se asigna el valor
deseado de la secuencia.

El aspecto temporal de este tipo de sistemas es muy importante, ya que ademds de generar una
secuencia, lo hacen con una cadencia determinada. Para conseguir establecer dicha cadencia, la sefial de
sincronismo se ajusta a la frecuencia requerida. Para establecer la frecuencia de sincronismo es habitual
el uso de divisores de la frecuencia base del reloj del sistema que emplea escalas del orden del MHz o
incluso GHz.

Ejemplo 9.9 — Diseino de un generador de secuencia. Disefia un sistema secuencial sincrono
que genere la secuencia [0,3,2,1,2,1,3] sin una frecuencia especifica para el reloj de sincronismo. Esto
es, la secuencia se puede generar a un ritmo de cambio arbitrario.

& Solucién:

Puesto que la secuencia posee valores repetidos, no se puede obtener directamente como la salida de
un contador. Como la secuencia posee 7 valores, la primera alternativa de disefio parte de un contador
sincrono ordenado de 3 bits, truncado a 7 estados: de Qg a Qg. El truncamiento asincrono del contador
se consigue mediante la decodificacion del valor 7 para activar la sefial de borrado (CLR) de los
biestables. Es decir, con [g2 g1 go] = [111].

Para codificar el valor de salida se necesitan 2 bits (1, o), ya que en la salida es preciso representar
hasta el valor 319 = 11(,. En la figura siguiente se muestra el DTE y la tabla de salida para el sistema.
Observa que la salida en cada estado se representa en binario con dos bits. No se incluye la tabla de
transicion pues el circuito empleado es un contador ascendente MOD 7 para el que solo es necesario
calcular la salida que corresponde a cada estado. En la tabla de salida el estado no empleado Q7 da
lugar a condiciones libres para el cdlculo de la funcién de salida.

INIT/CLR
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Las formas SOP minimizadas para las funciones de salida que se obtienen son:
Yo=qo+ 1= + + 929

Para la implementacion de las funciones de salida vamos a considerar varias alternativas:

> Implementacién mediante puertas logicas.

> Empleo de un DEC 3 X 8. En este caso se utilizan las expresiones canénicas de y; e yg. Para ambas
funciones se toman los maxitérminos, ya que su nimero es menos que el de minitérminos. De este
modo, en lugar de emplear puertas OR a la salida del DEC, se emplean puertas NOR.

yi=][]M(0,3,5)  yo=]]M(0,2,4)

En los problemas de disefio secuencial sincrono siempre es posible plantear la recodificacién o
reordenacion de estados. El propésito es obtener la salida del modo mas sencillo posible a partir del estado.
Puesto que en este texto se recomienda una codificacién de estado en binario natural, cuando hablamos de
recodificacion del estado realmente nos referimos a una reordenacién del estado. Esto queda més claro
mediante la aplicacién en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 9.10 — Disefio de un sistema temporizado con reordenacion de estados. Disefia un
sistema secuencial sincrono que genere la secuencia [0,3,2,1,2,1,3].

& Solucién:

Como ya se ha explicado anteriormente en este sistema el estado y la salida no pueden coincidir, ya que
existen valores repetidos en la secuencia. Pero en este caso en lugar de recurrir a un contador ordenado,
se emplea un contador con secuencia de estados: [Qg, O3, Q2, O1, Os, Os, O7]. Esta eleccién no es
caprichosa, sino motivada por una obtencién mas simple de la funcion de salida. Con la reordenacién
del estado se consigue que la salida coincida con los dos bits menos significativos que codifican el
estado (ver figura adjunta).
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INIT/CLR
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En este tipo de sistema aunque la salida solo depende del estado, la salida se puede afiadir a la
tabla de transicion de estado porque no existe entrada. Por tanto, se tiene directamente la tabla de
verdad para la funcién de salida. A partir de las tablas de transicion de estado y salida se obtienen las
expresiones de las funciones de excitacién de los biestables (J-K):

J2=m1=q/1q0 J1=1 J():]

Ky =m7 = ¢ qo Ky =my = q2+qq Ko=m5=qy+q
Como se ha indicado previamente, la expresion las funciones de salida coincide con los dos bit menos
significativos del estado: y; = g1, yo = qo

El circuito resultante emplea un DEC 3 x 8, en el que tomando las expresiones candnicas de las
funciones de excitacién la implementacion resultante queda:

Si en el mismo circuito se emplean con puertas l6gicas elementales para las funciones de excitacion de
biestables, el circuito resultante queda:
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Partiendo del empleo de un contador truncado para generar los estados de un sistema temporizado, la
obtencidn de la salida deseada se puede abordar por métodos alternativos de implementacién. Por ejemplo,
basados en el uso de multiplexores multibit, memorias e incluso registros multibit en anillo. Estos métodos
tienen en comun su flexibilidad y sencillez de disefio. Su «desventaja» reside en el uso de médulos que
emplean un mayor nimero de componentes elementales como: puertas, l6gicas, biestables, etc.

Ejemplo 9.11 — Implementacién alternativa de un generador de secuencia. Disefia un sistema
secuencial sincrono que genere la secuencia [0,3,2,1,2,1,3].

@ Solucion:

Los estados de la secuencia se pueden generar mediante un contador MOD 7 obtenido por truncamiento
de un contador MOD 8. La salida del contador (estado) serd utilizada para el direccionamiento del
elemento que proporcione el valor de salida. Veamos dos opciones para simulacion 16gica con Logisim:

> Direccionamiento de un multiplexor. La salida del contador se emplea como entrada de seleccién
a un MUX cuyas entradas de datos estdn conectadas a valores constantes de tipo multibit con los
valores correspondientes de la secuencia a generar. En un sistema genérico serian precisos tantos
multiplexores en paralelo como bits para codificar los valores de salida. En la implementacién de
sistemas fisicos reales, los valores constantes para la entrada de estos multiplexores se pueden obtener
mediante conexién de celdas de memoria SRAM cargadas con el valor binario adecuado.

> Direccionamiento de una memoria ROM. Se emplea una memoria en la que se almacenan
previamente los valores de la secuencia a generar. De nuevo el contador se emplea para obtener
sucesivamente las direcciones de acceso a la memoria.

Un método alternativo de implementacién permite la sustitucién del contador y la memoria por un
registro multibit de desplazamiento en anillo. La ausencia del contador impide conocer el estado en
que se encuentra el sistema. Ademds, se precisa un ciclo de carga de los valores iniciales del registro.

La aplicacién practica de los sistemas temporizados es el control de dispositivos mediante la activacién
de determinadas acciones por un tiempo determinado. Por tanto, los valores de la secuencia de salida
corresponden con la activacién o desactivacién de cada salida representada por un bit del valor de la
secuencia. Para este tipo de sistema el elemento clave de control es el contador, cuya misién fundamental
es controlar la cadencia de generacién de la salida.
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Ejemplo 9.12 — Control de un sistema temporizado. Disefia un sistema secuencial sincrono que
controle de modo ciclico los tiempos de activacion de las luces de un seméaforo cuyas duraciones son:
verde (4 s), ambar (2 s) y rojo (6 s).

@ Solucion:

Este ejemplo consiste en el disefio de un sistema sin entrada que estd gobernado por un contador
que cambia de estado a una cadencia concreta. La solucién se aborda considerando un generador de
secuencia con 12 estados correspondientes a los 12 s de duracién total del ciclo del seméforo. A cada
estado se asocia como salida, el valor de activacién de cada una de las luces (V=verde, A=dmbar y
R=rojo). Por comodidad se emplean letras mayusculas para las funciones de salida.

A continuacién se muestra el DTE con los estados marcados con el color de la luz activa del
seméforo para facilitar su comprensién. En cada estado se indica también el valor binario de la salida.
Junto al DTE se detalla la tabla de transicion de estados y los valores correspondientes de excitacién
para biestables de tipo T. Como el nimero de estados es 12, se necesitan 4 biestables, con 4 estados
inalcanzables que se tratan como condiciones libres.

| t || ! G4 d D Yy
Q 9 & d1 Qo Q a3 9 G o] T5| T2 Ty| To| V|A| R
Qlo|o|lo|of Q;Joj0j0o|1]jo|of0f1]1|0]O
Qfojo|o|1]| QJo|0|1|]0)JO|0Of1]1]1]0]|O
INIT/CLR Qo0|o0|l1|0f Qsj0ojOj1|2]Jo|0f0f1]1|0]|O
Q;f0]|0|1|1]| Qo0|2|0|0O)JO|1f1]1]1]0]|O
Q40]|1|/0[0| QsjO0|[21|0|2)J0|0f0O]1]0|1]|O
Qs|0|1|0|1| QJoj1j2|0jofof1f21]of1]|O
Qsf0]1|2|0| Q;JO0|2|21|]2]0|0f0]|1]0]O0]|1
Qlof1f1]1]| Qs2|ofofof1|2|1f{1]0]0]|12
Qs|1|/0|l0|0f Qf1]0j0|2]Jo|OfOf1]Of0O]|1
Qof1]0|0[1|Qg1|0|2|]0)JO|0Of1]1]0]|O0]|1
Q[ 1]0]1]0|Q2|[0f2]|2]J0O]O|O|1]0O|O0Of1
Qu1]{0]1|1] QfOf0OfO|OfJ1]0|1]|1]0|O0f1
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x [ x [ x| x| x o x [ ox ) x ] x| x ] x| x| x| x
x o] x x| ] ox o x [ x ) x ] x| x| x| x| x| x
x [ ] x [ x| x| x| x x| x x| x] x| x]|x]x]|x]|x

A partir de la tabla de transicion se obtienen (mediante K-maps) las funciones de excitacién de los
biestables que se indica:

In=1 T = 439190

T =qo T3 = (q2+93)9190

En la tabla anterior también se incluyen las funciones de salida correspondientes a la activacién de
cada una de las luces del seméforo:

VERDE =¢3¢5  AMBAR =¢;q;  ROJO = ¢2q1 + g3

La figura adjunta muestra el circuito 16gico resultante para simulacién légica con Logisim. Para
conseguir la temporizacién adecuada en dicho circuito, es preciso elegir una frecuencia de tick de 2
Hz, para que la frecuencia de la sefial CLK sea de 1 Hz (1 s de duracién por estado).
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Este sistema admite una simplificacion del nimero de estados si la duracion de estos se extiende a 2 s.
Para conseguirlo se ajusta la frecuencia de tick a 0.5 Hz. De este modo se precisa la mitad de estados,
ya que estos tienen el doble de duracién. Esta simplificacién solo es posible si existe un divisor comun
de la duracién correspondiente a cada una de las luces. En este ejemplo, dicho factor comun es 2 que
da lugar a un DTE con 6 estados y una tabla de transicion més sencilla (ver figura siguiente):

INIT/CLR
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Puesto que no es posible elegir una frecuencia de tick de 1 Hz, para obtener una frecuencia de 0.5 Hz
para CLK, se recurre a una sefial CLK con un periodo de 4 ticks, siendo la frecuencia de tick de 2 Hz. =

El disefio basado en autdématas de estados finitos es ineficiente para sistemas en los que se repite
un valor de la secuencia durante un nimero elevado de estados, como en el ejemplo anterior. Una
alternativa de disefio mds conveniente es la que emplea una estrategia de control basada en el modelo
de etapa-transicién.* Con este modelo el sistema se divide en etapas durante las que se activan unas

4El modelo etapa-transicién es una herramienta empleada en el control asincrono de sistemas secuenciales dirigidos por
eventos. En este caso los eventos que «dirigen» el sistema estan constituidos por el final de los temporizadores.
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salidas y la transicién de una etapa a la siguiente estd determinada por una condicién (p. €j., el final de un
temporizador).

La figura 9.9 muestra el diagrama etapa-transicién para el ejemplo 9.12. Dicho diagrama se compone
de las tres etapas correspondientes a la activacion de cada una de las luces del seméforo. Con el inicio de
cada etapa se activa un temporizador ajustado al tiempo que estd activada la etapa. La transicién de una
etapa a la siguiente estd marcada por el final de la temporizacién de cada etapa.

T,=0s T=4s T,=0s T,=2s T,=0s
Etapa 1 Etapa 2 ‘ Etapa 3

(Verde) ( ) (Rojo)

T;=6s

Figura 9.9: Diagrama etapa-transicion correspondiente al control de las luces de un seméforo.

Definicion 9.2 — Temporizador. Es un contador ordenado completo, o de secuencia truncada, cuya
sefial de sincronismo estd ajustada a una medida estdndar de tiempo como el segundo o una fraccion
de este. "

Ejemplo 9.13 — Control etapa-transicion de sistema temporizado. Disefia un sistema secuencial
sincrono que controle de modo ciclico los tiempos de activacién de las luces de un seméforo cuyos
tiempos de duracién de cada luz son: verde (4 s), &mbar (2 s) y rojo (6 s).

& Solucioén:

Aplicando un modelo de control basado en el diagrama etapa-transicién (ver figura 9.9), se precisan
tres temporizadores 71, T y T3. Estos temporizadores emplean una frecuencia de sincronismo de 1 Hz
de modo que su valor de cuenta representa el valor en segundos de la temporizacion.

Para la simulacién 16gica de temporizadores con Logisim, se emplea el médulo contador ascendente
con disparo por flanco de subida y enclavamiento en el final de cuenta (atributo Action on Overflow
ajustado a Stay at value). El bit de fin de cuenta del temporizador activa la cuenta del siguiente
temporizador y asi sucesivamente hasta alcanzar la dltima etapa. El final de la Gltima etapa pone a cero
todos los contadores quedando activo solo el primero de ellos. Siguiendo este esquema, cada luz del
semaforo se activa cuando el temporizador correspondiente estd activado (iniciado) y no finalizado.

La ventaja principal del control temporizado mediante el modelo etapa-transicion frente al disefio
mediante un autémata finito, es su flexibilidad e independencia de los tiempos asignados a cada etapa.
Ademads, el uso de temporizadores facilita la identificacién de las transiciones entre etapas.
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Conceptos clave

Diferencias entre los sistemas combinacionales y secuenciales.

Cémo reconocer el circuito asociado a un sistema secuencial.

Diferencias entre los sistemas secuenciales sincronos y asincronos.

Cémo reconocer si un circuito secuencial es sincrono o asincrono.

Definicion de autémata finito y tipos.

Cémo reconocer el tipo de autémata implementado por un circuito.

Andlisis y elaboracién de tablas de transicién de estado de un sistema secuencial sincrono y DTE
correspondiente.

Pasos de andlisis de sistemas secuenciales sincronos.

Pasos de disefio de sistemas secuenciales sincronos.

Diferencias entre contadores y sistemas temporizados.

Disefio de contadores y de sistemas temporizados.
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Problemas propuestos

Problema 9.1 Dibuja el cronograma de la sefial de salida del circuito secuencial de la figura adjunta
teniendo en cuenta el valor de las sefiales indicadas. Observa que ambos biestables parten del estado

q1 =q0=0.
’ 1 {1 {1 {1 1§
.’D _E'Q . @) wicir |_| |-I

b

o @
miTcLR[@] l

Problema 9.2 Para el circuito 16gico de la figura adjunta, contesta de modo razonado a las cuestiones
siguientes:

1.- (El circuito implementa un sistema combinacional o secuencial?

2.- En caso de implementar un sistema modelado con un autémata finito. ;Cudntos estados tendria el
sistema, como médximo? ;Serfa un autémata de Moore o de Mealy?

3.- Elabora la tabla de transicién de estado del sistema.

4.- Dibuja el DTE correspondiente.

Problema 9.3 Dado el DTE de la figura adjunta, identifica los errores presentes en el mismo.

INIT

Problema 9.4 Para el circuito de la figura adjunta contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

1.- Identifica la/s entrada/s y salida/s del circuito.

2.- ;Qué tipo de sistema representa: combinacional o secuencial, sincrono o asincrono?

3.- Si el circuito correspondiese a un autémata finito, ;de qué tipo seria este?

4.- Calcula las expresiones logicas de las excitaciones de los biestables y la funcién de salida.
5.- Elabora Ia tabla de transicién de estado y salida del sistema.

6.- Dibuja el DTE correspondiente.
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1.-
2.-
3.-

4.
5.

Para el circuito de la figura adjunta contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

Identifica entradas y salidas e indica el tipo de automata que se implementa con el circuito.
Plantea las expresiones logicas de las excitaciones de los biestables y de la salida del circuito.
Determina la tabla de transicion de estado incluida la salida. Para el estado emplea la codificacion
Q = [q1 90)-

Dibuja el DTE correspondiente.

Dibuja el cronograma de las sefiales g, go para los 5 primeros ciclos de reloj con X =1, si se
considera el estado inicial Qp = [00]. Explica la funcionalidad del circuito.

El diagrama de bloques de la figura adjunta representa un autémata finito.

0 1 p/ |« Q _._>0 0
— —>
1 _
g b KT
Légica 0 & 1 Légica
excitacion » D are de salida
biestables —
CLR 5
—> 0 e 1
—> » 1 " Q >
CLK P K 6

Dados los componentes del sistema y los valores concretos de las sefales indicados en la figura, contesta
razonadamente a las cuestiones siguientes:

1.-
2.
3.-
4.-

5.-
6.-

1.-
2.-
3.-
4.-
5.-

(Cudl es el nimero mdximo de estados posible del autémata?

(Es un autémata de Moore o de Mealy?

(Cudntas filas tiene la tabla de verdad que define la salida del autémata?

(Cuantas filas tiene la tabla de verdad que define el estado Q,4; al que evoluciona el autémata en
cada instante de sincronismo?

(En qué estado se encuentra el sistema en el instante mostrado en la figura proporcionada?

Si estuviese a punto de producirse un flanco positivo del reloj (CLK) Cuaél seria el estado del
sistema después del sincronismo de los biestables?

Dado el circuito de la figura adjunta, contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

Calcula las funciones de excitacion de los biestables Dy, Jy, Ko y la funcién de salida y.

(,Qué tipo de autémata implementa el circuito?

Elabora la tabla de transicion de estado y de salida correspondientes al circuito.

Dibuja el DTE del sistema a partir de las tablas del apartado anterior.

Construye una tabla con la evolucidn temporal en 5 flancos consecutivos de sincronismo (¢, = 1
at; = 5) para las entradas de excitacion de los biestables (D1, Jo y Kp), la salida de los biestables
(41, o) y la salida del circuito (y). El estado inicial de partida es Qyp = [00] = g; =0go =0y los
valores de la entrada en los instantes de sincronismo es X = [0,1,1,1,0].
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6.-

Traslada la tabla obtenida en el apartado anterior a un cronograma de las sefiales de entrada (X),
salidas de los biestables (g1, go) y salida del sistema (y).

El circuito de la figura adjunta representa un registro de desplazamiento sincronizado

por flanco de bajada, en el que los bits se desplazan de g3 a g¢ (desplazamiento a la derecha) y g3 = X.
Es decir, el valor que entra en el registro se obtiene realimentando el valor resultante de un circuito
combinacional aplicado al contenido del registro. Responde razonadamente a las cuestiones siguientes
relacionadas con el circuito mencionado:

1.-
2.-

3.-
4.-

1.-
2.-

4.
5.

1.-
2.-

3.-

Calcula la expresion l6gica de la variable X de entrada al registro.

Analiza la evolucién del estado del registro mediante una tabla de evolucién temporal, sabiendo que
el estado de partidaes g3 =1,¢q2 =1, ¢ = 1, go = 0 = Q14 = [1110]. Realiza dicha tabla hasta
que el estado se repita.

Dibuja el cronograma del circuito partiendo del estado indicado en el apartado anterior.
Implementa un circuito equivalente al proporcionado, pero compuesto con biestables individuales.
Comprueba la equivalencia de los circuitos mediante simulacién con Logisim.

Dado el circuito de la figura adjunta contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

(Cudl es el nimero médximo de estados que puede poseer?

(,Qué tipo de sincronismo presenta el circuito?

(Cudl es el comportamiento del circuito cuando CNT'/INIT = 1?
Elabora la tabla de transicién de estado si CNT'/INIT = 0.

Dibuja el DTE del sistema y describe detalladamente su funcionalidad.

Dado el DTE de la figura adjunta contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

(A qué tipo de automata corresponde el DTE proporcionado?

(Cudntos biestables se precisan, como minimo, para implementar el sistema? Especifica la codifica-
cién elegida para los estados.

Elabora la tabla de transicion de estado del sistema.



Q.7 Diseno de sistemas secuenciales sincronos 259

4.- Implementa el autémata con un circuito légico que conste de un biestable J-K (para el MSB del
estado) y un biestable T (para el LSB del estado). Para ello implementa las funciones légicas de
excitacion de los biestables y la funcién de salida mediante dos métodos: (A) solo con puertas
l6gicas, y (B) con un DEC 3 x 8 y las puertas légicas necesarias.

INIT/CLR

Dado el DTE de la figura adjunta contesta razonadamente a las cuestiones siguientes:

1.- (A qué tipo de autémata (Moore o Mealy) corresponde el DTE proporcionado?

2.- ;Cuantos estados presenta el sistema? ;Qué nimero de biestables son necesarios para codificar los
estados del sistema? ;Qué codificacién elegirias para los estados?

3.- ;Cuantas entradas y salidas tiene el sistema?

4.- Elabora la tabla de transicion de estado del sistema junto con los valores de las sefiales de excitacién
de los biestables. Para codificar el estado, emplea un biestable T como bit mds significativo, un J-K
para el menos significativo y considera el resto de biestables de tipo D.

5.- Implementa el sistema con un circuito légico para simulacién con Logisim siguiendo la alternativa
mds simple para las funciones de excitacién y la funcién de salida.

INIT/CLR 1/1

N

1/0

Se desea disefiar un sistema sincrono que genere la secuencia: [0,1,2,3,1,3,2,1]. Con-
testa razonadamente a los apartados siguientes:

1.- (Cudntos estados tiene el sistema? ;Cudntos biestables son necesarios, como minimo, para su
implementacién?

2.- Indica si este sistema corresponde a un contador y en caso contrario indica de qué tipo de sistema
se trata.

3.- Disefia el sistema con el tipo de biestable de tu eleccién.

4.- Implementa el disefio realizado para su simulacién con Logisim.

Se desea disefiar un circuito secuencial sincrono de dos entradas X = [X; Xp] y una salida
(), de modo que y = 1 cuando la entrada sea X = [01] y esté precedida de las entradas previas X = [00]
seguida de X = [10]. En cualquier otro caso la salida debe ser nula y = 0. Una vez que el sistema genera
la salida y = 1, debe regresar al estado inicial. Completa las fases que se indican a continuacion:

1.- Determina la definicién y codificacién de estados. Plantea tanto un autémata de Moore como uno
de Mealy.
2.- Elabora el DTE del sistema para cada tipo de autémata.
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3.-

4.-

Confecciona la tabla de transicién de estados correspondientes a cada tipo de autémata empleando
tanto biestables de tipo J-K como D.
Implementa al menos un circuito para cada tipo de autémata planteado.

Problema 9.14 En un concurso de preguntas y respuestas cuando el jugador desea responder acciona un
pulsador que activa inmediatamente una sefial luminosa de color rojo.

Sefial
Pulsador luminosa

g -

i Sistema

Secuencial

Se desea disefiar un sistema secuencial sincrono mediante un autémata de Moore que controle la
activacion memorizada de la sefial luminosa mediante un pulsador de accién momentédnea. Esto es, el
pulsador genera un nivel alto (1) solo cuando estd pulsado. El sistema a disefiar debe memorizar la accién
que enciende la sefial luminosa, de modo que esta permanezca encendida cuando se libera el pulsador.
Para apagar la sefial luminosa serd precisa una nueva pulsacion. En este nuevo estado, la sefial permanece
apagada hasta nueva activacién. Completa los pasos de disefio indicados a continuacién:

1.-
2.-
3.-
4.-
5.-

6.-

Define las sefales de entrada, salida y los estados que tendrd el sistema cuando se emplee un
autémata de Moore para su disefio.

Determina el nimero de biestables de tipo J-K necesarios para implementar el sistema y dibuja un
DTE apropiado.

Traslada el DTE a una tabla de transicién de estado y una tabla de salida.

Calcula las funciones de excitacién para los biestables de tipo J-K y la funcién de salida.
Implementa el circuito resultante con Logisim. Para la entrada emplea un pulsador y para la salida
un elemento LED.

Explica la influencia de la frecuencia de reloj elegida en el funcionamiento del sistema.

Problema 9.15 En la entrada de un edificio inteligente se instala un sistema sensorial para determinar su
grado de ocupacion siguiendo el esquema que muestra la figura adjunta.

3

W

El sistema sensorial consiste en una barrera fotoeléctrica que activa una sefial de nivel alto (1) cada
vez que una persona entra en el edificio y bloquea dicha barrera. Se desea disefiar un sistema secuencial
sincrono que genere un tnico pulso durante un ciclo de la sefial de reloj cada vez que se bloquea la barrera
fotoeléctrica (transicion 0 — 1 _). De este modo, se pretende evitar que el sistema sensorial genere de
modo continuo una sefial a nivel alto mientras la barrera estd bloqueada, contabilizando repetidamente a
una persona detectada. Completa las fases de disefio del sistema que se indican a continuacidon:

1.-

2.-

3.-

Define las sefiales de entrada y salida del sistema junto a los estados que tendrd este para su disefio
con un autémata de Moore.

Determina el ndmero de biestables J-K requerido para implementar el sistema y dibuja el DTE
correspondiente.

Traslada el DTE a una tabla de transicion de estado y una tabla de salida. Calcula las funciones de
excitacion para los biestables J-K y la funcién de salida.
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4.- Implementa el circuito resultante con Logisim para su simulacién légica y explica la influencia de
la frecuencia de reloj elegida en la simulacién. Emplea el elemento contador incluido con Logisim
para contabilizar los pulsos producidos por el sistema sensorial.

5.- Disefia un sistema andlogo teniendo en cuenta que el pulso generado por la barrera sensorial se
produce en la transiciéon 1 — 0 (711).

Problema 9.16 Disefia un sistema secuencial sincrono para avisar a un vigilante de seguridad (g) e
incluso a la policia (p) de los intentos de robo en una sucursal bancaria.

ﬁ wﬂ\’%,ul"'”” ’ l -

Para acceder a la caja fuerte hay que pasar necesariamente por un hall con un detector de presencia (H)
que se activa a nivel alto (1) cuando una persona se mueve en su rango de deteccion. En la cdmara acorazada
en la que se encuentra la caja fuerte hay instalado otro detector de presencia (C) con funcionamiento
similar. Las condiciones que describen el comportamiento del sistema son las siguientes:

= SI no entra nadie, ENTONCES sistema en reposo sin avisar ni al vigilante ni a la policia.
= SI un ladrén accede al hall, ENTONCES avisar al vigilante, pero no a la policia.
» Slel intruso entra en la cdmara acorazada, ENTONCES avisar a la policia.
* Slel intruso abandona el hall antes de acceder a la cdmara acorazada, ENTONCES interrumpir
el aviso al vigilante, pero «recordar» que alguien estuvo en el hall.
» SI se vuelve a activar el detector de presencia del hall, ENTONCES avisar tanto al vigilante
como a la policia.
» Sl se activa el aviso a la policia, ENTONCES permanecer en este estado, retornando al estado
inicial solo mediante reinicio del sistema.

Considera que nunca se activan simultdneamente el detector del hall y de la cdmara acorazada. Ademas,
el sensor de la cdmara acorazada solo se activa en caso de que antes se haya activado el del hall. Completa
las fases de disefio indicadas a continuacidn:

1.- Define las entradas y salidas del sistema, asi como los estados para un autémata de Moore.

2.- Elabora el DTE correspondiente al sistema y la tabla de transicién de estados. Considera el empleo
de un biestable D para el bit de estado mds significativo, un biestable T para el menos significativo
y biestables tipo J-K para el resto, si es preciso.

3.- Implementa las funciones de excitacién de los biestables y la funcién de salida mediante puertas
l6gicas en dos niveles de la forma mas sencilla posible.

Problema 9.17 Se dispone de una luminaria compuesta por 4 segmentos, cada uno formado por 2 LED
segln se muestra en la figura adjunta.
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Disefa un circuito secuencial sincrono de control que permita obtener la secuencia de iluminacién
indicada en la figura (parte inferior). Considera que el control de la cadencia de cambio estd marcada
por un reloj de 1 Hz. Realiza la implementacion del circuito para simulacién con Logisim empleando
biestables de tipo T.

Problema 9.18 Disefia un sistema secuencial sincrono capaz de generar una secuencia temporizada de 8
valores hexadecimales programados y mostrarlos en una matriz de leds de tamafio 6 x 4 (filas x columnas).
La matriz tiene 6 entradas de 4 bits correspondientes a sus filas y columnas. Emplea los elementos dispo-
nibles en Logisim para la simulacién 16gica del sistema cuando la secuencia generada es [1,3,6,2,0,2,2,E].
La figura adjunta muestra los valores posibles mostrados por la matriz de leds.

Problema 9.19 Se desea controlar un paso de peatones constituido por el semaforo bimodal esquemati-
zado en la figura adjunta:

&
AlE
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L
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El seméforo se compone de tres luces (amarilla, roja y verde) que controlan el paso de vehiculos
con el significado estandarizado. Junto a estas se ubican otras tres luces en el semaforo encargadas
de proporcionar indicaciones a los peatones: pase (verde), espere (rojo) y pulse (azul). El ciclo de
funcionamiento del seméaforo sigue las fases que se indican a continuacién:

(1) En el estado inicial, el seméforo de vehiculos estd en verde y el de peatones en azul (pulse). Si
ninguin peaton solicita paso mediante pulsacidn, el sistema permanece en este estado de manera
indefinida (vehiculos circulando).

(2) Cuando un peatén solicita paso mediante pulsacion, se enciende la luz roja (espere), mientras que
la luz sigue en verde para los vehiculos durante 77 segundos.

(3) Al finalizar los 77 segundos se enciende la luz amarilla para vehiculos durante 7, segundos.

(4) Transcurridos los T; segundos se enciende la luz roja para vehiculos. Durante las fases anteriores,
la luz roja para los peatones permanece encendida (espere) y por precaucion continua encendida
durante 73 segundos antes de encenderse la luz verde (pase).

(5) Laluz roja para los vehiculos permanece encendida 73 + 74 segundos, transcurridos los cuales se
enciende la luz verde para vehiculos y la roja (espere) para peatones.

(6) Cuando pasan T5 segundos el sistema regresa de nuevo al estado inicial con la luz azul (pulse)
encendida. En este momento se vuelven a aceptar nuevas solicitudes de paso de los peatones.

Disefa un circuito secuencial sincrono que implemente la 16gica de control del sistema descrita y
permita su simulacién con Logisim, considerando: 7y =3 s, Th =5s,73 =35, T4 =18 sy T5 = 30 s.
Ademds, el sistema debe contar con una sefal de reinicio que permita forzar —en cualquier instante— la
evolucién del sistema a su estado inicial.
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Esta obra esta concebida como manual docente para la
asignatura de primer curso Tecnologia de Computado-
res impartida en el grado en Ingenieria Informatica de
la Universidad de Castilla-La Mancha, aunque puede ser
empleado en otras titulaciones para materias relaciona-
das con el Disefio y Andlisis de Sistemas Digitales. El tex-
to se divide en tres partes:

I.- Representacion de informacion

ylégica booleana (Caps.1a 3),

II.- Sistemas Combinacionales (Caps. 4 a 6), y

III.- Sistemas Secuenciales (Caps. 7 a 9).

El rasgo diferenciador de esta obra reside en su enfo-
que practico mediante utilizacién intensiva de simula-
cién légica de circuitos digitales. De este modo se facilita
la experimentacién inmediata e intuitiva de los circui-
tos digitales, independientemente de su complejidad. En
una primera aproximacion, la simulacién 16gica de los
circuitos permite obviar los aspectos practicos de su rea-
lizacion fisica, otorgando mas relevancia a los aspectos
formales de su andlisis y disefio légico. La herramienta
de simulacién opensource elegida en esta obra ha sido
Logisim [1] (www.cburch.com/logisim), un programa
multiplataforma de software libre.

En los nueve capitulos de esta obra se incluyen 122
ejemplos practicos explicados que cubren tanto el ana-
lisis como diseiio de sistemas légicos, y alrededor de 170
circuitos 16gicos elaborados con Logisim, que se pueden
recrear ficilmente. Cada capitulo finaliza con una sec-
cién de problemas propuestos, hasta un total de 174, cuya
resolucion se aborda en una obra complementaria —en
preparacion—.

ﬂ Ediciones de la Universidad
@ de Castilla-La Mancha
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