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Resumen

En este manual se estudian los conceptos y herramientas básicas de 
estadística, de forma que sirvan como un paso inicial en el estudio 
posterior de técnicas más avanzadas. Está pensado para ser visto en 
unas 30 horas de clase teórica.

El manual está dividido en nueve capítulos y varios anexos, que se 
pueden agrupar en cuatro bloques diferentes: un primer bloque de in-
troducción, que incluye los capítulos 1 y 2; a continuación un bloque 
que estudia la estadística descriptiva, que incluye los capítulos 3 y 4; 
luego un bloque configurado por los capítulos 5 y 6 y que trata temas 
de probabilidad; y finalmente un bloque dedicado a la inferencia que 
está formado por los capítulos 7, 8 y 9. Así, en los capítulos del bloque 
de estadística descriptiva simplemente describe los resultados que pro-
porciona una muestra. El bloque de probabilidad es el más matemático 
de entre todos los capítulos del manual, pero es necesario porque nos 
proporcionará la seguridad matemática necesaria para que las técnicas 
posteriores del bloque de inferencia estadística sean fiables. El bloque de 
inferencia estadística es el más importante y todo lo anterior está orien-
tado precisamente a poder estudiar este bloque con garantías. En este 
bloque no se harán desarrollos matemáticos por ser bastante comple-
jos, sino que intentaremos dar una idea intuitiva de su funcionamiento, 
limitándonos a continuación a dar las fórmulas correspondientes a las 
situaciones más típicas.

Veamos a continuación qué estudia cada uno de los capítulos con un 
poco más de detalle.

En el primer capítulo se define lo que es un fenómeno aleatorio, de-
pendiente del azar, en oposición a un fenómeno determinista, que obede-
ce a una ley. Esto nos lleva a la definición de los conceptos de población,
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muestra e individuo, y nos explica la necesidad de estudiar las distribu-
ciones de probabilidad. También, nos explica por qué en los fenómenos
aleatorios es necesario contar con la información proporcionada por una
muestra. Y termina con las distintas partes de la estadística, vistas co-
mo los distintos pasos a seguir para resolver un problema relacionado
con fenómenos aleatorios.

El segundo capítulo trata precisamente de las distintas formas de se-
leccionar los individuos que formarán parte de la muestra. Esta decisión
es importante porque todas las conclusiones del estudio se basarán en
que la muestra es representativa de toda la población y, dependiendo de
cómo está distribuida la población, los distitos tipos de muestreo permi-
ten aumentar la probabilidad de tener una muestra en estas condiciones.
Así, se plantean los tipos de muestreo más comunes, como el muestreo
aleatorio, el muestreo por conglomerados, el muestreo estratificado y el
muestreo sistemático. En la parte final del tema se estudian dos tipos
de muestreo especialmente comunes en ciencias de la salud, como son el
muestreo por cohortes y el muestreo caso-control.

El tercer capítulo estudia la estadística descriptiva unidimensional,
en el que solo observamos una característica en cada uno de los indivi-
duos de la muestra. Se comienza con el concepto de variable estadística.
A partir de esta definición, se dan los conceptos básicos de una variable,
como modalidad o frecuencia, así como su clasificación. Se plantean los
tipos más comunes de representaciones gráficas. A continuación se estu-
dian las medidas de centralización, en las que el objetivo es dar un valor
que sirva de representante de toda la muestra. Seguimos con las medidas
de posición, en las que se busca un valor que ocupa una determinada
posición en la muestra. Y a continuación se estudian algunas medidas de
dispersión, en las que se intenta dar una medida de la representatividad
de las medidas de centralización. El tema termina con las medidas de
forma: asimetría y curtosis. Este tema es importante para el desarrollo
posterior del manual porque en él aparecen conceptos que son sencillos
de comprender al estar basados en datos concretos, pero que servirán
de inspiración para definir los mismos conceptos de manera abstracta
para el bloque de probabilidad.

El cuarto capítulo estudia la estadística descriptiva bidimensional.
Este tema parte de la situación en la que tenemos dos (o más) variables
estadísticas y el objetivo es describir relaciones entre estas variables.
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Resumen

Este capítulo tiene dos partes diferenciadas. En la primera de ellas, se
trasladan los conceptos del tema anterior al caso de dos variables. Así,
se estudian las tablas de doble entrada, las distribuciones marginales y
condicionadas; se estudian los diagramas de dispersión como ejemplo de
una representación gráfica en la que se busca dar una imagen de rela-
ciones entre variables cuantitativas; y se estudia la covarianza como una
medida numérica de la relación (lineal) entre dos variables. La segun-
da parte de este capítulo trata ya una de las técnicas más importantes
de la estadística: la regresión. En este caso se tratará principalmente
la regresión lineal simple, que es el caso más sencillo. Sin embargo, se
tratará de forma que sea posible comprender el funcionamiento de estas
técnicas en modelos más complejos. Por ejemplo, se planteará la técnica
de mínimos cuadrados como forma de hallar los coeficientes del modelo,
situación que es común en todos los modelos de regresión. Una vez ha-
llados estos coeficientes, se define el coeficiente de determinación como
forma de medir lo bueno que es el modelo, concepto que estambién co-
mún en todos los modelos de regresión. Además, se verá que en el caso
lineal su fórmula puede derivarse en términos de covarianza y varianzas.
También veremos el coeficiente de correlación como una medida espe-
cífica de la bondad del modelo en el caso lineal. Finalmente, se trata
brevemente el caso de modelos derivados del modelo lineal.

El capítulo 5 trata de los conceptos básicos de probabilidad. Se plan-
tean todos los conceptos básicos para definir una probabilidad como una
medida matemática de incertidumbre sobre el resultado de un experi-
mento aleatorio. Este capítulo está planteado en términos de compa-
ración de los conceptos con los correspondientes conceptos que fueron
tratados en el capítulo de estadística descriptiva unidimensional. Así,
se comienza con el concepto de espacio muestral, como una abstracción
matemática de las modalidades de estadística descriptiva. De ahí pasa-
mos a los sucesos, y de sucesos a la definición axiomática de una medida
de probabilidad. Esta medida es una forma de describir las frecuencias,
en el sentido de habitual, de los distintos sucesos. Se dan las propiedades
básicas de la probabilidad, siempre en comparación con las mismas pro-
piedades de las frecuencias. Se pasa a continuación a la regla de Laplace
como una forma de asignar probabilidades en determinadas condiciones.
En un anexo al final del manual se explican brevemente las técnicas de
conteo básicas, que permiten resolver mediante la regla de Laplace mu-
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chos problemas de probabilidad. El tema termina con el concepto de
probabilidad condicionada e independencia, de gran importancia teóri-
ca en las técnicas de inferencia estadística. Como consecuencia de estos
conceptos, tenemos los teoremas de la probabilidad total y de Bayes,
que permiten calcular probabilidades de forma sencilla en situaciones
menos directas de las que se ven con la regla de Laplace.

El capítulo 6 trata de las variables aleatorias y está planteado como
una comparación con los resultados obtenidos en el capítulo de estadís-
tica descriptiva para variables estadísticas cuantitativas. Está dividido
en tres partes diferentes. En la primera parte, se estudia brevemente
el concepto matemático de variable aleatoria, la probabilidad inducida
por una variable aleatoria y la función de distribución, planteada en
comparación con la frecuencia acumulada y la poligonal de frecuencias
acumuladas. A partir de aquí se definen las variables discretas y con-
tinuas, y se dan los conceptos de función masa de probabilidad para
variables discretas y función de densidad para variables continuas. Se
dan también los conceptos de esperanza y varianza, en comparación con
los correspondientes conceptos de media y varianza de estadística des-
criptiva. La segunda parte de este capítulo estudia los modelos discretos
y continuos más habituales. Aprovechamos también para introducir el
concepto de parámetro, que será la base del último bloque de inferencia
estadística. La última parte de este capítulo estudia el teorema central
del límite, que permite calcular de forma sencilla una aproximación de
probabilidades sobre variables aleatorias cuando se ha repetido el expe-
rimento muchas veces.

El capítulo 7 trata de estimación paramétrica. En él se plantea lo que
es un estimador, haciendo hincapié en su carácter aleatorio. La segunda
parte del capítulo trata de intervalos de confianza y está planteado de
forma intuitiva, justificando la necesidad de introducir el nivel de con-
fianza. En la parte final del manual aparece una lista con las fórmulas
de los intervalos de confianza más habituales.

El siguiente capítulo está dedicado a los contrastes de hipótesis pa-
ramétricos. Se da una especial importancia a los conceptos de hipótesis
nula y alternativa, estadístico y regiones de aceptación y rechazo. Se
justifica la necesidad de dar un nivel de significación, contrapartida del
nivel de confianza del capítulo anterior. Análogamente a lo que se hizo
en el capítulo anterior, en la parte final del manual aparece una lista con

18



Resumen

los estadísticos más típicos de inferencia paramétrica y las correspon-
dientes regiones críticas dependiendo del contraste a resolver. En este 
capítulo se estudia también lo que es el p-valor y su interpretación, de 
importancia capital en situaciones prácticas.

El último capítulo trata el caso más sencillo de análisis de varianza. 
Se plantea este tema como una simbiosis entre contrastes de hipótesis y 
regresión. Está dividido en dos partes. En la primera de ellas se dan los 
conceptos de factor de efectos fijos o aleatorios, nivel de cada factor y 
tratamiento, conceptos que son comunes para todos los modelos de aná-
lisis de varianza. La segunda parte trata el caso del modelo unifactorial, 
en el que se desarrolla de forma intuitiva el estadístico del contraste de 
forma similar a como se desarrolló el coeficiente de determinación en 
regresión. Aparecen así los conceptos de sumas de cuadrados del factor 
y del error. El objetivo de este capítulo es que una vez asimilado el 
modelo unifactorial, el alumno sea capaz de comprender modelos más 
complejos de análisis de varianza.

Por supuesto, existen muchas otras técnicas estadísticas que no se 
estudian en este manual. Tenemos por ejemplo todas las técnicas de 
análisis multivariante, que son tan importantes en estudios estadísticos. 
También hay muchos modelos que son muy importantes y que son ex-
tensiones de los modelos más sencillos estudiados en este manual. Baste 
citar como ejemplos los modelos de regresión múltiple, los modelos más 
complejos de análisis de varianza, o los contrastes de hipótesis no para-
métricos. Esperamos sin embargo que, al conocer los conceptos básicos 
de estas técnicas, el alumno pueda comprender y aplicar estos modelos 
para situaciones más complejas.

Palabras clave: estadística descriptiva, regresión, probabilidad, es-
timación, contraste de hipótesis.
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Abstract

In this manual, we introduce the basic concepts and tools of sta-
tistics, so that it could serve as an initial step in the posterior study 
of more advanced statistical techniques. It is designed to be covered in 
about 30 hours of theoretical classes.

The manual is divided into nine chapters and several appendices, 
which can be grouped into four different blocks: a first introduction 
block, which includes chapters 1 and 2; next, a block dealing with des-
criptive statistics, which includes chapters 3 and 4; then, a block con-
figured by chapters 5 and 6 and that studies basic probability issues; 
and finally a block dedicated to statistical inference that is made up of 
chapters 7, 8 and 9. The block of descriptive statistics provides the usual 
measures that describe the results provided by a sample. The probabi-
lity block is the most mathematical of the manual, and it is necessary 
in order to provide us that is needed for the subsequent techniques of 
the statistical inference. The statistical inference block is the most im-
portant one; it will supply us with the techniques that allow to obtain 
conclusions with a high security (in terms of probability) from the da-
ta coming form a random sample; for this block, we will not give the 
mathematical developments because they are quite complex, but we will 
try to supply the reader with an intuitive idea of how it works instead; 
hence, we will limit ourselves to provide the formulas corresponding to 
the most typical situations.

Let us next see in a little more detail what each of the chapters deals 
with.

The first chapter defines what a random phenomenon is, as one de-
pendent on chance, as opposed to a deterministic phenomenon, which 
obeys a (physical or chemical) law. This leads us to the definition of
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population, sample and individual, and justifies the need to study pro-
bability distributions. Also, it explains why in random phenomena it is
necessary to have the information provided by a sample. And it ends
with the different parts of statistics, seen as the different steps that need
to be followed to solve a problem related to random phenomena.

The second chapter deals precisely with the different ways of selec-
ting the individuals who will be part of the sample. This decision is
important because all the conclusions of the subsequent study will be
based on the sample being representative (in the sense that the infor-
mation provided by the sample is almost the same as the information
provided by the whole population) of the entire population. Depending
on the population, the different types of sampling allow us to increa-
se the probability of having a sample in these conditions. Thus, the
most common types of sampling are presented, such as random sam-
pling, cluster sampling, stratified sampling and systematic sampling. In
the final part of the chapter, two types of sampling that are especially
common in health sciences are studied, namely cohort sampling and
case-control sampling.

Chapter 3 studies unidimensional descriptive statistics, in which we
only observe one characteristic in each of the individuals in the sample.
It begins with the concept of a statistical variable and the classification
of statistical variables. From this definition, the basic concepts of a
variable are given, such as modality or frequency, and we finish with
the problem of grouping data into classes. We then turn to present the
most common types of graphic representations. Next, central tendency
measures are studied, in which the objective is to give a value that
serves as a representative value of the entire sample. We continue with
measures of position, such as quartile, deciles and quantiles; measures of
position give us a way to see where a certain data point or value falls in
a sample. And then some measures of dispersion are studied, in which
an attempt is made to provide a measure of the representativeness of the
central tendency measures. The chapter ends with shape measurements:
skewness and kurtosis. This chapter is very important for the subsequent
development of the manual because it contains concepts that are easy
to understand as they are based on concrete data, but that will serve
as inspiration to define the same concepts for the probability block.

The fourth chapter studies two-dimensional descriptive statistics.
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Abstract

This chapter treats the situation in which we have two (or more) statis-
tical variables and focuses in describing possible relationships between
these variables. The chapter has two different parts. In the first of them,
the concepts of the previous chapter are translated to the case of two
variables. Thus, correlation (or double-entry) tables, marginal and con-
ditional distributions are studied; scatter diagrams are studied as an
example of a graphic representation that seeks to provide an image
of relationships between quantitative variables; and covariance is stu-
died as a numerical measure of the (linear) relationship between two
variables. The second part of this chapter deals with one of the most
important techniques in statistics: regression. In this case, simple linear
regression, which is the simplest case, will be mainly discussed. Howe-
ver, it will be discussed in a way that makes it possible to understand
how regression techniques work in more complex models. For example,
the least squares technique will be proposed as a way to find the model
coefficients, a situation that is common in all regression models. Once
these coefficients are found, the coefficient of determination is defined
as a way of measuring the goodness-of-fit of the model, a concept that
is also common in all regression models. Furthermore, it will be seen
that in the linear case its formula can be derived in terms of covariance
and variances. We will also see the correlation coefficient as a specific
measure of the goodness-of-fit of the model in the linear case. Finally,
the case of models derived from the linear model is briefly discussed.

Chapter 5 is devoted to an introduction to the basic concepts of
probability. First, all the basic concepts needed to define a probability
as a mathematical measure of uncertainty about the result of a ran-
dom experiment are presented. This chapter is presented in terms of
comparison between the concepts that were treated in the chapter on
unidimensional descriptive statistics and the corresponding definitions
in probability. Thus, we begin with the concept of sample space, as
a mathematical abstraction of the modalities of descriptive statistics.
From there we move on to events, and from events to the axiomatic de-
finition of a probability measure. This measure is a mathematical way
of describing the frequencies, in the usual sense, of different events. The
basic properties of probability are given, always in comparison to the sa-
me properties of frequencies. We next turn to Laplace’s rule as a way of
assigning probabilities under certain conditions, namely when all results
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are equally logical. In an appendix at the end of the manual, the basic
counting techniques are briefly explained, which allow many probability
problems to be solved via Laplace’s rule. The chapter ends with the
concept of conditional probability and independence, concepts having
a great theoretical importance in statistical inference techniques. As a
consequence of these concepts, we derive the total probability and Ba-
yes theorems, which allow us to calculate probabilities in a simple way
in less straightforward situations than those seen when dealing with
Laplace’s rule.

Chapter 6 deals with random variables and again, is presented com-
paring the results obtained in the descriptive statistics chapter for quan-
titative statistical variables with the corresponding concepts for random
variables. This chapter is divided into three different parts. In the first
part, the mathematical concept of a random variable, the probability
induced by a random variable and the distribution function are briefly
studied, presented in comparison with the cumulative relative frequency.
Based on this, discrete and continuous variables are introduced, and the
concepts of probability mass function for discrete variables and density
function for continuous variables are given. The concepts of expectation
and variance are also established, in comparison with the corresponding
concepts of mean and variance of descriptive statistics. The second part
of this chapter studies the most common discrete and continuous mo-
dels. We also introduce the concept of parameter, which will be the basis
of the last block of statistical inference. The last part of this chapter
studies the central limit theorem, which permits to easily calculate an
approximation of probabilities on sums random variables.

Chapter 7 deals with parametric estimation. It outlines what an esti-
mator is, emphasizing its random nature. The second part of the chapter
deals with confidence intervals and is presented intuitively, justifying the
need to introduce the confidence level. At the end of the manual there
is a list with the formulas of some common confidence intervals.

Next chapter is devoted to parametric hypothesis testing. Special
importance is given to the concepts of null and alternative hypotheses,
statistics and regions of acceptance and rejection. The need to give a
level of significance is justified and presented as a counterpart to the level
of confidence presented in the previous chapter. Analogously to what
was done in the previous chapter, in the final part of the manual there
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is a list containing the most typical statistics of parametric inference and 
the corresponding rejection regions depending on the testing. The final 
part of this chapter studies what the p-value is and its interpretation.

Last chapter deals with the simplest case of analysis of variance 
(ANOVA). This topic is presented as a mixture between hypothesis 
testing and regression. It is divided into two parts. In the first of them, 
the concepts of fixed or random effects factor, level of a factor and 
treatment are given, concepts that are common to all ANOVA models. 
The second part deals with the case of the unifactor model, in which 
the test statistic is developed intuitively in a similar way to how the 
coefficient of determination was developed in regression. The main goal 
of this chapter is that once the unifactor model has been assimilated, 
the student is able to understand more complex ANOVA models.

Of course, there are many other statistical techniques that are not 
covered in this manual. We mention, for example, all the multivariate 
analysis techniques, which are so important nowadays in statistical stu-
dies. There are also many models that are very important and that are 
extensions of the simpler models studied in this manual, as for example 
multiple regression models, the more complex analysis of variance mo-
dels, or the non-parametric hypothesis testing. We hope, however, from 
the basis presented in this manual, the student is able to apply these 
models in more complex situations.

Keywords: descriptive statistics, regression, probability, statistical 
estimation, hypothesis testing.

25





            
           

           
            

              
           

          
         

    
            

           
           

           
          
           

         
          

             
             

         
             

            
            

           
           

          
         

Introducción

En  los  últimos  años  hemos  asistido  a  un  crecimiento  espectacular  de  la
importancia  de  las  matemáticas  en  nuestra  vida  diaria.  Así,  parece  que
los  algoritmos  matemáticos  y  la  inteligencia  artificial  son  ya  parte  de
nuestra  vida,  desde  hacer  un  presupuesto  a  clacular  la  mejor  ruta  para
llegar  a  un  destino.  La  razón  de  este  incremento  de  la  presencia  de  las
matemáticas  viene  determinada  en  gran  medida  por  el  desarrollo  que  han
tenido  las  herramientas  informáticas,  ya  que  esto  ha  permitido  la
implementación  y  aplicación  de  técnicas  matemáticas  que  requieren  un
gran  número  de  operaciones  matemáticas.

  Casi  todas  las  ramas  de  las  matemáticas  se  han  beneficiado  de  este
avance.  Así,  por  ejemplo,  todas  las  posibilidades  de  pago  que  existen
en  la  actualidad  utilizan  códigos  criptográficos,  y  esto  ha  sido  posible
gracias  a  los  desarrolloss  de  trabajos  de  teoría  de  números.  Los  desarro-
llos  matemáticos  de  teoría  de  juegos  han  permitido  modelar  situaciones
que  aparecen  en  economía  y  han  obtenido  las  mejores  soluciones  en  pro-
blemas  muy  complejos.  Además,  gracias  a  desarrollos  matemáticos  de
investigación  operativa  se  ha  conseguido  hallar  la  solución  más  barata
para  poder  abastecer  supermercados.  O  gracias  a  la  teoría  de  colas  se  ha
podido  evaluar  el  tiempo  de  espera  en  una  oficina,  o  clacular  el  número
de  operarios  necsario  para  que  no  se  colapse  el  sistema.

  Sin  duda,  una  de  las  rama  de  las  matemáticas  que  más  se  ha  be-
neficiado  de  la  posibilidad  de  realizar  cálculos  de  forma  rápida  es  la
estadística,  ya  que  es  una  de  las  partes  más  aplicadas  de  las  matemáti-
cas.  De  esta  forma,  desarrollos  estadísticos  que  se  hallaban  reducidos  al
tratamiento  de  un  número  pequeño  de  datos  por  las  propias  limitaciones
de  las  herramientas  computacionales,  han  pasado  a  poder  ser  aplicadas
para  una  cantidad  ingente  de  datos.  Como  ejemplo  paradigmático  de
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este desarrollo está todo lo relacionado con el Machine Learning que
está tan de moda actualmente.

Uno de los campos en el que el desarrollo de la estadística ha tenido
mayor impacto es el de las ciencias de la salud. Por ejemplo, en estudios
genéticos ha sido posible desarrollar técnicas de regresión en las que el
número de variables (genes) a utilizar es enorme y el número de datos
(individuos) muy reducido. Otro ejemplo es el análisis de la varianza
con varios factores, que ahora puede ser aplicado para muchos factores
e interacciones entre criterios. También muchas técnicas de análisis mul-
tivariante han podido ser aplicadas en problemas reales. De esta forma,
el uso de técnicas estadísticas para el desarrollo de nuevos fármacos o
para el análisis de datos es básico en cualquier investigación de ciencias
de la salud.

En este manual se verá una introducción a las técnicas básicas de
estadística. La idea con la que está escrito es que se obtenga una idea
general de las distintas técnicas, que se aplican en el manual a las situa-
ciones más sencillas, de forma que se pueda entender el funcionamiento
general de esta técnica en situaciones más complicadas. Por ejemplo,
veremos en el capítulo 4 el problema de regresión lineal simple. Pero al
estudiar este problema, podemos introducir el concepto de coeficiente
de determinación, que nos permite ver la adecuación de nuestra solución
a los datos y que es válido para cualquier modelo de regresión, no solo
para el lineal. Aparece también el concepto de mínimos cuadrados, que
es la técnica usual de obtener los valores de los términos de cualquier
modelo de regresión. Así, esperamos que, a partir de los conceptos que
se presentan en este manual de regresión lineal, se pueda comprender
cualquier modelo de regresión, aunque este modelo en concreto no se
estudie explícitamente en el manual. También que se puedan interpre-
tar las salidas de ordenador de un problema por ejemplo de regresión y
evaluar si es un buen modelo a partir del correspondiente coeficiente de
determinación. Esto mismo puede decirse para las otras técnicas estadís-
ticas que se estudian en este manual, como los intervalos de confianza,
contraste de hipótesis, análisis de varianza, etc.

Para seguir este curso no es necesario ningún conocimiento previo
de estadística. En este sentido, el manual es autocontenido. Sí que apa-
recen algunas técnicas matemáticas como puede ser la integración de
funciones, aunque procuraremos que las integrales sean lo más sencillas
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posible.
Una última consideración: la idea de este manual es que se entienda

el interés y el funcionamiento de las técnicas estadísticas. Es decir, el
objetivo es ir un paso más allá del simple uso de las distintas técnicas.
por ello, es importante que se entienda la razón de las distintas técnicas
y las condiciones que necesitan. Esto es lo que permitirá comprender el
funcionamiento en situaciones más complicadas que las que se ven en
este manual y profundizar en las distintas técnicas estadísticas.
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1. Población  y muestra

1.1. Fenómenos aleatorios

Supongamos que estamos estudiando el resultado de un experimento. 
Pronto veremos que al repetir este experimento, puede ocurrir que los 
resultados sean muy similares o que por el contrario los resultados que se 
obtienen sean muy diferentes entre sí. Esta diferencia nos va a servir para 
clasificar los experimentos en dos grupos. Así, dado un fenómeno 
experimental, este puede ser de dos tipos: determinista o aleatorio.

Los fenómenos deterministas son aquellos en los que se puede 
predecir el resultado antes de realizarse. Suelen estar sujetos a alguna ley 
física o química que determina el resultado final. Por lo tanto, si 
repetimos el experimento en las mismas condiciones obtendremos el 
mismo resultado.

Ejemplo 1.
Consideremos por ejemplo el experimento en el que se mide el estira-

miento de un muelle del que se cuelga un peso. Entonces, si colgamos un
mismo peso de un mismo muelle, el estiramiento siempre es el mismo.

Si estamos estudiando un fenómeno determinista, lo primero que 
tenemos que determinar son los factores que influyen en el resultado del 
experimento.

Ejemplo 2. (Continuación del ejemplo 1)
En este caso, tenemos que el estiramiento depende del peso que se

considere, en el sentido de que mayores pesos producen un mayor esti-
ramiento. Sin embargo, la elongación del muelle no cambia si cambia la
forma del peso que se cuelga.
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A continuación, tenemos que explicar cómo cada uno de estos fac-
tores influye en el resultado final del experimento; para esto, buscamos
una función matemática que modele esa influencia. Esto se consigue re-
pitiendo el experimento en distintas condiciones respecto a los factores
que influyen en el resultado del experimento, de forma que se pueda
observar esta variación.

Nótese que es muy difícil reproducir las mismas condiciones exacta-
mente, lo que produce ligeras variaciones en el resultado del experimen-
to. Por ello, la función final que se obtiene es una aproximación de lo
que realmente ocurre.

Ejemplo 3. (Continuación del ejemplo 1)
Para el ejemplo anterior, la elongación del muelle viene determinada

por la ley de Hooke, que nos dice que

e = k × p,

donde k es una constante que depende del muelle. Sin embargo, esta
ley solo se cumple si tenemos un muelle perfecto, que recupera exac-
tamente su forma cuando se quita el peso. Como este muelle ideal no
existe, siempre aparecerán ligeras modificaciones de esta ley al aplicarla
experimentalmente. Esto puede verse en la figura 1.1.

Frente a estos experimentos, tenemos los fenómenos aleatorios.
En este caso no es posible predecir con exactitud el resultado del experi-
mento, y repetirlo en las mismas condiciones no conduce necesariamente
al mismo resultado. Estos fenómenos son los que estudia la estadística.

Ejemplo 4.
El ejemplo típico de fenómeno aleatorio es el lanzamiento de un

dado. Al lanzar el dado varias veces no es de esperar que vayamos a
obtener siempre el mismo resultado.

Como repetir el experimento en las mismas condiciones no conduce
necesariamente al mismo resultado, la forma de estudiar estos expe-
rimentos es distinta de la de los experimentos deterministas. Nótese
además que no tiene mucho sentido cambiar las condiciones en las que
se realiza el experimento; así, nuestro experimento es lanzar un dado,
y no parece que tenga sentido repetir el experimento lanzando el dado
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p

e
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×
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×

Figura 1.1. Representación gráfica de la ley de Hooke. La línea representa
el valor teórico. Los puntos representan los valores realmente obtenidos.

con mayor fuerza. Por ello, lo que se hace para estudiar estos fenóme-
nos es repetirlos varias veces en las mismas condiciones, de forma que
así se pueda observar los posibles resultados que aparecen y lo lógico
(por frecuente) que es cada uno de ellos; lo que se intenta es dar una
lista de posibles valores que pueden aparecer al realizar el experimen-
to junto con la frecuencia (en tantos por ciento o proporción) de veces
que aparece cada uno. Y esto se hace para intentar obtener la mayor
información posible sobre el resultado que aparecerá la próxima vez que
se realice el experimento. Entonces lo que nos tiene que preocupar es
si estos resultados que hemos obtenido son fiables (en estadística dire-
mos representativos) de lo que puede ocurrir si volvemos a repetir el
experimento varias veces.

Ejemplo 5. (Continuación del ejemplo 4)
Por ejemplo, supongamos que lanzamos un dado 100 veces y el nú-

mero de veces que aparece cada resultado es el que aparece en la tabla
1.1.

Lo que se espera en los fenómenos aleatorios es que si repetimos
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Resultado 1 2 3 4 5 6
Frecuencia 17 20 15 16 15 17

Tabla 1.1. Posibles resultados al lanzar un dado 100 veces.

el experimento otras 100 veces obtengamos unas frecuencias parecidas
(aunque casi con seguridad no serán exactamente las mismas).

Las principales razones para el uso de la estadística en ciencias de
la salud son dos:

Todas las disciplinas relacionadas con la biología tratan con expe-
rimentos aleatorios y, por tanto, están sujeta a razonamientos de
tipo inductivo, que van de lo particular a lo general, es decir, que
pretenden extender las conclusiones obtenidas en una parte de un
conjunto al conjunto total. Por ejemplo, no es posible medir la
altura de todos los individuos adultos de un país, pero esperamos
que si medimos la altura de 1000 de ellos, los datos nos den una
información que nos pueda servir para extraer conclusiones del
conjunto de toda la población, aunque no los hayamos evaluado.

La propia diversidad biológica: dos seres vivos nunca son igua-
les. El método científico para obtener resultados válidos en esta
situación tan variable es la estadística, pues queremos establecer
conclusiones que tengan en cuenta esta diversidad. Por ejemplo,
no se trata aquí de hallar la composición de un determinado mi-
neral, composición que se mantiene siempre inalterable o al menos
entre unos límites concisos, sino que se trata de hallar la altura
media de unos individuos, teniendo en cuenta que cada individuo
tiene una altura distinta.

1.2. Población y muestra
Como hemos dicho anteriormente, en un fenómeno aleatorio tenemos

el problema de que el resultado del experimento puede variar al repetir
el experimento, incluso en las mismas condiciones. Por ello, para poder
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estudiar el funcionamiento de estos fenómenos es necesario repetir el
experimento en condiciones idénticas muchas veces; tendremos entonces
un conjunto de resultados (posiblemente distintos), tal y como se vio en
el experimento del lanzamiento del dado.

En los problemas de estadística tenemos un conjunto de individuos
sobre los que se quiere realizar el estudio. Este conjunto se denomina
población y cada uno de los elementos de la población se llama indi-
viduo. La población puede ser finita o infinita. Y los datos se obtienen
de observar el experimento sobre varios individuos (posiblemente dis-
tintos).

Ejemplo 6.
Estamos interesados en conocer la proporción de españoles que son

intolerantes a una sustancia. En este ejemplo, la población sería el con-
junto de españoles y cada uno de los españoles es un individuo.

A la hora de resolver el problema, lo ideal sería estudiar todos los
individuos de la población, pues en este caso tendríamos la información
completa. Sin embargo, esto es imposible en muchas ocasiones debido a
que la población puede ser cambiante (por ejemplo si consideramos la
altura de una persona en España, la población está en continuo cambio),
a que el individuo se destruya al realizar el experimento (por ejemplo si
estamos estudiando el tiempo en que tarda en consumirse una cerilla),
al alto coste que ello provocaría, etc.

Ejemplo 7. (Continuación del ejemplo 6)
En el caso de estudiar la intolerancia a una sustancia en la población

de los españoles no podemos evaluar a toda la población debido al alto
coste económico y logístico que ello conllevaría.

Esto nos obliga casi siempre a tener que tomar un subconjunto de
la población y tratar de extraer conclusiones que sean válidas para el
total de la población. Este subconjunto de la población que vamos a
evaluar se llama muestra y siempre supondremos que los datos que
proporciona se pueden extender a toda la población (que la muestra sea
representativa).

Como veremos en el próximo tema, existen muchas formas de selec-
cionar los individuos de la muestra, y de esta forma podemos escoger el
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método de selección de individuos más adecuado para reducir la proba-
bilidad de que la muestra no sea representativa. Es interesante en este
punto tener en cuenta que podemos tener un gran número de muestras
fijado el procedimiento de obtención de los datos. Por ejemplo, si esta-
mos estudiando las calificaciones en una asignatura de los alumnos de
un grupo concreto, parece lógico escoger varios de ellos al azar; y enton-
ces tenemos un gran número de posibles selecciones. Dependiendo de los
individuos seleccionados, los datos obtenidos serán diferentes. Por ello,
las conclusiones variarán (aunque es de esperar que de forma ligera) al
considerar muestras distintas.

Sin embargo, hay que tener en cuenta que al no evaluar a toda la
población, es posible que las conclusiones que se obtengan no sean váli-
das porque los individuos seleccionados sean representativos solamente
de una parte de la población, incluso aunque la forma de seleccionar
los individuos sea la adecuada. Por ejemplo, si estamos estudiando la
altura de los individuos de un país y seleccionamos 100 individuos, es
posible (por mala suerte) que sean 100 jugadores de baloncesto, con lo
que concluiremos que los individuos de ese país son muy altos cuando
en realidad no lo son.

Aunque realizar bien el proceso de selección puede reducir la proba-
bilidad de que ocurra algo así, en general nunca tendremos la seguridad
absoluta de que la muestra sea representativa, y por tanto, que nuestras
conclusiones sean válidas. Supongamos por ejemplo que no sabemos si
una moneda está trucada y que para comprobarlo lanzamos la moneda
100 veces. Si obtenemos 100 caras, lo razonable es concluir que la mo-
neda está trucada; sin embargo, es posible que por azar se obtenga este
resultado en una moneda que no esté trucada.

1.3. Partes de la estadística
La estadística se divide en varias ramas. Las tres partes que nosotros

trataremos son:

Estadística descriptiva. Es la parte que trata de la clasificación,
representación y resumen de los datos proporcionados al realizar
una experiencia.
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Ejemplo 8. (Continuación del ejemplo 6)

El estudio anterior se está realizando porque el Ministerio de Sani-
dad sospecha que la proporción de españoles que son intolerantes
a esa sustancia ha aumentado recientemente. Se sabe que ante-
riormente la proporción de individuos intolerantes era del 50%.
¿Cómo se puede comprobar si efectivamente este porcentaje ha
aumentado?

Para ello, en primer lugar seleccionamos a 100 individuos al azar,
de los que vemos que 60 son intolerantes a esa sustancia.

Probabilidad. Es la parte que proporciona las herramientas ma-
temáticas necesarias para poder obtener conclusiones de los datos
recogidos. Así, nos dará un valor de lo seguros que podemos estar
de las conclusiones que hemos obtenido.

Ejemplo 9. (Continuación del ejemplo 6)

Según la probabilidad, asumiendo que la proporción no hubiese
cambiado, entonces solo el 2.5% de las muestras nos darían 60
o más personas intolerantes.

Inferencia. Es la parte más importante de la estadística. Trata el
problema de obtener conclusiones generales válidas (con una cierta
probabilidad) a partir de la información parcial que proporciona
la muestra. La estadística, por tanto, aparece como una ciencia
eminentemente inductiva.

Ejemplo 10. (Continuación del ejemplo 6)

Concluimos entonces que los datos de la muestra son raros si no
ha habido cambio, lo que nos lleva a concluir que sí ha aumentado
la proporción de personas intolerantes.

Esta forma de resolver el problema se puede ver en el siguiente es-
quema:

MUESTREO
Datos

→
DESCRIPTIV A

Análisis
Descripción

PROBABILIDAD−→ INFERENCIA
Conclusiones
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En la resolución de un problema de estadística vamos a seguir tres
etapas:

Diseño del experimento. Consiste en determinar la experiencia
que nos conviene realizar para resolver el problema y cómo se
deben recoger los datos (muestreo). Trataremos este aspecto en el
capítulo 2.

Ejemplo 11. (Continuación del ejemplo 6)

En el ejemplo anterior, una posible forma de realizar el experi-
mento sería seleccionar un grupo de españoles al azar para ver si
tienen o no esta intolerancia. El tomar las personas al azar es
importante para que todos los individuos tengan la posibilidad de
aparecer en la muestra.

Sin embargo, como es posible que la edad influya en si una perso-
na es intolerante, podemos primeramente dividir la población en
grupos de individuos de una edad similar, y luego escoger al azar
individuos dentro de cada grupo para obtener una muestra más
fiable.

Recogida de datos. Una vez realizado el experimento se ob-
tienen unos datos que hay que recopilar, representar, etc. para
comenzar el estudio. Esta es la parte que trata la estadística des-
criptiva, que veremos en los capítulos 3 y 4.

Análisis y obtención de conclusiones. Es la parte fundamen-
tal del estudio, y la que nos permite responder a la pregunta ini-
cial. Esta parte se realiza mediante la inferencia estadística, que
se estudiará a partir del capítulo 7.

Como ya se ha dicho, es importante hacer notar en este punto que
las conclusiones que nosotros vamos a obtener no serán conclusiones se-
guras debido a la aleatoriedad, sino que tendremos una estimación de
la seguridad que tenemos de las mismas en términos de probabilidades
(que vamos a estudiar en los capítulos 5 y 6). Siempre tendremos una
posibilidad de error; así, por ejemplo, es posible que todos los españoles
seleccionados sean intolerantes a esa sustancia, lo que nos llevaría a con-
cluir que efectivamente el porcentaje de españoles con dicha intolerancia
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ha aumentado y, sin embargo, que esto fuese debido a que por casuali-
dad se hayan escogido individuos especialmente sensibles. En definitiva,
una muestra que no sea representativa nos conducirá a conclusiones
erróneas; y como no podemos tener la seguridad de que sí sea represen-
tativa, no tenemos otra opción que utilizar una medida de la seguridad
de dichas conclusiones; esta medida de seguridad nos la proporciona el
modelo de probabilidad que usamos.
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2. Muestreo

2.1. Introducción

Como se ha visto en el capítulo anterior, todas nuestras conclusiones 
dependen de los datos que tenemos. Por ello, uno de los aspectos bási-
cos de todo problema estadístico es el modo de seleccionar la muestra, 
problema también conocido como método de muestreo.

Supongamos que queremos realizar un estudio para una determinada 
población. Por ejemplo, consideremos la situación en la que queremos 
saber las notas de ingreso en la Facultad de Farmacia que han obtenido 
los alumnos de primer curso. En este caso, lo más sencillo es considerar 
a todos los alumnos de primer curso y ver la nota de ingreso de cada 
uno de ellos. En este caso estamos obsevando el valor del experimento 
aleatorio en todos los individuos de la población; esto se conoce como un 
censo o un muestreo exhaustivo. Consideremos sin embargo la situación 
en la que queremos saber el porcentaje de españoles que han sufrido un 
esguince. En este caso, la población en estudio es muy grande para poder 
ser evaluada completamente. Por tanto, estamos obligados a trabajar 
con una parte de la población, la muestra.

En el caso de un censo, las conclusiones son absolutamente fiable. 
Sin embargo, en el segundo caso todas las conclusiones que vamos a 
obtener se basan en que la muestra sea representativa de la población, 
es decir, que los individuos seleccionados proporcionan una información 
que no tiene ningún sesgo respecto a la correspondiente información en 
el conjunto de la población. Si esto es así, entonces las conclusiones que 
se extraigan para la muestra serán aplicables a toda la población en 
estudio.

Sin embargo, no siempre podemos asegurar que la muestra sea re-
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presentativa. Supongamos por ejemplo que estamos estudiando la altura
media de los españoles y seleccionamos una muestra de tamaño 100 eli-
giendo los individuos al azar en la población; podría ocurrir que estos
100 individuos fuesen jugadores de baloncesto, de forma que su altura
media (muestral) sea muy superior a la media real de toda la población.

Hay varios factores que influyen en la probabilidad de que una mues-
tra no sea representativa. El primer factor que influye es el número de
individuos que se seleccionan. Supongamos por ejemplo que estamos es-
tudiando si una moneda está trucada. Si lanzamos la moneda 10 veces y
obtenemos 10 caras, podemos empezar a sospechar que la moneda está
trucada, pero no estaremos completamente seguros. Sin embargo, si lan-
zamos la moneda 100 veces y obtenemos 100 caras, nuestra seguridad
de que la moneda está trucada es mucho mayor. El número de veces que
se repite el experimento, es decir, el número de individuos seleccionados
para formar la muestra, se llama tamaño de muestra, y se denota por
n.

El otro aspecto que influye en la representatividad de la muestra es la
forma de seleccionar los individuos de la misma. En primer lugar, cual-
quier forma de seleccionar los individuos tiene que tener un cierto grado
de incertidumbre (es decir, aleatoriedad), en el sentido de que no pode-
mos saber a priori los individuos que van a ser seleccionados. Además,
es conveniente que cualquier individuo de la población pueda ser selec-
cionado (o al revés, que un individuo concreto no tenga necesariamente
que estar en la muestra), y en muchas ocasiones, que la probabilidad
de que los distintos individuos de la población sean seleccionados sea la
misma. Por ejemplo, si vamos a seleccionar a 10 individuos de la clase,
no parece lógico que descartemos directamente a los últimos 20 alumnos
por orden alfabético.

La obtención de muestras que no son representativas debido a la
forma de seleccionar los individuos de la muestra ha ocurrido varias ve-
ces a los largo de la Historia, y ha dado lugar a conclusiones erróneas.
Un caso muy conocido es el siguiente: en la cuarta reelección del presi-
dente Roosevelt se había realizado una encuesta telefónica preguntando
la intención de voto. Sin embargo, esta encuesta dio lugar a unas pre-
dicciones muy diferentes de los resultados reales; en este caso concreto,
esto fue debido a una mala selección de los individuos de la muestra.
En efecto, en estos años (1944), el teléfono era un artículo de lujo y al
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restringir la selección a los hogares con teléfono se obtuvo una mues-
tra representativa de la población con un alto poder adquisitivo, cuya
intención de voto no coincide en general con el sentir de todo el país.

Para evitar situaciones de este estilo existen distintos tipos de mues-
treo. En este tema veremos las características de los más comunes.

Un último aspecto a tener en cuenta: nunca podremos estar comple-
tamente seguros de que la muestra es representativa; y por ello, como
veremos en los últimos capítulos de este manual, todas las conclusiones
que se obtengan irán ligadas a un valor de probabilidad que nos indica
la fiabilidad de dichas conclusiones. Sin embargo, si seleccionamos la
muestra con criterio sí podremos reducir la probabilidad de que no lo
sea.

2.2. Muestreo aleatorio simple
Este tipo de muestreo es el más sencillo. Se usa cuando consideramos

que todos los individuos son indistinguibles respecto a la característica
en estudio. En otras palabras, cuando no podemos dividir la población
en grupos de individuos de forma que la respuesta de los individuos de
un grupo es de esperar que sea diferente de la respuesta de los individuos
de otro grupo.

Consideremos por ejemplo que estamos estudiando la nota de entra-
da en el Grado de Farmacia para los alumnos de primer curso. Entonces,
si organizamos a los alumnos por orden alfabético, no hay ninguna ra-
zón lógica para que un alumno que se apellide Álvarez tenga una nota
superior (o inferior) a un alumno que se apellida Martínez.

El muestreo aleatorio simple se basa en escoger los individuos de la
población al azar. Este tipo de muestreo es el más sencillo y es el que
se usa en los desarrollos matemáticos que veremos a lo largo del curso.

El muestreo aleatorio puede ser con reemplazamiento o sin reempla-
zamiento.

En el muestreo con reemplazamiento, en cada realización del expe-
rimento se elige al azar entre todos los individuos de la población,
incluso los que ya han sido seleccionados anteriormente. En el
ejemplo anterior, si tenemos 500 alumnos y queremos una mues-
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tra de tamaño 50, consiste en sortear 50 números entre 1 y 500,
teniendo en cuenta que puede salir el mismo número varias veces.

Por el contrario, en el muestreo sin reemplazamiento el individuo
seleccionado se excluye para los experimentos sucesivos, de forma
que el sorteo se realiza entre los individuos de la población que
no han sido seleccionados. En el ejemplo anterior, sería sortear un
número entre 1 y 500 para seleccionar al primer individuo de la
muestra. Si se obtiene el 325, entonces para el segundo individuo
de la muestra, se sortea un número entre 1 y 500 excluyendo el
325. Y así sucesivamente.

En principio parece más razonable el muestreo sin reemplazamien-
to, pues evita que un mismo individuo sea seleccionado varias veces.
La aparición repetida de un mismo individuo básicamente se traduce
en una reducción del tamaño de muestra, ya que nos proporciona una
información que ya conocemos, y además otorga a ese individuo una
importancia que no tiene en la población. La aparición repetida de un
individuo en la muestra es especialmente probable en poblaciones cuyo
tamaño sea pequeño en comparación con el tamaño de muestra. Por
ejemplo, si tenemos que seleccionar 5 individuos de entre un conjunto
de 6, es muy posible que si realizamos un muestreo con reemplazamiento
alguno de los individuos sea seleccionado más de una vez.

Sin embargo, el muestreo sin reemplazamiento hace que las proba-
bilidades de cada resultado varíen en cada realización, puesto que las
condiciones en que se realiza el sorteo van cambiando; supongamos por
ejemplo que tenemos 25 bolas, 10 blancas y 15 negras y queremos hallar
la probabilidad de obtener una bola blanca en la cuarta bola elegida.
En el muestreo con reemplazamiento, esta probabilidad coincide con la
probabilidad de obtener bola blanca en la primera bola seleccionada,
que es 10/25, ya que siempre estamos en las mismas condiciones al rea-
lizar el sorteo. Sin embargo, en el muestreo sin reemplazamiento, esta
probabilidad depende de las bolas que hayan sido seleccionadas ante-
riormente. Por ejemplo, si todas fueron blancas, ahora la probabilidad
es 7/22, pero si todas fueron negras, sería 10/22.

¿Cómo proceder entonces? En la mayor parte de las ocasiones el ta-
maño de la población es muy grande en comparación con el tamaño de
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muestra, con lo que es poco probable que haya repeticiones de indivi-
duos seleccionados si se realiza un muestreo con reemplazamiento; así, se
realiza un muestreo sin reemplazamiento pero se funciona con los desa-
rrollos matemáticos del muestreo con reemplazamiento, que son mucho
más sencillos; esto es una aproximación, pero muy cercana a la realidad
para poblaciones muy grandes, ya que las muestras que se excluyen con
un muestreo sin reemplazamiento son muy pocas en comparación con
el número de muestras que hay en un muestreo con reemplazamiento.

En principio el muestreo aleatorio parece una forma de actuar bas-
tante razonable para obtener muestras representativas. Sin embargo, en
poblaciones humanas hay mucha diversidad y muchas veces hay varios
grupos que tienen un comportamiento similar en función de la carac-
terística; al usar el muestreo aleatorio simple tenemos el riesgo de que
no se obtenga ningún individuo de alguno de los grupos y entonces la
muestra perdería representatividad. Por ejemplo, las intenciones de voto
en la ciudad y en el campo varían y con el muestreo aleatorio simple
podemos llegar a dar más peso del que le corresponde a alguno de estos
dos grupos.

Un esquema explicativo del muestreo aleatorio se puede ver en la
figura 2.1.

2.3. Muestreo estratificado
Como se ha visto anteriormente, el muestreo aleatorio simple tiene el

problema de que hay un riesgo de que la muestra se extraiga por azar de
una parte concreta de la población, o que una parte de la población esté
más (o menos) representada en la muestra de lo que debería, con lo que
la muestra no sería representativa de toda la población; esta situación
es muy común en poblaciones de seres vivos.

Ejemplo 12.
Supongamos que estamos interesados en lo que gastan en ocio los

empleados de una empresa. En este caso, es de esperar que el gasto en
ocio dependa de los ingresos, por lo que tiene sentido dividir a los em-
pleados en tres grupos en función de los ingresos: obreros, mandos y
directivos. Nótese que el grupo de directivos tiene muy pocos individuos
en comparación con el número total de empleados de la empresa. Por
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Figura 2.1. Esquema del muestreo aleatorio. En este caso, se trata de un
muestreo aleatorio sin reemplazamiento.

ello, si hacemos un muestreo aleatorio, no sería extraño que no apare-
ciese ningún directivo en la muestra, con lo que los resultados no serían
representativos de toda la población. De esta manera, parece lógico que
dividamos la población en estos tres grupos y determinemos en primer
lugar cuántos directivos, cuántos mandos y cuántos obreros se van a
seleccionar para la muestra.

Cuando estamos en situaciones como la anterior, lo más razonable es
realizar un muestreo estratificado. Este muestreo consta de los siguientes
pasos:

En primer lugar, se dividen los individuos se divide la población
en estratos. Un estrato es un grupo de individuos que se espera
sea muy homogéneo respecto a la característica en estudio y que
su comportamiento sea diferente del de los otros estratos para
la característica en estudio; en el ejemplo anterior, tenemos tres
estratos que se corresponden con los directivos, mandos y obreros.
Nótese que se espera que los individuos de un estrato sean muy
homogéneos, pero no es necesariamente así. En el ejemplo anterior,
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esperamos que todos los directivos gasten más dinero en ocio que
los obreros, pero tal vez encontremos un directivo cuyo gasto en
ocio sea muy reducido. También esperamos que el comportamiento
en ocio sea diferente si estudiamos cada grupo por separado, pero
tal vez no sea así.

Una vez dividida la población en estratos E1, ..., Er, se fija el nú-
mero ni de individuos del estrato Ei que van a ser seleccionados, y
a continuación se realiza la selección de estos individuos, general-
mente mediante un muestreo aleatorio. De esta forma, si tenemos
k estratos, el número total de individuos seleccionados es

n := n1 + ...+ nk.

Por ejemplo, podemos decidir seleccionar n1 = 2 directivos, n2 = 8
mandos y n3 = 40 obreros para obtener una muestra de tamaño
50.

En este muestreo tenemos el problema de repartir el valor n entre
los distintos estratos, decidiendo de antemano el número de individuos
ni que se van a seleccionar del estrato Ei. Parece razonable (aunque
dependiendo del estudio no es necesariamente así) que los valores ni

sean proporcionales a los tamaños de los estratos en la población, lo que
se conoce como afijación proporcional. Es decir, que si Ei representa al
10% de la población, entonces se deberían extraer de Ei el 10% de los
individuos de la muestra.

Un esquema explicativo del muestreo sistemático se puede ver en la
figura 2.2.

2.4. Muestreo por conglomerados
Consideremos el siguiente ejemplo para explicar el muestreo por con-

glomerados. Supongamos que estamos estudiando el tiempo de hospi-
talización de un paciente. Entonces, podríamos considerar un muestreo
aleatorio y sortear entre todos los pacientes aquellos que van a ser in-
cluidos en la muestra. Sin embargo, al actuar de este modo es probable
que se seleccionen por ejemplo dos pacientes de Sevilla, cinco de Madrid,
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Figura 2.2. Esquema del muestreo estratificado. La población se ha dividido
en cuatro estratos, y luego se ha hecho un muestreo aleatorio en cada uno de
ellos. Nótese que no se extrae el mismo número de individuos en cada estrato.

etc. Esto hace que la selección de la muestra sea un proceso costoso en
tiempo y dinero. Por otra parte, no tenemos ninguna razón para supo-
ner que los pacientes de un hospital tengan un tiempo de hospitalización
más largo que el de otro hospital. Entonces, parece lógico seleccionar un
hospital al azar y considerar todos los pacientes de ese hospital como la
muestra.

Cuando estamos en situaciones como la anterior, lo más razonable
es realizar un muestreo por conglomerados. Este muestreo consta de los
siguientes pasos:

Al contrario que en el muestreo estratificado, el muestreo por con-
glomerados consiste en dividir la población en subpoblaciones lla-
madas conglomerados. Mientras que en los estratos eran sub-
grupos muy homogéneos respecto a la característica en estudio,
los conglomerados son subgrupos que son tan variables como el
conjunto de la población; en otras palabras, son como poblaciones
en miniatura que de alguna forma están separadas. En el ejemplo
anterior, los conglomerados son los hospitales. Así, se divide la
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población en k conglomerados C1, ..., Ck.

Una vez dividida la población en conglomerados, se seleccionan
varios de ellos al azar (por ejemplo C1, C4, C7) y se realiza un
muestreo aleatorio (en ocasiones un censo) sobre los individuos
que están dentro de ese conglomerado. Finalmente se juntan to-
dos los individuos seleccionados para formar la muestra total. Este
muestreo es muy popular porque permite abaratar el coste de rea-
lizar la muestra.

Nótese que, al contrario que en el muestreo estratificado, este mues-
treo no busca que la muestra sea más representativa que con el muestreo
aleatorio, sino que busca una muestra que sea tan representativa como
la del muestreo aleatorio pero obtenida de una forma más económica o
rápida.

Un esquema explicativo del muestreo sistemático se puede ver en la
figura 2.3.

Figura 2.3. Esquema del muestreo por conglomerados. La población se ha
dividido en 12 conglomerados, de los que se han seleccionado tres.
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2.5. Muestreo polietápico
El muestreo polietápico es un caso generalización del muestreo por

conglomerados, en el que la unidad final de muestreo no son los con-
glomerados sino subdivisiones de estos. Este tipo de muestreo será in-
teresante cuando los conglomerados contengan un elevado número de
individuos y resulte aconsejable hacer una selección dentro de este con-
glomerado. De esta forma, en el muestreo polietápico se comienza di-
vidiendo la población en varios conglomerados y seleccionando al azar
varios de ellos. Ahora bien, estos conglomerados pueden ser todavía muy
grandes, lo que aconseja dividir los conglomerados elegidos en conglome-
rados más pequeños y seleccionar varios de ellos. Este proceso continua
hasta que obtenemos conglomerados de tamaño reducido que sean ma-
nejables, de forma que entonces ya se pueden seleccionar los individuos
para la muestra final.

Ejemplo 13.
Supongamos que estamos estudiando el nivel de matemáticas de los

niños de 12 años en la Unión Europea. En este caso, podemos considerar
que no hay diferencias entre los distintos países y así podemos considerar
que cada país es un conglomerado. Supongamos que en esta primera
etapa se seleccionan al azar Italia y Francia. En este caso, realizar un
muestreo aleatorio en estos dos países sería muy costoso.

Entonces, podemos considerar que no hay diferencia entre las dis-
tintas regiones de cada uno de estos países, con lo que asumimos que
vamos a obtener los mismos resultados en todas las regiones. Así, po-
demos dividir cada país en sus regiones y seleccionar varias de ellas al
azar. Por ejemplo, podemos seleccionar (por sorteo) Bretaña y Alsacia
como regiones a considerar en Francia, y Lacio, Sicilia y Cerdeña como
regiones a seleccionar en Italia. Esta sería la segunda etapa.

Ahora podemos considerar que estas regiones son todavía conglome-
rados muy grandes y pasar a considerar las provincias de cada región
como conglomerados. Esta sería la tercera etapa.

Finalmente, se hace un muestreo aleatorio dentro de cada provincia.
Esta sería la etapa final.

Como se ve, realizar este tipo de muestreo reduce en gran medida
los costes, y permite obtener una información tan fiable (teóricamente)
como la que se obtendría con un muestreo aleatorio simple.

50



Muestreo

El ejemplo anterior nos sirve también para ver los riesgos de un
muestreo por conglomerados: estamos asumiendo que todos los países
son homogéneos, lo que no es exacto; luego, que todas las regiones dentro
de un país son homogéneas, lo que tampoco es exacto; y así sucesivamen-
te. Así, es de esperar que nuestra muestra final no sea tan representativa
como la que se obtendría con un muestreo aleatorio. Sin embargo, es-
peramos que sea casi tan representativa, con la ventaja de que se ha
obtenido mucho más fácilmente.

2.6. Muestreo sistemático
Este muestreo es muy útil cuando hay una ordenación natural de

los individuos de la población (por ejemplo porque estamos evaluando
una variable a lo largo del tiempo) y esta ordenación podría influir en
el resultado del experimento.

Por ejemplo, supongamos que estamos estudiando la temperatura en
una ciudad y que nuestra población son los minutos a lo largo del día;
entonces, tenemos que seleccionar los minutos en los que se va a medir
la temperatura; por otra parte, la temperatura varía a lo largo del día
según el momento en que se mida.

En situaciones como la anterior, si hacemos un muestreo aleatorio
nos arriesgamos a que no aparezcan medidas de la temperatura dentro
de una franja de tiempo o muchas mediciones dentro de una franja muy
reducida. Y esto haría que nuestra muestra no fuese representativa. Para
evitar este inconveniente se recurre al muestreo sistemático. Este mues-
treo consiste en dividir el tamaño total de la población entre el tamaño
de muestra; por ejemplo, si en el caso anterior queremos obtener una
muestra de tamaño 24, entonces dividimos a toda la población ordenada
en 24 grupos, que en nuestro caso serán las horas del día. Nótese que
todos los grupos tienen el mismo número de individuos, en nuestro caso
60, que se corresponden con los 60 minutos de cada hora.

A continuación se escoge un individuo al azar en el primer grupo,
que en nuestro caso es seleccionar al azar un minuto de la primera hora.
Supongamos que ha sido seleccionado el minuto 7. Es decir, tenemos el
individuo correspondiente a las 00:07 horas.

Finalmente, los individuos seleccionados para la muestra son los in-
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dividuos en posición 7 en todos los grupos. Entonces la muestra final
sería:

00 : 07, 01 : 07, 02 : 07, ..., 23 : 07.

La razón de escoger siempre el mismo individuo en cada grupo es la
siguiente: Debe tenerse en cuenta aquí que si se escogiese un individuo
al azar en cada franja, nos arriesgamos a que aparezcan los individuos
59 (para el primer grupo), 1 (para el segundo grupo), 57(para el tercer
grupo), ... lo que nos conduciría a que hay tramos en los que no tenemos
información. En este caso tenemos dos medidas muy similares y luego
no hay información durante casi dos horas. Y precisamente el mues-
treo sistemático intenta evitar esta situación y repartir los individuos
seleccionados para la muestra de forma uniforme según el orden.

Un esquema explicativo del muestreo sistemático se puede ver en la
figura 2.4.

Figura 2.4. Esquema del muestreo sistemático. La flecha represente indica
la ordenación de los individuos. Se tiene una muestra de tamaño 4 en una
población de tamaño 12, luego hay cuatro grupos de tamaño 3, en cada uno
de los cuales se ha escogido el segundo individuo.
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2.7. Muestreos específicos para ciencias de
la salud

Además de los tipos de muestreo vistos anteriormente, existen otras
formas de realizar el experimento más orientadas a problemas médicos.
En estos muestreos se estudia si poseer una determinada característica
es un factor de riesgo para desarrollar una enfermedad. Por ejemplo, una
situación típica es ver si fumar es un factor de riesgo para desarrollar
cáncer de pulmón.

2.7.1. Muestreo por cohortes
Veamos la situación más sencilla de este tipo de muestreo. La idea es

hacer una comparación de la frecuencia de enfermedad (o de un determi-
nado desenlace) entre dos poblaciones, una de las cuales está expuesta
a un determinado factor de exposición o factor de riesgo al que no está
expuesta la otra. Es decir, se selecciona una muestra de individuos sa-
nos y estos individuos se dividen en dos submuestras, según tengan o
no el factor de riesgo. A continuación, se observa para cada una de las
submuestras la frecuencia con que la enfermedad aparece al cabo de un
tiempo. La finalidad de este tipo de muestreo es observar si el factor de
riesgo hace más probable (por frecuente) la aparición de la enfermedad.

Los pasos para realizar un estudio de cohortes son los siguientes:

Seleccionar de entre los individuos sanos de la población dos mues-
tras, una de entre los individuos que tienen el factor de riesgo y
otra entre los individuos que no tienen el factor de riesgo.

Medir las variables de resultado, es decir, la presencia o ausencia
de enfermedad en los grupos al cabo de un tiempo.

A partir de este esquema básico, el muestreo por cohortes puede am-
pliarse para obtener mucha más información. Así, es posible seleccionar
no solo dos muestras (ausencia o presencia del factor de riesgo), sino que
permite aplicar una gradación en la presencia del factor de riesgo. Así,
podemos considerar varias muestras (cohortes) para estudiar con una
mayor profundidad la influencia del factor de riesgo. En la situación con
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la que se inició esta sección, en la que queríamos ver si fumar influía en
el desarrollo posterior del cáncer de pulmón, podríamos considerar va-
rias cohortes, como «no fuma», «fuma poco», «fuma moderadamente»,
«fuma mucho», y comparar los desarrollos posteriores de la enfermedad.

Otra ventaja de este muestreo es que permite hacer un seguimiento
a lo largo del tiempo, lo que proporciona mucha más información. En el
caso anterior, es posible que tras 10 años, la proporción de enfermos sea
la misma en las dos poblaciones, pero un muestreo por cohortes permite
ver si la enfermedad se desarrolla antes en la muestra de sujetos con
factor de riesgo, o si la enfermedad se desarrolla de forma más virulenta
para los individuos con factor de riesgo.

Además, este tipo de muestreo tiene la ventaja de que permite estu-
diar factores de exposición raros, que de otra forma no aparecerían en
el muestreo por ser muy poco frecuentes.

Sin embargo, este muestreo tiene una serie de desventajas. En primer
lugar, es un muestreo muy costoso, en el sentido de que obliga a hacer
un seguimiento durante largos períodos de tiempo a los individuos de
la muestra. Así, esto obliga a hacer revisiones periódicas de todos los
individuos. Por otra parte, tiene el problema de que es posible que a
lo largo del tiempo se pierdan individuos de las muestras, por ejemplo
por fallecimiento por otras causas ajenas a la enfermedad, o porque el
individuo abandone el estudio y no acuda a las revisiones periódicas.

2.7.2. Muestreo caso-control
En este tipo de muestreo tenemos la misma situación que en el mues-

treo de cohortes y el objetivo es el mismo. En el muestreo caso-control
se seleccionan dos muestras, una de las cuales es de individuos con la
enfermedad (casos) y la otra es una muestra de individuos sanos (con-
trol). Una vez seleccionados los individuos en cada grupo, se investiga si
estuvieron expuestos o no al factor de riesgo; a continuación se compara
la proporción de individuos expuesto al factor de riesgo en la muestra de
enfermos con la proporción de individuos expuestos al factor de riesgo
en la muestra de individuos que no han desarrollado la enfermedad.

Los pasos para realizar un muestreo caso-control son:

Seleccionar una muestra de población con la enfermedad. A los
individuos de esta muestra se les llama casos.
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Seleccionar una muestra de la población que esté libre de la enfer-
medad, que será el grupo control.

Medir la proporción de individuos expuestos al factor de riesgo en
las dos muestras.

El muestreo caso control tiene la ventaja de que es un tipo de mues-
treo muy rápido de efectuar, y proporciona resultados inmediatos. Ade-
más permite estudiar con unos mismos datos muchos factores de riesgo
simultáneamente, pues basta estudiar si cada uno de ellos está presente
o no en los individuos de la muestra de casos y de la muestra de control.

Sin embargo, tiene el inconveniente de que la información que pro-
porciona una información bastante pobre, pues solo permite comprar
las proporciones de individuos con riesgo en cada una de las muestras.
Además, si el factor de riesgo es muy poco frecuente, puede ocurrir que
no aparezcan individuos con ese factor de riesgo en ninguna de las dos
muestras.

Finalmente, el muestreo caso-control tiene el inconveniente de que
no permite concluir causalidad. Para explicar este proceso, considere-
mos la siguiente situación: «¿Las personas altas tienen tendencia a pesar
mucho?» En este caso, tenemos como factor de riesgo «ser alto» y como
característica «pesar mucho». Por lo tanto, escogemos dos muestras de
individuos, unos que pesan mucho y otros que no, y observamos si los
individuos de cada muestra son altos o no. Supongamos que las conclu-
siones son que efectivamente ser alto influye en pesar mucho. Ahora el
muestreo caso-control permite intercambiar los papeles de factor de ries-
go y característica. Es decir, podemos considerar los mismos individuos
y considerar como característica de estudio ser alto y como factor de
riesgo pesar mucho. Y repitiendo el estudio, podríamos sacar la conclu-
sión de que pesar mucho influye en ser alto. En definitiva, no sabemos
qué factor provoca qué característica. Esto no ocurre con el muestreo
por cohortes, en el que se parte de individuos sin la enfermedad, lo que
determina claramente que es el factor de riesgo el que influye en su
desarrollo.
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3. Estadística descriptiva
unidimensional

3.1. Variables estadísticas

En el capítulo anterior hemos visto cómo seleccionar los individuos de 
la población que forman la muestra, de forma que podamos tener 
una gran seguridad de que esta muestra sea representativa. Una vez que 
hemos determinado los individuos de la muestra, el siguiente paso es 
realizar el experimento sobre estos individuos para recabar información.

Para cada uno de los individuos seleccionados en el muestreo obser-
varemos una o varias características o variables estadísticas. Por 
ejemplo, son variables estadísticas el peso, la altura, el color de ojos, 
... Denotaremos las variables estadísticas mediante letras mayúsculas 
X, Y, Z, ... Lo que se intenta con la estadística descriptiva es describir 
los datos que se han obtenido. En este capítulo estudiaremos el caso en 
el que se observa una sola variable, mientras que en el próximo estudia-
remos el caso en el que se observan varias variables.

Las variables estadísticas se clasifican según sus posibles valores en 
varios tipos:

Cualitativas. Son aquellas que no toman valores numéricos. Por
ejemplo, el color de ojos es una característica cualitativa. A su
vez, las variables cualitativas pueden ser de dos tipos:

• Nominales. Aquellas variables que ni siquiera admiten una
ordenación en sus valores. Por ejemplo, el color de ojos es
una característica cualitativa nominal.

https://dx.doi.org/10.5209/docm.003.03
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• Ordinales. Son aquellas en las que, a pesar de tomar valores
no numéricos, sus valores admiten una ordenación natural.
Por ejemplo, la nota obtenida en una asignatura (suspenso,
aprobado, notable, sobresaliente, matrícula de honor) es una
característica cualitativa ordinal.

Cuantitativas. Son aquellas que se expresan numéricamente. Por
ejemplo, el tiempo que tarda un alumno en hacer un programa
informático sería una variable cuantitativa. A su vez, las variables
cuantitativas se dividen en dos tipos:

• Discretas. Son aquellas que toman valores numéricos aisla-
dos. Otra forma alternativa de definir este tipo de variables
es como aquellas que se pueden medir con exactitud. Es in-
teresante notar que el conjunto de valores posibles puede ser
finito o infinito. Veamos un par de ejemplos:

◦ El resultado del lanzamiento de un dado es una variable
discreta que toma un número finito de valores (1, 2, 3,
4, 5, 6).

◦ El número de veces que hay que lanzar una moneda has-
ta obtener la primera cara es una característica discreta
que toma infinitos valores, pues su número no puede aco-
tarse superiormente. Así, los posibles resultados de esta
variable son 1, 2, 3, ...

• Continuas. Son aquellas que toman cualquier valor dentro
de un intervalo (finito o infinito). Por ejemplo, la altura de los
alumnos de una clase es una variable continua, pues puede
tomar todos los valores en el intervalo [1.40, 2.40]. Otra forma
de ver una variable continua es tener en cuenta que los valores
que se miden nunca son exactos, sino aproximaciones. Así, la
altura de los alumnos no es discreta, pues aunque se aproxime
la altura a centímetros, la verdadera altura será cualquier
número dentro del intervalo.

El siguiente esquema representa la clasificación de los distintos tipos
de variables.
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variables
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














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

cualitativas

{

nominales
ordinales

cuantitativas

{

discretas
continuas

Esta clasificación también atiende, como veremos más adelante, al
tipo de información que se puede obtener de los datos.

3.2. Representaciones tabulares

3.2.1. Frecuencias y modalidades
Supongamos ahora que ya hemos realizado el experimento y tenemos

unos datos.

Ejemplo 14.
Se está estudiando el número de crías de una camada de conejos.

Aquí la variable (lo que se va a medir cada vez que se realice el expe-
rimento) es el número de crías de cada camada, que es una variable
discreta.

Se observan 35 camadas seleccionados al azar, anotándose el número
de crías en cada camada. Estos resultados son los que aparecen en la
tabla 3.1.

1 2 0 3 4 6 0 1 2 3 4 6
1 2 3 4 6 2 3 4 6 2 3 4
6 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

Tabla 3.1. Resultados obtenidos para el ejemplo 14.

El resultado del experimento i-ésimo lo denotaremos por xi. De esta
manera, x1 = 1, x2 = 2, x3 = 0, y así sucesivamente. En nuestro ejemplo,
tenemos 35 datos, x1, ..., x35.

Es interesante notar que los resultados del experimento están influi-
dos por el azar. Así, si repetimos el experimento con otras 35 camadas,
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los resultados obtenidos serían distintos (por ejemplo, podría obtenerse
algún valor 5), aunque es de esperar que sean similares, ya que nosotros
esperamos que la muestra sea representativa.

Recordemos que el número de veces que se realiza el experimento se
llama tamaño de muestra y se denota por n. En nuestro caso, n = 35.

Como se explicó en el primer tema, el objetivo de la E. Descriptiva
es obtener información sobre el comportamiento del fenómeno aleatorio
a partir de los datos muestrales. En primer lugar vamos a representar
los datos muestrales en una tabla para así tener una visión más clara
del comportamiento de la variable.

Fijada nuestra variable, el primer concepto importante es el de mo-
dalidad. Una modalidad es cada uno de los valores distintos que apare-
cen en la muestra. En nuestro ejemplo, las modalidades son 0, 1, 2, 3, 4,
6. Si tenemos k modalidades distintas, se denotan también por x1, ..., xk.
Es importante no confundir modalidad y dato; en nuestro ejemplo te-
nemos 6 modalidades x1, ..., x6 y 35 datos x1, ..., x35. Si tenemos datos
numéricos u ordinales, supondremos siempre que x1 < x2 < ... < xk. De
esta manera, la primera modalidad es x1 = 0, la segunda es x2 = 1, la
tercera x3 = 2, y así sucesivamente.

El primer valor lógico para dar información sobre la muestra es con-
tar el número de veces que se repite cada modalidad. De esta forma se
da una idea de lo importante (por frecuente) que es cada una de ellas.
El número de veces que se repite una modalidad xi se llama frecuencia
absoluta y se denota por ni. Nótese que la suma de todas las frecuencias
absolutas es n, es decir,

n1 + ...+ nk = n.

Ejemplo 15. (Continuación del ejemplo 14)

En nuestro ejemplo se tienen los resultados de la tabla 3.2.

xi 0 1 2 3 4 6
ni 2 3 10 10 5 5

Tabla 3.2. Frecuencias absolutas correspondientes al ejemplo 14.
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La frecuencia absoluta no da una información clara a no ser que se
disponga de todas las frecuencias, pues depende del tamaño de muestra.
Así, la modalidad 2 tiene una frecuencia de 10, lo que hace a 2 una
modalidad muy importante en una muestra de tamaño 35, pero sería
un valor poco importante si hubiésemos realizado el experimento 1000
veces. Para evitar este problema se define la frecuencia relativa, que
no es más que la proporción de individuos de la muestra que toman
una modalidad concreta. La frecuencia relativa de una modalidad xi

se denota por fi y se calcula dividiendo la correspondiente frecuencia
absoluta entre el tamaño de muestra:

fi =
ni

n
.

Nótese que la suma de todas las frecuencias relativas es 1, pues

f1 + ... + fk =
n1

n
+ ... +

nk

n
=

n

n
= 1.

Ejemplo 16. (Continuación del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo se tienen los resultados de la tabla 3.3

xi fi
0 2

35
≈ 0,057

1 3
35

≈ 0,085
2 10

35
≈ 0,286

3 10
35

≈ 0,286
4 5

35
≈ 0,143

6 5
35

≈ 0,143

Tabla 3.3. Frecuencias relativas correspondientes al ejemplo 14.

De esta forma la modalidad 2 tiene una frecuencia relativa de 0.286,
que es una frecuencia alta sin necesidad de conocer el tamaño muestral
o las frecuencias relativas de otras modalidades.

Existen otros dos tipos de frecuencias, conocidas como frecuencias
acumuladas:
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Se llama frecuencia absoluta acumulada para una modalidad
xi a la suma de las frecuencias absolutas de las modalidades con valor
menor o igual a xi. Se denota por Ni. Nótese que el valor correspondiente
a xk (la modalidad con mayor valor) ha de ser n.

Ejemplo 17. (Continuación del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo se tienen los resultados de la tabla 3.4.

xi 0 1 2 3 4 6
Ni 2 5 15 25 30 35

Tabla 3.4. Frecuencias absolutas acumuladas correspondientes al ejemplo
14.

Se llama frecuencia relativa acumulada para una modalidad xi

al cociente entre la frecuencia absoluta acumulada y n. Se denota por
Fi. Nótese que el valor correspondiente a xk (la modalidad con mayor
valor) ha de ser 1.

Ejemplo 18. (Continuación del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo se tienen los resultados de la tabla 3.5.

xi 0 1 2 3 4 6
Fi

2
35

5
35

15
35

25
35

30
35

35
35

Tabla 3.5. Frecuencias relativas acumuladas correspondientes al ejemplo 14.

Estas dos últimas medidas necesitan un orden en los valores de la
variable, por lo que no son válidas para variables nominales (pero sí para
variables ordinales aunque no tomen valores numéricos). Estas medidas
nos permiten determinar el número de datos o el porcentaje de los mis-
mos que están por debajo de un valor de la variable fijado, de manera
que dan una medida de lo grande que es un determinado dato en compa-
ración con los otros datos de la muestra. Serán muy útiles en el cálculo
de las medidas de posición que veremos más adelante.
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Estas cuatro medidas se suelen representar en una tabla dando lugar
a lo que se conoce como representación tabular de los datos o tabla
de frecuencias.

Ejemplo 19. (Continuación del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo se tiene que la tabla de frecuencias correspon-

diente uniendo todas las tablas anteriores sería la que aparece en la tabla
3.6.

xi ni fi Ni Fi

0 2 2
35

2 2
35

1 3 3
35

5 5
35

2 10 10
35

15 15
35

3 10 10
35

25 25
35

4 5 5
35

30 30
35

6 5 5
35

35 35
35

Tabla 3.6. Tabla de frecuencias correspondiente al ejemplo 14.

Nótese que los valores de las frecuencias acumuladas se pueden ob-
tener sumando en diagonal con la columna de las frecuencias. Es decir,

Fi = Fi−1 + fi, Ni = Ni−1 + ni.

Así, por ejemplo,

F3 = F2 + f3, N4 = N3 + n4.

3.2.2. Agrupamiento en clases
En muchas ocasiones, cuando tratamos con variables cuantitativas,

casi todas las modalidades tienen frecuencia 1. Esto hace que no tenga
sentido construir la tabla de frecuencias, pues el conocimiento de las
modalidades proporcionaría prácticamente la misma información. Esta
situación aparece por ejemplo con las variables continuas, en las que
el conjunto de posibles valores de la variable es infinito. Por ejemplo,
si consideramos la variable tiempo de vida una bacteria, y observamos
el tiempo de vida para una muestra de tamaño n, es casi seguro que
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obtendremos n valores diferentes. Otra situación en la que es muy po-
sible obtener una proporción grande de modalidades con frecuencia 1
aparece cuando tenemos una variable discreta que toma muchos valores
y el tamaño de muestra es pequeño en comparación con este número.
Por ejemplo, si estamos considerando como variable la nota obtenida en
un examen y necesariamente esta nota es múltiplo de 0.25, entonces te-
nemos 41 modalidades distintas como máximo. Si ahora tomamos una
muestra de tamaño 50, es de esperar que muchas de las modalidades
tengan frecuencia 1.

Otro problema relacionado con el anterior que puede aparecer es que
al haber muchas modalidades, la tabla de frecuencias no da una idea
clara del funcionamiento de la variable.

Ejemplo 20.
Consideremos la variable X dada por el gasto farmacéutico de una

persona en un mes. Elegidas al azar 50 personas se obtienen los datos
de la tabla 3.7.

13.73 20.93 10.49 17.82 9.48 12.21 37.51 12.88 15.04
24.47 6.62 10.86 11.84 81.84 27.61 12.11 11.99 13.98
12.39 12.30 10.74 11.15 18.72 18.92 13.64 34.13 26.30
15.10 22.85 15.89 29.83 18.83 12.16 14.89 4.83 6.11
5.71 9.78 6.63 17.79 33.26 18.49 12.87 9.54 10.69

12.09 11.85 11.85 11.85 5.30

Tabla 3.7. Resultados obtenidos para el ejemplo 20.

En este caso, a pesar de que la variable es discreta, tiene muchas
modalidades y la tabla de frecuencias no es tan informativa como en el
caso anterior, tal y como se puede ver en la tabla 3.8.

xi ni fi Ni Fi

4.83 1 0.02 1 0.02
5.3 1 0.02 2 0.04
5.71 1 0.02 3 0.06
6.11 1 0.02 4 0.08
6.62 1 0.02 5 0.10
Sigue en la página siguiente

64



Estadística descriptiva unidimensional

xi ni fi Ni Fi

6.63 1 0.02 6 0.12
9.48 1 0.02 7 0.14
9.54 1 0.02 8 0.16
9.78 1 0.02 9 0.18
10.49 1 0.02 10 0.20
10.69 1 0.02 11 0.22
10.74 1 0.02 12 0.24
10.86 1 0.02 13 0.26
11.15 1 0.02 14 0.28
11.84 1 0.02 15 0.30
11.85 3 0.06 18 0.36
11.99 1 0.02 19 0.38
12.09 1 0.02 20 0.40
12.11 1 0.02 21 0.42
12.16 1 0.02 22 0.44
12.21 1 0.02 23 0.46
12.30 1 0.02 24 0.48
12.39 1 0.02 25 0.50
12.87 1 0.02 26 0.52
12.88 1 0.02 27 0.54
13.64 1 0.02 28 0.56
13.73 1 0.02 29 0.58
13.98 1 0.02 30 0.60
14.89 1 0.02 31 0.62
15.04 1 0.02 32 0.64
15.10 1 0.02 33 0.66
15.89 1 0.02 34 0.68
17.79 1 0.02 35 0.70
17.82 1 0.02 36 0.72
18.49 1 0.02 37 0.74
18.72 1 0.02 38 0.76
18.83 1 0.02 39 0.78
18.92 1 0.02 40 0.80
20.93 1 0.02 41 0.82
22.85 1 0.02 42 0.84
Sigue en la página siguiente
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xi ni fi Ni Fi

24.47 1 0.02 43 0.86
26.30 1 0.02 44 0.88
27.61 1 0.02 45 0.90
29.83 1 0.02 46 0.92
33.26 1 0.02 47 0.94
34.13 1 0.02 48 0.96
37.51 1 0.02 49 0.98
81.84 1 0.02 50 1.00

Tabla 3.8. Tabla de frecuencias correspondiente al ejemplo 20 con los datos
sin agrupar.

Para evitar estos problemas se agrupan las distintas modalidades
en intervalos o clases. Estos intervalos son consecutivos y el extremo
superior coincide con el extremo inferior del siguiente. También suelen
tener todos la misma amplitud, aunque en ocasiones esto no es así,
especialmente si hay regiones amplias con muy pocos datos y regiones
estrechas con muchos datos. Por ejemplo, en datos económicos las clases
suelen ser de distinta amplitud. Denotaremos el extremo inferior del
intervalo i-ésimo por ai y el extremo superior por bi. Lo que realmente
se está haciendo con el agrupamiento en clases es sustituir el valor real
de la variable por la clase en la que está, de manera que las modalidades
pasan a ser las clases.

Ejemplo 21. (Continuación del ejemplo 20)
En el ejemplo anterior, podemos considerar 10 clases:

(4, 8), (8, 12), (12, 16), (16, 20), (20, 24),

(24, 28), (28, 32), (32, 36), (36, 40), (40, 100).

Así, el primer individuo de la muestra (13.77) se asigna a la tercera
clase ya que 13.77 está en el intervalo (12-16), y así sucesivamente.

Utilizando clases, se obtendría la tabla de frecuencias de la tabla 3.9.

Nótese que el objetivo que se perseguía con las tablas de frecuencias,
es decir, el dar una idea del funcionamiento de la variable, se consigue
mejor mediante el agrupamiento en clases que trabajando con los datos
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(ai, bi) ni fi Ni Fi

4− 8 6 0,12 6 0,12
8− 12 13 0,26 19 0,38
12− 16 15 0,30 34 0,68
16− 20 6 0,12 40 0,80
20− 24 2 0,04 42 0,82
24− 28 3 0,06 45 0,90
28− 32 1 0,02 46 0,92
32− 36 2 0,04 48 0,96
36− 40 1 0,02 49 0,98
40− 100 1 0,02 50 1,00

Tabla 3.9. Tabla de frecuencias correspondiente al ejemplo 20 con los datos
agrupados en clases.

directamente, ya que permite detectar regiones de la recta real que tie-
nen una mayor frecuencia. Así, parece que hay muchos datos entre 8 y
16; esta información es más difícil de extraer de la tabla con datos sin
agrupar.

Como contrapartida, al agrupar en clases prescindimos del valor real
del dato para quedarnos con el intervalo en el que está; es decir, no
usaremos el verdadero valor del dato. Al no utilizar ninguna información
sobre el valor real de los datos que están en la clase, supondremos que
estos están repartidos uniformemente en la clase, es decir, que no hay
tendencia a que los datos estén concentrados cerca de alguno de los
extremos del intervalo. Es por ello que al considerar los extremos de
un intervalo, es deseable que los datos contenidos en él se repartan
de la manera más uniforme posible. Resumiendo, al agrupar los datos
en clases se está perdiendo información en aras de la simplicidad y
visibilidad.

¿Cuántas clases es adecuado considerar? Si tenemos muchas clases,
entonces los intervalos son pequeños y los verdaderos valores de los
datos no se alejan mucho del punto medio del intervalo; sin embargo,
con esto se pierde en cierto sentido la utilidad del agrupamiento en
clases. Por otra parte, si tenemos muy pocas clases se pierde mucha
información. Por ello, es importante determinar el número de clases que

67



Estadística Básica

se van a tomar; esta es una decisión subjetiva y depende del problema
en cuestión, aunque suele funcionar bien un entero cercano a

√
n.

3.3. Representaciones gráficas
El objetivo de las representaciones gráficas es dar una idea del com-

portamiento de la variable mediante una figura. Por ello, nos interesa
esencialmente la forma de la gráfica y no la escala de la misma. Existen
muchas representaciones gráficas; aquí sólo veremos las más generales
dependiendo del tipo de variable utilizada: diagrama de sectores, dia-
grama de barras e histograma. Estudiaremos también la poligonal de
frecuencias acumuladas, que nos será de utilidad posteriormente. Fi-
nalmente, cuando estudiemos las medidas de posición presentaremos el
diagrama de cajas.

3.3.1. Diagrama de sectores
Esta representación consiste en dividir un círculo en tantos sectores

como modalidades, de forma que a cada modalidad se le asigna un sector
circular de área proporcional a la frecuencia (absoluta o relativa) de la
modalidad.

Como dado un círculo de radio R el área del sector circular de s
grados es

Area = πR2 s

360
= cte · s,

podemos reformular la definición anterior y asignar a cada modalidad
un sector circular con un número de grados proporcional a la frecuencia.

Nótese que debe dividirse completamente el círculo, luego la suma de
los grados de los diferentes sectores ha de ser 360. Por ello, no podemos
fijar nosotros la constante de proporcionalidad, sino que el número de
grados gi correspondientes a la modalidad xi se obtiene por una regla
de tres:

n −→ 360
ni −→ gi

⇒ gi =
ni × 360

n
.
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Comunidad Autónoma Población (ni) Porcentaje (100 fi)
Andalucía 8 202 220 18.20
Cataluña 7 364 078 16.34
Comunidad de Madrid 6 271 638 13.92
Comunidad Valenciana 5 029 601 11.16
Galicia 2 784 169 6.18
Castilla y León 2 557 330 5.68
Otras 12 851 042 28.52

Tabla 3.10. Comunidad de residencia en 2008.

El diagrama de sectores puede calcularse para cualquier tipo de va-
riable estadística, aunque suele aplicarse a variables cualitativas; por
ejemplo, es la representación habitual de los resultados en las encuestas
de opinión.

Ejemplo 22.
Consideremos por ejemplo la variable X ≡ Comunidad autónoma de

residencia. Los datos de 1 de enero de 2008 proporcionan la información
de la tabla 3.10.

En este caso el correspondiente diagrama de sectores viene dado en
la figura 3.1.

3.3.2. Diagrama de barras
Esta representación se aplica a variables discretas que no estén agru-

padas en clases. Es una representación en el plano. En el eje de abscisas
se sitúan las modalidades de la variable, y sobre cada uno de estos va-
lores se dibuja una barra de altura proporcional a la frecuencia de la
modalidad. Es decir, para la modalidad xi, la altura correspondiente hi

sería

hi = kni,

donde k es una contante de proporcionalidad (que fijamos nosotros).

Ejemplo 23. (Continuación del ejemplo 14)
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Figura 3.1. Diagrama de sectores correspondiente a los datos de la tabla
3.10.

En el ejemplo 14 el diagrama de barras (con constante de proporcio-
nalidad 1) es el que aparece en la figura 3.2.

3.3.3. Histograma
Esta representación se aplica a variables agrupadas en clases. Como

en el caso del diagrama de barras, es una representación en el plano.
En el eje de abscisas se sitúan las distintas clases, y sobre cada uno de
estos intervalos se dibuja un rectángulo con ÁREA proporcional a la
frecuencia de la clase. Es decir, para la clase (ai, bi) se tiene que el área
Ai del correspondiente rectángulo sería

Ai = kni,

donde k es una constante de proporcionalidad fijada por nosotros. Y
como por otra parte Ai = hi(bi − ai), entonces

hi =
kni

bi − ai
.
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Figura 3.2. Diagrama de barras correspondiente a los datos del ejemplo 14.

Si todas las clases tienen la misma amplitud, es decir, bi−ai = bj−aj
para cualesquiera i y j, entonces podemos dibujar el histograma dibu-
jando rectángulos con altura proporcional a la frecuencia de clase. Pero
si las amplitudes no son iguales para todos los intervalos, no podemos
hacer esta simplificación. Esto es lo que ocurre en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 24. (Continuación del ejemplo 20)
Para el ejemplo 20 el histograma puede verse en la figura 3.3.
Es interesante comprender cómo se han calculado las alturas de los

rectángulos, especialmente el correspondiente a la clase (40, 100). He-
mos fijado como constante de proporcionalidad 4, de manera que el área
de cada rectángulo es cuatro veces su frecuencia. Para los otros interva-
los esto implica que la altura coincide con la frecuencia absoluta puesto
que su amplitud es 4. Para (40, 100), tenemos una frecuencia de 1, con
lo que el área debe ser 4×1 = 4, y por otra parte este valor es el producto
de la base (60) por la altura (h). De esta forma h = 4/60 = 0,06.

3.3.4. Polígono de frecuencias acumuladas
Esta representación se aplica también a variables agrupadas en clase.

No da una idea tan clara como el histograma, pero nos será muy útil
cuando queramos calcular medidas de posición.

El polígono de frecuencias acumuladas es la gráfica de la función
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Figura 3.3. Histograma correspondiente a los datos del ejemplo 20.

que a cada valor real le asigna la proporción (o también el número)
de individuos cuyo valor es menor o igual al considerado, es decir, la
frecuencia acumulada para ese valor.

Veamos cómo se construye: Como los valores están agrupados en
clases hemos perdido los verdaderos valores; sin embargo, sí es posible
calcular los valores del número de datos menores o iguales para los
extremos del intervalo. Por ejemplo, para el ejemplo 20, el número de
individuos cuyo valor es menor o igual a 8 es 6, el número de individuos
cuyo valor es menor o igual a 12 es 19, etc. Nótese que estos valores
son los valores de la correspondiente frecuencia absoluta acumulada.
También conocemos con exactitud la función para los valores menores
que el extremo inferior del primer intervalo (vale 0) y para el extremo
superior del último intervalo (vale 50). Esto mismo se puede hacer con
las frecuencias relativas acumuladas. Así, la proporción de datos con
valor menor o igual que 8 es 0.12, la proporción de datos con valor

72



Estadística descriptiva unidimensional

menor o igual que 12 es 0.38, etcétera.
Quedan por determinar los otros valores. Para ello usaremos el he-

cho de que es de esperar que todos los valores dentro de cada clase se
distribuyan de manera uniforme. Y la uniformidad en términos de la
representación se traduce en una línea recta que una los dos puntos
correspondientes al extremo inferior y al extremo superior. De esta ma-
nera, podemos aproximar el valor de la función mediante una secuencia
de segmentos rectilíneos.

Ejemplo 25. (Continuación del ejemplo 20)
En este caso el polígono de frecuencias acumuladas viene dado por

la figura 3.4.

3.4. Medidas de centralización
Una vez que tenemos nuestra tabla de frecuencias y la correspon-

diente representación gráfica, nuestro siguiente objetivo es dar un va-
lor representativo de nuestra variable estadística. Esto vamos a hacerlo
mediante las llamadas medidas de centralización o medidas de
tendencia central. Entenderemos por medida de tendencia central un
valor numérico obtenido a partir de los valores de la variable estadísti-
ca que tenga un determinado significado, de modo que de acuerdo con
algún criterio, los datos de la variable estadística oscilan frente a él.

Existen muchas medidas de tendencia central. Nosotros estudiare-
mos tres: la moda, la media (aritmética) y la mediana.

3.4.1. La moda
Se define la moda como aquel valor con mayor frecuencia relativa.

Se denota por mo. Es interesante notar que la moda no tiene que ser
necesariamente única.

Ejemplo 26. (Continuación del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo de las crías de conejo se tiene mo = 2 o 3.

La moda no requiere ningún tipo de condición sobre la variable es-
tadística. Es decir, puede calcularse para cualquier tipo de variable, sea
cuantitativa o cualitativa.
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Figura 3.4. Poligonal de frecuencias correspondiente al ejemplo 20. En los
puntos de la poligonal aparece la frecuencia absoluta acumulada, que nos da
una de las formas de hacer esta representación. En el eje de ordenadas se han
utilizado las frecuencias relativas acumuladas, que proporcionan otra manera
de hacer la representación. Ambas dan lugar a la misma figura.

3.4.2. La media aritmética

Consideremos una variable estadística cuantitativa X, de la que una
muestra de tamaño n ha obtenido los datos x1, ..., xn. Se define la media
aritmética de la variable X, denotada x, como

x =

n
∑

i=1

xi

n
.
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Ejemplo 27. (Continuación del ejemplo 14)

Para nuestro ejemplo de las crías de conejo se tiene:

x =
1 + 2 + 0 + 3 + ...+ 2 + 3

35
=

103

35
.

La media representa un valor promedio de la variable estadística, es
decir, las diferencias por encima y por debajo de la media se compensan.
Matemáticamente, esto se escribe

n
∑

i=1

(xi − x) = 0.

Por su propia definición, la media es un valor comprendido entre el
mínimo valor obtenido y el máximo valor obtenido en la muestra. Fi-
nalmente, la media no es necesariamente un valor posible de la variable,
como por ejemplo ocurre en el caso anterior, en que la media es 103/35,
que no es un número entero.

Supongamos ahora que tenemos la tabla de frecuencias para la va-
riable X. En ese caso, tenemos que X toma las modalidades x1, ..., xk

con frecuencias absolutas n1, ..., nk. Como hemos visto al tratar las ta-
blas estadísticas, esto significa que x1 aparece n1 veces en la muestra,
x2 aparece n2 veces en la muestra y así sucesivamente. Por lo tanto, la
suma de todos los valores de la muestra se puede escribir como

k
∑

i=1

xini,

y por lo tanto la media se puede escribir como

x :=

k
∑

i=1

xini

n
.

Equivalentemente, si las frecuencias relativas son f1, ..., fk, y basán-
donos en que fi =

ni

n
, la media aritmética puede calcularse mediante la

expresión
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x =
k
∑

i=1

xifi.

Ejemplo 28. (Continuación del ejemplo 14)
Para nuestro ejemplo de las crías de conejo se tiene:

x =
1

35
[0 · 2 + 1 · 3 + 2 · 10 + 3 · 10 + 4 · 5 + 6 · 5] = 103

35
.

Supongamos ahora que tenemos los datos agrupados en clases. En-
tonces, las modalidades son intervalos y no valores numéricos. Para po-
der utilizar la fórmula anterior, tomaremos un representante de clase;
este representante será el punto medio del intervalo y se llama la mar-
ca de clase; denotaremos por ci la marca de clase del intervalo (ai, bi).
Entonces,

ci =
ai + bi

2
.

La elección de este valor como representante de la clase viene mo-
tivada por el hecho de que se ha supuesto que los datos dentro de una
clase se reparten uniformemente. Así, si por ejemplo en la clase [0,3] hay
dos datos, se supone que serán aproximadamente 1 y 2, o 0.5 y 2.5; más
concretamente, esta suposición hace que al sumarlos nos dará el valor
3, o sea, 2 veces la marca de clase, que es 1.5.

De esta manera, la media para una variable de datos agrupados viene
dada por:

x :=

k
∑

i=1

cini

n
=

k
∑

i=1

cifi.

Ejemplo 29. (Continuación del ejemplo 20)
Para el ejemplo de datos agrupados se tienen las marcas de clase de

la tabla 3.11.
Por lo tanto, la media viene dada por:
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ai − bi 4-8 8-12 12-16 16-20 20-24
ci 6 10 14 18 22

ai − bi 24-28 28-32 32-36 36-40 40-100
ci 26 30 34 38 70

Tabla 3.11. Marcas de clase para la agrupación hecha en el ejemplo 20.

x =
1

50
[6 · 6 + 10 · 13 + ... + 38 · 1 + 70 · 1] = 15,64.

Si no hubiésemos hecho el agrupamiento en clases, el valor de la
media sería

x =
13,73 + 20,93 + ..,11,85 + 5,30

50
= 16,56,

que es un valor diferente al que se obtuvo al aplicar la fórmula cuando
los datos están agrupados en clases. Esta diferencia es debida a que los
valores en realidad no se reparten uniformemente dentro de los distintos
intervalos, y ese error se traduce en una diferencia entre los dos resul-
tados. Sin embargo, es mucho más rápido hallar la media con los datos
agrupados y usando las marcas de clase que utilizando los datos directa-
mente. Esta es una de las razones por las que antes de la aparición de
los ordenadores se agrupasen los datos en clases en muchas ocasiones.

Veamos ahora algunas propiedades de la media. En general, dada
una constante a ∈ R, se tienen las siguientes propiedades:

Consideremos la aplicación f : R 7→ R definida por f(xi) = xi +
a. Si aplicamos esta transformación a las modalidades de la v.
estadística X, esto da lugar a una nueva variable, que denotamos
por X + a, en la que a todos los valores de la muestra se les ha
sumado el valor a, tal y como se ve en la tabla 3.12.

Entonces, para la nueva variable X + a se tiene

x+ a = x+ a.
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X x1 ... xn

X + a x1 + a ... xn + a

Tabla 3.12. Resultados de la muestra de la variable X + a.

Por ejemplo, supongamos que estamos estudiando los sueldos en
una empresa y nos sale un sueldo medio de 1500 euros mensuales.
Si ahora se decide dar una bonificación extraordinaria a todos los
trabajadores de 100 euros, el sueldo medio pasará a ser de 1600
euros, y no será necesario volver a realizar las cuentas con los
nuevos ingresos.

Consideremos la aplicación f : R 7→ R definida por f(xi) = a ·
xi. Si aplicamos esta transformación a las modalidades de la v.
estadística X, esto da lugar a una nueva variable, que denotamos
por aX, en la que a todos los valores de la muestra se les ha
multiplicado por el valor a, tal y como se ve en la tabla 3.13.

X x1 ... xn

aX a · x1 ... a · xn

Tabla 3.13. Resultados de la muestra de la variable aX.

Entonces, para la aX se tiene

ax = ax.

Por ejemplo, supongamos nuevamente que estamos estudiando los
sueldos en una empresa y nos sale un sueldo medio de 1500 euros
mensuales. Si ahora pasamos el sueldo a dólares y un euro equivale
a 1.1 dólares, entonces el sueldo medio pasará a ser de 1,1× 1500
dólares, y no será necesario aplicar esta transformación a todos
los sueldos para luego volver a calcular la media.

Consideremos la aplicación g : R 7→ R. Si aplicamos esta trans-
formación a las modalidades de la v. estadística X, esto da lugar
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a una nueva variable, que denotamos por Y = g(X), en la que
a cada valor xi de la muestra ha sido sustituido por g(xi), tal y
como se muestra en la tabla 3.14.

X x1 ... xn

g(X) g(x1) ... g(xn)

Tabla 3.14. Resultados de la muestra de la variable Y = g(X).

Entonces, para Y se tiene

y =
k
∑

i=1

g(xi)fi.

Es interesante notar que y 6= g(x). Solo para casos especiales como
los de las dos propiedades anteriores se tendrá la igualdad.

Estas propiedades son también válidas aunque la variable esté agru-
pada en clases.

3.4.3. La mediana
Como hemos visto anteriormente, la media tiene muy buenas pro-

piedades matemáticas. Sin embargo, tiene el inconveniente de que está
muy afectada por valores extremos muy grandes o muy pequeños. Por
ejemplo, si estamos estudiando los sueldos de una empresa que tiene 99
trabajadores que ganan 1 000 euros al mes y el empresario que gana 101
000 euros al mes, la media aritmética nos dice que el sueldo medio es
de 2 000 euros al mes, y este valor no parece muy representativo de lo
que está sucediendo realmente en la muestra. Esto es lo que ha ocurrido
también con los datos del ejemplo 20, en el que hay un valor que es
mucho mayor que los demás y arrastra el valor de la media hacia un
valor más alto. Para evitar esta influencia de los valores extremos de la
muestra definimos la mediana.

Para ello, tenemos que tener en cuenta que intuitivamente, el valor
representativo debería ser un valor que esté más o menos en la mitad
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de la muestra si ordenamos los valores. Y el problema que ha ocurrido
con la media en los ejemplos del párrafo anterior es que la media deja
a casi toda la población por debajo del valor de la media. La idea de la
mediana es considerar como valor representativo el valor que está en el
medio de los valores de la muestra.

Se define la mediana, denotada me, como aquel valor que, supuestos
los valores x1, ..., xn (no las modalidades, puede haber valores repetidos)
de la variable ordenados en forma creciente x(1) ≤ ... ≤ x(n) , deja al
menos la mitad de los datos de la muestra por debajo o iguales que me
y al menos la mitad de los datos por encima o iguales que me.

Aunque esta definición parece un tanto extraña, está intentando des-
cribir el dato en la posición central de la muestra. Así, si todos los datos
son diferentes entre sí, y n = 7, entonces la mediana sería el cuarto dato
más pequeño. Este dato dejaría con valor menor o igual a 4 datos (más
de la mitad, que serían 3.5) y con valor mayor o igual a 4 datos. Y sería
el único dato que cumpliese las dos condiciones.

Desde un punto de vista práctico, la mediana se calcula de manera
diferente para datos agrupados y para datos sin agrupar, dependiendo
en este último caso si tenemos la representación tabular o solo los datos
de la muestra.

Comencemos con el caso de datos no agrupados y sin disponer de la
representación tabular. Tenemos entonces la muestra de tamaño n dada
por x1, ..., xn. Se calcula la mediana de la siguiente manera:

En primer lugar, tenemos que ordenar los datos de menor a mayor.
Denotaremos por x(1) el menor valor de la muestra, por x(2) el
segundo valor más pequeño, y así sucesivamente. Entonces x(n)

es el mayor valor de la muestra. Tenemos entonces la muestra
ordenada que viene dada por

x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n).

Buscamos ahora el dato que está en la posición central. Se procede
de la siguiente manera:

• Si n es un número impar, entonces n = 2p− 1 y la mediana
es el dato que en la muestra ordenada está en la posición p.
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Por ejemplo, si n = 7, entonces 7 = 2 × 4 − 1, por lo que
p = 4 y la mediana es x(4).

• Si n es un número par, entonces n = 2p y la mediana es cual-
quier valor entre los de los datos que en la muestra ordenada
están en las posiciones p y p+ 1. Cualquier valor en este in-
tervalo sirve como mediana, aunque muchas veces se toma la
media de estos dos valores. Por ejemplo, si n = 8, entonces
8 = 2 × 4, por lo que p = 4 y la mediana es cualquier valor
en el intervalo [x(4), x(5)].

Equivalentemente, podemos hallar la mediana siguiendo el proce-
dimiento que se detalla a continuación. En primer lugar, calcula-
mos el valor n× 0,5.

• Si este valor es entero, la mediana es cualquier valor en el
intervalo [x(n×0,5), x(n×0,5)+1].

• Si no es entero, entonces la mediana es el valor del dato en la
posición del primer entero que supera a n× 0,5, que denota-
remos ⌈n×0,5⌉. Por ejemplo, si n = 7, entonces n×0,5 = 3,5
y ⌈n× 0,5⌉ = 4. Así, me = x(⌈n×0,5⌉).

Esta última forma de proceder es la que usaremos para calcular las
medidas de posición en la próxima sección en el caso de disponer
de la muestra pero no de la tabla de frecuencias.

Ejemplo 30. (Continuación del ejemplo 14)
En nuestro ejemplo de las crías de conejo la muestra ordenada es

0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3,
3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 6, 6

.

Como n = 35, se tiene que p = 18 y, por tanto, me = x(18) = 3.

Veamos ahora cómo calcular la mediana si tenemos la representación
tabular de los datos. En primer lugar buscamos las modalidades que de-
jan por debajo o con valor igual al menos el 50% de los datos. Para
ello, basta observar la columna de las frecuencias relativas acumuladas
y buscar las modalidades cuya frecuencia relativa acumulada sea supe-
rior o igual a 0.5. Equivalentemente, podemos buscar las modalidades
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cuya frecuencia absoluta acumulada sea superior a n/2. Así, buscamos
valores con frecuencia acumulada grande. Pasamos ahora a la segunda
condición. Entonces debemos tener en cuenta que la proporción de va-
lores mayores o iguales que una modalidad xi viene dada por 1− Fi−1,
es decir, 1 menos la proporción de valores menores que xi. Entonces,
tenemos que buscar las modalidades tales que 1 menos la frecuencia re-
lativa acumulada es mayor o igual que 0.5. Equivalentemente, podemos
buscar las modalidades tales que 1 menos la frecuencia absoluta acumu-
lada sea superior a n/2. Así, buscamos valores con frecuencia acumulada
pequeña.

Tenemos ahora dos situaciones:

Si el valor 0.5 no aparece en la tabla en la columna de las fre-
cuencias relativas acumuladas, entonces los valores con frecuencia
relativa acumulada menores que 0.5 no cumplen la primera condi-
ción y se descartan. Para los valores que sí cumplen esta condición,
el primero de ellos cumple también la segunda. Para los demás,
ninguna de ellos cumple la segunda condición. Así, la mediana
es la primera modalidad cuya correspondiente frecuencia relativa
acumulada supera el valor 0.5.

Si el valor 0.5 aparece en la taba en la columna de las frecuencias
relativas acumuladas, entonces los valores con frecuencia relativa
acumulada menores que 0.5 no cumplen la primera condición y
se descartan. Para los valores que sí cumplen esta condición, el
primero de ellos cumple también la segunda. El siguiente valor
también cumple la segunda condición. Para los demás, ninguno
de ellos cumple la segunda condición. Ahora bien, cualquier valor
entre esas dos modalidades también cumple las dos condiciones
(nótese que en ningún momento se pide que la mediana sea una
modalidad). Así, la mediana es cualquier valor entre la modalidad
que tiene 0.5 como frecuencia relativa acumulada y el valor de la
siguiente modalidad.

Esto mismo puede hacerse con frecuencias absolutas acumuladas,
cambiando 0.5 por n/2.

Ejemplo 31. (Continuación del ejemplo 14)
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En nuestro ejemplo ya se había obtenido la representación tabular
de los datos, que repetimos en la tabla 3.15.

xi ni fi Ni Fi

0 2 2
35

2 2
35

1 3 3
35

5 5
35

2 10 10
35

15 15
35

3 10 10
35

25 25
35

4 5 5
35

30 30
35

6 5 5
35

35 35
35

Tabla 3.15. Representación tabular correspondiente a los datos del ejemplo
14.

Entonces, puede aplicarse el procedimiento anterior para comprobar
que la mediana ha de ser 3.

En el caso de datos agrupados hemos perdido los valores reales de los
datos, por lo que no puede procederse de la misma manera que con los
datos sin agrupar. Para el cálculo de la mediana usaremos el polígono de
frecuencias acumuladas. Como buscamos un valor que deje el 50% de los
datos por debajo o iguales, una vez dibujado el polígono de frecuencias
acumuladas, se dibuja la recta horizontal

y = n
50

100
.

Esta recta tiene que cortar a la poligonal en algún momento, pues
esta es una gráfica continua y las ordenadas pasan de 0 a 1. Una vez
determinado el punto de corte, se mira la abscisa de este punto; esta
abscisa es la mediana. Para determinar este valor usaremos semejanza
de triángulos.

Ejemplo 32. (Continuación del ejemplo 20)
En este caso se tiene la gráfica de la figura 3.5.
De esta forma, la mediana es un valor en el intervalo 12-16 y viene

dada, aplicando semejanza de triángulos, por:

BaseTriangGrande

AlturaTriangGrande
=

BaseTriangPeq

AlturaTriangPeq
.
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Figura 3.5. Procedimiento paso para hallar la mediana en una distribución
agrupada en clases.

O equivalentemente,

BaseTriangGrande

BaseTriangPeq
=

AlturaTriangGrande

AlturaTriangPeq
.

En nuestro caso,

0,68− 0,38

16− 12
=

0,50− 0,38

me− 12
⇒ me = 13,8.

En definitiva, si la mediana está en el intervalo [ai, ai+1] y la frecuen-
cia de esta clase es Fi, la mediana viene dada por

me = ai +
0,5− Fi−1

Fi − Fi−1

(ai+1 − ai).
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Finalmente, al contrario que la media, que siempre necesita variables
cuantitativas, la mediana, así como las medidas de posición que veremos
a continuación, pueden calcularse para variables ordinales.

3.5. Medidas de posición
Análogamente a la mediana, se pueden definir otras medidas conoci-

das como medidas de posición. Las medidas de posición son genera-
lizaciones de la mediana que nos sirven para dar un valor que divida la
muestra en dos partes, una parte por encima de dicho valor y otra por
debajo, de manera que el número o proporción de datos en cada parte
verifique unas condiciones determinadas.

3.5.1. Cuartiles, deciles y percentiles
La primera medida de posición que veremos son los cuartiles, denota-

dos qi, i = 1, 2, 3. Se define el cuartil i como aquel valor que, supuestos
los valores (no las modalidades) de la variable ordenados en forma cre-
ciente, deja al menos el 25 · i% de los datos de la muestra por debajo
o iguales que ese valor y al menos el (100 − 25 · i)% de los datos por
encima o iguales que ese valor. En particular, la mediana coincide con
q2.

La forma de calcular los cuartiles a partir de una muestra es análoga
a la vista para el cálculo de la mediana.

En el caso de tener los datos de la muestra, x1, ..., xn, tenemos pri-
meramente que ordenar la muestra, de forma que tenemos

x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n).

Ahora, se busca el valor n× 0,25, n× 0,5 o n× 0,75 para q1, q2 o q3,
respectivamente.

Si este valor es entero, el primer cuartil es cualquier valor en el
intervalo [x(n×0,25), x(n×0,25)+1]. Lo mismo se haría para los otros
cuartiles.

Si no es entero, entonces el primer cuartil es el valor del dato en la
posición del primer entero que supera a n×0,25, que denotaremos
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⌈n × 0,25⌉. Por ejemplo, si n = 7, entonces n × 0,25 = 1,75 y
⌈n× 0,5⌉ = 2. Así, me = x(2).

En el caso de variables sin agrupar y si disponemos de la tabla de
frecuencias, podemos hallar los cuartiles sustituyendo el valor 0.5 (o
n× 0,5) por los valores 0.25 (q1), 0.5 (q2) o 0.75 (q3).

Ejemplo 33. (Continuación del ejemplo 14)

En este ejemplo ya se había obtenido la representación tabular de
los datos. Entonces:

q1 = 2, q2 = 3, q3 = 4.

El cálculo para variables agrupadas en intervalos es similar al de la
mediana y se calcula a partir del polígono de frecuencias acumuladas,
sustituyendo la recta y = n 50

100
por y = n 25

100
(para q1), y = n 50

100
(para

q2) o y = n 75
100

(para q3).

Ejemplo 34. (Continuación del ejemplo 20)

En este caso se tienen las gráficas de las figuras 3.6 y 3.7.

Luego,
0,38− 0,12

12− 8
=

0,25− 0,12

q1 − 8
⇒ q1 = 10.

Para hallar q3 se procede de la misma manera.

0,80− 0,68

20− 16
=

0,75− 0,68

q3 − 16
⇒ q3 = 18,33.

Se define el decil i, i = 1, ..., 9, denotado di, como aquel valor que,
supuestos los valores de la muestra ordenados de forma creciente, deja
al menos el 10 · i% de los datos de la muestra por debajo o iguales y al
menos el (100−10 ·i)% de los datos por encima o iguales. En particular,
la mediana coincide con d5. Al igual que para los cuartiles, su cálculo es
similar al de la mediana.

Ejemplo 35. (Continuación del ejemplo 14)

En este caso se tiene por ejemplo d4 = 2, d7 = 3, d9 = 6.
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|
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|
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0.8 -
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1 -

fi

q1

0.12 -

0.38 -

0.25 -

8
|

12
|

q1

Figura 3.6. Ejemplo de cálculo del primer cuartil con datos agrupados en
clases.

Finalmente, se define el percentil o cuantil i, i = 1, ..., 99, denotado
pi, como aquel valor que, supuestos los valores de la muestra ordenados
en forma creciente, deja al menos el i% de los datos de la muestra por
debajo o iguales y al menos el (100 − i)% de los datos por encima o
iguales. En particular, la mediana coincide con p50. El cálculo de los
percentiles sigue las mismas pautas que el cálculo de la mediana.

Ejemplo 36. (Continuación del ejemplo 14)
En este caso se tiene por ejemplo p18 = 2, p94 = 6.

3.5.2. Diagrama de cajas
A partir de las medidas de posición podemos dibujar una nueva

representación gráfica llamada diagrama de cajas, que está pensada
principalmente para distribuciones de datos no agrupadas y sin datos
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Figura 3.7. Ejemplo de cálculo del tercer cuartil con datos agrupados en
clases.

repetidos. Esta representación hace hincapié en los valores que se alejan
de los valores típicos de la variable. Veamos cómo construir esta gráfica.
Tenemos en primer lugar que calcular los tres cuartiles. Los valores de
q1 y q3 determinan los límites de una caja, en cuyo interior se tiene una
línea con el valor de la mediana me. Los valores dentro de la caja son
los valores considerados típicos para la variable.

De esta caja salen dos líneas (llamadas bigotes) que determinan los
valores que se consideran normales (no típicos). Los límites de estas
líneas son:

máx{x(1), q1 − 1,5 · (q3 − q1)} para la línea inferior,

máx{x(n), q3 + 1,5 · (q3 − q1)} para la línea inferior.
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Si x(1) < q1−1,5·(q3−q1) todavía quedan valores que no están dentro
de estas líneas. Estos valores se representan de dos formas distintas:

Los datos entre q1 − 3 · (q3 − q1) y q1 − 1,5 · (q3 − q1) se dibujan
con ∗. Estos son los valores considerados raros (por demasiado
pequeños) para la muestra.

Los datos menores que q1 − 3 · (q3 − q1) se dibujan con ◦. Estos
son valores considerados muy raros para la muestra.

Lo mismo se hace con los valores grandes. Así, si x(n) > q3 + 1,5 ·
(q3 − q1) todavía quedan valores que no están dentro de estas líneas.
Estos valores se representan de dos formas distintas:

Los datos entre q3+1,5 ·(q3−q1) y q3+3 ·(q3−q1) se dibujan con ∗.
Estos son los valores considerados raros (por demasiado grandes)
para la muestra.

Los datos mayores que q3 + 3 · (q3 − q1) se dibujan con ◦. Estos
son valores considerados muy raros para la muestra.

Ejemplo 37. (Continuación del ejemplo 20)
Para el caso del gasto farmacéutico del ejemplo 20 sin agrupar en

clases se puede ver que me = 12,63, (la media de los valores 25 y 26),
q1 = 10,86, (dato en posición 13) y q3 = 18,72 (dato en posición 38).
Luego q3−q1 = 7,86. Entonces el diagrama de cajas sería el que aparece
en la figura 3.8.

3.6. Medidas de dispersión
Las medidas de dispersión son medidas que nos permitirán estudiar

lo diferentes que son los datos de la muestra. Esto nos sirve para darnos
una idea de hasta qué punto las medidas de tendencia central son re-
presentativas o no. Así, si tenemos dos muestras de tamaño 2, una con
los valores 0, 100 y otra con los valores 50, 50, se tendría que su media
coincide; sin embargo, la media en el segundo caso es muy representati-
va pues todos los valores de la muestra coinciden con ella, mientras que
en el primer caso la media es un valor alejado de todos los datos.
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| | ⋆⋆ ⋆ ◦

Figura 3.8. Ejemplo de diagrama de cajas para los datos del ejemplo 20 sin
agrupar en clases. Para los valores pequeños, el límite está en el mínimo dato,
mientras que para los valores grandes hay valores raros. Por ello, el bigote
para valores pequeños es más corto que el de valores grandes. Hay tres datos
que se consideran grandes porque superan el valor q3 + 1,5(q3 − q1) = 30,51,
pero no el valor q3 +3(q3 − q1) = 42,73 y un valor muy raro (el máximo) que
supera este último valor.

Existen muchas medidas de dispersión y todas ellas siguen esta idea
intuitiva: medir la separación entre los datos o equivalentemente, la
distancia entre los datos y alguna medida de tendencia central. Aquí
estudiaremos las más usuales, que son la varianza y la desviación típica.

3.6.1. La varianza
Supongamos que tenemos una muestra de valores x1, ..., xn. La va-

rianza de la muestra, denotada v(x1, ..., xn), v o v(X), se define como
el valor dado por

v(X) =

n
∑

i=1

(xi − x)2

n
.

Si tenemos una variable estadística que toma las modalidades x1, ..., xk

con frecuencias absolutas n1, ..., nk podemos aplicar el mismo razona-
miento que se hizo para la media y que nos permite calcular la varianza
más rápidamente. La varianza de la muestra viene entonces dada por

v(X) =

k
∑

i=1

(xi − x)2ni

n
,

o equivalentemente

90



Estadística descriptiva unidimensional

v(X) =

n
∑

i=1

(xi − x)2fi

si usamos las frecuencias relativas.
En el caso de tener la variable agrupada en clases, se sustituyen los

intervalos por las correspondientes marcas de clase. Así, si tenemos las
marcas de clase c1, ..., ck con frecuencias absolutas n1, ..., nk, la varianza
viene dada por

v(X) =

k
∑

i=1

(ci − x)2ni

n
,

o equivalentemente

v(X) =

n
∑

i=1

(ci − x)2fi

si usamos las frecuencias relativas.
Veamos una explicación intuitiva que permita justificar la varianza

como medida de dispersión. Empecemos considerando el numerador. En
primer lugar, nótese que está basado en las diferencias con la media. Si
los datos son poco variables, estarán cerca de la media y por tanto estas
diferencias serán pequeñas, mientras que si los datos son muy variables
estarán lejos de la media y las diferencias serán grandes. El uso del
cuadrado es necesario para que no se produzcan compensaciones entre
diferencias positivas y negativas. Finalmente, todo se divide entre el
tamaño de muestra; la razón está en conseguir una medida que no esté
influida por el número de datos que tenemos. En otro caso, podría pasar
que se tuviese una muestra poco variable pero de muchos datos y otra
muy variable con pocos datos, ambas con la misma varianza.

La varianza es sin duda la medida de dispersión más utilizada. Para
su cálculo, puede demostrarse que

v(X) = x2 − x2,

donde si tenemos la muestra (x1, ..., xn), entonces
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x2 =

n
∑

i=1

x2
i

n
,

si tenemos la tabla de frecuencias, entonces

x2 =

k
∑

i=1

x2
ini

n
=

k
∑

i=1

x2
i fi,

y en el caso de tener la variable agrupada en clases se utiliza la misma
expresión, pero sustituyendo las modalidades por las marcas de clase.
Es decir

x2 =

k
∑

i=1

c2ini

n
=

k
∑

i=1

c2i fi.

Esta expresión para la varianza reduce el número de operaciones
necesarias para calcular la varianza.

Ejemplo 38. (Continuación de los ejemplos 14 y 20)
En el ejemplo 14:

x2 =
02 · 2 + 12 · 3 + 22 · 10 + 32 · 10 + 42 · 5 + 62 · 5

35
=

393

35
.

Luego,

v(X) =
393

35
− (

103

35
)2 = 2,57.

Para el ejemplo 20:

x2 =
62 · 6 + 102 · 13 + ...+ 382 · 1 + 702 · 1

50
=

20814,8877

50
= 416,30.

Luego,

v(X) = 416,30− 15,642 = 171,69.
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Veamos ahora algunas propiedades de la varianza, que son similares
a las vistas para la media.

Consideremos la aplicación X + a : {x1, ..., xn} 7→ R definida por
(X + a)(xi) = xi + a. Entonces, para la nueva variable X + a se
tiene

v(X + a) = v(X).

Nótese que este resultado es lógico, pues esta transformación tras-
lada los datos, pero mantiene las diferencias.

Consideremos la aplicación aX : {x1, ..., xn} 7→ R definida por
(aX)(xi) = axi. Entonces, para la nueva variable aX se tiene

v(aX) = a2v(X).

En este caso se está estirando la población, por lo que las diferen-
cias cambian y esto se refleja en la varianza.

Consideremos la aplicación g(X) : {x1, ..., xn} 7→ R definida por
g(X)(xi) = g(xi). Es interesante notar que, al igual que sucedía
con la media, en general v(g(X)) 6= g(v(X)).

La varianza vale 0 si y sólo si todos los valores de la muestra son
iguales.

Finalmente, nótese que la varianza nunca puede ser negativa, pues
es una suma de cuadrados.

3.6.2. La desviación típica
La varianza tiene el problema de que sus unidades son las unidades

de la variable elevadas al cuadrado. Es por ello que aparece el concepto
de desviación típica, denotada por d(x1, ..., xn), d(X) o d, que se define
como la raíz cuadrada positiva de la varianza, es decir,

d(X) :=
√

v(X).
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La desviación típica está medida en las mismas unidades que la va-
riable X.

Ejemplo 39. (Continuación de los ejemplos 14 y 20)
En el ejemplo 14, d(X) =

√
2,57 = 1,603. Para el ejemplo 20,

d(X) = 13,10.

Veamos ahora la traducción de las propiedades que se vieron para la
varianza para el caso de la desviación típica.

Consideremos la aplicación X + a : {x1, ..., xn} 7→ R definida por
(X + a)(xi) = xi + a. Entonces, para la nueva variable X + a se
tiene

d(X + a) = d(X).

Consideremos la aplicación aX : {x1, ..., xn} 7→ R definida por
(aX)(xi) = a · xi. Entonces, para la nueva variable aX se tiene

d(aX) = |a|d(X).

Es interesante notar que el valor de la constante a pasa a |a|.

La desviación típica vale 0 si y solo si todos los valores de la
muestra son iguales.

La desviación típica no puede ser negativa.

3.6.3. El coeficiente de variación de Pearson
Finalmente, consideremos la situación en que queremos comparar las

variaciones de dos muestras distintas. En principio, podría pensarse en
comparar las varianzas o las desviaciones típicas. Sin embargo, ambas
medidas tienen unidades y, por tanto, un cambio de escala llevaría a
conclusiones erróneas. Para ilustrar esta situación, consideremos el ca-
so de medir la altura de 15 personas. Supongamos que se ha obtenido
una desviación típica de 1cm. Esto implica que la variable X ha sido
medida en cm. Sin embargo, si hubiésemos medido X en metros, todos
los valores de X aparecerían divididos por 100, con lo que tendríamos
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la variable X/100, y por las propiedades vistas anteriormente, también
la desviación típica aparecería dividida por 100 y valdría 0.01m. Si que-
remos utilizar la desviación típica para comparar las dispersiones de las
dos variables y obviamos las unidades de medida, se tendría que la varia-
ble X tendría una variación mayor que X/100, mientras que en realidad
la dispersión es la misma, pero medida en unidades diferentes. En este
caso todavía sería posible hacer una transformación entre las unidades
de medida para así realizar una comparación efectiva; sin embargo, en
muchos otros casos, esto no es posible.

Para evitar estos problemas sería muy útil tener un coeficiente que
no dependiese de unidades (lo que se llama adimensional). Esto es lo
que se consigue mediante el coeficiente de variación de Pearson,
que se define como

cv(X) =
d(X)

|x| .

Obviamente, este coeficiente no está definido para variables con me-
dia nula. Así, una variable se considera más variable que otra si su
coeficiente de variación de Pearson es mayor.

Ejemplo 40. (Continuación de los ejemplos 14 y 20)

En el ejemplo 14, cv(X) = 1,603
2,94

= 0,545. Para el ejemplo 20,

cv(X) = 13,10
15,64

= 0,838.

Por tanto, los datos están más dispersos en el ejemplo 20.

3.7. Medidas de forma
En las secciones anteriores hemos estudiado las medidas de centra-

lización, posición y dispersión. En esta sección estudiaremos otros dos
tipos de medidas conocidas como medidas de forma. Como su propio
nombre indica, las medidas de forma nos permitirán hacernos una idea
de la forma (o la tendencia) que tiene la distribución de frecuencias.

Clasificaremos las medidas de forma en dos tipos: las medidas de
asimetría y las medidas de curtosis.
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3.7.1. Medidas de asimetría
El objetivo de las medidas de asimetría es medir hasta qué punto los

datos se reparten de forma especular alrededor de un punto (que será
la media) o si hay una tendencia a que los datos con valor superior a la
media estén más (o menos) alejados que los datos con valor inferior. En
el primer caso diremos que la distribución es asimétrica por la derecha
y en el segundo caso que es asimétrica por la izquierda.

a) Simetría b) As. por la derecha c) As. por la izquierda

Figura 3.9. Tipos de distribuciones en función de su asimetría.

Otra forma un poco más matemática de interpretar la asimetría es
la siguiente: Dada una variable estadística, la variable será asimétrica
por la derecha si x > me y será asimétrica por la izquierda si x < me.

Me, x xMe x Me

Figura 3.10. Comparación media-mediana en función de la asimetría.

Las medidas de asimetría tratan de medir esta tendencia. Al igual
que sucedía con las medidas de centralización y de dispersión, existen
muchas medidas de asimetría, aunque todas tratan de reflejar el com-
portamiento anterior. Veremos a continuación una de ellas.
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El coeficiente de asimetría de Fisher es sin duda la medida de
asimetría más utilizada. Dada una variable estadística X, este coeficien-
te se define por

g1(X) :=

n
∑

i=1

(xi − x)3

n

d(X)3
=

k
∑

i=1

(xi − x)3ni

n

d(X)3
=

k
∑

i=1

(xi − x)3fi

d(X)3
.

Hemos puesto la definición en el caso de tener la muestra (primera
fórmula) o la tabla de frecuencia con datos no agrupados (segunda fór-
mula y tercera fórmula). Para distribuciones agrupadas en datos, susti-
tuimos los valores de las modalidades xi por los correspondientes valores
de las marcas de clase. Es decir,

g1(X) :=

k
∑

i=1

(ci − x)3ni

n

d(X)3
=

k
∑

i=1

(ci − x)3fi

d(X)3
.

La idea de esta medida es la siguiente: Si la distribución es muy
simétrica, es de esperar que las diferencias de los datos con la media
que sean positivas y negativas se compensen; esto se traduciría en

n
∑

i=1

(xi − x) ≈ 0.

Sin embargo, esto se tiene siempre (es una de las propiedades de la
media). Por ello tenemos que buscar otra manera de representar nues-
tra idea. Si tomamos las diferencias al cuadrado obtenemos una suma
de valores positivos, con lo que no podremos distinguir las diferencias
positivas de las negativas. Así, pasamos a elevar al cubo, que ya tiene en
cuenta el signo de las diferencias. De esta forma, si hay un dato mucho
mayor que la media pero no hay como contrapartida un valor menor
en esas condiciones, sino que hay varios valores menores pero cercanos
a la media que compensen el dato anterior, entonces tendríamos una
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distribución asimétrica por la derecha. Al aplicar la fórmula de la asi-
metría, se tendría una diferencia muy grande de este dato especial con
la media, y cuando se eleva al cubo será todavía más grande. Este valor
no se compensa por las varias diferencias pequeñas y negativas cuando
se elevan al cubo, con lo que obtendríamos un valor positivo para g1(X).

El denominador d(X)3 es un término que sirve para relativizar el
resultado. Así, si los datos tienen mucha dispersión podría ocurrir que
el numerador fuese grande, no debido a diferencias significativas entre
valores positivos y negativos, sino a que estos valores son grandes y se
están elevando al cubo. Análogamente, si los datos están muy concentra-
dos alrededor de la media, es de esperar que el numerador sea pequeño
aunque haya una tendencia a la asimetría. Finalmente, d(X) se eleva al
cubo para obtener un coeficiente adimensional.

De esta manera, si g1(X) = 0, concluiremos que la distribución es
simétrica, si g1(X) > 0 la distribución será asimétrica por la derecha
y si g1(X) < 0 la distribución será asimétrica por la izquierda. Cuanto
mayor sea el valor de g1(X) en valor absoluto más pronunciada será la
asimetría.

Ejemplo 41.
Consideremos la distribución X cuyos valores son 0, 1, 2 y 10, todos

ellos con frecuencia 1
4
. Esta distribución es claramente asimétrica por la

derecha, pues el valor 10 está muy alejado de los otros valores de la dis-
tribución. Si hallamos el coeficiente de asimetría de Fisher obtenemos:

x =
13

4
= 3,25, v(X) =

267

16
⇒ d(X) =

√
267

4
= 4,08, g1(X) = 1,545.

Ejemplo 42. (Continuación de los ejemplos 14 y 20)
Si consideramos el ejemplo 14 se obtiene x = 103

35
= 2,94, d(X) =√

2,57 = 1,603. El numerador vale

6
∑

i=1

(xi − x)3ni

n
=

−31,36

35
= −0,896.

Luego g1(X) = −0,21, y concluimos que la distribución es un poco
asimétrica por la izquierda.
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Para el ejemplo 20 tenemos x = 15,64, d(X) = 13,10. El numerador
vale

10
∑

i=1

(ci − x)3ni

n
= 3664,92.

Luego g1(X) = 1,63, y concluimos que la distribución es bastante
asimétrica por la derecha.

El estudio de la simetría resulta útil cuando ha de establecerse una
variable que modele unos datos. En muchas ocasiones se presupone un
modelo normal que veremos en el capítulo 6, y esta propiedad no se
corresponde con la realidad en algunos casos. Las medidas de simetría,
junto con las medidas de curtosis que veremos a continuación, juegan
un papel muy importante para validar este modelo normal.

3.7.2. Medidas de curtosis o apuntamiento
Las medidas de curtosis miden el «aplastamiento» de la distribución.

En otras palabras, miran si hay tendencia a que todas las modalidades
tengan la misma frecuencia o si, por el contrario, hay una tendencia a
que existan grandes diferencias entre ellas.

El aplastamiento se utiliza casi siempre para comparar los datos de
la muestra con los valores teóricos de una normal estándar que estudia-
remos en el capítulo 6. Por ello, se estudia la curtosis en distribuciones
que son prácticamente simétricas y con una sola moda. Si el aplasta-
miento de los datos es similar al de la distribución normal estándar se
dice que la distribución es mesocúrtica. Si es más aplastada diremos que
la distribución es platicúrtica y si es más apuntada que es leptocúrtica.

Al igual que sucedía con otras medidas que hemos visto, existen
muchas medidas de curtosis, todas ellas intentando reflejar en un valor
este comportamiento, aunque la conocida como medida de curtosis de
Pearson es con mucho la más utilizada.

Dada una variable estadística X, el coeficiente de curtosis de
Pearson se define por
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Mesocúrtica Leptocúrtica Platicúrtica

Figura 3.11. Interpretación gráfica de las distribuciones según su curtosis.

g2(X) :=

n
∑

i=1

(xi − x)4

n

d(X)4
− 3.

Nótese en primer lugar que, al igual que pasaba con el coeficiente de
asimetría de Fisher, este coeficiente es adimensional.

Veamos ahora la idea de esta medida: Si tenemos en mente una
distribución simétrica con una sola moda, es fácil ver que cuanto mayor
sea el apuntamiento, mayor será la frecuencia de los datos cercanos a
la media. Así, el valor del numerador será tanto más pequeño cuanto
más apuntada sea la distribución. De la misma manera, el valor de
d(X) se hará más pequeño cuanto más apuntada sea la distribución.
Sin embargo, puede demostrarse que el cociente entre el numerador y
d(X)4 aumenta y que esto sucede en general.

En una normal estándar, este cociente vale 3, lo que explica que se
reste 3 en la expresión anterior.

Si la distribución es mesocúrtica, entonces tenemos el mismo apun-
tamiento que la normal estándar y g2(X) se anula. Si el apuntamiento
es mayor que el de la normal estándar, g2(X) toma un valor positivo y
si el apuntamiento es menor que el de la normal estándar, g2(X) toma
un valor negativo. Cuanto mayor sea el valor de g2(X), mayor será el
apuntamiento.

Para variables de las que tenemos la distribución de frecuencias y no
están agrupadas en clases se tiene la expresión
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g2(X) :=

k
∑

i=1

(xi − x)4ni

n

d(X)4
− 3 =

k
∑

i=1

(xi − x)4fi

d(X)4
− 3.

Y para distribuciones agrupadas en clases se tiene que

g2(X) :=

k
∑

i=1

(ci − x)4ni

n

d(X)4
− 3 =

k
∑

i=1

(ci − x)4fi

d(X)4
− 3.

Ejemplo 43.
Consideremos una variable cuya tabla de frecuencias es la de la tabla

3.16.

xi 0 1 2 3 4
fi 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2

Tabla 3.16. Distribución del ejemplo 43.

Esta distribución es simétrica respecto a 2 y es claramente platicúr-
tica, pues su diagrama de barras da una figura completamente plana.
Entonces,

x = 2,
k
∑

i=1

(xi − x)4fi =
34

5
, v(X) = 2, d(X)4 = 4.

Entonces,

g2(X) =
34

20
− 3 = −26

20
= −1,3,

concluyendo que efectivamente es una distribución platicúrtica.
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4.  Estadística descriptiva bidi-  
 mensional. Regresión lineal

4.1.  Tablas  de  doble  entrada

De la misma manera que a partir de una población se puede tomar
una muestra de tamaño n para observar una variable, es posible obser-
var varias variables para cada individuo de la muestra. Si observamos
r variables (X1, ..., Xr), obtendremos para cada individuo un vector de
r valores correspondientes a los valores de cada una de las variables
para ese individuo. A

−→
X := (X1, ..., Xr) se le llama vector o varia-

ble estadística r-dimensional. A la variable (unidimensional) Xk se
la denomina la componente k-ésima del vector. Así, nuestros datos
ahora serán de la forma (x11, ..., x1r), ..., (xn1, ..., xnr), donde xij denota
el valor de la variable Xj para el individuo i-ésimo de la muestra. Si
tenemos solamente dos variables, es más usual la representación (X, Y )
en lugar de (X1, X2). En este capítulo trataremos el caso bidimensional,
pero el estudio para tres o más variables se realiza análogamente.

El interés de estudiar varias variables simultáneamente radica en
que es posible que los valores de las variables estén relacionados entre
sí, de forma que los valores de una variable nos den información sobre
los valores de otra u otras variables.

Ejemplo 44.
Consideremos nuevamente el ejemplo de las crías de conejo del capí-

tulo anterior. En dicho capítulo habíamos estudiado el número de crías
de 35 camadas. Supongamos ahora que observamos también el número
de crías vivas después de dos meses. En este caso tenemos dos varia-
bles: X ≡ número de crías, e Y ≡ número de crías vivas dos meses

https://dx.doi.org/10.5209/docm.003.04
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después. Para la camada i-ésima tenemos entonces dos valores (xi, yi).
Supongamos que los valores que tenemos son los que aparecen en la tabla
4.1.

Camada 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X 0 1 2 3 4 6 0 1 2 3 4 6
Y 0 0 1 2 4 4 0 1 1 3 3 5

Camada 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
X 1 2 3 4 6 2 3 4 6 2 3 4
Y 0 0 2 3 4 2 3 3 6 1 1 2

Camada 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
X 6 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
Y 4 1 3 1 2 0 3 1 2 0 3

Tabla 4.1. Datos correspondientes al ejemplo 44.

Nótese que en el ejemplo anterior no tenemos 70 datos, sino que
tenemos 35 pares de datos, que son los 35 datos correspondientes al
número de crías inicialmente y los 35 datos correspondientes al número
de crías vivas dos meses después; en definitiva, siempre el número de
datos es n (número de individuos) y no 2n.

El primer problema que nos planteamos es el de obtener una repre-
sentación tabular de los datos. Podríamos considerar los distintos pares
que aparecen y actuar como en el caso unidimensional, pero esto trae
varios problemas:

Las modalidades no pueden ordenarse de menor a mayor de ma-
nera natural y esto hace que la representación no sea tan clara,
incluso aunque las dos componentes sean cuantitativas. Así, si te-
nemos los resultados (0,1) y (1,0), no tenemos ninguna razón para
suponer que el primero de ellos es menor que el segundo. En con-
secuencia, habría que tratar la variable bidimensional como una
variable cualitativa. Sin embargo, en muchas ocasiones nos va a
interesar estudiar valores numéricos de cada componente, y esta
forma de actuar complicaría el tratamiento.
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En muchas ocasiones, interesa estudiar las variables por separado,
además de las relaciones que existen entre ellas, y esto no puede
hacerse de forma eficaz a partir de la tabla de frecuencias.

Por ello, se plantea otra representación tabular más apropiada, la
tabla de doble entrada. Esta tabla se construye de la siguiente ma-
nera: Se hace un cuadro en el que en la primera columna y la primera fila
(que serán la columna y la fila 0) se dan las modalidades de las variables
X e Y respectivamente, en orden creciente si es posible. Si la variable
X tiene r modalidades diferentes y la variable Y tiene s modalidades
diferentes, se obtiene una tabla de r filas y s columnas. En el cuadro
intersección de cada fila y cada columna se da la frecuencia (absoluta
o relativa) del par correspondiente; si es el valor correspondiente a la
modalidad i-ésima de la variable X y la modalidad j-ésima de la varia-
ble Y, se denota este valor por nij en el caso de frecuencias absolutas
y fij para las frecuencias relativas. Dicho de otra manera, el número o
proporción de individuos de la muestra para los que simultáneamente
X vale xi e Y vale yj aparece en la posición (i, j) de la tabla. Tendremos
entonces r × s valores.

Una vez obtenida esta tabla, se añaden una última fila y una última
columna. En ellas se dan los valores suma de todos los valores de la
columna o fila correspondiente. Denotaremos esos valores por n1., ..., nr.

para las filas y por n.1, ..., n.s para las columnas. Por ejemplo, si consi-
deramos frecuencias absolutas, en el primer valor de la última columna,
se da el valor

n1. = n11 + n12 + ... + n1s.

De la misma manera, en el primer valor de la última fila aparece el
valor

n.1 = n11 + n21 + ...+ nr1.

Si utilizamos frecuencias relativas en lugar de absolutas, los valores
anteriores se denotan por f1. y f.1, respectivamente. En la posición in-
tersección de estas dos columnas se da el valor n (también denotado
por n..) si hemos utilizado frecuencias absolutas, o 1 si hemos utilizado
frecuencias relativas. Nótese que
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n = n1. + ... + nr. = n.1 + ... + n.s,

es decir, que este valor sigue el mismo criterio que se utilizó en la cons-
trucción de los otros valores de esta última fila y columna.

Ejemplo 45. (Continuación del ejemplo 44)

En nuestro caso, la tabla de doble entrada con frecuencias absolutas
se da en la tabla 4.2.

X\Y 0 1 2 3 4 5 6
0 2 0 0 0 0 0 0 2
1 2 1 0 0 0 0 0 3
2 3 6 1 0 0 0 0 10
3 0 1 4 5 0 0 0 10
4 0 0 1 3 1 0 0 5
6 0 0 0 0 3 1 1 5

7 8 6 8 4 1 1 35

Tabla 4.2. Tabla de doble entrada con frecuencias absolutas para los datos
del ejemplo 44.

Con frecuencias relativas la tabla de doble entrada sería la dada en
la tabla 4.3.

X\Y 0 1 2 3 4 5 6
0 2/35 0 0 0 0 0 0 2/35
1 2/35 1/35 0 0 0 0 0 3/35
2 3/35 6/35 1/35 0 0 0 0 10/35
3 0 1/35 4/35 5/35 0 0 0 10/35
4 0 0 1/35 3/35 1/35 0 0 5/35
6 0 0 0 0 3/35 1/35 1/35 5/35

7/35 8/35 6/35 8/35 4/35 1/35 1/35 1

Tabla 4.3. Tabla de doble entrada con frecuencias relativas para los datos
del ejemplo 44.
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Como se ve en las tablas anteriores, tenemos casillas con valor 0. En
las tablas de doble entrada no es extraño que esto suceda. Al contrario
que en el caso unidimensional en el que intentábamos evitar esta situa-
ción, esta información sí es relevante para el caso bidimensional, puesto
que nos indica combinaciones de modalidades de X e Y que aunque pue-
dan haber aparecido por separado en la muestra, no han aparecido en
un mismo dato.

Nótese también que a partir de esta tabla es posible obtener conclu-
siones sobre posibles relaciones entre las variables. Por ejemplo, parece
que cuando X es grande, hay una tendencia a que Y sea grande, porque
los valores más alejados de la diagonal son nulos y casi todos los datos
se identifican con modalidades que están cerca de esa diagonal.

En el caso de que alguna de las componentes del par sea continua o 
tome muchos valores diferentes obtendríamos, como pasaba en el caso 
unidimensional, una tabla muy grande en la que la mayor parte de los 
valores serían cero. Al igual que en el caso unidimensional, esto resta 
visibilidad a la tabla. Para evitar este problema, las modalidades de 
estas componentes se agrupan en clases, de la misma manera que en 
el caso unidimensional y tratando cada una de ellas por separado. Las 
distintas clases se tratan como si fuesen las modalidades de la variable.

Ejemplo 46.
Supongamos que estamos estudiando los individuos de una población

de estudiantes. Se han seleccionado al azar 16 estudiantes sobre los que
se ha medido el peso (X) y la altura (Y ), obteniéndose los datos que
aparecen en la tabla 4.4.

Individuo 1 2 3 4 5 6 7 8
X 68 72 69 83 60 63 90 86
Y 1.7 1.8 1.75 1.84 1.65 1.64 1.86 1.94

Individuo 9 10 11 12 13 14 15 16
X 60 67 76 74 73 86 80 63
Y 1.6 1.70 1.76 1.72 1.81 1.92 1.95 1.61

Tabla 4.4. Datos correspondientes al ejemplo 46.

En este caso, agrupando X en las clases
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[1,6, 1,7), [1,7, 1,8), [1,8, 1,9), [1,9, 2)

e Y en las clases

[59,5, 69,5), [69,5, 79,5), [19,5, 89,5), [89,5, 99,5),

se obtiene la tabla de doble entrada dada en la tabla 4.5.

X\Y [1,60, 1,70) [1,70, 1,80) [1,80, 1,90) [1,90, 2,00)
[59,5, 69,5) 4 3 0 0 7
[69,5, 79,5) 0 2 2 0 4
[79,5, 89,5) 0 0 1 3 4
[89,5, 99,5) 0 0 1 0 1

4 5 4 3 16

Tabla 4.5. Tabla de doble entrada con datos agrupados para ambas variables
de los datos del ejemplo 46.

Nótese que se han tomado cuatro clases para cada componente y no
dos clases para cada una de forma que en total haya cuatro clases. Esto
es debido a que tenemos 16 datos para cada componente.

4.2. Diagramas de dispersión

Pasemos ahora a las representaciones gráficas de una variable bidi-
mensional. De entre todas las representaciones de distribuciones bidi-
mensionales que existen, nosotros trataremos solo los diagramas de
dispersión, que nos serán de utilidad en la segunda parte del tema, la
dedicada a regresión lineal.

Esta representación necesita que las dos componentes del par sean
cuantitativas. Está especialmente pensada para cuando ambas compo-
nentes son continuas o, al menos, no haya pares repetidos. Consiste en
situar en dos ejes coordenados los distintos puntos de la muestra; es
decir, la observación muestral (xi, yi) se representa por el punto (xi, yi).
Si tenemos muchos datos esta representación adopta la forma de una
nube, de ahí que se llame también nube de puntos.
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Ejemplo 47.
Consideremos la situación en la que se está estudiando la eficacia de

dos métodos para medir el rendimiento de un medicamentos, los métodos
X e Y . Para ello se selecciona al azar un grupo de individuos que están
tomando el medicamento, y se mide con ambos métodos el rendimiento.
Las mediciones obtenidas vienen dadas en la tabla 4.6.

Individuo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 1.9 0.8 1.1 0.1 -0.1 4.4 4.6 1.6 5.5 3.4
Y 0.7 -1.0 -0.2 -1.2 -0.1 3.4 0.0 0.8 3.7 2

Tabla 4.6. Mediciones del rendimiento de un medicamento según los métodos
X e Y para 10 individuos.

El correspondiente diagrama de dispersión viene dado en la figura
4.1.

×

×
×

×

×

×

×
×

×

×

X

Y

Figura 4.1. Diagrama de dispersión correspondiente a los datos del ejemplo
47.

Esta representación no solo indica el comportamiento de cada com-
ponente (sin más que ver sus valores en los ejes coordenados), sino que
da una idea de posibles relaciones entre las mismas.
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Ejemplo 48. (Continuación del ejemplo 47)

En este ejemplo, la disposición de los puntos en el diagrama de dis-
persión parecen indicar que hay una tendencia a que valores grandes de
X conduzcan a valores grandes de Y.

Aunque es raro que aparezcan puntos repetidos, en el caso de que la
observación (x, y) se repita p veces, junto al punto (x, y) se escribe en
ocasiones el valor p.

Queda la situación en que alguna variable o ambas están agrupadas
en clases. Supongamos en particular que ambas variables están agrupa-
das en clases. Entonces, si solo tenemos la tabla de doble entrada, no
conocemos los valores de cada dato, sino que sabemos en qué intervalo
está el valor de X y en qué intervalo está el correspondiente valor de
Y . Si representamos cada combinación de clases, entonces tendremos
una serie de rectángulos. Consideremos la clase i de la variable X, que
viene dada por el intervalo (a, b) y la clase j de la variable Y, que vendrá
dada por otro intervalo (c, d). La tabla de doble entrada nos indicará
entonces que en el rectángulo de vértices (a, c), (a, d), (b, c), (b, d) (esto
se suele escribir matemáticamente como el rectángulo (a, b)× (c, d)) hay
nij datos, pero no sabemos exactamente dónde se sitúan esos puntos.
Como al agrupar en clases asumimos que los valores se distribuyen de
forma uniforme en cada clase, lo que se hace en esta situación es di-
bujar nij puntos en el rectángulo, procurando que dichos puntos estén
uniformemente distribuidos en toda la superficie.

Ejemplo 49. (Continuación del ejemplo 46)

En este caso, el diagrama de dispersión sería el que aparece en la
figura 4.2.

4.3. Distribuciones marginales y
condicionadas

En muchas ocasiones no nos interesa toda la información que nos
da el vector estadístico, sino solamente una parte del mismo. En esta
sección veremos dos distribuciones unidimensionales que tienen gran
importancia derivadas de la distribución bidimensional.

110



Estadística descriptiva bidimensional. Regresión lineal
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Figura 4.2. Diagrama de dispersión correspondiente a la distribución agru-
pada del ejemplo 46.

4.3.1. Distribuciones marginales

En este caso, suponemos que no nos interesa el resultado de una
de las variables del vector, sino que solo nos interesan los resultados
de uno de ellos. Por ejemplo, en el caso del número de las crías de
conejo, puede interesarnos estudiar el número de crías inicialmente; en
este caso, solo nos interesa la información proporcionada por la primera
componente del par. Por tanto, podríamos obviar los datos referentes a
la segunda componente y trabajar solamente con los datos muestrales
correspondientes a la primera. Así, tendríamos la situación

(x1, y1) → x1, (x2, y2) → x2, ...

Ejemplo 50. (Continuación del ejemplo 44)

En el caso de las crías de conejo, tenemos la situación de la tabla
4.7.

Así, tenemos la muestra
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(0,0) (1,0) (2,1) ...
↓ ↓ ↓ ...
0 1 2 ...

Tabla 4.7. Obtención de datos cuando solo interesan los datos de X para los
datos del ejemplo 44.

0 1 2 3 4 6 0 1 2 3 4 6 1 2 3 4 6 2
3 4 6 2 3 4 6 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

que corresponde a los valores muestrales de la primera componente.

Tendremos entonces una variable unidimensional, que se llama dis-
tribución marginal. En el caso de una distribución bidimensional ten-
dremos dos distribuciones marginales (una para cada componente).

Como las distribuciones marginales son variables unidimensionales,
podemos realizar el mismo estudio que se había realizado en el tema
anterior. Por ejemplo, podemos construir la tabla de frecuencias. Esto
puede hacerse directamente, considerando los datos muestrales, pero
también puede hacerse más rápidamente a partir de la tabla de doble
entrada. Consideremos la distribución marginal de X. Sea la modalidad
xi; el número de veces que X toma el valor xi será el número de veces
que X toma el valor xi e Y toma el valor y1, que es ni1, más el número
de veces que X toma el valor xi e Y toma el valor y2, que es ni2, y seguir
añadiendo las correspondientes cantidades para todas las modalidades
de Y . En otras palabras, la frecuencia marginal de la modalidad xi viene
dada por

ni1 + ... + nis =

s
∑

j=1

nij,

y precisamente este era el valor ni. que aparecía en la última columna
de la tabla de doble entrada. Por tanto, esta columna nos da los valores
de las frecuencias marginales de la primera componente. De la misma
manera, los valores de la distribución marginal de Y vienen dados en la
última fila de la tabla de doble entrada.
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Ejemplo 51. (Continuación del ejemplo 44)
En nuestro ejemplo de las crías de conejo, las dos distribuciones

marginales vienen dadas en las tablas 4.8 y 4.9.

xi 0 1 2 3 4 6
ni. 2 3 10 10 5 5

Tabla 4.8. Distribución marginal de X para los datos del ejemplo 44.

yj 0 1 2 3 4 5 6
n.j 7 8 6 8 4 1 1

Tabla 4.9. Distribución marginal de Y para los datos del ejemplo 44.

Análogamente, para cada componente se puede calcular su media,
varianza... Por ejemplo, en términos de las frecuencias marginales, las
fórmulas de las medias marginales vienen dadas por:

x =

r
∑

i=1

xini.

n
, y =

s
∑

j=1

yjn.j

n
.

Ejemplo 52. (Continuación del ejemplo 47)
En el caso del ejemplo de las mediciones de la eficacia de un medi-

camento se tiene

x =
1,9 + ...+ 3,4

10
= 2,33, y =

0,7 + ... + 2

10
= 0,81.

x2 =
3,61 + ... + 11,56

10
= 9,037. ⇒ v(X) = 9,037− 2,332 = 3,6081,

y2 =
0,49 + ...+ 4

10
= 3,287 ⇒ v(Y ) = 3,287− 0,812 = 2,6309.

Este mismo estudio puede hacerse en el caso de que alguna de las
componentes del par esté agrupada en intervalos.
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4.3.2. Distribuciones condicionadas

Supongamos ahora que lo que nos interesa es cómo se comporta una
de las componentes cuando el valor que toma la otra componente está
fijado; por ejemplo, supongamos que lo que nos interesa es ver cómo
se comporta la evolución de las crías de la camada cuando la camada
inicial era de dos crías.

En situaciones como esta, no nos interesan todos los datos, sino solo
aquellos que verifican la condición; en nuestro caso, solo nos interesan
los datos en los que X = 2; es decir, los datos que nos interesan son los
pares en que xi = 2. Estos pares son los que aparecen en la tabla 4.10.

Camada 3 9 14 18 22 26 28 30 32 34
X 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Y 1 1 0 2 1 1 1 0 1 0

Tabla 4.10. Datos que se utilizan para el ejemplo 44 cuando X = 2.

Más aún, lo que en realidad nos interesa de los datos seleccionados
es el valor de la componente cuyo valor no está fijado (aquella que no
condiciona), puesto que los valores de la otra variable ya están fijados.
Nótese que entonces esta distribución es una distribución unidimensio-
nal.

Ejemplo 53. (Continuación del ejemplo 44)
En nuestro caso, si condicionamos por X = 2, tenemos que conside-

rar solo los datos que verifican esta condición. Como el valor de X queda
fijado, observamos solamente los valores de la segunda componente, con
lo que la nueva muestra sería

1, 1, 0, 2, 1, 1, 1, 0, 1, 0.

Si queremos estudiar la distribución de X cuando Y = yj se dice que
queremos hallar la distribución condicionada de X por Y = yj. De
la misma forma podemos tratar el caso de la distribución condicionada
de Y por X = xi, que es la que se consideró en el ejemplo anterior. Para
determinar la distribución del primer caso, basta considerar la primera
componente de los datos en que Y = yj. Esto, como en el caso de las
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distribuciones marginales, puede hacerse directamente a partir de los 
datos, tal y como se hizo en el ejemplo anterior, pero también puede 
hacerse a partir de la tabla de doble entrada. Para ello basta notar que 
los datos que consideramos ahora (en los que Y = yj ) son exactamente 
los datos que están en la columna j-ésima. Así, la distribución condicio-
nada toma las mismas modalidades que X y tiene como frecuencia de 
xi el valor nij . Nótese que en este caso el tamaño de muestra es n.j. En 
el caso de tener frecuencias relativas, el problema es ligeramente más 
complicado; en este caso la frecuencia relativa no es fij sino fij , pues es
necesario que la suma de frecuencias relativas de la distribución condi-
cionada sea 1. De esta manera puede construirse la tabla de frecuencias
y a partir de ella podemos realizar todos los cálculos realizados en el
capítulo anterior.

Ejemplo 54. (Continuación del ejemplo 44)

Para el ejemplo anterior, la distribución condicionada por X = 2 en
términos de frecuencias absolutas viene dada en la tabla 4.11.

yj/3 0 1 2
nj/3 3 6 1 10

Tabla 4.11. Distribución condicionada por X = 2 para la distribución bidi-
mensional del ejemplo 44 en términos de frecuencias absolutas.

La distribución condicionada, en términos de frecuencias relativas
viene dada en la tabla 4.12.

yj/3 0 1 2
fj/3

3
10

=0.3 6
10

= 0.6 1
10

=0.1

Tabla 4.12. Distribución condicionada por X = 2 para la distribución bidi-
mensional del ejemplo 44 en términos de frecuencias relativas.

En el caso en que la variable que condiciona esté agrupada en clases,
se condiciona por una clase y se hace análogamente al caso anterior.
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Ejemplo 55. (Continuación del ejemplo 46)
En el ejemplo de las alturas y pesos de los alumnos, supongamos

que solo estamos interesados en estudiar las alturas de los alumnos con
peso en el intervalo [59,5, 69,5). En este caso estamos condicionando por
X ∈ [59,5, 69,5), y se obtendría la distribución de alturas que aparece
en la tabla 4.13.

yj/1 [1,6, 1,7) [1,7, 1,8)
nj/1 4 3

Tabla 4.13. Distribución condicionada por Y ∈ [59,5, 69,5] para la distribu-
ción bidimensional del ejemplo 46.

Finalmente, no es necesario condicionar por un solo valor de la varia-
ble, sino que puede considerarse cualquier condición. Por ejemplo, para
el ejemplo 44 podemos considerar que X sea al menos 2, o que X tome
valores entre 2 y 4, ambos incluidos. En estos casos el procedimiento
es igual: Se consideran los datos en los que esta condición es cierta,
que serán una o varias filas de la tabla de doble entrada, y luego nos
quedamos solamente con los valores de esos datos correspondientes a la
segunda variable.

4.4. La covarianza

Pasemos ahora a dar un valor que mida la relación entre las compo-
nentes. La covarianza es uno de los llamados momentos bidimensionales.
Este momento se aplicará en la parte de regresión lineal. Solo tiene sen-
tido su aplicación en el caso de que ambas componentes del par sean
cuantitativas.

Sea la variable bidimensional (X, Y ). Se define la covarianza entre
X e Y, y se denota cov(X, Y ) como el valor

cov(X, Y ) := (x− x)(y − y),

donde x e y se refieren a las medias marginales de cada componente.
Veamos cómo se desarrolla esta expresión en cada caso.
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Si tenemos la muestra (x1, y1), ..., (xn, yn), se tiene que

cov(X, Y ) =

n
∑

i=1

(xi − x)(yi − y)

n

= (x1−x)(y1−y)+...+(xn−x)(yn−y)
n

.

Esta es la expresión que usaremos con más frecuencia, puesto que es
la que se usa casi siempre en regresión lineal.

Supongamos que X toma los valores x1, ..., xr e Y toma los valores
y1, ..., ys, y tal que la frecuencia absoluta del par (xi, yj) es nij . Es decir,
supongamos que tenemos la tabla de doble entrada. Entonces, la fórmula
anterior se puede escribir como

cov(X, Y ) =

r
∑

i=1

s
∑

j=1

(xi − x)(yj − y)nij

n

= (x1−x)(y1−y)n11+...+(xr−x)(ys−y)nrs

n
.

Si utilizamos las frecuencias relativas fij de cada par, entonces la
expresión anterior se escribe como

cov(X, Y ) =

r
∑

i=1

s
∑

j=1

(xi − x)(yj − y)fij

= (x1 − x)(y1 − y)f11 + ...+ (xr − x)(ys − y)frs.

Al contrario de lo que pasaba con la varianza, es interesante notar
que la covarianza puede ser negativa.

Al igual que la varianza, la covarianza puede calcularse alternativa-
mente como

cov(X, Y ) = xy − x× y,

donde

xy =
x1y1 + ... + xnyn

n
,
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si tenemos los datos en forma de muestra (x1, y1), ..., (xn, yn),

xy =
x1y1n11 + x1y2n12 + ... + x2y1n21 + x2y2n22 + ...+ xrysnrs

n
,

si tenemos los datos en forma de tabla de doble entrada con frecuencias
absolutas o si utilizamos frecuencias relativas,

xy = x1y1f11 + x1y2f12 + ... + x2y1f21 + x2y2f22 + ... + xrysfrs.

Ejemplo 56. (Continuación del ejemplo 47)
En el ejemplo de las dos formas de medir la eficacia de un medi-

camento, se tendrían los siguientes resultados: x = 2,33, y = 0,81, que
ya fueron hallados anteriormente en el ejemplo 52. Entonces, ahora se
tiene

xy =
1,9 · 0,7 + ...+ 3,4 · 2

10
=

43,59

10
= 4,359.

Luego la covarianza vale

cov(x, y) = 4,359− 2,33 · 0,81 = 2,4717.

En el caso de que alguna de las componentes esté agrupada en clases,
se utilizan las marcas de clase.

Ejemplo 57. (Continuación del ejemplo 46)
En este ejemplo, se tendrían los siguientes resultados:

x =
64,5× 7 + 74,5× 4 + 84,5× 4 + 94,5× 1

16
= 73,875,

y =
1,65× 4 + 1,75× 5 + 1,85× 4 + 1,95× 3

16
= 1,7875.

Entonces, ahora se tiene

xy =
64,5 · 1,65 · 4 + ...+ 94,5 · 1,85 · 1

16
=

2126,2

16
= 132,89.
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Luego la covarianza vale

cov(X, Y ) = 132,89− 73,875 · 1,7875 = 0,84.

La covarianza da una medida de la relación entre los valores de las
componentes del par. Supongamos que existe una cierta tendencia a que
valores grandes (consideramos grandes si son superiores a la media mar-
ginal) de la primera variable aparecen en pares en que los valores de la
segunda componente son también grandes; y recíprocamente, existe una
tendencia a que valores pequeños de la primera variable (menores que
la media marginal) aparezcan en pares en que los valores de la segunda
componente sean también pequeños; en este caso decimos que existe
una relación directa entre las dos componentes. En este caso, si ob-
servamos la expresión de la covarianza, veremos que hay una tendencia
a términos de valor positivo, en el sentido de que cuando tenemos el par
(xi, yi) tal que xi sea grande, el valor (xi − x) será positivo, y también
lo será casi siempre (yi − y) por lo que el producto será positivo. De la
misma manera, si en el par (xi, yi) tenemos que xi es pequeño, el valor
(xi − x) será negativo, y también lo será casi siempre (yi − y) por lo
que el producto será positivo. De esta forma, casi todos los términos de
la covarianza serán positivos y entonces la covarianza tomará un valor
positivo.

Análogamente, si hay tendencia a que valores grandes de la primera
variable aparezcan en pares en que los valores de la segunda componente
son pequeños; y valores pequeños de la primera variable en pares en
que los valores de la segunda componente son grandes, decimos que
existe una relación inversa entre las dos componentes. Si observamos
la expresión de la covarianza, veremos que en este caso la covarianza
toma un valor negativo. Los diagramas de dispersión de las relaciones
directa e inversa se pueden ver en la figura 4.3.

Ejemplo 58. (Continuación del ejemplo 47)
En el ejemplo de la medida de la eficacia de los medicamentos, ya

habíamos visto en el diagrama de dispersión del ejemplo 47 que parecía
haber una tendencia a que valores grandes de X se correspondían con
valores grandes de Y. Es decir, parece existir una relación directa. Esto
se comprueba con el valor de la covarianza que hemos hallado en el
ejemplo 57, que es positivo.
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Relación directa Relación inversa

Figura 4.3. Representación gráfica de relaciones directas e inversas.

Es importante notar que si las variables no están relacionadas entre
sí (son independientes), entonces la covarianza se anula. Sin embargo,
si la covarianza se anula, esto no significa que las variables no estén
relacionadas, tal y como se puede ver gráficamente en la figura 4.4.
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Independencia Relación no lineal

Figura 4.4. Ejemplos en los que la covarianza se anula.

4.5. Regresión lineal

Veamos ahora el modelo más sencillo de regresión. La regresión es
una de las técnicas más importantes de la estadística. Se aplica en mul-
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titud de situaciones prácticas y por ello es importante tener claro su 
funcionamiento general.

Supongamos que tenemos una población en la que se están estu-
diando dos características cuantitativas. Entonces nosotros tendremos 
una muestra de tamaño n dada por (x1, y1), ..., (xn, yn). Supongamos 
ahora que nosotros creemos que estas dos características pueden estar 
relacionadas. Por ejemplo, parece lógico suponer que una persona alta va 
a tener más peso que una persona baja. El objetivo de la regresión es 
estudiar esta relación y poder luego hacer predicciones sobre otros 
valores. Así, en nuestro ejemplo, podemos preguntarnos cuál sería el pe-
so normal de una persona de 1.80 m sin tener que buscar una persona en 
estas condiciones. Lógicamente, estas predicciones estarán sujetas a 
error, ya que no todas las personas de la misma altura tienen exacta-
mente el mismo peso. En general, en nuestras predicciones tenemos que 
tener en cuenta que habrá un error debido a la aleatoriedad o por defi-
ciencias del modelo, y el valor predicho será una aproximación del valor 
lógico o esperado.

Ejemplo 59. (Continuación del ejemplo 47)
Consideremos el ejemplo de las mediciones de la eficacia de un me-

dicamento. Parece lógico que exista una relación entre las variables X e
Y , ya que si un individuo tiene una medida alta para uno de los métodos
de medición, es de esperar que también tenga una medición alta para el
otro método.

Hay dos aspectos que es importante tener en cuenta cuando se con-
sidera un modelo de regresión:

A priori se espera que exista una relación entre las componentes,
es decir, nosotros pensamos que el conocer el valor de una de las
variables nos da una información sobre cómo es el valor para la otra
variable. No estamos pensando en que el modelo siempre obtenga
el valor correcto, pero sí a que haya una cierta tendencia. Por
ejemplo, no todos los individuos altos pesan mucho, pero pensamos
que hay una tendencia a que pesen más que los individuos bajos.

Sin embargo, desde un punto de vista numérico, nosotros esta-
mos hallando una fórmula numérica entre las dos variables. Esto
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significa que se pueden encontrar relaciones muy buenas mate-
máticamente entre variables que no tengan ninguna relación real,
simplemente porque sus valores numéricos están ordenados de ma-
nera lineal por puro azar o porque exista una tercera variable que
influya sobre ambas. Por ejemplo, se puede comprobar que hay una
relación numérica casi perfecta entre el número de asnos salvajes
y el presupuesto del Ministerio de Educación y Ciencia, mientras
que lo que ocurre realmente es que es la variable tiempo la que
influye sobre el número de asnos (cada vez hay menos) y sobre el
presupuesto del Ministerio de Educación y Ciencia (cada vez es
mayor).

Supongamos que hemos hallado un modelo de regresión que nos
da predicciones para Y conocido el valor de X. Hay que tener en
cuenta que las predicciones que se pueden realizar sobre Y deben
corresponder a valores de X entre el mínimo y el máximo valor de
X en la muestra. Si nos salimos de este intervalo las predicciones
ya no son fiables pues es posible que la relación cambie fuera del
intervalo y esto conduciría a conclusiones erróneas. Por ejemplo, si
estudiamos la cantidad de luz en el mar en función de la profundi-
dad y tenemos profundidades pequeñas, es posible que al intentar
predecir la luminosidad de una profundidad grande se obtenga un
valor negativo, que es imposible.

Si creemos que existe una relación entre las variables, el siguien-
te paso es buscar un modelo para encontrar dicha relación. Nosotros
buscamos una relación matemática entre X e Y del tipo Y ≈ f(X).
En general no vamos a tener una igualdad porque esto implicaría que
hay una relación total entre las variables y entonces no tendríamos dos
variables, sino solamente una escrita de dos formas diferentes. De esta
forma, lo que tenemos nosotros es una fórmula del tipo

Y = h(X) + ǫ(X),

donde ǫ se llama error aleatorio y es una función que mide el error que
puede aparece debido a que tenemos fenómenos aleatorios. Es lo que
ocurre por ejemplo entre altura y peso, donde individuos con la misma
altura no tienen exactamente el mismo peso.
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Hallar la función h en las condiciones anteriores no es sencillo. Por 
ello, lo que se hace es fijar a priori qué tipo de función es h. Por ejemplo, 
podemos suponer que h sea un polinomio de grado 3, o que h sea una 
función exponencial. En el caso en que tengamos dos variables, una 
forma gráfica de ver el tipo de relación es a partir del diagrama de 
dispersión.

Ejemplo 60. (Continuación del ejemplo 47)
Observando el diagrama de dispersión, parece que el modelo

lineal, es decir, una función del tipo

f(X) = aX + b,
aproxima bastante bien esta relación.

×

×
×

×

×

×

×
×

×

×

X

Y

Figura 4.5. Determinación gráfica del tipo de relación entre las dos variables
del ejemplo 47.

Entonces, si llamamos f a esa función del tipo fijado, esperamos que
se tenga una relación del tipo

Y = f(X) + e(X).

Debe tenerse en cuenta que en general f no coincide con h ni e
coincide con ǫ y, por supuesto, es posible que escojamos un modelo que
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no sea el adecuado, en el sentido de que los errores que se cometen al
aplicarlo sean muy grandes. En la próxima sección veremos cómo decidir
si un modelo es bueno o, por el contrario, no aproxima bien la relación.

Por otra parte, es posible que tengamos varios modelos que funcio-
nen bien para los datos que tenemos. Por ejemplo, puede ser que las
relaciones

Y = lnX +X15 − tgX − eX , Y = X4 − 2X3 + 3X2 + 10X − 4,

sean buenas aproximaciones de la relación entre X e Y. En general,
nosotros queremos encontrar la relación más sencilla que nos dé buenos
resultados.

En esta sección, nosotros tomaremos un modelo lineal

Y = aX + b,

que es el más sencillo y además es fácilmente interpretable. Sin embargo,
todos los desarrollos que haremos a continuación valen para cualquier
otro modelo, y la dificultad de otros modelos radicará en resolver los
sistemas de ecuaciones que determinan el modelo.

Consideremos entonces una variable bidimensional (X, Y ) de la que
se tiene una muestra aleatoria simple de tamaño n que viene dada por
(x1, y1), ..., (xn, yn). Nosotros queremos encontrar la recta que mejor se
aproxime a estos datos, es decir, la recta

Y ∗ = aX + b,

de forma que Y ∗ sea «lo más próxima posible» a Y para los elementos
de la muestra. Tenemos entonces que decidir cuáles son los valores de a
y b en la expresión anterior. Una vez fijados esos valores de a y b, por
ejemplo a = 3, b = 1 podemos hacer predicciones sobre el valor de Y .
Por ejemplo, si sabemos que X = 4, entonces nuestro modelo predice
que el valor de Y será 3× 4+ 1 = 13. Ahora bien, si cogemos un par de
la muestra (xi, yi), nuestro modelo hace una predicción

y∗i = axi + b,

y en realidad sabemos que para ese valor xi el correspondiente valor de
la variable Y es yi. Entonces nosotros consideraremos que el modelo es
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bueno, es decir, que hemos escogido unos buenos valores para a y b si yi∗ 

e yi son valores parecidos. Aunque hay diversos criterios para medir esta
proximidad entre Y e Y ∗, el criterio más habitual es el conocido como 
«criterio de mínimos cuadrados», que consiste en medir la distancia
mediante (Y − Y ∗)2. Una representación gráfica del criterio de mínimos
cuadrados se puede ver en la figura 4.6.

×
×
×
×

××
×
×

×

×
× ×
×××

×

Figura 4.6. Interpretación gráfica del criterio de mínimos cuadrados.

Nótese que podríamos pensar en otros criterios alternativos a hallar
las distancias en vertical, como por ejemplo considerar las distancias
desde los puntos a la recta. La razón de considerar distancias entre
la predicción y el valor real estriba una vez más en que nosotros no
queremos que los valores de Y estén próximos a la recta del modelo,
sino que la predicción sea buena, o sea, que Y e Y ∗ estén próximos.
Y esto lo vamos a hacer para todos los puntos de la muestra. Nótese
además que esta proximidad se mide con las diferencias al cuadrado para
evitar compensaciones de diferencias positivas y negativas (lo mismo
que ocurría por ejemplo con la definición de varianza). En definitiva,
buscamos valores a, b de forma que se minimice la expresión

125



Estadística Básica

n
∑

i=1

(yi − axi − b)2.

Queremos entonces resolver el problema

mı́n
a,b

n
∑

i=1

(yi − axi − b)2.

Si resolvemos este problema de minimización, se obtiene que la so-
lución es

a =
cov(X, Y )

v(X)
, b = y − cov(X, Y )

v(X)
x.

Sustituyendo, la mejor recta viene dada por

Y ∗ − y =
cov(X, Y )

v(X)
(X − x).

Para que esta fórmula pueda aplicarse es necesario que v(X) 6= 0;
nótese que si v(X) = 0, esto implica que X toma siempre el mismo valor
y no tiene sentido ver cómo se comportan los valores de Y a partir de
los valores de X, pues la componente X no aporta ninguna información.

Esta recta se conoce con el nombre de recta de regresión de Y
sobre X. Análogamente, se puede calcular la recta de regresión de X
sobre Y, en la que se intenta hacer predicciones sobre X conocido el
valor de Y . En este caso tenemos que hallar los valores a, b tales que

mı́n
a,b

n
∑

i=1

(xi − ayi − b)2.

Ahora estamos midiendo las distancias entre x∗
i y xi. Entonces, grá-

ficamente estamos considerando las distancias en horizontal. Esto sig-
nifica que no vamos a obtener los mismos valores que antes, puesto que
la función a minimizar es diferente. Pero para hallar los valores de a, b
no hace falta rehacer las cuentas, ya que basta intercambiar los valores
de X e Y . De esta forma, esta recta viene dada por
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X∗ − x =
cov(X, Y )

v(Y )
(Y − y).

Hay que insistir, nuevamente, en que estas dos rectas no coinciden
en general, pues en el primer caso estamos midiendo las diferencias
«en vertical», mientras que en el segundo caso estamos midiendo las
diferencias «en horizontal». La elección de una u otra recta dependerá de
si deseamos predecir valores de la primera componente o de la segunda
componente.

Ejemplo 61. (Continuación del ejemplo 47)

En el ejemplo de las medidas por dos métodos de la eficacia de un
medicamento ya habíamos calculado en los ejemplos 47 y 57

x = 2,33, y = 0,81, x2 = 9,064, v(X) = 3,6081,

xy = 4,359, cov(X, Y ) = 2,495.

Luego, la recta de regresión de Y sobre X es

Y ∗ − 0,81 =
2,495

3,6081
(X − 2,33) ⇒ Y ∗ − 0,81 = 0,69(X − 2,33).

4.6. Correlación

Una vez obtenidos los valores (a, b) para nuestro modelo lineal, es
interesante tener una medida de lo bueno que es dicho modelo, pues no
nos interesa un modelo sencillo si sus predicciones no se aproximan a la
realidad. Para estudiar la bondad del modelo, hay que tener en cuenta
que los errores de predicción vienen dados para los pares de la muestra
por

(yi − y∗i )
2 = (yi − axi − b)2, i = 1, ..., n,

y entonces tiene sentido considerar como medida del error que se comete
el valor
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n
∑

i=1

(yi − y∗i )
2.

Entonces, si la expresión anterior es grande, tendremos que el modelo
no es bueno, mientras que si ese valor es pequeño concluiremos que el
modelo es bueno. Queda sin embargo determinar los límites para los que
el valor de la expresión anterior puede considerarse grande.

Para estudiar si el modelo es bueno, utilizamos el siguiente argumen-
to: Consideremos la variable que tiene que ser explicada (Y ); los datos
de la muestra de Y tienen una variación. Y las causas de esta variación
son dos:

Por una parte, existe variación porque X tiene variación, y como
X influye sobre Y , esto se traduce en una variación de Y.

Por otra parte, Y proviene de un experimento aleatorio, por lo
que Y tiene una variación propia que no proviene del modelo de
regresión, ya que este modelo no explica perfectamente el funciona-
miento de Y ; por ello, dado X no podemos predecir con exactitud
el valor de Y , sino que entre Y e Y ∗ hay diferencias.

La variación total de Y se puede medir por

n
∑

i=1

(yi − y)2,

término que se conoce como suma de cuadrados del total (SCT).
Nótese que este valor es n veces la varianza de la distribución marginal
de Y. Puede demostrarse que

n
∑

i=1

(yi − y)2 =
n
∑

i=1

(yi − y∗i )
2 +

n
∑

i=1

(y∗i − y)2.

El término
n
∑

i=1

(yi − y∗i )
2 mide la importancia de los errores y se

llama suma de cuadrados del error (SCE). El término
n
∑

i=1

(y∗i − y)2
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se llama suma de cuadrados de la regresión (SCR) y es debida 
tanto a variaciones provocadas por el modelo (puesto que es n veces 
la varianza de las predicciones) como a errores aleatorios (puesto que 
X proviene de un fenómeno aleatorio). De esta forma, si dividimos la

expresión anterior por
n
∑

i=1

(yi − y)2, obtenemos

1 =

n
∑

i=1

(yi − y∗i )
2

n
∑

i=1

(yi − y)2
+

n
∑

i=1

(y∗i − y)2

n
∑

i=1

(yi − y)2
.

Entonces, como los dos términos suman 1, el término

n
∑

i=1

(yi − y∗i )
2

n
∑

i=1

(yi − y)2

representa la proporción de variación de Y que no explica el modelo, y
de las misma manera, el término

n
∑

i=1

(y∗i − y)2

n
∑

i=1

(yi − y)2

representa la proporción de variación de Y que sí explica el modelo.
Este último valor se llama el coeficiente de determinación, de-

notado r2, y puede demostrarse que puede calcularse alternativamente
en el caso lineal por

r2 =
cov(X, Y )2

v(X)v(Y )
.

Puesto que es una proporción, este coeficiente toma valores entre 0
y 1. Veamos cómo se interpreta este coeficiente.
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Si r2 es pequeño (cercano a 0), entonces la proporción de variación
de Y que explica el modelo lineal es muy pequeña y concluimos
que el modelo no explica bien la relación entre las variables. En
particular, para que valga 0 es necesario que la covarianza se anule
y, por tanto, la recta de regresión será una constante. Esto es lo
que pasa cuando las variables son independientes (conocer una de
ellas no nos da información sobre el posible valor de la otra), tal
y como vimos al estudiar la covarianza, pero recordemos que hay
otras situaciones en que también obtenemos r2 = 0 sin que lo sean,
puesto que tal y como hemos visto anteriormente, la covarianza
también se puede anular aunque las variables estén relacionadas.

Si r2 es grande (cercano a 1), entonces la proporción de variación
de Y que explica el modelo lineal es muy grande y concluimos que
este modelo explica bien la relación entre las variables. En parti-
cular, cuando el coeficiente de determinación vale 1 el ajuste es
perfecto y no se está cometiendo ningún error en las predicciones;
esto no implica que en las predicciones para otros individuos no se
cometa ningún error, pero sí es de esperar que estos errores sean
muy reducidos.

En general se considera que el ajuste es bueno cuando supera el valor
0.5, aunque depende del número de datos de la muestra. Si el coeficiente
de determinación vale 1, entonces puede demostrarse que las dos rectas
de regresión coinciden.

Supongamos que r2 es grande y concluimos que el modelo lineal es
bueno. El coeficiente de determinación tiene el problema de que no nos
da ninguna información sobre si la relación lineal entre las componentes
(que ahora sabemos que existe) es directa o inversa. Puesto que es el
signo de la covarianza lo que nos indica si la relación es directa o inversa,
definimos el llamado coeficiente de correlación por

r =
cov(X, Y )

d(X)d(Y )
.

En realidad, el coeficiente de correlación es la raíz cuadrada del co-
eficiente de determinación con el signo de la covarianza. Por lo tanto
toma valores entre -1 y 1. Entonces este coeficiente se interpreta de la
siguiente manera:
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Un valor cercano a 0 implica una relación lineal muy mala.

Un valor por debajo de -0.7 o por encima de 0.7 implica una
relación lineal buena.

• Si el valor es positivo, la relación entre las componentes es
directa.

• Si el valor es negativo tenemos una relación inversa.

Ejemplo 62. (Continuación del ejemplo 47)
En nuestro ejemplo, el coeficiente de determinación vale

r2 =
cov(X, Y )2

v(X)v(Y )
= 0,66.

Por tanto, la aproximación lineal es regular y hay que desconfiar algo
de las predicciones.

4.7. Modelos derivados del modelo lineal

Todo lo visto hasta ahora se basa en que consideramos que el modelo
lineal es el adecuado para modelar la relación entre las dos variables. Si
suponemos otra relación funcional, como una relación de tipo cuadrático
Y = aX2+bX+c, entonces las fórmulas para los coeficientes del modelo
lineal ya no son válidas y es necesario volver a plantear el problema de
minimización y resolver el correspondiente sistema de ecuaciones. Esto
puede ser complicado para algunos modelos, incluso es posible que no
haya fórmulas y tengamos que resolver el sistema a partir de los datos
concretos de la muestra.

Sin embargo, hay situaciones en las que es posible aprovechar los
cálculos de la parte de regresión lineal. En esta sección plantearemos
otros modelos que se derivan del modelo lineal y que permiten establecer
otros modelos alternativos al lineal sin tener que volver a desarrollar
las fórmulas. Se resuelven mediante un proceso llamado linealización,
que consiste en hacer una transformación que pase el modelo que nos
interesa a un modelo lineal; esto se consigue haciendo un cambio de
variable sobre X, Y o ambas variables. Veremos dos ejemplos de este
proceso.
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4.7.1. Modelo logarítmico

En este caso, el modelo que se considera adecuado es de la forma

Y ∗ = a lnX + b.

Entonces tenemos que hallar los coeficientes a, b de forma que Y ∗

se acerque lo más posible a Y . En lugar de reproducir todo el procedi-
miento de mínimos cuadrados para este caso, podemos hacer Z = lnX.
Entonces el modelo a resolver sería Y = aZ+ b, que es un modelo lineal
para el que conocemos los valores de a y b. En definitiva, basta hallar
la recta de regresión a partir de los pares

(ln x1, y1), ..., (ln xn, yn).

Entonces, según el modelo lineal,

a =
cov(Y, Z)

v(Z)
=

cov(Y, lnX)

v(lnX)
, b = y − cov(Y, lnX)

v(lnX)
x.

4.7.2. Modelo exponencial

El modelo que se considera adecuado es de la forma

Y ∗ = b exp (aX).

Se trata de hallar los coeficientes a, b de forma que Y ∗ se acerque lo
más posible a Y . Para resolver este modelo basta con tomar logaritmos
de forma que se obtiene

lnY = ln b+ aX = b′ + aX.

Y ahora basta hallar la recta que mejor explica lnY en función de
X, es decir, la recta de regresión a partir de los pares

(x1, ln y1), ..., (xn, ln yn).

Entonces, según el modelo lineal,

a =
cov(lnY,X)

v(X)
, b′ = lny − cov(lnY,X)

v(X)
x.
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Una vez hallados los coeficientes a, b′, basta tomar b = exp b′.

Ejemplo 63.
Consideremos la muestra bidimensional de la tabla 4.14.

xi -6 -3 0 3 6 9 12 15 20 25
yi 2 2.8 3.9 4.2 5.8 6.2 7.5 8.2 9.3 10.9

Tabla 4.14. Datos originales para el ejemplo 63.

Vamos a hallar los coeficientes del modelo exponencial. Para ello,
por lo visto anteriormente, tenemos que considerar las variables X y
lnY , con lo que los datos que tenemos que trabajar son los que aparecen
en la tabla 4.15.

xi -6 -3 0 3 6 9 12 15 20 25
ln yi 0.69 1.03 1.36 1.44 1.76 1.83 2.02 2.10 2.23 2.39

Tabla 4.15. Datos transformados para el ejemplo 63.

Entonces tenemos que calcular la recta de regresión que explica lnY
con X. Operando,

x = 8,1, lny = 1,684, cov(X, lnY ) = 4,7696, v(X) = 90,89,

luego a = 0, 0525, lnb = 1, 259 y los coeficientes que buscamos son

a = 0,0525, b = 3,522,

con lo que nuestro modelo final será

y = 3,522e0,0525x.
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5.  Probabilidad

5.1.  Espacio  de  probabilidad

  Para  comenzar,  es  necesario  establecer  la  diferencia  entre  estadís-
tica  descriptiva  y  probabilidad.  En  ambos  casos  se  está  tratando  con
fenómenos  aleatorios,  pero  en  E.  descriptiva  se  estudian  los  resultados
después  de  realizar  el  experimento,  mientras  que  en  probabilidad  se  es-
tudia  el  experimento  antes  de  realizarlo.  Así,  en  E.  descriptiva  estamos
utilizando  los  valores  que  hemos  obtenido  al  realizar  el  experimento  n
veces,  mientras  que  en  probabilidad  trataremos  los  posibles  resultados
a  los  que  puede  conducir  el  experimento.  Por  ejemplo,  en  el  caso  de
las  crías  del  capítulo  3,  no  hay  ningún  ejemplo  en  el  que  haya  5  crías,
mientras  que  en  probabilidad  hay  que  tener  en  cuenta  esta  posibilidad.

5.1.1.  Espacio  muestral

  Consideremos  el  experimento  que  consiste  en  el  lanzamiento  de  un
dado;  este  es  un  experimento  aleatorio.  En  este  tema  vamos  a  utilizar
este  ejemplo  para  ilustrar  los  resultados  que  se  irán  obteniendo.
  El  conjunto  de  posibles  resultados  de  un  experimento  aleatorio  se
llama  espacio  muestral  y  lo  denotaremos  por  Ω.

Ejemplo  64.
En  nuestro  ejemplo  del  dado,  el  espacio  muestral  sería

Ω  =  {1,  2,  3,  4,  5,  6}.

  Hay  que  tener  en  cuenta  que,  al  contrario  de  lo  que  pasa  en  esta-
dística  descriptiva,  en  probabilidad  el  espacio  muestral  puede  ser  un
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conjunto infinito. Por ejemplo, si consideramos el número de veces que
hay que lanzar un dado para obtener el valor 5, entonces

Ω = {1, 2, ...}.
Dado un conjunto de resultados, la probabilidad nos dará un valor

de lo lógico que es que la próxima vez que se realice el experimento el
resultado sea uno de los resultados del conjunto.

5.1.2. Sucesos
Definiremos un suceso como un enunciado relativo al experimento,

de modo que tras realizar el experimento podemos afirmar si el enuncia-
do se ha cumplido o no. Denotaremos los sucesos por letras mayúsculas
A,B, ...

Ejemplo 65. (Continuación del ejemplo 64)
En nuestro caso, un posible suceso es A ≡ salió 5. Pero también es

un suceso B ≡ salió par, C ≡ salió 2 o 3, etc.

Nótese que un suceso no es necesariamente un resultado posible del
experimento, sino que nos sirven como sucesos grupos de resultados po-
sibles. Esto podría parecernos extraño si lo comparamos con estadística
descriptiva, donode solo nos preocupábamos por las modalidades. Es-
ta diferencia es una consecuencia de que el espacio muestral pueda ser
un conjunto infinito, lo que nos impide hacer una lista del estilo de la
tabla de frecuencias. Aunque esto parece una complicación y una gran
diferencia respecto a estadística descriptiva, en realidad no es así. De
hecho, en estadística descriptiva podíamos responder a preguntas sobre
la frecuencia con que aparecía algún grupo de resultados. Para calcular
esta frecuencia bastaba sumar las frecuencias de cada uno de las moda-
lidades. Esto no será posible siempre en probabilidad porque el espacio
muestral puede ser infinito; sin embargo, si es finito, veremos que el
funcionamiento es idéntico al que se realizó en estadística descriptiva.

Dado un suceso, este puede identificarse con un subconjunto del
espacio muestral; este subconjunto es el formado por aquellos resultados
que harían que el suceso fuese cierto.

Ejemplo 66. (Continuación del ejemplo 64)
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En nuestro caso, un posible suceso es A ≡ salió 5, que se identifica
con A = {5}. Análogamente, B ≡ salió par, se identifica con B =
{2, 4, 6}.

El conjunto de sucesos se denota por A. Aunque en general no es
así, en este manual se identificará el conjunto de sucesos con el conjunto
de todos los subconjuntos de Ω, que se denota por P(Ω). Por tanto,
podemos reducirnos a estudiar lo que pasa con subconjuntos de Ω en
lugar de utilizar frases. Esto nos dará una visión más clara de los suce-
sos y nos permitirá representarlos mediante diagramas de Venn, como
veremos más adelante.

Dado un suceso, puede ocurrir que no se pueda descomponer en suce-
sos más simples. Los sucesos más simples, que no se pueden descomponer
en otros más pequeños, reciben el nombre de sucesos elementales y
coinciden con los resultados del experimento. Son el equivalente de las
modalidades que teníamos en estadística descriptiva.

Ejemplo 67. (Continuación del ejemplo 64)
En nuestro caso, A = {5} es un suceso elemental.

Se define el suceso imposible como aquel que no puede ocurrir.
Cualquier suceso imposible se identifica con el subconjunto que no tiene
elementos, puesto que ningún resultado posible del experimento hace
que se verifique; este subconjunto que no tiene elementos es llamado
subconjunto vacío y se denota por ∅.

Ejemplo 68. (Continuación del ejemplo 64)
En nuestro caso, A ≡ salió 7, es un suceso imposible.

Se define el suceso seguro como aquel que ocurre siempre. Cual-
quier suceso seguro se identifica con el subconjunto de todos los elemen-
tos, llamado subconjunto total y denotado por Ω.

Ejemplo 69. (Continuación del ejemplo 64)
En nuestro caso, A ≡ salió algo menor que 7, es un suceso seguro.

Dados dos sucesos, A,B, diremos que A implica B si siempre que
ocurre A ocurre B. En el caso de la identificación con subconjuntos,
esto quiere decir que A está contenido en B, denotado A ⊆ B.
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Ejemplo 70. (Continuación del ejemplo 64)
Si A ≡ salió 2 y B ≡ salió par, entonces A implica B. En términos

de subconjuntos A = {2} ⊆ B = {2, 4, 6}.
Dados dos sucesos, A,B, diremos que A y B son equivalentes si

A implica B y B implica A. En el caso de la identificación con subcon-
juntos, esto quiere decir que A = B. En realidad, la equivalencia quiere
decir que estamos diciendo lo mismo de dos formas diferentes.

Ejemplo 71. (Continuación del ejemplo 64)
En nuestro caso, A ≡ salió par y B ≡ salió 2, 4 o 6, son sucesos

equivalentes.

Dados dos sucesos, A,B, diremos que A y B son incompatibles si
siempre que ocurre A no ocurre B y viceversa, es decir, no pueden ocurrir
simultáneamente. En el caso de la identificación con subconjuntos, esto
quiere decir que A y B no tienen ningún elemento en común. Nótese que
esto no significa que si A no ocurre, necesariamente tenga que ocurrir
B; es posible que no ocurra ninguno de los dos.

Ejemplo 72. (Continuación del ejemplo 64)
Si A ≡ salió 5, y B ≡ salió par, entonces A y B son incompatibles.

En términos de subconjuntos A = {5} y B = {2, 4, 6}, que no tienen
ningún elemento en común.

Como los sucesos se pueden identificar con subconjuntos del espa-
cio muestral, pueden representarse mediante diagramas de Venn. Esta
representación puede ser muy útil a la hora de resolver problemas. Los
diagramas de Venn consisten en un rectángulo que representa el espacio
muestral; ahora cada suceso es una región del rectángulo, dentro de la
cual están los resultados que hacen que el suceso sea cierto.

Ejemplo 73. (Continuación del ejemplo 64)
Si A = {2, 4, 6} y B = {1, 2, 3} entonces estos sucesos pueden repre-

sentarse como aparece en la figura 5.1.

5.1.3. Operaciones entre sucesos
Dentro del conjunto de todos los sucesos A podemos definir tres

operaciones básicas: negación, conjunción y disyunción.
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Figura 5.1. Representación de sucesos mediante diagramas de Venn.

Dado un suceso A, se define el suceso negación de A como el suceso
que ocurre siempre que no ocurre A. En términos de operaciones de
conjuntos, la negación se corresponde con el complementario, es decir,
con el subconjunto de los elementos que no están en A. Lo denotaremos
por Ac. Se corresponde con el «no» de la lógica proposicional en términos
de frases.

Ejemplo 74. (Continuación del ejemplo 64)
En nuestro caso, A ≡ salió par, tiene como complementario Ac ≡

no salió par, es decir, salió impar. En términos de subconjuntos A =
{2, 4, 6} y Ac = {1, 3, 5}.

En particular, el complementario de Ω es ∅ y viceversa.
Nótese que Ac es incompatible con A y que siempre que no ocurre

A ocurre Ac. Además, puede comprobarse que el complementario del
complementario es el subconjunto inicial, es decir, (Ac)c = A.

Dados dos sucesos A y B, se define la conjunción de A y B como
el suceso que ocurre siempre que ocurran A y B simultáneamente. En
términos de conjuntos se corresponde con la intersección, es decir, con
el subconjunto de elementos que están tanto en A como en B. Lo deno-
taremos por A∩B. Se corresponde con el «y» de la lógica proposicional
en términos de frases.
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Ejemplo 75. (Continuación del ejemplo 64)
En nuestro caso, A = {2, 3}, B = {3, 5} entonces A ∩B = {3}.

Nótese que en particular A ∩ Ac = ∅ y, en general, si A y B son
incompatibles, A ∩ B = ∅, ya que no pueden ocurrir simultáneamente.
Por otra parte, se cumple que Ω ∩ A = A, A ∩ ∅ = ∅, cualquiera que
sea el suceso A.

Dados dos sucesos A y B, se define la disyunción de A y B como
el suceso que ocurre siempre que ocurre A, ocurre B, u ocurren A y
B simultáneamente. En términos de conjuntos se corresponde con la
unión, es decir, con el subconjunto de elementos que están en A, en
B, o en ambos. Lo denotaremos por A ∪ B. Se corresponde con la «o»
de la lógica proposicional en términos de frases. Es importante tener
en cuenta que no es una «o» de tipo excluyente, en el sentido de que
consideramos dentro de la disyunción los resultados en que tanto A
como B son ciertos. Es decir, que nos sirven los resultados para los que
A se cumple y B no, los resultados para los que B se cumple y A no, y
los resultados en que ambos se cumplen.

Ejemplo 76. (Continuación del ejemplo 64)
En nuestro caso, A = {2, 3}, B = {3, 5} entonces A ∪B = {2, 3, 5}.

Nótese que en particular A∪Ac = Ω. Por otra parte, se cumple que
Ω ∪ A = Ω, A ∩ ∅ = A, cualquiera que sea el suceso A.

Las operaciones entre sucesos pueden representarse de forma muy
sencilla mediante diagramas de Venn.

Ejemplo 77. (Continuación del ejemplo 64)
Si A = {2, 4, 6} y B = {1, 2, 3} entonces se puede ver por ejemplo

en la figura 5.2 que A ∩B = {2}.

A (Ω,A,∪,∩,c ) se le llama espacio probabilizable.

5.1.4. Probabilidad
Ya estamos en condiciones de dar la definición axiomática de pro-

babilidad. En este sentido, es muy útil considerar la probabilidad de un
suceso como la proporción de veces que pasa ese suceso.
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Figura 5.2. Representación de la intersección de sucesos mediante diagramas
de Venn.

Dado un experimento aleatorio con un espacio muestral Ω y un con-
junto de sucesos A, se define la probabilidad como una aplicación

P : A → [0, 1]

que satisface las siguientes propiedades:

1. P (A) ≥ 0 cualquiera que sea el suceso A.

2. P (Ω) = 1.

3. Si A1 ∩A2 = ∅, entonces P (A1 ∪ A2) = P (A1) + P (A2).

Aunque esta definición parece muy abstracta, en realidad está re-
flejando algunas de las propiedades que de manera intuitiva debería
verificar la probabilidad:

Si tenemos en mente la idea de la proporción, el primer axioma
no dice más que dado un suceso, su probabilidad nunca es negativa,
y esto es lógico, pues la proporción de veces que pasa algo nunca es
negativa; podría pasar que el suceso no pasase nunca, pero en este caso
la proporción valdría cero.
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El segundo axioma nos dice que la proporción de veces que pasa el
suceso seguro es 1, lo que vuelve a ser lógico, porque el suceso seguro
pasa siempre.

Finalmente, el tercer axioma nos dice que si cogemos dos sucesos
que no pueden aparecer al mismo tiempo, la proporción de veces que
aparece el suceso unión es la suma de las proporciones de cada suceso.

Ejemplo 78. (Continuación del ejemplo 64)
Como veremos posteriormente, la probabilidad en nuestro ejemplo

viene dada por

P (A) =
|A|
6
,

donde |A| denota el cardinal de A, es decir, el número de elementos que
tiene A. Nótese que intuitivamente es lo que esperábamos, en el sentido
de que la probabilidad de cualquier valor posible al lanzar el dado debería
ser 1

6
(debería aparecer idealmente una de cada seis vees que se lance el

dado).
Hay que tener en cuenta que si lanzamos el dado 6 veces, no nece-

sariamente nos saldrá un valor cada vez; tal vez el valor 2 salga 2 veces
y 6 no salga nunca. Esto no implica que P (2) = 2

6
y P (6) = 0. Esto

es debido a que la probabilidad presupone la frecuencia ideal, o visto de
otra forma, cuando lanzamos el dado infinitas veces.

Si consideramos A = {2}, B = {4, 6}, entonces P (A) = 1
6
, P (B) =

2
6
. Por otra parte, A ∪B = {2, 4, 6} y, por tanto, P (A ∪B) = 3

6
.

Nótese que si los sucesos no son incompatibles, la probabilidad de la
unión no es necesariamente la suma de probabilidades, pues la probabi-
lidad de la intersección se estaría considerando por duplicado.

Ejemplo 79. (Continuación del ejemplo 64)
Si consideramos A = {2, 4}, B = {4, 6}, entonces P (A) = 2

6
, P (B) =

2
6
. Por otra parte, A ∪B = {2, 4, 6} y, por tanto, P (A ∪B) = 3

6
6= 4

6
.

A la terna (Ω,A, P ) se le llama espacio de probabilidad. La pro-
babilidad, desde un punto de vista matemático, es un caso particular
de lo que se llama una medida. Son medidas cualquier cosa que sea
susceptible de ser medida, como la altura, el peso... Nótese que para
todas estas situaciones, el primer y el tercer axioma de probabilidad
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se cumplen. La probabilidad es una medida especial, que nunca supera
el valor 1. Como consecuencia, las propiedades de la probabilidad son
muy similares a las propiedades de las áreas, y esto permite pensar en
probabilidades como áreas de regiones en un rectángulo de área 1 (el
espacio muestral). Por ello, los diagramas de Venn son my útiles para
representar sucesos y sus probabilidades.

5.2. Propiedades de la probabilidad
Veamos ahora algunas otras propiedades que verifican las medidas

de probabilidad. Para ellos nos basaremos en este ejemplo:

Ejemplo 80.
Consideremos de nuevo el número de crías de conejo en una camada

del capítulo 3, donde Ω = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, pero ahora supongamos que
estudios anteriores han permitido obtener las probabilidades para cada
uno de los sucesos elementales que aparecen en la tabla 5.1.

xi 0 1 2 3 4 5 6
pi 0.04 0.06 0.30 0.30 0.15 0.05 0.10

Tabla 5.1. Probabilidades de los sucesos elementales del ejemplo 80.

Se podría argumentar que la probabilidad debería ser definida sobre
cualquier subconjunto de Ω y no solo sobre los sucesos elementales. Sin
embargo, veremos a continuación que en este caso es posible obtener
estos valores a partir de las probabilidades sobre los sucesos elementales
y, por tanto, no es necesario explicitarlas.

Por otra parte, nótese que los valores obtenidos no coinciden con las
frecuencias obtenidas en el capítulo de estadística descriptiva unidimen-
sional para los datos muestrales obtenidos, aunque son valores similares.

Vamos ahora a ir enumerando las distintas propiedades:

Propiedad 1. Si tenemos varios sucesos A1, ..., Ak incompatibles
dos a dos (es decir, Ai ∩Aj = ∅ si i 6= j), entonces

P (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Ak) = P (A1) + P (A2) + ...+ P (Ak).
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En particular, si Ω es finito, este resultado nos dice que para hallar
la probabilidad de cualquier subconjunto basta conocer las probabilida-
des de los subconjuntos unipuntuales (los sucesos elementales) y sumar
luego las probabilidades de los elementos que están en el subconjunto
considerado. Esta misma propiedad se tenía también en estadística des-
criptiva. En el caso de referenciales infinitos, en ocasiones bastará con
conocer la probabilidad de los sucesos elementales, pero en otros casos
deberemos utilizar otras técnicas para determinar las probabilidades.
Esto se tratará en el próximo capítulo.

Ejemplo 81. (Continuación del ejemplo 80)
Si A = {0, 1}, B = {2, 3}, entonces es fácil comprobar que P (A) =

0,1, P (B) = 0,6, por lo que la propiedad anterior nos dice que P (A ∪
B) = 0,7. Compruébese que este valor coincide con P ({0, 1, 2, 3}).

Nótese que este resultado es lógico, pues si tenemos A1, ..., Ak, in-
compatibles dos a dos, la probabilidad de la unión de todos ellos podría
hacerse de la siguiente manera: en primer lugar se unen los dos primeros
A1 ∪ A2 = B1 y se aplica el tercer axioma de probabilidad; entonces,
P (B1) = P (A1) + P (A2). A continuación se unen B1 y A3 (que tam-
bién son incompatibles), y nuevamente por el tercer axioma obtenemos
P (B1 ∪ A3) = P (B1) + P (A3), es decir, P (A1) + P (A2) + P (A3). Y
así sucesivamente hasta que terminemos nuestros k subconjuntos. Este
proceso se llama en matemáticas proceso de inducción.

Si pensamos en términos de proporciones, el resultado nos dice que
la proporción de veces que pasa alguno de los sucesos incompatibles
entre sí considerados es la suma de las correspondientes proporciones,
como era de esperar.

La condición de que sean incompatibles dos a dos es necesaria, como
se ve en la próxima propiedad.

Propiedad 2. Dados A,B dos sucesos cualesquiera,

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Ejemplo 82. (Continuación del ejemplo 80)
Si A = {0, 1}, B = {1, 2}, entonces se tiene que P (A) = 0,1, P (B) =

0,36 y además P (A∩B) = 0,06; así, la propiedad anterior nos dice que
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P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) = 0,4. Compruébese que esta es
la probabilidad de P ({0, 1, 2}).

Para entender esta propiedad es muy útil recurrir a los diagramas
de Venn y pensar las propiedades en términos de áreas. En este caso,
en nuestro ejemplo tendríamos una situación como la dada en la figura
5.3.

A B

Figura 5.3. Representación gráfica de la propiedad 2.

Entonces puede verse que al unir A y B, hay una región que se cuenta
dos veces y que, por tanto, es necesario eliminar una vez; esta región
coincide con lo que tienen en común las regiones A y B, que viene dado
por su intersección A ∩B.

Propiedad 3. Sean los sucesos A1, ..., An; entonces
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P (A1 ∪ ... ∪ An) =

n
∑

i=1

P (Ai)

−
∑

i<j

P (Ai ∩Aj)

+
∑

i<j<k

P (Ai ∩ Aj ∩ Ak)

−...

+(−1)n−1P (A1 ∩ ... ∩An).

El resultado anterior se llama principio de inclusión-exclusión y es
una generalización de la propiedad 2 que se obtiene aplicando el proce-
so de inducción. Por ejemplo, si tuviésemos tres sucesos, A1, A2, A3, el
principio de inclusión-exclusión establece que

P (A1 ∪ A2 ∪ A3) = P (A1) + P (A2) + P (A3)

−P (A1 ∩ A2)− P (A1 ∩A3)− P (A2 ∩A3)

+P (A1 ∩ A2 ∩A3).

Propiedad 4. Dado cualquier suceso A, se tiene

P (Ac) = 1− P (A).

Ejemplo 83. (Continuación del ejemplo 80)
Si A = {0, 1}, se tiene que

P (Ac) = P ({2, 3, 4, 5, 6}) = 1− P (A) = 1− 0,1 = 0,9.

Desde el punto de vista de proporciones, este resultado es lógico pues
no dice más que la proporción de veces que no pasa algo es 1 menos
la proporción de veces que pasa ese suceso o, dicho de otra forma, la
proporción de veces que no se gana es 1 menos la proporción de veces que
se gana. O sea, que dado cualquier resultado del experimento siempre
podemos decir si pasa o no pasa.
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Propiedad 5. Siempre se cumple

P (∅) = 0.

Esta propiedad nos dice que la probabilidad de que pase algo impo-
sible es cero, o sea, que lo que no puede pasar no pasa nunca.

Propiedad 6. Dado cualquier suceso A, se tiene

0 ≤ P (A) ≤ 1.

Esta propiedad nos dice que la proporción de veces que pasa algo
está entre 0 y 1.

Propiedad 7. Dados A y B tales que A ⊆ B, entonces

P (A) ≤ P (B).

Ejemplo 84. (Continuación del ejemplo 80)
Si A = {0, 1} y B = {0, 1, 2}, entonces puede verse que P (A) =

0,1 < P (B) = 0,4.
Nótese sin embargo que si C = {0, 1, 7}, entonces P (A) = P (C).

Esta propiedad no dice más que si un suceso A implica otro B,
este último aparecerá al menos con la misma frecuencia. Esto es lógico,
pues siempre que aparece A aparece B. En otras palabras, si podemos
apostar por más resultados que otro jugador, tenemos al menos la misma
probabilidad de ganar.

Aunque en este ejemplo la forma de conseguir la igualdad es aña-
diendo al subconjunto más grande resultados que no pueden ocurrir,
veremos en el siguiente capítulo situaciones en que añadiendo resulta-
dos posibles también se da la igualdad (serán casos en los que el espacio
muestral tenga cardinal infinito).

Nótese finalmente que estas propiedades son tan lógicas como los
tres axiomas de la definición de probabilidad; entonces, ¿por qué no
incluirlas en la definición? En primer lugar, hay una razón práctica: se
haría extraordinariamente pesado dar la definición enumerando todas
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las propiedades lógicas que se verifican. Sin embargo, la razón de fondo
está en las propiedades matemáticas de los axiomas; desde un punto de
vista matemático, todas estas propiedades pueden demostrarse a partir
de los axiomas; en realidad, las axiomáticas tratan de dar el menor
número de propiedades posibles (y no siempre las más lógicas) mediante
las cuales se puedan deducir los otros resultados (que tampoco tienen
que ser tan evidentes como los que hemos visto en esta sección).

5.3. Regla de Laplace
Hasta ahora hemos visto las propiedades que tiene que verificar una

probabilidad; sin embargo, dado un problema real, ¿cómo hallamos la
probabilidad que modela el fenómeno aleatorio? A continuación vamos
a ver una posibilidad para asignar probabilidades a sucesos conocida
como regla de Laplace.

La regla de Laplace se basa en el llamado postulado de indiferen-
cia:

Si un fenómeno aleatorio cualquiera puede dar lugar a k sucesos elemen-
tales distintos y no se conoce razón alguna que favorezca la aparición de
un resultado respecto de los otros, debe admitirse que todos tienen igual
probabilidad (igual a 1

k
).

Ejemplo 85. (Continuación del ejemplo 64)
En este caso estamos en las condiciones del postulado de indife-

rencia. Por tanto, podemos asignar probabilidad 1
6

a todos los posibles
resultados.

Nótese que se está suponiendo que el número de posibles resultados
es finito. En caso de haber infinitos resultados posibles, no puede apli-
carse el postulado de indiferencia incluso aunque todos los resultados
parezcan igualmente lógicos, pues ∞ no es un número entero.

Aplicando ahora los resultados de la sección anterior, sabemos que
la probabilidad de cualquier suceso se puede hallar sumando las proba-
bilidades de los sucesos elementales contenidos en él. Esto es lo que nos
dice la regla de Laplace, que se enuncia de la siguiente manera:
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Si el postulado de indiferencia es aplicable, la probabilidad de un suceso
es el cociente entre el número de casos favorables y el número de casos
posibles. Es decir,

P (A) =
cantidad de resultados favorables al suceso A

cantidad de resultados posibles del experimento
.

Ejemplo 86. (Continuación del ejemplo 64)
En nuestro caso del dado,

P ({1, 2, 3}) = 3

6
, P (par) =

3

6
, P ({1, 2, 3, 4}) = 4

6
.

El problema ahora se reduce a contar el número de casos posibles de
un experimento y el número de casos favorables de un suceso. Por ejem-
plo, si escogemos ordenadamente cuatro cartas de una baraja de 40,
¿cuántos resultados posibles tiene el experimento? Para resolver este
problema, se usan técnicas de combinatoria; en nuestro caso, usaremos
las técnicas más básicas: permutaciones, combinaciones y variaciones.
Un resumen del funcionamiento de estas técnicas se incluye en el apén-
dice A.

La regla de Laplace solo puede aplicarse en aquellas situaciones en
que el postulado de indiferencia es cierto. Así, en el ejemplo 80 del nú-
mero de crías por camada, no parecen igualmente lógicos los resultados
2 y 6. Otro ejemplo en el que no se puede aplicar la regla de Laplace es
para hallar la probabilidad de las notas de un examen, pues tampoco
parece igualmente probable el valor 5 que el valor 10 (o 0).

5.4. Probabilidad condicionada.
Independencia

5.4.1. Probabilidad condicionada
Supongamos ahora un experimento aleatorio. En principio, nosotros

no sabemos cuál es el resultado del experimento; sin embargo, es posible
que sepamos que ha ocurrido un suceso A, aunque no sepamos qué
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resultado dentro de A ha ocurrido. Esta información limita el número de
posibles resultados del experimento; de hecho, ahora todos los resultados
que no están en el suceso A pasan a ser imposibles. Lo mismo va a
ocurrir con los sucesos en general; así, la probabilidad de cada suceso
puede cambiar con la nueva información (diremos que se actualiza).

Ejemplo 87. (Continuación del ejemplo 64)
Supongamos nuevamente el experimento de lanzar un dado; la distri-

bución de probabilidad de cada suceso P (A) ya se halló mediante la regla
de Laplace. Si tenemos la información adicional de que el resultado del
experimento ha sido par (suceso B), entonces los posibles resultados del
experimento pasan a ser 2, 4, 6; nuevamente estamos en las condicio-
nes del postulado de indiferencia, pero ahora sobre un nuevo referencial
Ω′ = {2, 4, 6} y, por tanto, deducimos que P ′(2) = P ′(4) = P ′(6) = 1

3
.

A partir de estos valores podemos definir las probabilidades de cualquier
suceso. Por ejemplo, si A = {1, 3, 4}, se tiene P ′(A) = 1

3
pues 1 y 3 son

resultados imposibles; nótese que antes se tenía P (A) = 3
6
.

Es importante tener en cuenta que en este ejemplo se tiene

P ′(A) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Esta igualdad se va a tener en general.

En realidad, lo que nos lleva definir la probabilidad condicionada es
lo siguiente: En principio nosotros tenemos una probabilidad para cada
suceso. Sin embargo, si tenemos una información adicional, lo lógico es
que utilicemos esta información, y lo haremos corrigiendo la probabili-
dad inicial de cada suceso. Así, hay resultados que ya no pueden ocurrir,
de forma que los únicos resultados posibles de A son los que están tam-
bién en B, es decir, solo es posible A ∩ B. Pero por otra parte, estos
resultados son más lógicos de lo que eran antes porque se ha reducido
el número de opciones posibles para el experimento. Este factor de co-
rrección es el denominador P (B). Y es este valor porque ahora, con la
información nueva, P (B) pasa a ser 1 porque es seguro.

Basándonos en la igualdad que aparece en el ejemplo anterior, se
define para un suceso B, con P (B) > 0, y para cualquier otro suceso A
la probabilidad de A condicionada por B y se denota P (A/B) al
valor
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P (A/B) =
P (A ∩ B)

P (B)
.

Una interpretación gráfica del funcionamiento de la definición de
probabilidad condicionada se da en la figura 5.4.

B

Bc

A ∩ Bc

A ∩B

Figura 5.4. Interpretación gráfica de la definición de probabilidad condicio-
nada a partir de diagramas de Venn.

Nótese que por la propia definición de probabilidad condicionada, es
necesario que P (B) > 0, pues no puede dividirse por 0. Desde un punto
de vista intuitivo esto es razonable, pues si sabemos que ha ocurrido
algo, necesariamente ese suceso tiene que poder ocurrir (aunque, como
veremos posteriormente, hay sucesos con probabilidad 0 y que pueden
ocurrir).

Ejemplo 88. (Continuación del ejemplo 64)

Sea B ≡ salió par. Entonces, si A1 = {1}, A2 = {1, 2}, A3 = {2}
se tiene que P (A1) = 1/6, P (A2) = 2/6, P (A3) = 1/6, mientras que
P (A1/B) = 0, P (A2/B) = 1/3, P (A3/B) = 1/3. Es decir, la probabi-
lidad condicionada implica una actualización de la probabilidad de los
sucesos que puede hacer que esta probabilidad disminuya, aumente o
permanezca igual.
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5.4.2. Independencia entre sucesos
Como se ha visto anteriormente, la nueva probabilidad condicionada

no tiene que ser necesariamente diferente de la probabilidad inicial.
Consideremos el siguiente ejemplo, que nos va servir para introducir

la noción de independencia entre sucesos.

Ejemplo 89.
Se lanzan simultáneamente un dado y una moneda. En este caso, el

espacio muestral viene dado por

Ω = {(C, 1), (C, 2), (C, 3), (C, 4), (C, 5), (C, 6),
(X, 1), (X, 2), (X, 3), (X, 4), (X, 5), (X, 6)}

y por el postulado de indiferencia, todos estos sucesos elementales tienen
la misma probabilidad, que será 1/12.

Ahora, la probabilidad de obtener un número par es, por la regla
de Laplace, P (Par) = 6

12
= 1

2
. Por otra parte, si nos diesen la infor-

mación de que se ha obtenido cara en el lanzamiento de la moneda,
se tendría que ahora solo los seis primeros resultados son posibles, y
P (Par/cara) = 3

6
= 1

2
. Hemos obtenido entonces el mismo resultado

que cuando no teníamos ninguna información sobre el resultado de la
moneda. Y esto parece lógico, pues el conocimiento del resultado del
lanzamiento de la moneda no debería afectar a nuestro sistema de pro-
babilidades sobre el dado; es decir, conocer que ha pasado B no influye
en lo lógico que es que haya pasado A.

Basándonos en el ejemplo anterior, decimos que A es independien-
te de B si

P (A/B) = P (A).

Ahora bien, si A es independiente de B entonces

P (A) = P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
,

de donde se obtiene

P (A)P (B) = P (A ∩ B).
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Por tanto, si P (A) > 0, se tiene P (B) = P (A∩B)
P (A)

= P (B/A). Así, si A
es independiente de B, también B es independiente de A. Esto significa
que tenemos una simetría. Así, en lo que sigue diremos que A y B son
independientes cuando se cumpla

P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Nótese que en este caso ya no tenemos probabilidades condicionadas
ni hay ninguna probabilidad que divida, por lo que esta fórmula es
válida aunque alguno de los sucesos tenga probabilidad 0. De hecho,
si P (A) = 0, siempre se tendrá que A es independiente de cualquier
otro suceso. Esto es lógico desde un punto de vista intuitivo, pues si A
es imposible, la información de que ha ocurrido otro suceso no lo hace
posible.

Se puede comprobar que si A y B son independientes, también lo
son A y Bc, Ac y B, y también Ac y Bc. Y esto es lógico, pues si
el conocimiento de que ha pasado B no cambia la probabilidad de A,
tampoco debe cambiar la probabilidad de Ac.

Ejemplo 90. (Continuación del ejemplo 64)
En nuestro caso, A = {2, 3} y B = {2, 4, 6} son independientes pues

PA) ·P (B) = 1
3
· 1
2
= 1

6
= P (A∩B). Esto implica que también se cumple

P (Ac/B) = P (Ac) = 2
3
, como puede comprobarse fácilmente.

Cuando tenemos n sucesos, la definición de independencia es que
sean independientes dos a dos, tres a tres, etc. Matemáticamente, A1, ..., An

son independientes si y solo si

P (Ai ∩Aj) = P (Ai)P (Aj) ∀i 6= j (indep. dos a dos)

P (Ai ∩ Aj ∩Ak) = P (Ai)P (Aj)P (Ak) ∀i 6= j 6= k (indep. tres a tres)

... ... ...

5.5. Teoremas de la probabilidad total y de
Bayes

En esta sección veremos dos resultados muy importantes: los teore-
mas de la probabilidad total y de Bayes. Estos dos resultados son muy
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útiles para resolver problemas de probabilidad.

5.5.1. Particiones
Antes de enunciar estos resultados, necesitamos introducir el con-

cepto de partición. Dado un conjunto Ω, se dice que una serie de sub-
conjuntos {A1, ..., Ak} de Ω determinan una partición si se verifican
las dos condiciones siguientes:

A1 ∪ ... ∪ Ak = Ω.

Ai ∩ Aj = ∅, ∀i 6= j.

En realidad, lo que estamos haciendo con una partición es dividir
el conjunto Ω en trozos más pequeños. La primera condición establece
que si volviésemos a unir todos los trozos se volvería a recuperar el
conjunto total; dicho de otra manera, dado cualquier elemento de Ω,
siempre existirá un conjunto Ai en el cual esté. La segunda condición
establece que solo existe un Ai que contenga a este elemento.

Por ejemplo, el conjunto de las notas puede particionarse en

{suspensos, aprobados, notables, sobresalientes, matrículas de honor},

ya que dada una nota, esta nota está en alguna de las categorías ante-
riores y solo en una de ellas.

Ejemplo 91. (Continuación del ejemplo 64)
Dado el ejemplo del dado, podemos particionar el espacio muestral

Ω en {A,B} donde A ≡ pares = {2, 4, 6} y B ≡ impares = {1, 3, 5}.
No es una partición A = {2, 4, 6} y C = {3, 5} pues 1 no está en ni

en A ni en B.
Tampoco es partición A = {2, 4, 6} y D = {1, 2, 3, 5} pues 2 aparece

en los dos.

5.5.2. Teorema de la probabilidad total
Supongamos ahora que tenemos que hallar la probabilidad de un

suceso B. En muchas ocasiones, este es un problema complicado. Sin
embargo, es posible que podamos hallar fácilmente las probabilidades de
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la parte de B que esté en unas determinadas partes de Ω. Si estas partes
determinan una partición, entonces podemos hallar la probabilidad de
B como suma de las probabilidades en cada parte, como se ve en la
figura 5.5.

A1

A2

A3

B

Figura 5.5. Descomposición de P (B) (en color) como suma de las probabi-
lidades dadas por P (B ∩A1), P (B ∩A2), P (B ∩A3) (en color y rayadas). Los
conjuntos A1, A2, A3 determinan una partición del espacio muestral.

Téngase en cuenta que si la partición es {A1, ..., Ak}, la probabilidad
de B en la parte Ai es P (B ∩ Ai).

El teorema de la probabilidad total establece que si {A1, ..., Ak} de-
termina una partición de Ω y B es un suceso, entonces

P (B) = P (B ∩A1) + ...+ P (B ∩Ak).

Esto es en realidad una consecuencia de las propiedades de la pro-
babilidad que se vieron anteriormente.

Ejemplo 92. (Continuación del ejemplo 64)
Consideremos el ejemplo del dado y la partición {pares, impares},

sea el suceso B ≡ sale menor que tres. Es fácil comprobar que P (B) = 2
6

aplicando la regla de Laplace. Por otra parte, si A1 ≡ sale par y A2 ≡
sale impar, entonces B∩A1 = {2}, luego P (B∩A1) =

1
6
. Análogamente,

P (B ∩A2) = P ({1}) = 1
6
, con lo que se obtiene el resultado establecido

en el teorema de la probabilidad total.
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En la situación anterior, ha sido sencillo calcular las probabilidades
de cada una de las intersecciones. Y además podíamos obtener la proba-
bilidad que nos interesaba directamente. Así, no parece que tenga mucho
sentido usar este resultado. En situaciones más complicadas, tampoco
es sencillo calcular directamente las probabilidades de cada intersección.

El teorema de la probabilidad total es interesante cuando sea po-
sible clacular de forma sencilla las probabilidades de cada uno de los
subconjuntos que determinan la partición y la probabilidad del suceso
del que queremos hallar la probabilidad, condicionado a cada elemen-
to de la partición. En ese caso, aplicando la definición de probabilidad
condicionada, se tiene

P (B/Ai) =
P (B ∩Ai)

P (Ai)
⇒ P (B ∩ Ai) = P (Ai)P (B/Ai).

Por tanto, si es posible sencillo las probabilidades condicionadas,
entonces podemos calcular la probabilidad de cada una de las intersec-
ciones, y finalmente calcular la probabilidad que nos interesaba. Esto es
lo que nos dice el teorema de la probabilidad total, que puede escribirse

P (B) = P (B ∩ A1) + ... + P (B ∩Ak)

= P (A1)P (B/A1) + ...+ P (Ak)P (B/Ak).

Esta última expresión es la más utilizada en la práctica.

Ejemplo 93.
Se lanza un dado 3 veces. En cada lanzamiento, si sale par se in-

troduce una bola blanca en una urna, mientras que si sale impar, se
introduce una bola negra. A continuación, se saca una bola de la urna,
¿cuál es la probabilidad de que sea blanca?

Denotemos B ≡ Sale una bola blanca. En este caso el problema es
que no sabemos cuál es la composición de la urna en el momento de la
extracción. Si lo supiésemos (por ejemplo, si hubiese dos bolas blancas
y una negra), sí seríamos capaces de resolver el problema (en el caso
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anterior sería 2
3
). Entonces, es sencillo calcular la probabilidad de B

condicionada (si conocemos) cada una de las posibles composiciones de
la urna antes de la extracción.

Por otra parte, tenemos que todas las posibles composiciones nos de-
terminan una partición, en el sentido de que la urna tiene una compo-
sición y solo una. Si consideramos entonces como partición las posibles
composiciones de la urna tenemos {tres bolas blancas, dos bolas blancas
y una negra, una bola blanca y dos negras, tres bolas negras}. Denote-
mos A1 ≡ Salen tres impares, A2 ≡ Salen dos impares y un par, A3 ≡
Sale un impar y dos pares, A4 ≡ Salen tres pares. Entonces primera-
mente tenemos que hallar P (B/Ai), i = 1, ..., 4. En este caso tenemos la
ventaja de que en cada situación ya sabemos la composición de la urna;
luego aplicando la regla de Laplace (cada una de las tres bolas tiene la
misma probabilidad de salir), se obtiene:

P (B/A1) = 0, P (B/A2) =
1

3
, P (B/A3) =

2

3
, P (B/A4) = 1.

Nos falta hallar, para poder aplicar el teorema de la probabilidad to-
tal, las probabilidades de cada uno de los elementos de la partición. Para
ello, nótese en primer lugar que no es igualmente probable que salgan
tres pares y que salgan dos pares y un impar, pues en el segundo caso
tenemos la libertad de determinar en qué lanzamiento salió el número
impar. Los posibles resultados del experimento son

Ω = {PPP, PPI, P IP, IPP, PII, IPI, IIP, III},
donde I ≡ sale impar y P ≡ sale par. En este caso sí tenemos que los
ocho resultados posibles son equiprobables, luego aplicando la regla de
Laplace obtenemos

P (A1) =
1

8
, P (A2) =

3

8
, P (A3) =

3

8
, P (A4) =

1

8
.

Entonces, la probabilidad que nos piden es

P (B) =
1

8
× 1 +

3

8
× 2

3
+

3

8
× 1

3
+

1

8
× 0 =

1

2
.

El teorema de la probabilidad total es muy útil en problemas en los
que se puede utilizar diagramas de árbol para modelar el experimento.
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Esto es lo que pasa por ejemplo en la situación anterior, en la que el
experimento se realiza en dos etapas. En este caso el diagrama de árbol
sería el que aparece en la figura 5.6.

A1

A2

A3

A4

1/8

3/8

3/8

1/8

B

N

B

N

B

N

B

N

0
1

1/3
2/3

2/3
1/3

1
0

0

1/8

1/8

2/8

2/8

1/8

1/8

0

Figura 5.6. Representación de la situación del ejemplo 93 mediante una
diagrama de árbol.

Entonces P (B) se puede calcular sumando las probabilidades de los
caminos que terminan en B. La probabilidad de cada camino se halla
multiplicando las probabilidades de cada uno de sus tramos. Así,

P (B) = 0 +
1

8
+

2

8
+

1

8
=

1

2
,

que es lo mismo que se había obtenido anteriormente.
Para saber si es adecuado aplicar el teorema de la probabilidad total

en un problema concreto es útil plantearse la siguiente pregunta: ¿por
qué no se puede dar una respuesta directa a la probabilidad que quiero
hallar? Así, en el problema del ejemplo 93, no podemos contestar direc-
tamente a la pregunta porque no sabemos cuál es la composición de la
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urna. A continuación debemos preguntarnos: si tuviese la información
que me falta, ¿podría contestar? En el ejemplo anterior, si conocemos la
composición, podemos hallar la probabilidad, y esto es así sea cual sea
la composición de la urna. Si la respuesta es afirmativa, es muy probable
que el teorema de la probabilidad total permita resolver el problema.

5.5.3. Teorema de Bayes
Supongamos ahora la siguiente situación:

Ejemplo 94. (Continuación del ejemplo 93)
Supongamos ahora que hemos extraído una bola la urna y ha sido

blanca, ¿cuál es la probabilidad de que las tres bolas de la urna sean
blancas?

En este ejemplo, nos piden la probabilidad de haber sacado tres nú-
meros pares, pero teniendo en cuenta la información adicional de que
al extraer una bola ha salido blanca. Esta información influye en el re-
sultado, pues nos indica que al menos en un lanzamiento del dado ha
salido par. Por ejemplo, si nos hubiesen preguntado la probabilidad de
haber obtenido tres números impares, con la información que tenemos
ya sabríamos que es imposible, mientras que sin esa información la pro-
babilidad era 1/8.

En muchas situaciones, es necesario calcular probabilidades condi-
cionadas y a priori no es sencillo calcularlas directamente.

Supongamos que tenemos que calcular P (A/B) y que el término que
no condiciona (es decir, A) puede ser considerado como un elemento de
una partición del conjunto de resultados.

Ejemplo 95. (Continuación del ejemplo 93)
En el ejemplo anterior, nos piden la probabilidad de obtener tres nú-

meros pares, y es un elemento de la partición del conjunto de resultados
del experimento como habíamos visto al usar el teorema de la probabili-
dad total. En nuestro caso, nos piden P (A4/B).

En este caso, nuestro problema se puede modelar por calcular P (Ai/B),
donde Ai es un elemento de la partición. Supongamos que nosotros
pudiésemos calcular la probabilidad condicionada al revés, es decir,
P (B/Ai). Esto suele ser más sencillo, tal y como vimos en el teorema
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de la probabilidad total. En este caso se tiene aplicando la definición de
probabilidad condicionada

P (Ai/B) =
P (Ai ∩ B)

P (B)
=

P (Ai)P (B/Ai)

P (B)
.

Por otra parte, es muy posible que P (B) no sea sencillo de calcular;
sin embargo, para calcular este valor podemos aplicar el teorema de la
probabilidad total, obteniendo

P (Ai/B) =
P (Ai)P (B/Ai)

P (A1)P (B/A1) + ... + P (Ak)P (B/Ak)
,

expresión que se conoce como teorema de Bayes.

Ejemplo 96. (Continuación del ejemplo 93)
En nuestro caso podemos calcular fácilmente P (B/A4) = 1, pues si

solo salen pares, las tres bolas son blancas y B es seguro.
Ahora debemos calcular todos los demás términos de la fórmula de

Bayes. Ya sabemos que

P (A1) =
1

8
, P (A2) =

3

8
, P (A3) =

3

8
, P (A4) =

1

8
.

Por otra parte,

P (B/A1) = 0, P (B/A2) =
1

3
, P (B/A3) =

2

3
, P (B/A4) = 1.

Finalmente, aplicando la fórmula del teorema de Bayes

P (A4/B) =
1
8
× 1

1
8
× 0 + 3

8
× 1

3
+ 3

8
× 2

3
+ 1

8
× 1

=
1
8
1
2

=
1

4
.

El valor del denominador es 1
2
, precisamente el valor que habíamos

obtenido al usar el teorema de la probabilidad total. Nótese que con la
información muestral, la probabilidad de obtener 3 números pares pasa
de ser 1

8
a ser 1

4
.

Al igual que para el teorema de la probabilidad total, el teorema de
Bayes es muy útil en problemas en los que se puede utilizar diagramas
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de árbol. En estas situaciones nos suelen pedir la probabilidad de que
en algún paso intermedio haya ocurrido algo conociendo el resultado
final del experimento. En el ejemplo anterior tenemos cuatro formas
de llegar al resultado final B y queremos saber la probabilidad de que
hayamos llegado por el cuarto camino. Así, la probabilidad pedida es
el cociente entre la probabilidad del camino que nos interesa dividido
entre la suma de todos los caminos que llevan a ese resultado final. En
nuestro ejemplo,

P (A4/B) =
1/8

0 + 1/8 + 2/8 + 1/8
=

1

4
,

que coincide con lo que se ha obtenido al aplicar el teorema de Bayes.
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6.  Variables  aleatorias

6.1.  Variables  aleatorias

  Cuando  en  el  tema  anterior  se  definió  la  noción  de  probabilidad,  el 
espacio  muestral  podía  ser  cualquier  conjunto.  Así,  el  espacio  muestral 
del  lanzamiento  de  un  dado  es  Ω1  =  {1,  2,  3,  4,  5,  6},  mientras  que  el
espacio  muestral  del  lanzamiento  de  una  moneda  es  Ω2  =  {cara,  cruz}.
En  principio,  no  hay  ninguna  diferencia  a  la  hora  de  definir  y  calcular 
probabilidades,  de  la  misma  forma  que  se  pueden  calcular  frecuencias 
para  cualquier  tipo  de  variable  estadística,  sea  cualitativa  o  cuantitati-
va.  Sin  embargo,  si  queremos  extender  los  conceptos  de  media,  varianza,
etc.  que  se  habían  definido  en  la  parte  de  estadística  descriptiva  para 
variables  cuantitativas,  es  necesario  que  los  posibles  resultados  del  expe-
rimento  sean  números.  Las  variables  aleatorias  son  el  equivalente  para 
la  probabilidad  de  las  variables  cuantitativas  para  la  estadística  descrip-
tiva.

  Que  el  espacio  muestral  sea  un  conjunto  de  números  es  muy  habitual,
pues  muchos  experimentos  aleatorios  dan  lugar  a  resultados  numéricos.
Así,  podemos  medir  la  altura,  el  número  de  hermanos,  ...  que  son  ex-
perimentos  que  dan  lugar  a  resultados  numéricos.  Por  otra  parte,  en 
muchos  experimentos  aleatorios  nos  interesa,  más  que  el  resultado  del 
experimento,  una  función  real  de  los  resultados.

Ejemplo  97.
  Supongamos  que  tenemos  el  experimento  en  el  que  se  lanza  una  mo-
neda  y  un  dado.  Entonces  tenemos  12  resultados  posibles,  y  el  espacio
muestral  es

Ω  =  {(cara,  i),  (cruz,  i)  :  i  =  1,  ...,  6}.

https://dx.doi.org/10.5209/docm.003.06
Estadística Básica. Pedro Miranda Menéndez. © Ediciones Complutense, 2025.



Estadística Básica

Ahora bien, supongamos que recibiremos un pago de 5 euros si sa-
le cara más el resultado del dado. En este caso, lo que realmente nos
interesa es el premio (que es un valor numérico) y no el resultado del
experimento. Así, ganamos 6 euros si sale el resultado (cruz, 6) o si sale
el resultado (cara, 1), pero en la práctica no nos preocupa cuál de los dos
ha ocurrido, sino que hemos ganado 6 euros.

La definición de variable aleatoria intenta unir estas dos formas de
obtener resultados numéricos en un experimento aleatorio. Una varia-
ble aleatoria X es una aplicación que a cualquier elemento del espacio
muestral le asigna un valor numérico. Matemáticamente, esto se escribe

X : Ω → R.

Ejemplo 98.
Consideremos el experimento que consiste en lanzar dos monedas.

Nuestro espacio muestral es

Ω = {(cara, cruz), (cruz, cara), (cara, cara), (cruz, cruz)}.

Una posible variable aleatoria para este experimento sería X ≡ nú-
mero de caras, que viene definida por

X((cara, cruz)) = 1, X((cruz, cara)) = 1,
X((cruz, cruz)) = 0, X((cara, cara)) = 2.

Nótese que podríamos definir muchas otras variables aleatorias a
partir de este experimento aleatorio; por ejemplo, otra posible variable
aleatoria Y sería la definida por

Y ((cara, cruz)) = 10, Y ((cruz, cara)) = 1,
Y ((cruz, cruz)) = 0, Y ((cara, cara)) = 11.

La variable aleatoria que nos interesa en cada caso viene determi-
nada por lo que queremos hallar.

En realidad, una variable aleatoria nos permite pasar de unos valo-
res cualesquiera a unos nuevos valores que ahora son numéricos. Sobre
el nuevo espacio muestral que nos proporciona la variable aleatoria,
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que ahora es el conjunto de los números reales R, podemos plantearnos
calcular probabilidades de sucesos, que serán subconjuntos de R. Esta
probabilidad, que denotaremos por P, se construirá a partir de la proba-
bilidad P ∗ que teníamos sobre Ω y que nos proporciona el experimento
inicial, que no era necesariamente numérico. Dado A ⊆ R un suceso del
nuevo espacio muestral, su probabilidad será:

P (A) = P ∗({ω ∈ Ω tal que X(ω) ∈ A}).
Esto nos da un nuevo sistema de probabilidades sobre los números

reales y nos permite olvidar el experimento inicial del que derivan. Esta
nueva probabilidad P se llama probabilidad inducida por la variable
aleatoria X.

Ejemplo 99. (Continuación del ejemplo 98)
La probabilidad asociada al experimento que consiste en lanzar dos

monedas se puede obtener a partir de la regla de Laplace. Por lo tanto,
se tiene

P ∗(cruz, cruz) = 1
4
, P ∗(cruz, cara) = 1

4
,

P ∗(cara, cruz) = 1
4
, P ∗(cara, cara) = 1

4
.

Para la variable X definida anteriormente, se tiene:

P (X = 0) = P ∗((cruz, cruz)) =
1

4
, P (X = 2) = P ∗((cara, cara)) =

1

4
.

Sin embargo,

P (X = 1) = P ∗({(cara, cruz), (cruz, cara)}) = 2

4
.

Y también,

P (X < 1) = P ∗({(cruz, cruz), (cara, cruz), (cruz, cara)}) = 3

4
.

Para la variable Y se tiene por ejemplo:

P (Y = 10) = P ∗((cara, cruz)) =
1

4
, P (Y = 1) = P ∗((cruz, cara)) =

1

4
,

P (Y = 0) = P ∗((cruz, cruz)) =
1

4
, P (Y = 11) = P ∗((cara, cara)) =

1

4
.
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6.2. Función de distribución
Nótese que para determinar una probabilidad es necesario conocer

la probabilidad de cada suceso. Esto nos obligaba a definir los valores
P ∗(A), ∀A ⊆ Ω. Al definir una variable aleatoria, el nuevo espacio mues-
tral es R; por tanto, para definir la probabilidad deberíamos definir la
probabilidad P (B), ∀B ⊆ R

1. El número de subconjuntos de R es in-
finito. Esto hace imposible escribir la probabilidad de cualquier suceso
por enumeración, es decir, haciendo una lista. Sin embargo, es posible
dar una definición equivalente de la probabilidad a partir de una función
real y que nos permitirá calcular la probabilidad de cualquier suceso.
Esta función real se llama la función de distribución y es un equivalente
de la frecuencia relativa acumulada en estadística descriptiva.

Dada una variable aleatoria X, la función F : R → R definida por

F (x) = P ∗({ω ∈ Ω tal que X(ω) ≤ x}),
se denomina función de distribución.

En general, denotaremos la expresión anterior de manera abreviada
por

F (x) = P (X ≤ x).

Ejemplo 100. (Continuación del ejemplo 98)
Consideremos el ejemplo del lanzamiento de dos monedas y la va-

riable aleatoria X ≡ número de caras obtenido. Ya habíamos hallado
anteriormente la probabilidad de cada uno de los posibles valores (0, 1,
2) de la variable X. En este caso, la función de distribución viene dada
por

F (x) =















0 si x < 0
1
4

si 0 ≤ x < 1
3
4

si 1 ≤ x < 2
1 si 2 ≤ x

1Aunque no es el objetivo de este curso y no nos dará ningún problema en la práctica, desde un
punto de vista matemático, cuando el referencial es R, no podemos considerar como conjunto de
sucesos el conjunto de todos los subconjuntos de R. En ese caso debemos considerar como conjunto
de sucesos lo que se conoce como σ-álgebra de Borel, que se denota por BR. Dentro de este conjunto
están todos los intervalos, abiertos, cerrados y semiabiertos, los puntos y prácticamente cualquier
conjunto de los números reales que nos podamos imaginar.
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La gráfica de esta función de distribución viene dada en la figura
6.1.

1 2

1/4

3/4

1

| |

-

-

-

Figura 6.1. Representación gráfica de la función de distribución correspon-
diente a la variable aleatoria del ejemplo 98.

Por ejemplo,

F (1,4) = P ∗({ω ∈ Ω|X(ω) ≤ 1,4}) = P ∗({(C,X), (X,C), (X,X)}) = 3

4
.

Es interesante notar la posición de ≤ y < en cada una de las par-
tes. Esta posición no es un azar, sino que siempre es así. Nótese que
en los puntos de discontinuidad el valor de la función se toma en el
trozo de arriba. Esto es lo que representan los círculos en los segmentos
inferiores.

A partir del gráfico anterior puede verse que la función de distribu-
ción de una variable aleatoria tiene las siguientes propiedades:
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1. F es no decreciente.

2. ĺım
x→∞

F (x) = 1.

3. ĺım
x→−∞

F (x) = 0.

4. F es continua por la derecha.

Sin embargo, aunque en este ejemplo la función de distribución es
escalonada, esto no es necesario en todos los casos, como veremos más
adelante.

Estas cuatro propiedades caracterizan la función de distribución, es
decir, dada cualquier función F que verifique estas propiedades, podre-
mos encontrar una variable aleatoria cuya función de distribución sea
F ; y viceversa, cualquier variable aleatoria tiene una función de distri-
bución que cumple las condiciones anteriores.

A partir de F podemos calcular la probabilidad de cualquier subcon-
junto real, de la misma forma que con la frecuecia relativa acumulada
se podían calcular las frecuencias relativas. Por ejemplo,

P (X ∈ (a, b]) = P (X ≤ b)− P (X ≤ a) = F (b)− F (a).

Ejemplo 101. (Continuación del ejemplo 98)
En este caso,

P (X ∈ (1,5, 3,5]) = F (3,5)− F (1,5) = 1− 3

4
=

1

4
.

Finalmente, nótese que

P (X < a) = ĺım
x→a−

F (x),

valor que se denota por F (a−). Con esto ya podemos hallar la probabi-
lidad de cualquier intervalo a partir de la función de distribución.

Parece que la función de distribución nos complica la teoría, pues en
el ejemplo de las monedas nos basta con dar tres valores para conocer
la probabilidad de cualquier intervalo. Así, teniendo en cuenta que

P (X = 0) =
1

4
, P (X = 1) =

2

4
, P (X = 2) =

1

4
,
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podemos calcular por ejemplo que

P (X ∈ (0,5, 3,5]) = P (X = 1) + P (X = 2) =
3

4
,

ya que X solo está dentro de ese intervalo si toma los valores 1 o 2.
Todos los demás valores del intervalo son imposibles por la definición
de la variable X y entonces no los tenemos en cuenta. Y ahora podemos
aplicar las propiedades de la probabilidad para calcular el resultado
final.

Sin embargo, como ya hemos indicado, en general deberíamos dar la
probabilidad de cualquier suceso, y con experimentos que dan lugar a
infinitos resultados podemos tener problemas al aplicar el procedimiento
anterior.

En definitiva, la probabilidad es una función de conjunto y, por tan-
to, difícil de manejar. La función de distribución es, sin embargo, una
función real, que es susceptible de ser representada2. En otras palabras,
la función de distribución simplifica la expresión de la probabilidad. A
pesar de ello, como nosotros trataremos solo con tipos especiales de va-
riables aleatorias, no haremos mucho uso de la función de distribución.

6.3. Variables discretas y continuas

Las variables aleatorias se dividen en dos grupos: discretas y conti-
nuas (nótese la similitud con la clasificación de las variables estadísticas
cuantitativas). Sin embargo, aunque no trataremos ese caso, esta clasi-
ficación no es exhaustiva, es decir, pueden construirse variables que no
sean ni discretas ni continuas.

2Sin entrar en mucho detalle pues no es el objetivo del curso, el cardinal o número de elementos
que tiene un conjunto puede ser finito o infinito. En el caso finito tenemos un número natural que
nos da el número de elementos del conjunto. En el caso infinito, hay varias clasificaciones en función
de lo «grande» que es el infinito. Desde un punto de vista matemático, se puede ver que el cardinal
de los subconjuntos de R es más grande que el cardinal de R, aunque ambos son infinitos.
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6.3.1. Variables aleatorias discretas
Una variable se dice discreta cuando solo toma un número finito o

infinito numerable3 de valores.
El conjunto de valores que toma la variable se llama soporte de la

variable aleatoria y se denota por Ω. El soporte jugará el mismo papel
que el conjunto de modalidades en estadística descriptiva.

Ejemplo 102. (Continuación del ejemplo 98)
El ejemplo del lanzamiento de las dos monedas contando el número

de caras que aparecen es una variable discreta cuyo soporte es Ω =
{0, 1, 2}.

Ejemplo 103.
El número de veces que es necesario lanzar una moneda hasta ob-

tener por primera vez cara es una variable discreta que toma infinitos
valores. En concreto, su soporte es

Ω = {1, 2, 3, ...}.

Veremos más adelante otros ejemplos de variables discretas que to-
man infinitos valores.

Entonces, tal y como se vio con la función de distribución, esta es una
función escalonada con saltos en los valores del soporte de la variable
y con valor de salto el valor de probabilidad del punto correspondiente.
Por lo tanto, para conocer (es decir, para poder dibujar) la función de
distribución solo se necesita conocer los puntos del soporte (donde F
es discontinua) y los valores de probabilidad en esos puntos (que son la
altura del salto en ese valor).

Entendemos por función masa de probabilidad la función

P : Ω → [0, 1],

que a cada punto del soporte le asigna el valor de su probabilidad

P ({ω ∈ Ω|X(ω) = x}).
3En el caso de cardinales infinitos, hay varias clasificaciones en función de lo «grande» que

es el infinito, aunque la más habitual es dividir los cardinales en numerables y no numerables o
continuos. Los infinitos numerables son los cardinales de los números naturales, enteros o racionales
entre otros. Los cardinales no numerables son por ejemplo el de los números reales.
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Denotaremos esta probabilidad de forma abreviada por P (X = x).
La función masa de proababilidad es el equivalente de la frecuencia
relativa en estadística descriptiva.

Nótese que cualquier función masa de probabilidad verifica las si-
guientes propiedades:

P (x) > 0, ∀x ∈ Ω.

∑

x∈Ω
P (x) = 1.

Estas dos propiedades caracterizan las funciones masa de probabili-
dad. Nótese que son las mismas propiedades que teníamos en estadística
descriptiva para frecuencias relativas. Y en la práctica, la función masa
de probabilidad se aplica igual que se haría con las frecuencias relativas.

Como habíamos dicho antes, conocida la función masa de probabili-
dad se puede conocer la probabilidad de cualquier suceso A sin más que
aplicar la fórmula

P (X ∈ A) =
∑

x∈A
P (X = x),

que proviene de la propiedad de aditividad de la probabilidad. En par-
ticular, la función de distribución se puede calcular a partir de P de la
siguiente manera:

F (x) = P (X ≤ x) =
∑

xi≤x

P (X = xi).

Ejemplo 104. (Continuación del ejemplo 98)
Consideremos nuevamente el ejemplo del lanzamiento de dos mone-

das y la variable X ≡ número de caras. Ya habíamos visto anteriormente
que X es una variable discreta pues solo toma los valores {0, 1, 2}. La
función masa de probabilidad viene dada por:

P (X = 0) =
1

4
, P (X = 1) =

2

4
, P (X = 2) =

1

4
.

De esta forma se tiene, por ejemplo,
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P (X ∈ {0, 1}) = P (X = 0) + P (X = 1) =
3

4
,

P (X ≥ 1) = P (X = 1) + P (X = 2) =
3

4
.

6.3.2. Variables aleatorias continuas
Básicamente, una variable aleatoria continua es la que toma una

cantidad no numerable de valores4. Dicho de otra manera, es una va-
riable que no toma valores aislados, o centrándonos más en nuestro
caso, aquellas variables que pueden tomar cualquier valor dentro de un
intervalo. Por ejemplo, la altura de los humanos adultos puede tomar
cualquier valor en [1.5, 2.5] y es, por tanto, una variable continua; el
hecho de que aproximemos las alturas a dos cifras decimales no quiere
decir que tome un número finito de valores, sino que se está aproximan-
do; en realidad, todos los valores serían posibles si la precisión fuese
suficientemente grande.

Desde un punto de vista matemático, la definición es bastante más
abstracta: se dice que una variable aleatoria X con función de distribu-
ción F es absolutamente continua (o simplemente continua) si existe
una función no negativa f : R → R tal que para todo número real x, se
cumple que

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

A la función f se la denomina función de densidad de la variable
X.

Conocida F , es posible calcular f mediante el teorema fundamental
del cálculo integral, que establece que

F ′(x) = f(x).

Nótese que por las propiedades de la función de distribución, se tiene

1 = ĺım
x→∞

F (x) = ĺım
x→∞

∫ x

−∞
f(t)dt =

∫ ∞

−∞
f(t)dt.

4Esta definición de variable continua no es exacta, pero intuitivamente es más sencilla de com-
prender. Más adelante en esta sección daremos la definición matemática.
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Esta propiedad, junto a la no negatividad de f, serán las propieda-
des que nos servirán para comprobar que una función f es función de
densidad de una variable aleatoria. Es decir, para comprobar que una
función f es función de densidad tiene que cumplirse

f(x) ≥ 0, ∀x ∈ R.
∫

R

f(x)dx = 1.

Una diferencia con la función masa de probabilidad es que la función
de densidad puede superar el valor 1 en algunos valores reales, lo que
no es posible para la probabilidad.

La función de densidad intenta reproducir las propiedades de la fun-
ción masa de probabilidad para cardinales no numerables. Tiene prác-
ticamente las mismas propiedades, pero ahora sustituimos la suma por
la integral. La función de densidad nos indica lo lógico que es que la
variable tome un valor (nótese que no hablamos de la probabilidad que
toma ese valor); así, si un valor es más lógico que otro, la función de
densidad sobre el primero será mayor que sobre el segundo.

Ejemplo 105.
Sea X la variable aleatoria que consiste en escoger un número al azar

en el intervalo (0, 1). En este caso, X puede tomar cualquier valor en
el intervalo (0, 1) y es una variable continua. Veamos cuál es la función
de densidad de esta variable. Puesto que escogemos un punto al azar,
no tenemos ninguna información que haga más probable un punto sobre
otro. Esto se debe traducir en que f(t) = k, donde k es una constante
k sobre todo el intervalo (0, 1). Por otra parte, los valores fuera de este
intervalo son imposibles, por lo que f(t) = 0 fuera de (0, 1). Como

además
∫ 1

0
f(t)dt = 1 y

∫ 1

0

kdt = k,

se tiene k = 1, y la función de densidad es

f(t) =

{

1 t ∈ (0, 1)
0 en otro caso

La gráfica de esta función de densidad viene dada en la figura 6.2.

173



Estadística Básica

1

1

|

-

Figura 6.2. Representación gráfica de la función de densidad correspondiente
al ejemplo 105.

Si ahora consideramos un intervalo (a, b], se tiene que

P (X ∈ (a, b]) = P (X ≤ b)− P (X ≤ a) = F (b)− F (a)

=

∫ b

−∞
f(t)dt−

∫ a

−∞
f(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt.

Esto puede extenderse a cualquier suceso A :

P (X ∈ A) =

∫

A

f(t)dt.

Por tanto, aplicando las propiedades de la integral, la probabilidad
de un suceso es el área bajo la curva f y limitada por el eje de abscisas.

Como consecuencia de este resultado, si conocemos la función de
densidad de una variable continua estaremos en condiciones de hallar la
probabilidad de cualquier suceso.

Ejemplo 106. (Continuación del ejemplo 105)
Ahora, se tiene por ejemplo:

P (X ∈
(

1

2
,
3

4

)

) =

∫ 3
4

1
2

1dt =
3

4
− 1

2
=

1

4
.
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Nótese que para una variable continua, la probabilidad

P (X = x) =

∫ x

x

f(t)dt = 0.

Por tanto, la probabilidad de que se tome un valor aislado es 0, a
pesar de que este valor es posible. Esto significa que aunque P (∅) = 0,
pueden existir otros sucesos con probabilidad 0 pero posibles. Este re-
sultado parece que va en contra de toda lógica y que tergiversa comple-
tamente el sentido de la probabilidad. En realidad, puede justificarse de
la siguiente manera: aunque x sea una valor posible de la variable, si la
variable es continua, hay infinitos valores posibles, y como la probabili-
dad de todos ellos juntos es 1, al repartir punto a punto, esto hace que
toquen a probabilidad 0 cada uno de ellos. En realidad, F es como una
rampa y el salto entre dos «puntos consecutivos» de la rampa es 0.

Ejemplo 107. (Continuación del ejemplo 105)

Para este ejemplo, la figura 6.3 muestra la función de distribución
de la variable aleatoria.

1

1

|

-

Figura 6.3. Representación gráfica de la función de distribución correspon-
diente a la variable aleatoria del ejemplo 105.
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Como consecuencia del resultado anterior, se tiene que para variables
continuas

P ((a, b]) = P ([a, b]) = P ((a, b)) = P ([a, b)).

Nótese que esto no es cierto para las variables discretas.
A modo de conclusión, incluimos en la tabla 6.1 una comparativa

de las propiedades de la función masa de probabilidad y de la función
de densidad. Como se ha dicho anteriormente y puede verse en esa ta-
bla, la función masa de probabilidad y la función de densidad funcionan
de forma muy similar, y la diferencia entre ellas radica en que en las
expresiones para la función masa de probabilidad aparecen sumas mien-
tras que para las correspondientes expresiones de la función de densidad
aparecen integrales.

Discretas Continuas

Condiciones
P (xi) > 0
∑

x∈Ω
P (x) = 1

f(x) ≥ 0
∫

R

f(x)dx = 1

F (x) F (x) =
∑

xi≤x

P (X = xi) F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt

P (A) P (X ∈ A) =
∑

x∈A
P (X = x) P (X ∈ A) =

∫

A

f(t)dt

Tabla 6.1. Comparativa de las propiedades de la función masa de probabi-
lidad y de la función de densidad: propiedades de caracterización, cálculo de
la función de distribución y cálculo de probabilidades.

6.4. Esperanza y varianza de una variable
aleatoria

Como se dijo en la introducción de este tema, el uso de variables
aleatorias nos permite pasar de espacios muestrales generales a espacios
muestrales reales, y esto permite definir muchos de los conceptos de
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estadística descriptiva. Recuérdese que en la parte dedicada a la esta-
dística descriptiva habíamos estudiado distintas medidas que nos daban
información del comportamiento de la variable; sin embargo, para casi
todas ellas era necesario que la variable fuese cuantitativa. Entre todas
las medidas estudiadas, habíamos visto que las más importantes eran la
media como medida de centralización y la varianza (y desviación típica)
como medida de dispersión. Pasemos ahora a ver las expresiones de la
media y la varianza de una variable aleatoria, aunque este proceso se
puede repetir para extender cualquiera de las medidas que se definie-
ron en el capítulo 3. Haremos el estudio por separado para variables
discretas y continuas.

6.4.1. Esperanza matemática
Dada una variable aleatoria discreta X con función masa de proba-

bilidad P se define su media o esperanza matemática como el valor
(si existe),

µ = E(X) =























k
∑

i=1

xiP (X = xi) si Soporte(X) = {x1, ..., xk}
∞
∑

i=1

xiP (X = xi) si Soporte(X) = {x1, ..., xn, ...}

En realidad, esta expresión recuerda mucho a la expresión de la
media en variables estadísticas, especialmente si la variable solo toma
un número finito de valores. La diferencia radica en cambiar la frecuencia
relativa por la probabilidad. Y esto es lógico, puesto que la probabilidad
puede verse como el límite de las frecuencias relativas cuando el tamaño
de la muestra tiende a infinito. Es por ello que se llama esperanza,
pues es lo que se espera que pase si pudiésemos realizar el experimento
infinitas veces. El caso no finito no es más que la extensión natural del
caso finito cuando el soporte tiene cardinal infinito.

La media de una variable aleatoria continua X con función de den-
sidad f viene dada por
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µ = E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx.

Esta expresión es la misma que para el caso discreto, sin más que
sustituir la suma por la integral y la función masa de probabilidad por
la función de densidad.

Ejemplo 108. (Continuación del ejemplo 98)
Sea la variable aleatoria del lanzamiento de las dos monedas. En este

caso,

E(X) = 0
1

4
+ 1

1

2
+ 2

1

4
= 1.

Ejemplo 109. (Continuación del ejemplo 105)
Sea la variable aleatoria continua considerada en la sección anterior.

En este caso,

E(X) =

∫ 1

0

xdx =

[

x2

2

]1

0

=
1

2
.

La esperanza tiene la misma interpretación que la media aritmética
en estadística descriptiva, esto es, un valor en mitad de los valores posi-
bles que compensa diferencias por encima y por debajo. Así, en el caso
de la variable continua, la esperanza es 1

2
, pues en caso de que todos los

valores sean igualmente lógicos, el valor medio debería estar en la mitad
del intervalo.

Cabe mencionar, finalmente, que la esperanza de una variable alea-
toria tiene las mismas propiedades que habíamos visto para la media
aritmética.

6.4.2. Varianza
La varianza de una variable aleatoria discreta X con función masa

de probabilidad P viene dada por

V (X) = σ2 = E((X − µ)2) =
∑

xi∈Soporte(X)

(xi − µ)2P (X = xi).
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La varianza de una variable aleatoria continua viene dada por

V (X) = σ2 = E((X − µ)2) =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x)dx.

En ambos casos y al igual que para variables estadísticas, la varianza
puede ser calculada por

σ2 = E(X2)−E(X)2,

donde

E(X2) =















∑

x∈Soporte(X)

x2P (X = x) si X discreta

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx si X continua

Ejemplo 110. (Continuación del ejemplo 98)
Para nuestra variable discreta,

E(X2) =
∑

xi

x2
iP (X = xi) = 0

1

4
+ 1

1

2
+ 4

1

4
= 1,5.

Luego,

V (X) = σ2 = E(X2)− E(X)2 = 0,5.

Ejemplo 111. (Continuación del ejemplo 105)
Para nuestra variable continua,

E(X2) =

∫ 1

0

x2dx =
1

3
.

Luego,

V (X) = σ2 = E(X2)− E(X)2 =
1

3
− 1

4
=

1

12
.

Finalmente, dada una variable aleatoria X, se define la desviación
típica (denotada por σ o D(X)) como la raíz cuadrada positiva de la
varianza. Esta medida aparece para tener una medida de la dispersión
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que tenga las mismas unidades que X. Las propiedades que habíamos
visto para la varianza y la desviación típica para variables estadísticas
se cumplen también en el caso de tratar con variables aleatorias.

En la tabla 6.2, se ve una comparativa de las distintas fórmulas pa-
ra cada situación. Nótese nuevamente el comportamiento similar de la
frecuencia relativa en estadística descriptiva, la función masa de proba-
bilidad para variables discretas y la función de densidad para variables
continuas.

X o E(X) X2 o E(X2)

Descriptiva
k
∑

i=1

xifi

k
∑

i=1

x2i fi

Discretas
∑

x∈Sop(X)

xP (x)
∑

x∈Sop(X)

x2P (x)

Continuas

∫ ∞

−∞
xf(x)dx

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx

V ar(X) V ar(X)

Descriptiva
k
∑

i=1

(xi −X)2fi X2 −X
2

Discretas
∑

x∈Sop(X)

(x− E(X))2P (x) E(X2)− E(X)2

Continuas

∫ ∞

−∞
(x− E(X))2f(x)dx E(X2)− E(X)2

Tabla 6.2. Comparativa de media y varianza para estadística descriptiva,
variables discretas y variables continuas. Véanse las similitudes entre todas
las fórmulas.

6.5. Ejemplos de distribuciones discretas
Veremos en este sección algunos ejemplos de distribuciones discretas

que son sencillos y que aparecen en muchas situaciones en problemas
reales. Estos ejemplos nos servirán para ejercitar los conceptos que se
definieron en las secciones anteriores. Nos servirán también para ver
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cómo se deducen las funciones masa de probabilidad en varias situacio-
nes prácticas. Además, el tratar estos casos nos permitirá introducir el
concepto de parámetro, que será fundamental en la parte de inferen-
cia estadística que veremos en los próximos capítulos. Finalmente, nos
servirán para introducir la notación que se usa para representar esas
distribuciones.

6.5.1. Distribución de Bernoulli
Esta variable aparece en aquellos experimentos en los que solo nos

interesa saber si ocurrió una determinada situación o no, o si un indivi-
duo elegido al azar tiene una determinada característica o no. Si ocurrió
la característica, diremos que ha pasado un éxito, lo denotaremos por
E y le asignaremos valor 1, mientras que en caso contrario diremos que
ha pasado un fracaso, lo denotaremos por F y le asignaremos valor 0.
Los experimentos de este tipo, en el que solo se repite una vez y solo
nos interesa si pasa o no algo se llaman pruebas de Bernoulli.

Ejemplo 112.
Consideremos el experimento consistente en lanzar un dado y supon-

gamos que lo único que nos interesa es saber si salió 5 o no. Entonces,
solo hay dos resultados posibles para el experimento, SI (al que le aso-
ciamos el valor 1) o NO (al que le asociamos el valor 0).

Desde un punto de vista matemático, se dice que una variable aleato-
ria discreta X tiene distribución de Bernoulli de parámetro p, donde
p es un valor en [0,1], si

Soporte(X) = {0, 1}, P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p.

Si X tiene distribución de Bernoulli de parámetro p lo denotaremos
por X ∼ B(p). Nótese que p es la probabilidad de obtener un éxito al
realizar la prueba de Bernoulli.

Como hemos visto, p es el parámetro de la distribución. En general,
un parámetro de una distribución es un valor que necesitamos conocer
para poder determinar los valores del soporte y de probabilidad de la
distribución. Así, por ejemplo, para una distribución de Bernoulli, el

181



Estadística Básica

soporte siempre es el mismo, y la única diferencia entre distintas dis-
tribuciones de Bernoulli es debido a diferencias entre las probabilidades
de éxito. Por eso, el único parámetro de la distribución es ese valor de
probabilidad.

Ejemplo 113. (Continuación del ejemplo 112)
En el caso anterior, la variable sigue una distribución B(1

6
), puesto

que la probabilidad de obtener 5 (el éxito) es 1
6
, tal y como se ve al

aplicar la regla de Laplace.

La media y la varianza de esta variable son:

E(X) = p · 1 + (1− p) · 0 = p.

E(X2) = p · 12 + (1− p) · 02 = p ⇒
⇒ V (X) = E(X2)− E(X)2 = p− p2 = p(1− p).

La distribución de Bernoulli es fundamental en el modelado de pro-
porciones, como veremos más adelante. En concreto, p representa la
probabilidad de que pase algo o, en otras palabras, la proporción de
individuos de la población que tienen una característica.

Ejemplo 114.
Consideremos por ejemplo la población de los españoles adultos y

consideremos el experimento que consiste en seleccionar al azar un in-
dividuo y ver si mide más de 1,70. En este caso, nuestra variable tiene
distribución de Bernoulli y el parámetro p denota la probabilidad de que
un individuo mida más de 1,70. Y esta probabilidad viene dada por la
proporción de individuos con altura superior a 1,70 sin más que apli-
car la definición clásica de probabilidad: todos los individuos tienen la
misma posibilidad de ser seleccionados, y viene dada por 1

n
, donde n

es el número total de españoles adultos; si hay r individuos con altu-
ra superior a 1,70, la probabilidad de seleccionar un individuo en estas
condiciones es r

n
. Este es el valor de p.

6.5.2. Distribución binomial
Supongamos que se repite n veces un mismo experimento de manera

que cada repetición se realiza independientemente de las otras. En cada
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realización experimental se observa si ocurre un determinado suceso, ha-
bitualmente llamado éxito (E) o, si por el contrario, no ocurre tal suceso,
usualmente llamado fracaso (F ). Es decir, supongamos que realizamos n
experimentos de Bernoulli de manera independiente. Supondremos que
la probabilidad de éxito p = P (E) se mantiene constante durante los n
experimentos. Consideremos la variable aleatoria

X ≡ número de éxitos obtenidos tras las n realizaciones del experi-
mento.

Una variable aleatoria X en estas condiciones se dice entonces que si-
gue una distribución binomial de parámetros n y p, y lo denotaremos
por X ∼ B(n, p).

Ejemplo 115. (Continuación del ejemplo 112)
Consideremos nuevamente el ejemplo del dado. Supongamos que lan-

zamos el dado 20 veces. La variable X ≡ «número de cincos obtenidos»
sigue una distribución B(20, 1

6
).

Veamos las características de esta variable. En primer lugar, es claro
que el soporte es Soporte(X) = {0, ..., n}.

Veamos ahora cuál es su función masa de probabilidad. Es posible
comprobar aplicando lo que ya hemos visto de cálculo de probabilidades
que para k ∈ {0, ..., n}, se tiene

P (X = k) =

(

n

k

)

pk(1− p)n−k,

donde
(

n

k

)

=
n!

k!(n− k)!
,

y 0! = 1 por convenio. Veamos cómo deducir esta fórmula. En efecto, si
X = k, eso es porque ha habido k éxitos; si, por ejemplo, tenemos que
los éxitos fueron los k primeros experimentos, la probabilidad de este
resultado sería

P (E1 ∩ ... ∩ Ek ∩ Fk+1 ∩ ... ∩ Fn) = P (E1) · · ·P (Ek)P (Fk+1) · · ·P (Fn)

= pk(1− p)n−k,
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sin más que aplicar la independencia. Sin embargo, esta es solo una
posibilidad para obtener k éxitos. En realidad, hay otras combinaciones
que llevan a k éxitos y n−k fracasos (por ejemplo, que los n−k primeros
experimentos sean fracasos y los k últimos sean éxitos). Todas estas
combinaciones tienen la misma probabilidad (pk(1−p)n−k). Por lo tanto,
la probabilidad de que X tome el valor k será pk(1−p)n−k multiplicado
por el número de posibilidades. Y el número de posibilidades son el
número de formas que hay de elegir los k experimentos con éxito. Este
valor es, tal y como se puede ver en el apéndice sobre combinatoria, el
número combinatorio

(

n
k

)

.
En definitiva, para determinar el soporte y la función masa de pro-

babilidad de una distribución binomial necesitamos conocer el número
de experimentos de Bernoulli para conocer el soporte (es el parámetro
n) y además el valor de la probabilidad de éxito para determinar los
distintos valores de probabilidad (es el parámetro p).

Como caso particular de la distribución binomial, si X sigue distri-
bución de Bernoulli B(p), entonces X sigue una distribución binomial
B(1, p).

Además, por la construcción de la variable binomial, sabemos que si
X ∼ B(n, p), entonces X puede escribirse de la forma

X = X1 + ...+Xn,

donde Xi ∼ B(p), ∀i = 1, ..., p independientes entre sí. En realidad, Xi

representa el resultado de la i-ésima repetición del experimento, obser-
vándose si hubo éxito o no. Por eso, la asignación de los valores 1 y 0
para éxito y fracaso en la distribución de Bernoulli no son arbitrarios y
no pueden cambiarse.

Esta forma de escribir una variable binomial como suma de variables
de Bernoulli nos permite calcular fácilmente la media y la varianza de
X:

E(X) = E(X1 + ... +Xn) = E(X1) + ... + E(Xn) = p+ ... + p = np.

V (X) = V (X1 + ...+Xn) = V (X1) + ... + V (Xn)

= p(1− p) + ... + p(1− p) = np(1− p).
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6.5.3. Distribución de Poisson
Esta variable aparece cuando se está midiendo el número de veces

que pasa algo por unidad de medida. Por ejemplo, es la variable que se
aplica para medir el número de llamadas por hora a una centralita, el
número de bacterias por centímetro cúbico de agua, etc.

Desde un punto de vista matemático, una variable aleatoria X tiene
distribución de Poisson de parámetro λ (donde λ es un número real
positivo) y lo denotaremos X ∼ P(λ) si su soporte y su función masa
de probabilidad vienen dados por

Soporte(X) = {0, 1, ...}, P (X = k) = e−λλ
k

k!
, k = 0, 1, ...

Veamos cómo deducir esta expresión. Supongamos que queremos
saber el número de llamadas a una centralita en una hora. Esto se puede
aproximar de la siguiente manera: dividimos la hora en dos partes de
media hora cada una y vemos si hay alguna llamada en cada una de
ellas o no. Esto sigue una distribución binomial de parámetros B(2, p2).
Pero nótese que podría ocurrir que tuviésemos dos llamadas en alguno
de estos dos tramos, y entonces no saldría el valor que nos interesa.
Para conseguir una mejor aproximación, también podemos dividir la
hora en cuatro partes y entonces considerar una distribución binomial
de parámetros B(4, p4). Aquí, p4 es más pequeño que p2 porque mide la
ocurrencia de algún éxito en menor tiempo. Y así sucesivamente. Al final
tenemos un número de partes n que es muy grande (tiende a infinito) y
pn muy pequeño (tiende a 0). Si npn se aproxima a λ, entonces

ĺım
n→∞
pn→0
npn→λ

P (k) = ĺım
n→∞
pn→0
npn→λ

(

n

k

)

pkn(1− pn)
n−k = e−λλ

k

k!
.

Como en los otros casos, para diferenciar entre distintas distribucio-
nes de Poisson basta conocer el valor de λ. Por eso esta distribución solo
tiene un parámetro.

Nótese que en este caso el dominio tiene infinitos valores posibles.
A pesar de ello esta variable es discreta, pues toma valores aislados (en
realidad porque toma una cantidad infinita numerable de valores).

185



Estadística Básica

Puede comprobarse sumando las correspondientes series matemáti-
cas que

E(X) = λ, V (X) = λ.

Para recordar estas expresiones, pude ser útil comparar estos valores
con los correspondientes de la distribución binomial. La esperanza de
la distribución binomial es np, y sabemos que np tiende a λ en el caso
de la distribución de Poisson. La varianza de la binomial era np(1− p),
pero np tiende a λ y (1− p) tiende a 1.

Ejemplo 116.

Supongamos que un teléfono de reclamaciones recibe una media de 3
llamadas por minuto. Entonces, la variable X ≡ número de llamadas por
minuto sigue una distribución P(3), pues el parámetro de la distribución
coincide con su media.

6.6. Distribuciones continuas
Veamos ahora algunos ejemplos de distribuciones continuas. Seguire-

mos el mismo proceso que en el caso discreto, estudiando las situaciones
en las que aparecen estas distribuciones y sus características (soporte y
función de densidad) de cada una de ellas. Veremos también los pará-
metros de cada una de ellas. Pero antes de empezar hay que tener en
cuenta dos cosas:

Aunque establezcamos que una distribución aparece en una de-
terminada situación, en muchas ocasiones otras familias de distri-
buciones son váidas para representar ese experimento. Es decir,
dado un problema concreto, no podemos asignar directamente la
distribución.

En la sección anterior hemos deducido las distintas funciones ma-
sa de probabilidad. Sin embargo, esto no es tan sencillo para la
función de densidad, con lo que nos limitaremos a escribirla y no
haremos su deducción.
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6.6.1. Distribución uniforme
Una variable aleatoria X se dice que tiene distribución uniforme

de parámetros a y b con a < b si su función de densidad viene dada por:

f(x) =

{

1
b−a

si x ∈ (a, b)

0 en otro caso

Denotaremos la distribución uniforme en (a, b) por U(a, b). La distri-
bución uniforme representa la ignorancia total sobre el experimento, en
el sentido de que solo se sabe que se ha obtenido un valor en el interva-
lo (a, b), sin que podamos dar ninguna información adicional sobre qué
valor puede haber salido. Por ello, no podemos asignar una densidad
mayor a un punto del intervalo que a otro y esto conlleva que la función
de densidad sea la misma para todos los puntos del dominio. Nótese
que para conocer el soporte y la función de densidad de una distribu-
ción uniforme basta conocer el intervalo en el que está palicada. Por eso,
los parámetros de la distribución son precisamente los extremos de ese
intervalo.

La gráfica de esta función de densidad viene dada en la figura 6.4.

a b

f(x)
1

b−a -

Figura 6.4. Representación gráfica de la función de densidad de una distri-
bución U(a, b).

Como era de esperar, se tiene que E(X) = b+a
2
, que coincide con

el punto medio del segmento (a, b). Esto es fácil de justificar intuitiva-
mente, pues todos los puntos del intervalo son igualmente lógicos (como
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puede verse en la representación gráfica de la función de densidad) y este
punto es el que compensa diferencias por encima y por debajo. Veamos
el cálculo matemático de dicha esperanza.

E(X) =

∫ b

a

x
1

b− a
dx =

x2

2

1

b− a

]b

a

=
b2 − a2

2(b− a)
=

(b+ a)(b− a)

2(b− a)
=

b+ a

2
.

Pasamos ahora a calcular la varianza de esta distribución.

E(X2) =

∫ b

a

x2 1

b− a
dx =

x3

3

1

b− a

]b

a

=
b3 − a3

3(b− a)

=
(b− a)(b2 + ba + a2)

3(b− a)
=

b2 + ba + a2

3
.

Como V (X) = E(X2)− E(X)2, se tiene

V (X) =
b2 + ba+ a2

3
− (b+ a)2

4

=
4(b2 + ba + a2)− 3(b2 + 2ab+ a2)

12

=
(b− a)2

12
.

6.6.2. Distribución exponencial
La variable exponencial aparece cuando hay un proceso de Poisson

y queremos estudiar el tiempo que transcurre entre dos ocurrencias con-
secutivas de un suceso. Es decir, la distribución exponencial se puede
definir como el tiempo que transcurre entre dos eventos consecutivos de
una distribución de Poisson. En la práctica se utiliza para medir el tiem-
po de vida de una persona, el tiempo antes de que falle una máquina,
etc.
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Ejemplo 117.

Supongamos que el número de llamadas por hora a una centralita
de teléfono sigue distribución de Poisson. Entonces, el tiempo entre dos
llamadas consecutivas sigue distribución exponencial.

Desde un punto de vista matemático, se dice que X tiene distribución
exponencial de parámetro λ (con λ > 0) si su función de densidad es:

f(x) =

{

λe−λx si x > 0
0 en otro caso

Denotaremos la distribución exponencial de parámetro λ por Exp(λ).
La gráfica de la función de densidad puede verse en la figura 6.5.

Figura 6.5. Representación gráfica de la función de densidad de una distri-
bución Exp(λ).

Nótese que para conocer una distribución exponencial, el dominio
es siempre el mismo y lo que diferencia a distintas distribuciones expo-
nenciales es el valor λ que aparece en la función de densidad. Por eso
esta distribución solo tiene un parámetro. Veamos ahora cuáles son los
valores de la media y la varianza de esta distribución:

E(X) =

∫ ∞

0

xλe−λxdx = −xe−λx
]∞
0
+

∫ ∞

0

e−λxdx = 0− 1

λ
e−λx

]∞

0

=
1

λ
.
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Por tanto, cuanto mayor sea λ menos tiempo de vida esperado y
más rápido es de esperar que ocurra el suceso. Pasamos ahora a calcular
E(X2).

E(X2) =

∫ ∞

0

x2λe−λxdx = −x2e−λx
]∞
0
+

∫ ∞

0

2xe−λxdx =
2

λ2
.

Luego

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2
.

6.6.3. Distribución normal
Esta distribución es sin duda la más importante de todas las distri-

buciones. Es una distribución que aparecerá casi siempre en los capítulos
posteriores de inferencia paramétrica. La distribución normal se utiliza
además para aproximar muchos fenómenos aleatorios como por ejemplo
alturas, pesos, etc. No obstante, no hay condiciones en las que poda-
mos asegurar que un fenómeno concreto siga distribución normal, con
lo que deberemos conocerlo por estudios anteriores o comprobarlo en
cada caso.

Una variable aleatoria se dice que tiene distribución normal de
parámetros µ y σ, con σ > 0 si su función de densidad viene dada por

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
1
2

(x−µ)2

σ2 , x ∈ R.

Entonces, para determinar una distribución normal solo tenemos que
fijarnos en la función de densidad, puesto que el dominio es toda la rec-
ta real para cualquier normal. Para determinar la función de densidad,
necesitamos conocer los valores de µ y σ, por lo que estos son los pa-
rámetros de la distribución normal. Así, denotaremos la distribución
normal por N (µ, σ).

Su representación gráfica puede verse en la figura 6.6.
La función de densidad de la distribución normal es simétrica res-

pecto al parámetro µ; esto es muy útil a la hora de calcular valores de

190



Variables aleatorias

µ

Figura 6.6. Representación gráfica de la función de densidad de una distri-
bución N (µ, σ).

probabilidad de esta distribución. Por otra parte, tiene forma de cam-
pana (de hecho, esta distribución es también conocida como campana
de Gauss).

Debido a la simetría, es claro que E(X) = µ, pues el punto de sime-
tría compensa diferencias por encima y por debajo. Esto también puede
verse calculando directamente la integral. Además, puede comprobarse
integrando por partes que V (X) = σ2 :

V (X) =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2

1√
2πσ

e−
1
2

(x−µ)2

σ2 dx

= −σ2(x− µ)
1√
2πσ

e−
1
2

(x−µ)2

σ2

]∞

−∞
+

∫ ∞

−∞
σ2 1√

2πσ
e−

1
2

(x−µ)2

σ2 dx

= 0 + σ2.

En resumen, el valor de µ nos dice el punto en que se alcanza el máxi-
mo de la función de densidad y σ nos indica si este pico es muy apuntado
o no; valores grandes de σ implican poco apuntamiento, mientras que
valores pequeños de σ implican mucha concentración de probabilidad
alrededor de µ y, por tanto, un pico de la campana de Gauss muy pro-
nunciado en el punto medio de la distribución.
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La función de densidad de la distribución normal no puede ser inte-
grada mediante métodos matemáticos elementales y hay que recurrir a
métodos numéricos para aproximar los diferentes valores de probabili-
dad. Sin embargo, existen tablas a partir de las cuales pueden obtenerse
valores aproximados para la distribución N (0, 1). Esta distribución se
conoce como normal estándar y se denota por la letra Z. La tabla con
los valores de probabilidad de la distribución normal estándar aparecen
en la tabla B.1 del apéndice B. Denotaremos por zα con α ∈ (0, 1) el
valor tal que

P (Z ≥ zα) = α.

Por ejemplo, a partir de la tabla B.1 z0,025 = 1,96. Esta notación
será muy importante para comprender las fórmulas que aparecen en los
capítulos posteriores.

Veamos algunas propiedades de la distribución normal.

Si X ∼ N (µ, σ), entonces aX + b ∼ N (aµ+ b, |a|σ).
En este resultado, lo único novedoso es que si X sigue distribución
normal, también lo hace aX+b, pues los valores de los parámetros
pueden obtenerse aplicando las propiedades vistas anteriormente
para la media y la desviación típica.

En particular, si tenemos una distribución N (µ, σ), para poder
calcular sus valores de probabilidad tendremos que pasar a una
distribución N (0, 1). Esto se consigue aplicando que

X ∼ N (µ, σ) ⇒ X − µ

σ
∼ N (0, 1),

proceso que se conoce con el nombre de tipificación. Por ello, a
la distribución normal estándar se le llama también distribución
normal tipificada.

Ejemplo 118.

Supongamos que X ∼ N (4, 2) y que queremos hallar la probabili-
dad de que X ≤ 8. En este caso

P (X ≤ 8) = P

(

X − 4

2
≤ 8− 4

2

)

= P (N (0, 1) ≤ 2) = 0,0228.

192



Variables aleatorias

Si X ∼ N (µ1, σ1) e Y ∼ N (µ2, σ2), siendo estas variables inde-
pendientes, entonces

• X + Y ∼ N (µ1 + µ2,
√

σ2
1 + σ2

2)

• X − Y ∼ N (µ1 − µ2,
√

σ2
1 + σ2

2).

En  estos  resultados  es  necesaria  la  independencia  entre  las  varia-
bles.  Si  esta  condición  no  se  tiene,  el  resultado  es  falso.  Hay  que
tener  cuidado  en  la  fórmula  de  la  diferencia,  pues  las  varianzas
se  suman;  nótese  que  si  se  restasen,  podríamos  obtener  valores
negativos  para  la  varianza,  lo  que  sería  imposible.

6.7.  Distribuciones  derivadas  de  la  normal
  Asociadas  a  la  distribución  normal  tenemos  otras  tres  distribuciones
continuas,  que  veremos  brevemente  a  continuación.  Estas  distribuciones
están  tabuladas  y  su  uso  se  reducirá  a  la  parte  de  inferencia  estadística,
por  lo  que  no  necesitamos  conocer  muchos  detalles  de  las  mismas.

6.7.1.  Distribución  χ2  de  Pearson
  Esta  distribución  está  asociada  a  la  distribución  normal  porque  la
distribución  χ2

1  es  la  distribución  de  una  normal  estándar  al  cuadra-
do.  En  general,  dadas  X1,  ...,  Xn  variables  aleatorias  normales  estándar
independientes  entre  sí,  diremos  que  la  variable

Y = X2
1 + ... +X2

n

sigue una distribución χ2. En consecuencia, la distribución χ2 solo toma
valores positivos. Depende de un parámetro llamado grados de libertad,
que es el número de variables normales consideradas en la definición, por
lo que usaremos la notación X ∼ χ2

n, donde n son sus grados de libertad.
Los grados de libertad son un número entero positivo5. La gráfica de su
función de densidad puede verse en la figura 6.7.

5Los grados de libertad pueden tomar cualquier valor positivo, no necesariamente entero, pero
nosotros siempre aproximaremos al valor entero más cercano.
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Figura 6.7. Representación gráfica de la función de densidad de una distri-
bución χ2.

Al igual que con la distribución normal, los valores de probabilidad
de la distribución χ2

n están tabulados, por lo que no necesitaremos cono-
cer su función de densidad (que es bastante complicada) para calcular
sus valores de probabilidad. La tabla correspondiente a la distribución
χ2 se incluye en el apéndice B, tabla B.2. Denotaremos por χ2

n;α con
α ∈ (0, 1) el valor tal que

P (χ2
n ≥ χ2

n;α) = α.

Por  ejemplo,  a  partir  de  la  tabla  B.2,  χ2
7;0,025  =  16,01.

6.7.2.  Distribución  t  de  Student
Esta distribución6 proviene del cociente entre una normal estándar

y la raíz cuadrada de una χ2 dividida por sus grados de libertad, siendo
estas variables independientes. Es decir, dada X1 ∼ N (0, 1), X2 ∼ χ2

n

independientes entre sí, entonces

Y =
X1

√

X2/n
,

6Esta distribución fue desarrollada por W. Gosset, pero utilizaba este pseudónimo porque su
empresa (una cervecera) no le permitía realizar estos estudios.
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sigue una distribución t. Esta distribución es muy similar a la distribu-
ción normal tipificada y de hecho es simétrica respecto a 0. Se diferencia
en que las colas de la distribución t están ligeramente más elevadas. La
gráfica de su función de densidad puede verse en la figura 6.8

0

Figura  6.8.  Representación  gráfica  de  la  función  de  densidad  de  una  distri-
bución  t.

  La  distribución  t  depende  de  un  parámetro  n  llamado  grados  de  li-
bertad  que  coincide  con  los  grados  de  libertad  de  la  distribución  χ2  que
aparece  en  su  definición.  Así,  usaremos  la  notación  Y  ∼  tn.  Como  ocu-
rría  anteriormente,  los  valores  de  probabilidad  de  la  distribución  t  están
tabulados,  por  lo  que  no  es  necesario  conocer  su  función  de  densidad
para  calcular  sus  valores  de  probabilidad.  La  tabla  correspondiente  a  la
distribución  t  se  incluye  en  el  apéndice  B,  tabla  B.3.  Denotaremos  por
tn;α  con  α  ∈  (0,  1)  el  valor  tal  que

P  (tn  ≥  tn;α)  =  α.
Por  ejemplo,  a  partir  de  la  tabla  B.3,  t7;0,025  =  2,365.

6.7.3.  Distribución  F  de  Snedecor
Esta distribución proviene del cociente de dos distribuciones in-

dependientes χ2 entre sus grados de libertad. En otras palabras, si
X1 ∼ χ2

n, X2 ∼ χ2
m independientes entre sí, entonces
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Y =
X1/n

X2/m

sigue una distribución F. Al igual que la distribución χ2, la distribución
F solo toma valores positivos. Depende de dos parámetros, m,n que
toman valores enteros y que coinciden con los grados de libertad de las
distribuciones χ2 que aparecen en su definición. Por lo tanto, usaremos
la notación Y ∼ Fn,m. La gráfica de su función de densidad puede verse
en la figura 6.9.

Figura 6.9. Representación gráfica de la función de densidad de una distri-
bución F.

Como ocurría anteriormente, los valores de probabilidad de la distri-
bución F están tabulados, por lo que no es necesario conocer su función
de densidad para calcular sus valores de probabilidad. La tabla corres-
pondiente a la distribución F se incluye en el apéndice B, tabla B.4.
Denotaremos por Fn,m;α con α ∈ (0, 1) el valor tal que

P (Fn,m;α ≥ Fn,m;α) = α.

Por ejemplo, a partir de la tabla B.4 F3,7;0,05 = 4,35.
Finalmente, esta distribución tiene la propiedad de que si X ∼ Fn,m,

entonces se cumple que 1
X

∼ Fm,n, propiedad que se utiliza para mirar
los valores en las tablas. Por ejemplo, si queremos hallar F7,3;0,95 tenemos
que proceder de la siguiente manera:
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P (F7,3 ≥ F7,3;0,95) = 0,95 ⇒ P (F7,3 ≤ F7,3;0,95) = 0,05

⇒ P (
1

F7,3
≥ 1

F7,3;0,95
) = 0,05.

Por lo tanto,

1

F7,3;0,95
= F3,7;0,05 = 4,35 ⇒ F7,3;0,95 =

1

4,35
= 0,23.

6.8. Teorema central del límite
En esta sección veremos el que tal vez es el resultado más importan-

te de la estadística. Para comprender el alcance del teorema central del
límite7 debemos tener en cuenta que la distribución de una combinación
de variables es un problema que puede ser complicado; por ejemplo, se
puede ver que la suma de dos distribuciones binomiales independientes
con el mismo valor del parámetro p sigue una distribución binomial; sin
embargo, la diferencia de distribuciones binomiales no sigue una dis-
tribución binomial. De la misma forma, el producto de una binomial
por una constante no sigue distribución binomial. Esto sucede para la
mayor parte de las distribuciones de probabilidad y se complica si con-
sideramos tres, cuatro distribuciones, etc. El teorema central del límite
nos permitirá hallar estas distribuciones de probabilidad de forma apro-
ximada, incluso cuando el número de variables involucradas sea muy
grande. Este resultado es el que justifica que la distribución normal sea
la que más aparece en situaciones prácticas.

6.8.1. Distribución de sumas de normales
Ya hemos visto en la sección de variables aleatorias continuas que la

suma y la diferencia de distribuciones normales sigue una distribución
normal; también sigue una distribución normal el producto de una cons-
tante por una distribución normal y la suma de una constante y una
distribución normal. Por otra parte, los parámetros que determinan una

7Aunque en realidad deberíamos llamarlo teorema del límite central.
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distribución normal son la media y la desviación típica (o la varianza).
Si juntamos entonces todos estos resultados se obtiene:

Teorema 1.
Sean X1, ..., Xn distribuciones normales, Xi ∼ N (µi, σi) y sean unas

constantes a1, ..., an. Entonces, la variable X =

n
∑

i=1

aiXi sigue una dis-

tribución N (µ, σ) donde

µ = a1µ1 + ...+ anµn.

σ2 =

n
∑

i=1

a2iσ
2
i +

∑

i<j

2aiajCov(Xi, Xj).

El problema que tiene este resultado es que necesitamos conocer
las covarianzas entre las variables. Sin embargo, en muchas situaciones
prácticas tenemos variables que son independientes entre sí. Esto es por
ejemplo lo que nos va a pasar en la parte de la inferencia estadística.
En este caso tenemos el siguiente corolario:

Teorema 2.
Sean X1, ..., Xn distribuciones normales independientes entre sí, Xi ∼

N (µi, σi) y sean a1, ..., an constantes. Entonces, la variable X =
n
∑

i=1

aiXi

sigue una distribución N (µ, σ) donde

µ = a1µ1 + ...+ anµn.

σ2 =
n
∑

i=1

a2iσ
2
i .

Ejemplo 119.
Se construye una pieza a partir de otras tres piezas X1, X2, X3. Pos-

teriormente se corta una parte de la pieza total X4 de forma que la
pieza final no incluye este trozo. Si las secciones se distribuyen X1 ∼
N (2, 0.02), X2 ∼ N (2.4, 0.25), X3 ∼ N (2.1, 0.05) y X4 ∼ N (1, 0.01),
determinar la proporción de piezas con una longitud superior a los 6
cm.
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Veamos cómo resolver este problema. Nótese que necesitamos cono-
cer la distribución de la pieza final, que denotaremos por X. Como esta-
mos con distribuciones normales, se tiene que X = X1 +X2 +X3 −X4

sigue distribución normal por los resultados anteriores. Tenemos que
hallar los parámetros, que nuevamente por los resultados anteriores y
aplicando que las longitudes de cada pieza son independientes entre sí,
son:

µ = 1.6 + 2.4 + 2.3 − 1 = 5.3,

σ =
√

0.022 + 0.252 + 0.052 + 0.012 = 0.256.

Por lo tanto,

P (N (5.3, 0.256) > 6) = P (N (0, 1) > 2.73) = 0.0032.

6.8.2. El teorema central del límite
En la sección anterior hemos visto cómo calcular la distribución de

sumas y restas de distribuciones normales. Sin embargo, en muchas oca-
siones no podemos afirmar que todas las distribuciones consideradas
sean normales y esto hace que no podamos aplicar los resultados an-
teriores. Es aquí donde entra en funcionamiento el teorema central del
límite, que nos da la distribución aproximada de cualquier combinación
de variables aleatorias independientes entre sí. Daremos aquí una versión
simplificada de este resultado más orientada a la práctica y que permite
evitar el estudio de resultados de convergencia de variables aleatorias.

Teorema 3. (Teorema central del límite)
Sean {X1, ..., Xn, ...} una sucesión de variables aleatorias indepen-

dientes con medias µn y varianzas σ2
n respectivamente. Entonces, se tie-

ne que

n
∑

i=1

Xi −
n
∑

i=1

µi

√

n
∑

i=1

σ2
i

→ N (0, 1).
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Este resultado parece muy abstracto. Veamos las conclusiones que
se pueden extraer.

Lo primero que nos dice es que si tenemos una sucesión de varia-
bles aleatorias, la distribución de la suma sigue en el límite una
distribución normal, sin importar la distribución de las variables
consideradas (podrían ser incluso discretas) ni que estas distribu-
ciones no sean iguales. En otras palabras, nos dice que si tenemos
una variable aleatoria que es suma de muchas variables, entonces
sigue aproximadamente una distribución normal. Esto es lo que
hace que la distribución normal sea tan común, ya que cualquier
variable que dependa de muchos factores sigue aproximadamente
una distribución normal. Así, variables como la altura o el peso
de una persona siguen una distribución normal porque los valores
de esas variables dependen de muchos factores (genética, alimen-
tación, estilo de vida...).

Por la propia definición de límite, esto implica que a partir de
un número n suficientemente grande, la suma ya estará suficiente-
mente cerca de la distribución normal como para que la podamos
considerar normal sin cometer un grave error; claro está, este va-
lor n es desconocido, pero simulaciones han permitido tomar el
valor n = 30 como suficientemente grande en muchas situaciones
prácticas.

Por otra parte, nótese que la variable considerada en el teorema
central del límite es una normal tipificada; por ello, si tenemos un
número finito de variables se tiene que podemos considerar

n
∑

i=1

Xi ∼ N





n
∑

i=1

µi,

√

√

√

√

n
∑

i=1

σ2
i



 .

En muchos problemas estaremos en la situación de un experimento
que se repite muchas veces y se nos pregunta por la variable media
muestral; supongamos que en cada experimento la media es µ y
la desviación típica es σ. Por el punto anterior tenemos que
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n
∑

i=1

Xi

n
∼ N

(

µ,
σ√
n

)

.

Volveremos a hablar de este resultado más adelante.

Veamos un ejemplo de cómo se aplica este resultado, de forma que se
pueda ver la enorme simplificación que supone para resolver problemas
en los que intervienen muchas variables aleatorias.

Ejemplo 120.
Se ha estimado que la demanda de energía eléctrica en una zona es

una variable aleatoria de media 10 y desviación típica 2.5.

¿Cuál es la probabilidad de que en un período de 30 días se de-
mande menos de 190?

Si para simplificar suponemos que las facturas vienen en bloques de
30 días (que coinciden más o menos con los meses), ¿qué cantidad
es demandada al menos el 20% de las veces?

¿Cuál es la probabilidad de que durante 12 períodos la demanda
sea superior a 280?

En este problema, la demanda en cada período es la suma de las de-
mandas de cada uno de los días. Llamaremos Xi a la demanda en el día
i; además, todas estas variables son independientes entre sí. Aplicando
ahora el teorema central del límite se tiene que la demanda en el pe-
ríodo, que denotaremos por Y, sigue aproximadamente una distribución
normal de parámetros

µY = µX1 + ...+ µX30 = 300, σ2
Y = σ2

X1
+ ...+ σ2

X30
= 6.25× 30 = 187.5.

Nótese que para conseguir este resultado no necesitamos conocer la
distribución de la demanda en cada día, tan solo su media y su varianza.
Por lo tanto, ahora podemos concluir que
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P (Y ≤ 190) = P (N (300, 13.7) ≤ 190) = P (N (0, 1) ≤ -8.03) = 0.

En el segundo apartado nos piden el percentil 20 de la distribución;
entonces,

P (N (300, 13.7) ≤ P20) = 0.2 ⇔ P

(

N (0, 1) ≤ P20 − 300

13.7

)

= 0.2

⇔ P

(

N (0, 1) ≤ 300− P20

13.7

)

= 0.8.

Por las tablas de la normal se obtiene

300− P20

13.7
= 0.84 ⇔ P20 = 288.492.

Finalmente,  sea  Z  ≡  número  de  períodos  con  demanda  superior  a
280.  Esta  variable  sigue  una  distribución  B(12,  p),  donde  p  es  la  pro-
babilidad  de  que  un  mes  concreto  tenga  una  demanda  superior  a  280.Procediendo  como  en  el  primer  apartado  se  tiene  que

p  =  P  (Y  ≥  280)  =  P  (N  (300,  13.7)  ≥  280)
=  P  (N  (0,  1)  ≥  -1.46)
=  0.9279.

Ahora  nos  piden  la  probabilidad  de  que  Z  =  12,  que  es  según  la
función  masa  de  probabilidad  de  la  binomial

P  (B(12,  0.9279)  =  12)  =  0.927912  =  0.41.

6.8.3.  Aproximación  normal  de  la  distribución
binomial

  Vamos  ahora  a  ver  otra  consecuencia  del  teorema  central  del  lími-
te.  Supongamos  que  tenemos  una  distribución  binomial  X  ∼  B(n,  p)
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donde n es grande. Entonces, ya conocemos que su función masa de
probabilidad es

P (X = k) =

(

n

k

)

pk(1− p)n−k, k = 0, ..., n.

Si nos piden ahora una probabilidad concreta de esta distribución
tendríamos que calcular los correspondientes números combinatorios y
esto puede ser imposible si n es grande (y ya 100 es un valor muy grande
para estos números combinatorios). Por otra parte, ya hemos visto que
la distribución binomial X puede escribirse como

X =
n
∑

i=1

Xi,

donde Xi ∼ B(p) independientes entre sí. En definitiva, se tiene que X
es una suma de variables y podemos entonces aplicar el teorema central
del límite para concluir que la distribución de X se puede aproximar
por

X ∼ N





n
∑

i=1

µi,

√

√

√

√

n
∑

i=1

σ2
i



 .

Además, como todas las variables Xi tienen la misma distribución
se tiene que

µi = p, σ2
i = p(1− p),

con lo que

X ∼ N
(

np,
√

np(1− p)
)

,

que son precisamente la media y la varianza de X. Este resultado se
conoce como la aproximación normal de la binomial.

Ejemplo 121.
Sea una variable X ∼ B(100, 0.4). Vamos a calcular P (X ∈ [35, 45]).

Por lo dicho anteriormente, podemos aproximar la distribución de X por
una N (40,

√
24).
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P (X ∈ [34, 45]) = P (N (40,
√
24) ∈ [35, 45])

= P (N (0, 1) ∈ [-1.02, 1.02])

= 0.6922.

Nótese que estamos aproximando una variable discreta por una con-
tinua. Entonces, si nos piden la probabilidad de un valor concreto, la
aproximación sería 0 por ser una variable continua; por otra parte, este
valor es necesariamente positivo sin la aproximación, pues pertenece al
dominio de la variable. Para evitar esta contradicción, el valor i de X
se identifica con el intervalo [i− 1/2, i+ 1/2]. La idea de esto es repar-
tir la probabilidad del intervalo [i, i+ 1], que en la distribución normal
tiene valor positivo, entre los dos valores que realmente pueden ocurrir
en la binomial, que son i e i + 1. Y lo que se hace es entonces asignar
[i, i+0,5] a i y [i+ 0,5, i+ 1] a i+ 1. Esto se conoce como la corrección
por continuidad y puede verse la idea de esta aproximación en la figura
6.10.

i
|

Figura 6.10. Idea intuitiva de la corrección por continuidad de una variable
binomial por una distribución normal.

Ejemplo 122. (Continuación del ejemplo 121)
Aplicando corrección por continuidad
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P (X ∈ [34.5, 45.5]) = P (N (40,
√
24) ∈ [34.5, 45.5])

= P (N (0, 1) ∈ [-1.12, 1.12])

= 0.7372.

Nótese que nos ha salido una probabilidad parecida a la del ejemplo
121, a pesar de que tenemos una binomial con un parámetro n que no
es excesivamente grande.

Esto que se ha hecho para la binomial se puede aplicar también a la
distribución de Poisson, pues ya hemos visto que se puede poner como
límite de una suma de binomiales. Así, si X ∼ P(λ), desarrollando
como se hizo para la binomial, se puede ver que podemos aproximar la
distribución anterior por X ∼ N (λ,

√
λ).
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7.1. Estimación puntual

Consideremos la altura de los españoles. En principio, esto es una
variable aleatoria X de la que desconocemos su distribución. Si forza-
mos un poco la situación, podemos afirmar con cierta seguridad que su
distribución es normal, aunque seguiremos sin conocer el valor de los
parámetros µ y σ. Ni que decir tiene que conocer aunque sea aproxima-
damente estos valores es fundamental para sacar conclusiones sobre la
población. Por ejemplo, puede interesarnos aproximar la proporción de
individuos cuya altura sea superior a 1.90. La estimación paramétrica
trata de obtener unas aproximaciones fiables de estos valores.

En general, el problema que vamos a tratar es el siguiente: Sea X una
variable aleatoria de la que se conoce su distribución (es decir, sabemos
por ejemplo que X es normal) pero se desconoce el valor de alguno de los
parámetros que definen la distribución. En el ejemplo anterior, aunque
sabemos que X sigue distribución normal N (µ, σ), desconocemos los
valores de µ y σ. Nótese que µ y σ son números reales desconocidos.
Denotaremos por Θ al conjunto de posibles valores de los parámetros
desconocidos y lo llamaremos el espacio muestral. Por ejemplo, para
el caso que nos ocupa, µ ∈ [1,40, 2,40] y σ > 0, con lo que

Θ = {(a, b) : a ∈ [1,40, 2,40], b > 0}.
Para resolver el problema, lo primero que necesitamos es tener in-

formación sobre los valores que toma la variable. Y esta información 
provendrá de una muestra (que suele ser obtenida por muestreo aleato-
rio simple) de tamaño n. Lo que estamos haciendo realmente es repetir 
el experimento n veces distintas; cada vez que repetimos el experimento

https://dx.doi.org/10.5209/docm.003.07
Estadística Básica. Pedro Miranda Menéndez. © Ediciones Complutense, 2025.
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tenemos una v.a. Xi, i = 1, ..., n que tiene la misma distribución que X.
Una vez realizado el experimento, para la variable Xi se habrá obtenido
el valor xi, que ya es un número real. Entonces, tenemos n números
(x1, ..., xn), que es la misma información con la que empezamos la parte
de estadística descriptiva. A partir de estos valores nosotros tenemos
que dar una aproximación, que en inferencia estadística se llama esti-
mación, del verdadero valor de µ. Es decir, nuestro objetivo es asignar,
a partir de la información que nos proporciona la muestra, un valor a
los parámetros desconocidos dentro del espacio paramétrico Θ.

Volvamos otra vez al problema de estimar la altura media de los es-
pañoles; si tenemos los datos muestrales 1.8, 1.75, 1.85, entonces parece
razonable estimar la altura media por la media de estos tres valores.
Obtendríamos así una estimación de la altura media de valor 1.8. En
realidad, este valor sale de la fórmula

1,80 + 1,75 + 1,85

3
= 1,80.

Y en general, si tenemos 3 individuos, tenemos 3 valores muestrales
X1, X2, X3, cuyos valores x1, x2, x3 conoceremos cuando hayamos reali-
zado el experimento y daremos como estimación del parámetro lo que
nos salga de aplicar la fórmula

X1 +X2 +X3

3
.

Esto es lo que se entiende por un estimador. En realidad, un es-
timador, que denotaremos por T, es una función de los valores de la
muestra que da lugar a un valor posible del parámetro desconocido. Es
decir, es una fórmula matemática.

T : (X1, ..., Xn) → Θ
(x1, ..., xn) →֒ T (x1, ..., xn)

Si aplicamos otra fórmula obtendremos otro estimador. Por ejemplo,
para el caso anterior podemos considerar

T2 = X1, T3 =
3X1 + 2X2 +X3

6
, T3 = 1,82.

Una vez realizado el experimento, ya conocemos los valores de las
variables (X1, ..., Xn), que denotaremos por (x1, ..., xn), y entonces ya
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podemos aplicar la fórmula que hayamos escogido, obteniendo un va-
lor concreto. Por ejemplo, nosotros para nuestra muestra de tamaño 3
hemos obtenido un valor para el primer estimador T de 1.80.

Este valor concreto que se obtiene al aplicar la fórmula se llama
estimación y será la aproximación que nosotros hacemos del valor des-
conocido del parámetro. En nuestro caso, diremos que µ ≈ 1,80.

(X1, ..., Xn) v.a. −→ T (X1, ..., Xn) estimador
↓ ↓

(x1, ..., xn) datos −→ T (x1, ..., xn) estimación

Entonces todo es mecánico una vez hayamos decidido el estimador
que vamos a utilizar. El problema de estimación consiste en determinar
cuál es el mejor estimador del parámetro desconocido.

Un primer aspecto que debe tenerse en cuenta es que si volvemos
a realizar el experimento es posible que se obtengan valores muestrales
distintos y, en consecuencia, el valor del estimador será distinto. Es
decir, no podemos predecir a priori el valor que vamos a obtener con el
estimador, sino que su valor es aleatorio y depende de los valores de la
muestra. En otras palabras, un estimador es una variable aleatoria, que
tendrá una distribución de probabilidad (que dependerá del valor del
parámetro desconocido). Como los estimadores son variables aleatorias,
el error puede ser muy pequeño para unas muestras pero puede ser
muy grande para otras. Así, un estimador funciona mejor que otro para
unas muestras y funciona peor para otras muestras. Por ejemplo, si µ
fuese 1.79, entonces T es mejor que T2 para la muestra (1, 85, 1,80, 1,75)
porque nuestra estimación está más cerca del verdadero valor de µ. Pero
si tenemos la muestra (1,79, 1,86, 1,80) entonces T2 es mejor que T . Sin
embargo, nosotros tenemos que escoger el estimador que vamos a utilizar
antes de tener los datos.

Por otra parte, el parámetro tiene un valor desconocido (si fuese
conocido no lo estaríamos intentando aproximar), por lo que no sabemos
si una estimación concreta está cerca de ese valor o no.

Por ello, el problema de determinar el mejor estimador puede ser
complicado; incluso en ocasiones es difícil encontrar estimadores lógicos
para determinar algunos parámetros; todos estos aspectos se estudian en
la parte de la estadística llamada estimación puntual. Básicamente,
la estimación puntual tiene dos líneas distintas de actuación:
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Podemos buscar el estimador que tenga más propiedades desea-
bles. Por ejemplo, una de estas propiedades es que la esperanza del
estimador (recordemos que el estimador es una variable aleatoria
y por lo tanto tiene esperanza) sea el parámetro desconocido. Si
esto es así, el estimador se dice insesgado. O podríamos exigir
que la probabilidad de acertar se fuese acercando a 1 si el tamaño
de muestra crece (lo que se conoce como consistencia). Y existen
otras muchas propiedades deseables para un estimador.

Podemos aplicar los conocidos como métodos de estimación. Estos
métodos dan algoritmos para determinar un estimador, y suelen
tener buenas propiedades. Por ejemplo, el método de los momen-
tos establece que si queremos estimar un parámetro que coincide
con la media, el estimador adecuado es la media de los valores de
la muestra. El método de estimación que se aplica con más fre-
cuencia es el método de máxima verosimilitud, en el que se toma
como estimación el valor del parámetro que hace la muestra más
probable o con mayor densidad.

.
A continuación se dan los mejores estimadores en tres situaciones

concretas.

Supongamos que la variable poblacional X sigue una distribución
normal N (µ, σ) donde µ es un parámetro desconocido. Si quere-
mos estimar µ, el mejor estimador es

X =
X1 + ... +Xn

n
.

Este estimador se llama media muestral (no confundir con x
de estadística descriptiva). En concreto, X es el estimador (la
fórmula) y x es la estimación. Se puede comprobar que

X ∼ N
(

µ,
σ√
n

)

.
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Supongamos que la variable poblacional X sigue una distribución
normal N (µ, σ) donde σ es un parámetro desconocido. Si quere-
mos estimar σ2, el mejor estimador es

S2 =

n
∑

i=1

(Xi −X)2

n− 1
.

Este estimador se llama cuasivarianza muestral. Se puede com-
probar que

(n− 1)S2

σ2
∼ χ2

n−1.

Si queremos estimar σ se usa el estimador S, raíz cuadrada de S2,
estimador que se conoce como cuasidesviación típica.

Supongamos que la variable poblacional X sigue una distribución
de Bernoulli B(p) donde p es un parámetro desconocido. Si que-
remos estimar p, el mejor estimador es

p̂ =
X1 + ... +Xn

n
=

número de individuos con la característica
número total de individuos en la muestra

.

Este estimador se llama proporción muestral. Se puede com-
probar (aplicando el teorema central del límite) que, si el tamaño
muestral es grande (n > 60), entonces

p̂ ∼ N
(

p,

√

p(1− p)

n

)

.

Veamos dos ejemplos de problemas de estimación puntual.
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Ejemplo 123.
Se está estudiando la proporción de adultos en contacto con niños que

tienen gripe que a su vez enferman de gripe. Una inspección cuidadosa
de 70 adultos en contacto con niños infectados reveló que 28 acabaron
a su vez infectados. En este caso, podemos estimar la proporción de
adultos que enferman por la proporción muestral que es 28/70 = 0,4, es
decir, el 40%.

Ejemplo 124.
Supongamos que el tiempo de supervivencia de un patógeno sigue una

distribución normal de media µ desconocida y desviación típica 2. Para
estimar µ, tomamos una m.a.s. de tamaño 100 y consideramos como
estimador la media muestral, que sigue una distribución

X ∼ N (µ, 2/
√
100) ≡ N (µ, 0,2).

Entonces,

P (|X − µ| ≤ 0,4) = P (|N (0, 0,2)| ≤ 0,4) = P (|N (0, 1)| ≤ 2) = 0,9544.

Es decir, la probabilidad de que estemos cometiendo un error superior
a 0.4 en nuestra estimación es 0.05, o lo que es lo mismo, solo el 5%
de las muestras nos darán una estimación con un error superior. En
consecuencia, es de esperar que nuestra estimación no esté muy lejos
del verdadero valor. En otras palabras, solo el 5% de las muestras serán
poco representativas hasta el punto de que den lugar a una estimación
con error superior a 0.4.

Nótese que al aumentar el tamaño de muestra n disminuye la va-
rianza del estimador, lo que significa que será menos probable que la
muestra no sea representativa.

7.2. Estimación por intervalo
Consideremos nuevamente el problema de estimación de la altura

media de los españoles. Ya habíamos asumido que esta variable tiene
distribución normal. Como estamos estimando la media de una pobla-
ción normal, el estimador puntual adecuado sería la media muestral, tal
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y como se vio en la sección anterior. Dada una muestra, (X1, ..., Xn) y
unos datos muestrales (x1, ..., xn), obtenemos entonces la estimación x
para µ.

Debemos ahora plantearnos la siguiente pregunta: ¿hemos acertado?
Nótese que µ es un valor desconocido, por lo que es difícil contestar a
esta pregunta. Por otra parte, X es una variable aleatoria (que además
en este caso toma infinitos valores porque es continua). Entonces, la
probabilidad de que X tome el valor µ es cero. En otras palabras, es de
esperar que no acertemos nunca. Esto es debido a que lo que hace la
estimación puntual es dar una estimación que esté cerca del verdadero
valor con una probabilidad muy alta, tal y como se vio en los ejemplos
de estimación puntual.

Por otra parte, sería deseable encontrar un estimador que obtuviese
el verdadero valor del parámetro con una gran probabilidad; esto, sin
embargo, es imposible, pues un estimador da un valor y los valores con-
cretos en una distribución continua siempre tienen probabilidad 0. La
única forma de obtener una probabilidad positiva es dando un interva-
lo como estimación; esta es la idea de la que surgen los intervalos de
confianza.

Sea entonces la muestra 1.8, 1.75, 1.85. A la vista de estos datos
parece razonable dar un intervalo de la forma (1.77, 1.83), mientras
que intuitivamente no parece lógico dar como estimación el intervalo
(1.95, 2.05). La razón estriba en que en el primer caso se está dando
un intervalo que parece que recoge la tendencia media de los datos
muestrales (pues la media muestral es 1.80) y en el segundo caso no.

En resumen, nosotros tendremos que dar dos valores correspondien-
tes a los extremos del intervalo. Y estos valores deberían depender de
los valores que se han obtenido en la muestra, de forma que el intervalo
tendría la fórmula

(I1(X1, ..., Xn), I2(X1, ..., Xn)).

En nuestro caso estamos considerando

(X − 3, X + 3).

Para una muestra concreta (x1, ..., xn), el intervalo sería
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(I1(x1, ..., xn), I2(x1, ..., xn)),

que en nuestra se traduce en (1.77, 1.83). Nótese que si repetimos el ex-
perimento es de esperar que la muestra cambie, con lo que también
es muy probable que cambien los valores de los extremos del inter-
valo. En otras palabras, tanto I1(X1, ..., Xn) como I2(X1, ..., Xn) son
variables aleatorias. Como el parámetro desconocido es una constan-
te desconocida, habrá muestras para las que esté dentro del intervalo
(I1(x1, ..., xn), I2(x1, ..., xn)) y habrá muestras para las que no esté den-
tro de este intervalo. Pero como el verdadero valor es desconocido, no
podemos saber para un intervalo concreto si hemos acertado o no.

Nuestro objetivo es que el parámetro desconocido esté dentro del
intervalo la mayor parte de las veces (es decir, con una gran probabili-
dad). En la mayor parte de los casos puede ocurrir que tengamos varias
posibilidades de conseguir esta condición; entonces, se trata de tomar
la opción que nos dé el intervalo con menor amplitud, puesto que esto
nos proporciona una estimación más afinada.

En primer lugar, tenemos que decidir cuál es la probabilidad que
queremos tener de acertar con nuestro intervalo. Este valor de probabi-
lidad se llama nivel de confianza y se denota por 1 − α. Nótese que
esta probabilidad no puede ser 1, pues para ello deberíamos coger todo
el espacio paramétrico y esto no aporta ninguna información. Sin em-
bargo, como dijimos anteriormente, queremos que sea un valor grande.
Los valores típicos para 1− α son 0.9, 0.95 o 0.99.

7.2.1. Método del pivote
Existen varios métodos para hallar los extremos aleatorios de un

intervalo de confianza, pero el más utilizado es el conocido como el
método del pivote. Para explicar el funcionamiento de este método
vamos a desarrollar una situación concreta.

Sea X la distribución poblacional y supongamos que X ∼ N (µ, 2)
donde µ es el parámetro desconocido que queremos estimar. Dada una
muestra de tamaño n, la estimación puntual de µ es la media muestral,
de la que conocemos la distribución,
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X ∼ N
(

µ,
2√
n

)

.

Como ya habíamos visto, la distribución del estimador depende del
valor del parámetro desconocido. Si tipificamos esta variable se tiene
que

X − µ

2/
√
n

∼ N (0, 1).

La cantidad X−µ
2/

√
n

se llama función pivotal. Una función pivotal
es una función que depende de la muestra y del valor del parámetro
desconocido de forma que su distribución de probabilidad está comple-
tamente especificada. El primer paso del método del pivote es hallar
una función pivotal; aunque en algunos casos puede ser difícil de obte-
ner esta función pivotal, en general es sencillo determinar una a partir
del estimador puntual.

Una vez hallada la función pivotal, hay que tener en cuenta que su
distribución es conocida. Por ello, podemos hallar dos valores a, b de
forma que

P

(

a ≤ X − µ

2/
√
n

≤ b

)

= 1− α.

En nuestro caso, como X−µ
2/

√
n
∼ N (0, 1), vamos a escoger a = z1−α/2 =

−zα/2, b = zα/2, ya que son los valores que proporcionan un intervalo de
amplitud mínima. Esto es común en todos los intervalos de confianza.
Este paso puede verse gráficamente en la figura 7.1.

Se trata ahora de operar con las inecuaciones de manera que lo
único que quede en el término medio sea el parámetro desconocido con
coeficiente 1. En nuestro caso se procedería de la siguiente manera.
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a b

α/2 α/2

1− α

Figura 7.1. Representación gráfica de la obtención de los extremos del in-
tervalo para la función pivotal en el método del pivote.

P (−zα/2 ≤
X − µ

2/
√
n

≤ zα/2) = 1− α.

P (−zα/2
2√
n
≤ X − µ ≤ zα/2

2√
n
) = 1− α.

P (−zα/2
2√
n
−X ≤ −µ ≤ zα/2

2√
n
−X) = 1− α.

P (zα/2
2√
n
+X ≥ µ ≥ −zα/2

2√
n
+X) = 1− α.

P (−zα/2
2√
n
+X ≤ µ ≤ zα/2

2√
n
+X) = 1− α.

De esta forma, el intervalo de confianza sería
(

X − zα/2
2√
n
,X + zα/2

2√
n

)

.

Llegados a este punto, es importante tener en cuenta que antes de
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realizar el experimento tenemos una probabilidad 1−α de acertar, pero
después de realizar el experimento habremos acertado o no (probabilidad
1 o 0). Por ello, el valor 1 − α no es un valor de probabilidad, de ahí
que su nombre sea el de nivel de confianza.

7.2.2. Ejemplos de intervalos de confianza
A continuación se enumeran los intervalos de confianza que aparecen

en distintas situaciones en el tratamiento de poblaciones con distribu-
ción normal o Bernoulli. Todos estos intervalos se obtienen de forma
análoga al anterior considerando la estimación puntual y aplicando lue-
go el método del pivote. Para cada situación se da la función pivotal,
su distribución y el intervalo de confianza. Una lista de todos estos in-
tervalos se da en el apéndice D.

Sea X una variable aleatoria, X ∼ N(µ, σ) con µ y σ desconocidos.
Tenemos una m.a.s. de esta variable, (X1, ..., Xn). Queremos hallar
un intervalo de confianza para la media µ. Bajo estas condiciones,
la función pivotal es

T =
X − µ

S/
√
n

∼ tn−1

y el intervalo de confianza al nivel 1− α viene dado por

(

X − tn−1;α/2
S√
n
,X + tn−1;α/2

S√
n

)

.

Sea X una variable aleatoria, X ∼ N(µ, σ) con µ y σ desconoci-
dos. Tenemos una m.a.s. de esta variable, (X1, ..., Xn). Queremos
hallar un intervalo de confianza para la varianza σ2. Bajo estas
condiciones, la función pivotal es

T =
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2

n−1

y el intervalo de confianza al nivel 1− α viene dado por
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(

(n− 1)S2

χ2
n−1;α/2

,
(n− 1)S2

χ2
n−1;1−α/2

)

.

Sea X una variable aleatoria, X ∼ B(p) con p desconocido. Tene-
mos una m.a.s. de esta variable, (X1, ..., Xn); nuestro objetivo es
hallar un intervalo de confianza para la proporción p. Para que los
resultados posteriores sean válidos es necesario que n sea mayor
que 60. Bajo estas condiciones, la función pivotal es

T =
p̂− p
√

p̂(1−p̂)
n

∼ N (0, 1)

y el intervalo de confianza al nivel 1− α viene dado por

(

p̂− zα/2

√

p̂(1− p̂)

n
, p̂+ zα/2

√

p̂(1− p̂)

n

)

.

Sean X, Y dos variables aleatorias, X ∼ N(µ1, σ1), Y ∼ N(µ2, σ2)
que son independientes entre sí, con µ1, σ1, µ2, σ2 desconocidos. Te-
nemos dos m.a.s. de estas dos variables, (X1, ..., Xn1), (Y1, ..., Yn2);
nuestro objetivo es hallar un intervalo de confianza para el co-
ciente de varianzas σ2

1

σ2
2 .

Bajo estas condiciones, la función pivotal
es

T =
S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

∼ Fn1−1,n2−1

y el intervalo de confianza al nivel 1− α viene dado por





S2
1

S2
2

Fn1−1,n2−1;α/2

,

S2
1

S2
2

Fn1−1,n2−1;1−α/2



 .

Sean X, Y dos variables aleatorias, X ∼ N(µ1, σ1), Y ∼ N(µ2, σ2)
que son independientes con µ1µ2 desconocidos pero σ1, σ2 cono-
cidos. Tenemos dos m.a.s. de estas dos variables, denotadas por
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(X1, ..., Xn1) e (Y1, ..., Yn2). Nuestro objetivo es hallar un interva-
lo de confianza para la diferencia de medias µ1 − µ2. Bajo estas
condiciones, la función pivotal es

T =
X − Y − (µ1 − µ2)

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N (0, 1)

y el intervalo de confianza al nivel 1− α viene dado por



X − Y ± zα/2

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2



 .

Sean X, Y dos variables aleatorias, X ∼ N(µ1, σ1), Y ∼ N(µ2, σ2)
que son independientes con µ1, σ1, µ2, σ2 desconocidos. Tenemos
dos m.a.s. de estas dos variables, denotadas por (X1, ..., Xn1) e
(Y1, ..., Yn2). Suponemos finalmente que, aunque desconocidas, σ1 =
σ2; nuestro objetivo es hallar un intervalo de confianza para la dife-
rencia de medias µ1−µ2. Bajo estas condiciones, la función pivotal
es

T =
X − Y − (µ1 − µ2)

S
√

1
n1

+ 1
n2

∼ tn1+n2−2

y el intervalo de confianza al nivel 1− α viene dado por

(

X − Y ± tn1+n2−2;α/2S

√

1

n1
+

1

n2

)

donde

S2 =
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2
.

Sean X, Y dos variables aleatorias, X ∼ N(µ1, σ1), Y ∼ N(µ2, σ2)
que son independientes con µ1, σ1, µ2, σ2 desconocidos. Tenemos
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dos m.a.s. de estas dos variables, (X1, ..., Xn1), (Y1, ..., Yn2). Supo-
nemos finalmente que σ1 6= σ2; nuestro objetivo es hallar inferen-
cias sobre la diferencia de medias µ1−µ2. Bajo estas condiciones,
la función pivotal es la que se conoce como aproximación de Welch
que viene dada por

T =
X − Y − (µ1 − µ2)

√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

∼ tf , f =
(
S2
1

n1
+

S2
2

n2
)2

(
S2
1

n1
)2

n1+1
+

(
S2
2

n2
)2

n2+1

− 2

y el intervalo de confianza al nivel 1− α viene dado por



X − Y − tf ;α/2

√

S2
1

n1
+

S2
2

n2
, X − Y + tf ;α/2

√

S2
1

n1
+

S2
2

n2



 .

Sean X, Y dos variables aleatorias, X ∼ B(p1), Y ∼ B(p2) inde-
pendientes con p1, p2 desconocidos. Tenemos dos m.a.s. de estas
dos variables, que denotaremos por (X1, ..., Xn1) e (Y1, ..., Yn2);
nuestro objetivo es hallar un intervalo de confianza para la dife-
rencia de proporciones p1−p2. Para que los resultados posteriores
sean válidos es necesario que tanto n1 como n2 sean mayores que
60. Bajo estas condiciones, la función pivotal es

T =
p̂1 − p̂2 − (p1 − p2)
√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

∼ N(0, 1)

y el intervalo de confianza al nivel 1− α viene dado por



p̂1 − p̂2 ± zα/2

√

p̂1(1− p̂1)

n1
+

p̂2(1− p̂2)

n2



 .

Se considera un vector bidimensional (X, Y ) y una muestra aleato-
ria simple de tamaño n de dicho vector ((X1, Y1), ..., (Xn, Yn)); se
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supone que X ∼ N (µ1, σ1) e Y ∼ N (µ2, σ2) con µ1, σ1, µ2, σ2 des-
conocidos. Por ejemplo, esta situación aparece cuando se compa-
ran resultados antes y después de realizar un tratamiento; en este
caso las variables X e Y no serían necesariamente independientes.
En general, estamos en una situación en la que para un mismo
individuo se observan dos variables; es decir, la misma situación
que teníamos en el capítulo de estadística descriptiva bidimensio-
nal. Queremos hallar un intervalo de confianza para la diferencia
de medias µ1 − µ2. Para hallar este intervalo vamos a considerar
la variable D = X − Y . De esta forma E(D) = E(X) − E(Y ) y
el problema es equivalente a hallar un intervalo de confianza para
la media de una población D ∼ N (µ, σ) a partir de una muestra
(D1, ..., Dn), en la que Di = Xi − Yi, i = 1, ..., n. Por lo tanto, el
intervalo de confianza al nivel 1− α viene dado por

(

D − tn−1;α/2
S√
n
,D + tn−1;α/2

S√
n

)

.

Veamos finalmente dos ejemplos de problemas típicos de intervalos
de confianza.

Ejemplo 125.

Se está estudiando el radio de un tumor cancerígeno; para ello se
tomaron diez pacientes elegidos al azar con cáncer y se observaron los
siguientes radios (medidos en milímetros):

2,5 2,2 3,0 2,1 2,7 2,5 2,8 1,9 2,2 2,6

Suponiendo que el radio del tumor tiene distribución normal, va-
mos a determinar un intervalo de confianza del 95% para la varianza
poblacional.

En este caso, la variable es el radio del tumor X ∼ N (µ, σ) con am-
bos parámetros desconocidos. Aplicando la fórmula vista anteriormente,
el I.C. viene dado por

(

(n− 1)S2

χ2
n−1;α/2

,
(n− 1)S2

χ2
n−1;1−α/2

)

.
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Para hallar la cuasivarianza muestral lo más rápido es hallar la va-
rianza muestral.

v(x1, ..., x10) = x2 − x2.

Con los datos que tenemos,

x = 2,45, x2 = 6,11 ⇒ v(x1, ..., x10) = 0,11.

Así, s2 = n
n−1

v(x1, ..., x10) = 0,12.
Por otra parte, a partir de las tablas de la distribución χ2, podemos

obtener los valores χ2
0;0,025 = 19, χ2

0;0,975 = 2,7, con lo que el I.C. queda

(

0,12

19
,
0,12

2,7

)

= (0,057, 0,4).

Ejemplo 126.
Supongamos que estamos estudiando la cantidad de partículas por

metro cúbico de aire de una sustancia contaminante en dos ciudades
A y B. Deseando analizar la calidad del aire en esas dos ciudades, se
extraen dos muestras al azar y se analiza el cantidad de partículas de esa
sustancia, obteniéndose los resultados expresados en tantos por millón
que aparecen en la tabla 7.1.

Ciudad A xA = 8,7 s2A = 1,022 nA = 33
Ciudad B xB = 10,9 s2B = 1,732 nB = 27

Tabla 7.1. Datos para la muestra del ejemplo 126.

Supongamos que ambas poblaciones tienen distribución normal con
idéntica varianza. Vamos a construir un intervalo de confianza del 95%
para la diferencia de la cantidad media de partículas contaminantes en
esas dos ciudades.

En este caso, tenemos dos variables, correspondientes a la cantidad
de partículas contaminantes en A, que llamaremos X, y en B, que lla-
maremos Y. Ambas variables X, Y son normales con parámetros desco-
nocidos, aunque con idéntica varianza (desconocida). Entonces, el I.C.
viene dado por
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(

X − Y ± tn1+n2−2;α/2S

√

nA + nB

nAnB

)

.

Como a partir de las tablas de la distribución t se obtiene t58;0,025 = 2
y

s2 =
(nA − 1)s2A + (nB − 1)s2B

nA + nB − 2
= 1,34,

se obtienen que el I.C. queda

(

8,7− 10,9− 2 · √1,34 ·
√

60
33·27 , 8,7− 10,9 + 2 · √1,34 ·

√

60
33·27

)

= (−3,42,−2,38).
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8. Contraste de hipótesis

8.1. Desarrollo de contrastes de hipótesis

Después de haber visto en el tema anterior el problema de dar una
aproximación de los parámetros desconocidos, en este tema vamos a
estudiar otro aspecto de la inferencia estadística que es tal vez más
importante: el contraste de hipótesis.

En un problema de contraste de hipótesis paramétrica no se trata de
estimar el valor del parámetro, ya sea por una aproximación o por un
intervalo; el objetivo es determinar (que en estadística se dirá contrastar)
si el valor del parámetro cumple una determinada condición. Veamos un
ejemplo que nos va a servir para ilustrar el procedimiento del contraste
de hipótesis.

Ejemplo 127.

Sea X la distribución poblacional y supongamos que X ∼ N (µ, 2)
donde µ es el parámetro desconocido; podemos plantearnos si se cumple
que µ = 4.

Lo que se quiere comprobar (pero no demostrar, como veremos más
adelante) se llama hipótesis nula y se denota H0, mientras que su
negación se llama hipótesis alternativa y se denota H1.

Ejemplo 128. (Continuación del ejemplo 127)

En nuestro ejemplo, el contraste a resolver se escribiría
{

H0 : µ = 4
H1 : µ 6= 4

https://dx.doi.org/10.5209/docm.003.08
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Si se concluye la hipótesis nula se dice que se acepta H0, mientras
que si se concluye la hipótesis alternativa se dice que se rechaza H0 (o
que se acepta H1).

Un primer aspecto que hay que tener en cuenta en los contrastes de
hipótesis es que se parte del supuesto de que la hipótesis nula es cierta.
Por ello, en caso de duda concluiremos la hipótesis nula y sólo cuan-
do tengamos una fuerte evidencia en contra concluiremos la hipótesis
alternativa; en este sentido, los contrastes de hipótesis funcionan igual
que un juicio, en el que la hipótesis nula es la inocencia del acusado y
sólo se concluye su culpabilidad si se tienen pruebas concluyentes de la
misma.

Una primera consecuencia de lo anterior es que si al hacer los cálculos
para tomar nuestra decisión llegamos a una situación en la que nos
parezca que el verdadero valor del parámetro está cerca de cumplir las
condiciones de la hipótesis nula, entonces asumiremos que en realidad
la hipótesis nula se cumple. En otras palabras, lo que en realidad se
está contrastando es si se cometería un error grave suponiendo que el
parámetro desconocido está en las condiciones de la hipótesis nula. Otra
consecuencia es que concluir la hipótesis nula no significa que sea cierta,
sino que no tenemos evidencia de que sea falsa; siguiendo con el símil
del juicio, podemos declarar al acusado libre por falta de pruebas, lo
que no quiere decir que sea inocente.

Por otra parte, para concluir la hipótesis alternativa sí necesitamos
una fuerte evidencia de que sea cierta, de la misma manera que para
condenar a alguien en un juicio debemos tener una gran evidencia de
que es culpable. En este sentido, se dice que la hipótesis nula no demues-
tra y la hipótesis alternativa sí. Por ello, si queremos «demostrar» algo
sobre el valor del parámetro desconocido, esta propiedad tiene que ser
la hipótesis alternativa. Un ejemplo de la situación anterior aparece en
los estudios sobre la eficacia de medicamentos; en estos casos, se consi-
dera que un nuevo medicamento es efectivo si la proporción de enfermos
que cura es mayor que la proporción de enfermos que se curan con los
medicamentos disponibles hasta este momento; aquí es muy importan-
te tener una fuerte evidencia de que esto es así antes de comercializar
el nuevo medicamento; por ello, la hipótesis de que el medicamento es
efectivo será la hipótesis alternativa y la hipótesis nula será su nega-
ción, es decir, que el nuevo medicamento no mejora los resultados que
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obtienen los medicamentos actuales. Es por ello que cuando concluimos
la hipótesis nula, aunque se dice que se acepta esta hipótesis, con más
propiedad deberíamos decir que no se tiene evidencia para rechazarla.

Para los contrastes que nosotros estudiaremos es muy fácil distinguir
cuál es la hipótesis nula y cuál es la alternativa. Al escribir la pregunta
que nos hacemos sobre el parámetro, en una de las dos opciones (la pre-
gunta o su negación) tenemos una igualdad. Esta hipótesis será la hipó-
tesis nula. Por ejemplo, en el ejemplo 127 que nos planteamos teníamos
las hipótesis µ = 4 y µ 6= 4. Entonces, la hipótesis nula es H0 : µ = 4.
Para el problema de probar la eficacia de dos medicamentos, denotemos

X ∼ un inidividuo al que se le administra el tratamiento nuevo se
cura de la enfermedad.

Y ∼ un inidividuo al que se le administra el tratamiento antiguo se
cura de la enfermedad.

Entonces, X ∼ B(p1), donde p1 representa la probabilidad de que al
administrar el nuevo medicamento se cura la enfermedad, mientras que
Y ∼ B(p2), donde p2 representa la probabilidad de que al administrar
el medicamento antiguo se cura la enfermedad. Entonces tenemos las
hipótesis

El medicamento es efectivo: p1 > p2.

El medicamento no es efectivo: p1 = p2.

Y así, la hipótesis nula es H0 : p1 = p2.

Para resolver el contraste necesitamos tener información sobre el pa-
rámetro desconocido. Esta información nos la proporciona una muestra
(en general obtenida por muestreo aleatoria simple) de tamaño n de la
variable X. Tenemos así una muestra (X1, ..., Xn) de la que obtenemos
los datos (x1, ..., xn). Nótese que es exactamente la misma información
que teníamos para el problema de estimación.

Volvamos al ejemplo 127; dada la muestra, para hacernos una idea
del valor del parámetro utilizamos el estimador que habíamos hallado en
estimación puntual, que en este caso, y según lo visto en el tema anterior,
es la media muestral X. Supongamos que con nuestros datos x = 4; en
este caso tenemos una evidencia de que µ toma un valor cercano a
4 (recuérdese que con la estimación no buscamos hallar el verdadero
valor del parámetro, sino aproximarlo), con lo que concluiremos que
la hipótesis nula es cierta. Si obtenemos x = 100, entonces tenemos
evidencia de que µ no toma el valor 4, con lo que concluiremos que
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la hipótesis alternativa es cierta. Finalmente, si obtenemos x = 4,3,
entonces tenemos un valor que no sería muy raro si la hipótesis nula
fuese cierta, aunque tampoco proporciona evidencia de su verosimilitud;
por lo dicho al plantear los supuestos iniciales del contraste de hipótesis
concluimos la hipótesis nula. En definitiva, a partir de los valores de la
muestra, nosotros tenemos que decidir si aceptamos o rechazamos H0;
habrá muestras para las que al hacer los cálculos se acepte y muestras
para las que se rechace dependiendo de lo lógicos que sean los datos de
la muestra suponiendo que la hipótesis nula es cierta.

En general, dada una muestra, se toma una función de la misma,
T (X1, ..., Xn); esta función se llama un estadístico del contraste; casi
siempre los estadísticos son los estimadores puntuales o funciones de
los mismos; de hecho, veremos que suelen ser muy parecidos a la fun-
ción pivotal que aparecía en intervalos de confianza suponiendo que la
hipótesis nula es cierta. En función del valor que toma T tomaremos
nuestra decisión; es decir, habrá valores de T que nos lleven a concluir
que H0 es cierta (y que determinan lo que se conoce como la región de
aceptación) y valores que nos llevan a rechazar H0 (y que definen la
región crítica).

Ejemplo 129. (Continuación del ejemplo 127)
Para este caso, tenemos que el estadístico del contraste viene dado

por

T =
X − 4

2/
√
n
.

Esta expresión proviene de considerar el estimador puntual, X, del
que sabemos que X ∼ N (µ, 2/

√
n). Si suponemos que H0 es cierta, en-

tonces µ = 4 y tipificando obtenemos la expresión de T. No debemos
preocuparnos por los estadísticos de los contrastes. Para los contrastes
que se estudiarán en este curso hay una lista de los estadísticos corres-
pondientes en el apéndice E. Sin embargo, es importante tener en cuenta
que el valor del estadístico depende de los valores de la muestra. Por lo
tanto, no podemos saber su valor hasta tener los datos numéricos de la
muestra. En definitiva, igual que los estimadores, los estadísticos son
variables aleatorias y tienen una distribución de probabilidad.

Veamos ahora cómo plantear las regiones de aceptación y crítica.
Nosotros concluiremos que H0 es cierta si la media muestral es cercana
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a 4, lo que para T se traduce en que T será un valor cercano a 0. Y
concluiremos H1 si la media muestral es muy diferente de 4, lo que se
traduce en que T tomará un valor muy grande, ya sea positivo o negativo.
Entonces, las regiones críticas y de aceptación en función de T adoptan
una forma que gráficamente se puede ver en la figura 8.1.

| |
R. AceptaciónR. Crítica R. Crítica

Figura 8.1. Representación gráfica de las regiones de aceptación y crítica
para el ejemplo 127.

Vemos entonces que por la forma en que se plantea el contraste po-
demos determinar la forma de la región crítica. Sin embargo, tenemos
que determinar ahora qué valores se pueden considerar suficientemente
alejados del valor teórico según la hipótesis nula o, en otras palabras,
determinar dónde empieza la región crítica. Para el ejemplo anterior,
tenemos que decidir cuándo consideramos que un valor de T está su-
ficientemente alejado de 0 como para considerarlo en la región crítica.
Para decidir dónde se encuentra la frontera entre la región de acepta-
ción y la región crítica volvamos a las consecuencias de la decisión que
tomamos.

Una vez tomada la decisión de si se acepta o se rechaza H0 es posible
que nuestra decisión sea errónea. Esto es debido a que todas nuestras
conclusiones se basan en la representatividad de la muestra, situación
que no se tiene siempre y que no podemos controlar completamente.
Podemos entonces cometer dos tipos de error:

Rechazamos H0 cuando en realidad H0 es cierta. Este tipo de
error se llama error tipo I. Es lo que ocurre cuando el estadístico
toma un valor en la región crítica pero H0 es cierta. Con este error
estamos condenando a un inocente.
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Aceptamos H0 cuando en realidad esta hipótesis es falsa. Este
tipo de error se llama error tipo II. Es lo que ocurre cuando el
estadístico toma un valor en la región de aceptación pero H0 es
falsa. Con este error estamos declarando inocente a un culpable.

La tabla 8.1 expone las situaciones que pueden aparecer según nues-
tras conclusiones y la realidad.

Decisión Realidad H0 H1

H0 Acertar Error Tipo II
H1 Error Tipo I Acertar

Tabla 8.1. Tipos de errores y situaciones en que aparecen.

Para construir un buen contraste es deseable que las probabilidades
de error tipo I y II sean lo más pequeñas posible. Reducir el error tipo
I se consigue haciendo más grande la región de aceptación; la interpre-
tación de lo que significa ampliar la región de aceptación es ampliar los
valores en los que declaramos al acusado inocente por falta de pruebas.
Pero en este caso estamos reduciendo la región crítica y esto se traduce
en un incremento de la probabilidad de error tipo II; es decir, al ampliar
los casos en que declaramos libre al acusado por falta de pruebas, esta-
mos aumentando la probabilidad de declarar inocente a un culpable. Lo
mismo ocurre si nos planteamos reducir la probabilidad de error tipo
II, puesto que habría que aumentar la región crítica, que lleva a una
reducción de la región de aceptación y en consecuencia a un aumento
del error de tipo I. Por lo tanto, no es posible anular simultáneamente
estas dos probabilidades de error y es necesario conseguir un equilibrio
entre las dos. Tenemos entonces que encontrar un equilibrio entre los
distintos tipos de error.

Para conseguir este equilibrio hay que tener en cuenta la filosofía
subyacente al contraste de hipótesis. Así, siguiendo con el símil del jui-
cio, es más grave condenar a un inocente (error tipo I) que dejar libre
a un culpable (error tipo II). Por ello, se procede de la siguiente mane-
ra: se fija por adelantado la máxima probabilidad de error tipo I que
estamos dispuestos a asumir; este valor de probabilidad se llama nivel
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de significación y se denota por α; suele tomar valores muy peque-
ños, como 0.1, 0.05, 0.01 (nótese la relación con el nivel de confianza
1− α); una vez fijado el nivel de significación, se toman las regiones de
aceptación y crítica de forma que se minimice el error tipo II.

Ejemplo 130. (Continuación del ejemplo 127)
Ya habíamos visto que para este contraste la región crítica era de la

forma

R.C. =

{

(x1, ..., xn) t.q.
X− 4

2/
√
n
≤ a o

X− 4

2/
√
n
≥ b

}

.

Es una región crítica con dos partes (se dice con dos colas), llama-
da región crítica bilateral. Como sabemos que si H0 es cierta entonces
el estadístico del contraste T sigue una distribución normal estándar,
entonces tenemos la representación gráfica de las regiones crítica y de
aceptación de la figura 8.2.

a b

α/2 α/2

1− α

Figura 8.2. Representación gráfica de las regiones de aceptación y crítica
para el ejemplo 127 teniendo en cuenta la distribución del estadístico.

Tenemos ahora que calcular los límites a, b. Nótese que no tenemos
ninguna razón para esperar un valor de X mayor que 4 con mayor
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probabilidad que un valor menor que 4. Por ello, si rechazamos para
un valor del estadístico T de -1, también es lógico que rechacemos para
un valor de 1. Por ello, debido a la simetría de la distribución normal
estándar, hacemos a = −b de forma que ambas colas tienen la misma
probabilidad y la región crítica queda

R.C. =

{

(x1, ..., xn) t.q.

∣

∣

∣

∣

X− 4

2/
√
n

∣

∣

∣

∣

≥ b

}

.

Para hallar b tenemos que utilizar el nivel de significación α. Como
las dos colas tienen la misma probabilidad se tiene que b = zα/2 y la
región crítica queda de forma definitiva

R.C. =

{

(x1, ..., xn) t.q.

∣

∣

∣

∣

X− 4

2/
√
n

∣

∣

∣

∣

≥ zα/2

}

.

Veamos otras dos situaciones que pueden aparecer relacionadas con
el ejemplo anterior.

Ejemplo 131. (Continuación del ejemplo 127)
Supongamos ahora que tenemos que resolver el contraste

{

H0 : µ ≤ 4
H1 : µ > 4

Llamaremos a esta nueva situación la Situación 2. Tomaremos como
estadístico del contraste el mismo que en el caso anterior. En este caso
nótese que bajo H0 no sabemos qué valor debemos asignar a µ; el valor
que se le asigna es 4, pues es el valor de frontera y nos da la situación
que será más dudosa. Por lo tanto, consideraremos que

T =
X − 4

2/
√
n

∼ N (0, 1).

Si H0 es cierta, es de esperar que X sea menor o igual que 4 (o que
al menos no sea muy superior a 4 debido a la aleatoriedad inherente
a la muestra); esto se traduce en que el numerador del estimador será
negativo o tomará un valor positivo pequeño; si H1 es cierta, esperamos
valores del estadístico muy grandes y positivos. Así, la región crítica es
de la forma
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R.C. =

{

(x1, ..., xn) t.q.
X− 4

2/
√
n
≥ b

}

.

Es una región crítica con una cola, llamada región crítica unilateral.
La representación gráfica de esta región crítica puede verse en la figura
8.3.

b

α

1− α

Figura 8.3. Representación gráfica de las regiones de aceptación y crítica
para el ejemplo 127 (situación 2) teniendo en cuenta la distribución del esta-
dístico.

Para hallar b tenemos que utilizar el nivel de significación α. Como
la región crítica tiene que tener probabilidad α se tiene que b = zα y la
región crítica queda de forma definitiva

R.C. =

{

(x1, ..., xn) t.q.
X− 4

2/
√
n
≥ zα

}

.

Supongamos ahora el contraste

{

H0 : µ = 4
H1 : µ > 4
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Llamaremos a esta nueva situación la Situación 3. Tomaremos co-
mo estadístico del contraste el mismo que en el caso anterior. Si H0

es cierta, es de esperar que X sea próxima a 4; esto se traduce en que
el numerador del estimador será cercano a 0 (ya sea positivo o negati-
vo), con lo que esperamos valores del estadístico cercanos a 0; si H1 es
cierta, esperamos valores del estadístico muy grandes y positivos. Queda
entonces la situación en que el estadístico tome valores muy grandes y
negativos; esta situación no parece acorde ni con H0 ni con H1; por ello,
y basándonos en la filosofía del contraste de hipótesis, aceptaremos H0.
Así, la región crítica es de la forma

R.C. =

{

(x1, ..., xn) t.q.
X− 4

2/
√
n
≥ b

}

.

Y, por lo visto anteriormente, se tiene que su expresión final es

R.C. =

{

(x1, ..., xn) t.q.
X− 4

2/
√
n
≥ zα

}

.

De la misma forma, si consideramos los contrastes

{

H0 : µ ≥ 4
H1 : µ < 4

{

H0 : µ = 4
H1 : µ < 4

que llamaremos las situaciones 4 y 5, respectivamente, se puede demos-
trar por simetría que la región crítica queda de la forma

R.C. =

{

(x1, ..., xn) t.q.
X− 4

2/
√
n
≤ −zα

}

.

La representación gráfica de esta situación puede verse en la figura
8.4.

Aunque en esta situación hemos visto que es sencillo determinar la
forma de la región crítica del contraste, todas estas regiones críticas
están especificadas en el apéndice E.

En definitiva, para resolver un contraste hay que seguir los siguientes
pasos:
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a

α

1− α

Figura 8.4. Representación gráfica de las regiones de aceptación y crítica
para el ejemplo 127 (situaciones 4 y 5) teniendo en cuenta la distribución del
estadístico.

Pasos para resolver un contraste de hipótesis

1. Plantear las hipótesis nula y alternativa.

2. Determinar el estadístico del contraste.

3. Determinar la región crítica del contraste.

4. Comprobar si el valor muestral del estadístico está dentro de la
región crítica o no.

8.2. Contrastes para una población
En la sección anterior hemos desarrollado a modo de ejemplo los con-

trastes de hipótesis para la media de una distribución normal cuando la
varianza es conocida. En esta sección veremos algunos otros ejemplos de
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contrastes paramétricos para una población. Un resumen de los mismos
se encuentra en el apéndice E. Como se verá a lo largo de esta sección,
las regiones críticas son similares en términos de forma a las que se
desarrollaron en la sección anterior, pero incluimos nuevamente el razo-
namiento para insistir en que todos estos contrastes son muy parecidos
entre sí y en que la forma de la región crítica se puede determinar de
forma intuitiva.

8.2.1. Contraste para la esperanza en poblaciones
normales con varianza desconocida

En este caso las condiciones de las que partimos son las siguientes:
Sean X una variable aleatoria, X ∼ N(µ, σ) donde µ y σ son pará-

metros desconocidos. Tenemos una m.a.s. de esta variable, (X1, ..., Xn);
nuestro objetivo es realizar contrastes sobre la media de la población.
Es decir, las situaciones que nos planteamos son:

situación 1:

{

H0 : µ = µ0

H1 : µ 6= µ0
,

situación 2:

{

H0 : µ = µ0

H1 : µ > µ0
, situación 3:

{

H0 : µ ≤ µ0

H1 : µ > µ0
,

situación 4:

{

H0 : µ = µ0

H1 : µ < µ0
, situación 5:

{

H0 : µ ≥ µ0

H1 : µ < µ0
.

Para un contrastes en estas condiciones, el estadístico es

T =
X − µ

S/
√
n

∼ tn−1,

que suponiendo H0 cierta (µ = µ0) se convierte en

T =
X − µ0

S/
√
n

∼ tn−1.

Veamos ahora los distintas regiones críticas según el contraste:

Si consideramos la situación 1, entonces rechazaremos si los valores
del estimador son muy grandes o muy pequeños. Como en casos
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anteriores, consideraremos las dos colas de igual probabilidad. Así,
la región crítica al nivel de significación α viene dada por

R.C. =

{

(x1, ..., xn), t.q.

∣

∣

∣

∣

x− µ0

s/
√
n

∣

∣

∣

∣

≥ tn−1,α/2

}

.

Si consideramos las situaciones 2 o 3, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy grandes. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =

{

(x1, ..., xn), t.q.
x− µ0

s/
√
n

≥ tn−1,α

}

.

Si consideramos las situaciones 4 o 5, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy pequeños. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =

{

(x1, ..., xn), t.q.
x− µ0

s/
√
n

≤ −tn−1,α

}

.

8.2.2. Contraste para la varianza en poblaciones
normales

En este caso las condiciones de las que partimos son las siguientes:
Sean X una variable aleatoria, X ∼ N(µ, σ) donde µ y σ son pará-

metros desconocidos. Tenemos una m.a.s. de esta variable, (X1, ..., Xn);
nuestro objetivo es realizar contrastes sobre la varianza de la población.
Es decir, las situaciones que nos planteamos son:

situación 1:

{

H0 : σ
2 = σ2

0

H1 : σ
2 6= σ2

0

,

situación 2:

{

H0 : σ
2 = σ2

0

H1 : σ
2 > σ2

0

, situación 3:

{

H0 : σ
2 ≤ σ2

0

H1 : σ
2 > σ2

0

,

situación 4:

{

H0 : σ
2 = σ2

0

H1 : σ
2 < σ2

0

, situación 5:

{

H0 : σ
2 ≥ σ2

0

H1 : σ
2 < σ2

0

.

Para un contrastes en estas condiciones, el estadístico es
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T =
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2

n−1,

que suponiendo H0 cierta (σ = σ0) se convierte en

T =
(n− 1)S2

σ2
0

∼ χ2
n−1.

Veamos ahora los distintas regiones críticas según el contraste:

Si consideramos la situación 1, entonces rechazaremos si los valores
del estimador son muy grandes o muy pequeños respecto a n− 1.
Como en casos anteriores, consideraremos las dos colas de igual
probabilidad. Así, la región crítica al nivel de significación α viene
dada por

R.C. =

{

(x1, ..., xn)t.q.
(n− 1)s2

σ2
0

< χ2
n−1;1−α/2

o
(n− 1)s2

σ2
0

> χ2
n−1;α/2

}

.

Si consideramos las situaciones 2 o 3, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy grandes. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =

{

(x1, ..., xn)t.q.
(n− 1)s2

σ2
0

> χ2
n−1;α

}

.

Si consideramos las situaciones 4 o 5, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy pequeños. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =

{

(x1, ..., xn)t.q.
(n− 1)s2

σ2
0

< χ2
n−1;1−α

}

.

Ejemplo 132.
Se tiene una máquina que fabrica pastillas de un medicamento; por

ello, es necesario que la cantidad de un componente sea muy homogénea,
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y las autoridades imponen que su varianza no supere el valor 0.025.
Para comprobar la hipótesis de que la máquina funciona bien se tomó
una muestra aleatoria de 100 pastillas y se encontró una cuasivarianza
muestral de 0.03 microgramos. Si queremos trabajar con un nivel de
significación del 5% y suponiendo normalidad, ¿qué se puede decir de
la hipótesis a partir de esos datos?

La variable que tenemos en este caso es la cantidad de componente,
X, que sigue distribución N (µ, σ) donde ambos parámetros son desco-
nocidos. El contraste de hipótesis a resolver es

{

H0 : σ
2 ≤ 0,025

H1 : σ
2 > 0,025

Así, el estadístico del contraste es

T =
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2

n−1 ⇒ X =
(n− 1)s2

0,025
∼ χ2

n−1

suponiendo que H0 sea cierta. La R.C. es

R.C. =

{

(x1, ..., xn)t.q.
(n− 1)S2

0,025
> χ2

n−1;α

}

.

Con nuestros datos, el estadístico vale T = 118,8; por otra parte,
χ2
99;0,05 = 124,3, con lo que aceptamos H0 y concluimos que no hay

argumentos suficientes para suponer que la máquina funciona mal.

8.2.3. Contraste para la proporción

En este caso las condiciones de las que partimos son las siguientes:
Sea X una variable aleatoria, X ∼ B(p) con p desconocido. Tenemos

una m.a.s. de esta variable, (X1, ..., Xn); nuestro objetivo es resolver
contrastes sobre la proporción p. Para que los resultados posteriores sean
válidos es necesario que n sea mayor que 60. Es decir, las situaciones
que nos planteamos son:
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situación 1:

{

H0 : p = p0
H1 : p 6= p0

,

situación 2:

{

H0 : p = p0
H1 : p > p0

, situación 3:

{

H0 : p ≤ p0
H1 : p > p0

,

situación 4:

{

H0 : p = p0
H1 : p < p0

, situación 5:

{

H0 : p ≥ p0
H1 : p < p0

.

Para un contrastes en estas condiciones, el estadístico es

T =
p̂− p
√

p(1−p)
n

∼ N(0, 1),

que suponiendo H0 cierta (p = p0) se convierte en

T =
p̂− p0
√

p0(1−p0)
n

∼ N(0, 1).

Veamos ahora los distintas regiones críticas según el contraste:

Si consideramos la situación 1, entonces rechazaremos si los valores
del estimador son muy grandes o muy pequeños. Como en casos
anteriores, consideraremos las dos colas de igual probabilidad. Así,
la región crítica al nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn)t.q.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p̂− p0
√

p0(1−p0)
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥ zα/2







.

Si consideramos las situaciones 2 o 3, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy grandes. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn)t.q.
p̂− p0
√

p0(1−p0)
n

≥ zα







.
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Si consideramos las situaciones 4 o 5, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy pequeños. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn)t.q.
p̂− p0
√

p0(1−p0)
n

≤ −zα







.

8.3. Contrastes para dos muestras
independientes

En la sección 2 se vieron algunos ejemplos de contrastes que involu-
cran a una población. Veamos ahora ejemplos de contrastes de hipótesis
sobre dos poblaciones independientes.

8.3.1. Contraste sobre la comparación de varianzas
En este caso las condiciones de las que partimos son las siguientes:
Sean X, Y dos variables aleatorias, X ∼ N(µ1, σ1), Y ∼ N(µ2, σ2)

independientes; se supone que todos los parámetros son desconocidos.
Tenemos dos m.a.s. de estas dos variables, (X1, ..., Xn1), (Y1, ..., Yn2);
nuestro objetivo es realizar contrastes sobre la comparación de varian-
zas. Es decir, las situaciones que nos planteamos son:

situación 1:

{

H0 : σ
2
1 = σ2

2

H1 : σ
2
1 6= σ2

2

,

situación 2:

{

H0 : σ
2
1 = σ2

2

H1 : σ
2
1 > σ2

2

, situación 3:

{

H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2

H1 : σ
2
1 > σ2

2

,

situación 4:

{

H0 : σ
2
1 = σ2

2

H1 : σ
2
1 < σ2

2

, situación 5:

{

H0 : σ
2
1 ≥ σ2

2

H1 : σ
2
1 < σ2

2

.

Para un contrastes en estas condiciones, el estadístico es

T =
S2
1

S2
2

σ2
2

σ2
1

∼ Fn1−1,n2−1,
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que suponiendo H0 cierta (σ1 = σ2) se convierte en

T =
S2
1

S2
2

∼ Fn1−1,n2−1.

Veamos ahora los distintas regiones críticas según el contraste:

Si consideramos la situación 1, entonces rechazaremos si los valores
del estimador son muy grandes o muy pequeños. Como en casos
anteriores, consideraremos las dos colas de igual probabilidad. Así,
la región crítica al nivel de significación α viene dada por

R.C. =

{

(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
s21
s22

< Fn1−1,n2−1;1−α/2

o
s21
s22

> Fn1−1,n2−1;α/2

}

.

Si consideramos las situación 2 o 3, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy grandes. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =

{

(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
s21
s22

> Fn1−1,n2−1;α

}

.

Si consideramos las situaciones 4 o 5, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy pequeños. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =

{

(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
s21
s22

< Fn1−1,n2−1;1−α

}

.

Ejemplo 133.
Supóngase que se seleccionaron 6 observaciones de la longitud del

águila imperial y que se obtiene s21 = 6. Supóngase que se toman luego
las longitudes de 21 águilas reales y se obtiene s22 = 2. Si ambas longi-
tudes siguen distribución normal, ¿puede afirmarse que la varianza de
la longitud es la misma en las dos especies al nivel de significación 0.1?

242



Contraste de hipótesis

Denotamos
X ≡ longitud del águila imperial ∼ N(µ1, σ1).
Y ≡ longitud del águila real ∼ N(µ2, σ2).
El contraste a resolver es

{

H0 : σ
2
1 = σ2

2

H1 : σ
2
1 6= σ2

2

.

El estadístico del contraste es

T =
S2
1

S2
2

σ2
2

σ2
1

∼ F5,20,

y la región crítica viene dada por

R.C. =

{

(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
s21
s22

< F5,20;0,05,
s21
s22

> F5,20;0,05

}

.

De las tablas de la distribución F obtenemos F5,20;0,05 = 2,71. Ahora,

0,05 = P (F5,20 < F5,20;0,95) = P (
1

F5,20

>
1

F5,20;0,95

) = P (F20,5 >
1

F5,20;0,95

).

Entonces,

1

F5,20;0,95
= F20,5;0,05 = 4,56 ⇒ F5,20;0,95 = 0,22.

Con nuestros datos, el valor del estimador bajo la hipótesis nula es
3. Por tanto se rechaza H0 y decidimos que las varianzas son diferentes.

8.3.2. Contraste sobre la diferencia de medias de
poblaciones normales con varianzas conocidas

En este caso las condiciones de las que partimos son las siguientes:
Sean X, Y dos variables aleatorias, X ∼ N(µ1, σ1), Y ∼ N(µ2, σ2)

independientes; se supone que µ1, µ2 son desconocidos, pero σ1, σ2 son
conocidos. Tenemos dos m.a.s. de estas dos variables, que denotaremos
por (X1, ..., Xn1) e (Y1, ..., Yn2). Nuestro objetivo es realizar contrastes
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sobre la comparación de medias. Es decir, las situaciones que nos plan-
teamos son:

situación 1:

{

H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 6= µ2
,

situación 2:

{

H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 > µ2
, situación 3:

{

H0 : µ1 ≤ µ2

H1 : µ1 > µ2
,

situación 4:

{

H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 < µ2
, situación 5:

{

H0 : µ1 ≥ µ2

H1 : µ1 < µ2
.

Para un contrastes en estas condiciones, el estadístico es

T =
X − Y − (µ1 − µ2)

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N (0, 1),

que suponiendo H0 cierta (µ1 = µ2) se convierte en

T =
X − Y
√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N (0, 1).

Veamos ahora los distintas regiones críticas según el contraste:

Si consideramos la situación 1, entonces rechazaremos si los valores
del estimador son muy grandes o muy pequeños. Como en casos
anteriores, consideraremos las dos colas de igual probabilidad. Así,
la región crítica al nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− y
√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> zα/2







.

Si consideramos las situaciones 2 o 3, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy grandes. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
x− y

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

> zα







.

244



Contraste de hipótesis

Si consideramos las situaciones 4 o 5, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy pequeños. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
x− y

√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

< −zα







.

8.3.3. Contraste sobre la diferencia de medias con
igualdad de varianzas (desconocidas pero
iguales)

En este caso las condiciones de las que partimos son las siguientes:
Sean X, Y dos variables aleatorias, X ∼ N(µ1, σ1), Y ∼ N(µ2, σ2)

independientes; se supone que todos los parámetros son desconocidos.
Tenemos dos m.a.s. de estas dos variables, (X1, ..., Xn1), (Y1, ..., Yn2).
Suponemos finalmente que σ1 = σ2 (aunque su valor sea desconocido);
nuestro objetivo es realizar contrastes sobre la comparación de medias.
Es decir, las situaciones que nos planteamos son:

situación 1:

{

H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 6= µ2
,

situación 2:

{

H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 > µ2
, situación 3:

{

H0 : µ1 ≤ µ2

H1 : µ1 > µ2
,

situación 4:

{

H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 < µ2
, situación 5:

{

H0 : µ1 ≥ µ2

H1 : µ1 < µ2
.

Para un contrastes en estas condiciones, el estadístico es

T =
X − Y − (µ1 − µ2)

S
√

1
n1

+ 1
n2

∼ tn1+n2−2,

con

S2 =
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2
,
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que suponiendo H0 cierta (µ1 = µ2) se convierte en

T =
X − Y

S
√

1
n1

+ 1
n2

∼ tn1+n2−2.

Veamos ahora los distintas regiones críticas según el contraste:

Si consideramos la situación 1, entonces rechazaremos si los valores
del estimador son muy grandes o muy pequeños. Como en casos
anteriores, consideraremos las dos colas de igual probabilidad. Así,
la región crítica al nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− y

s
√

1
n1

+ 1
n2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> tn1+n2−2;α/2







.

Si consideramos las situaciones 2 o 3, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy grandes. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
x− y

s
√

1
n1

+ 1
n2

> tn1+n2−2;α







.

Si consideramos las situaciones 4 o 5, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy pequeños. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
x− y

s
√

1
n1

+ 1
n2

< −tn1+n2−2;α







.
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8.3.4. Contraste sobre la diferencia de medias con
varianzas distintas (desconocidas y distintas)

En este caso las condiciones de las que partimos son las siguientes:
Sean X, Y dos variables aleatorias, X ∼ N(µ1, σ1), Y ∼ N(µ2, σ2)

independientes; se supone que todos los parámetros son desconocidos.
Tenemos dos m.a.s. de estas dos variables, (X1, ..., Xn1), (Y1, ..., Yn2). Su-
ponemos finalmente que σ1 6= σ2; nuestro objetivo es realizar contrastes
sobre la comparación de medias. Es decir, las situaciones que nos plan-
teamos son:

situación 1:

{

H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 6= µ2
,

situación 2:

{

H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 > µ2
, situación 3:

{

H0 : µ1 ≤ µ2

H1 : µ1 > µ2
,

situación 4:

{

H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 < µ2
, situación 5:

{

H0 : µ1 ≥ µ2

H1 : µ1 < µ2
.

Para un contrastes en estas condiciones, el estadístico es

T =
X − Y − (µ1 − µ2)

√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

∼ tf f =

(

S2
1

n1
+

S2
2

n2

)2

(

S2
1

n1

)2

n1+1
+

(

S2
2

n2

)2

n2+1

− 2.

Hay que tener en cuenta que es posible que f no salga entero. En este
caso, se tomaría el entero más próximo al valor obtenido. Suponiendo
H0 cierta (µ1 = µ2) se convierte en

T =
X − Y
√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

∼ tf .

Veamos ahora los distintas regiones críticas según el contraste:

Si consideramos la situación 1, entonces rechazaremos si los valores
del estimador son muy grandes o muy pequeños. Como en casos
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anteriores, consideraremos las dos colas de igual probabilidad. Así,
la región crítica al nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− y
√

s21
n1

+
s22
n2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> tf;α/2







.

Si consideramos las situaciones 2 o 3, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy grandes. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
x− y

√

s21
n1

+
s22
n2

> tf;α







.

Si consideramos las situaciones 4 o 5, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy pequeños. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
x− y

√

s21
n1

+
s22
n2

< −tf;α







.

Nota 1. Para realizar inferencia sobre la diferencia de medias en pobla-
ciones normales con varianzas desconocidas hay que seguir los siguientes
pasos:

Paso 1: Contrastar la igualdad de varianzas.

Paso 2: Si se concluye la igualdad de varianzas, aplicar el contraste
de 8.3.3.

Paso 3: Si se concluye la desigualdad, aplicar la aproximación de
Welch. (8.3.4).
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Ejemplo 134. (Continuación del ejemplo 133)
El estudio de las varianzas de las longitudes de las águilas era previo

para estudiar la longitud media. En las mismas muestras se obtuvo x =
210, y = 180. Vamos a contrastar la hipótesis de que la longitud de las
águilas imperiales es igual a la longitud de las águilas reales frente a que
sea mayor al nivel de significación 0.1.

El contraste a resolver es

{

H0 : µ1 = µ2

H1 : µ1 > µ2
.

Por el ejemplo anterior sabemos que las varianzas son distintas. Por
tanto utilizamos el estadístico

T =
X − Y − (µ1 − µ2)

√

S2
1

n1
+

S2
2

n2

∼ tf f =

(

S2
1

n1
+

S2
2

n2

)2

(

S2
1

n1

)2

n1+1
+

(

S2
2

n2

)2

n2+1

− 2.

Con nuestros datos obtenemos f = 3,995. Por tanto, tomamos f =
4. El valor del estadístico bajo la hipótesis nula es 28.85. La región crítica
será de la forma

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
x− y

√

s21
n1

+
s22
n2

> t4;0,1







.

En las tablas de la distribución t se obtiene t4;0,1 = 1,533. Por tanto
se rechaza H0 y se concluye que la longitud del águila imperial es mayor
que la del águila real.

8.3.5. Contraste sobre la diferencia de proporciones
En este caso las condiciones de las que partimos son las siguientes:
Sean X, Y dos variables aleatorias, X ∼ B(p1), Y ∼ B(p2) indepen-

dientes; se supone que p1 y p2 son desconocidos. Tenemos dos muestras
aleatorias de estas dos variables, (X1, ..., Xn1), (Y1, ..., Yn2); nuestro ob-
jetivo es realizar contrastes sobre la diferencia de proporciones. Como

249



Estadística Básica

ya se dijo anteriormente al tratar problemas relacionados con distribu-
ciones de Bernoulli, para que los resultados posteriores sean válidos es
necesario que tanto n1 como n2 tienen que ser valores grandes. Es decir,
las situaciones que nos planteamos son:

situación 1:

{

H0 : p1 = p2
H1 : p1 6= p2

,

situación 2:

{

H0 : p1 = p2
H1 : p1 > p2

, situación 3:

{

H0 : p1 ≤ p2
H1 : p1 > p2

,

situación 4:

{

H0 : p1 = p2
H1 : p1 < p2

, situación 5:

{

H0 : p1 ≥ p2
H1 : p1 < p2

.

Para un contrastes en estas condiciones, el estadístico es

T =
p̂1 − p̂2 − (p1 − p2)
√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

∼ N(0, 1),

que suponiendo H0 cierta (p1 = p2) se convierte en

T =
p̂1 − p̂2

√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

∼ N(0, 1).

Veamos ahora los distintas regiones críticas según el contraste:

Si consideramos la situación 1, entonces rechazaremos si los valores
del estimador son muy grandes o muy pequeños. Como en casos
anteriores, consideraremos las dos colas de igual probabilidad. Así,
la región crítica al nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p̂1 − p̂2
√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥ zα/2







.

Si consideramos las situaciones 2 o 3, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy grandes. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por
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R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
p̂1 − p̂2

√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

≥ zα







.

Si consideramos las situaciones 4 o 5, entonces rechazaremos si los
valores del estimador son muy pequeños. Así, la región crítica al
nivel de significación α viene dada por

R.C. =







(x1, ..., xn1), (y1, ..., yn2)t.q.
p̂1 − p̂2

√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

≤ −zα







.

8.4. Muestras pareadas
Veamos finalmente el caso de tener datos pareados. Esta situación

aparece en el miso caso que teníamos para intervalos de confianza.
Se considera un vector bidimensional (X, Y ) y una muestra aleatoria

simple de tamaño n de dicho vector ((X1, Y1), ..., (Xn, Yn)). Normalmen-
te esta situación aparece cuando se comparan resultados antes y después
de realizar un tratamiento; nótese que en este caso las variables X e Y
no serían independientes.

Nos planteamos el contraste

{

H0 : E(X) = E(Y )
H1 : E(X) 6= E(Y )

.

Para resolver este contraste vamos a considerar la variable D =
X − Y . De esta forma E(D) = E(X) − E(Y ) y nuestro contraste es
equivalente al contraste con una muestra (D1, ..., Dn) donde Di = Xi−Yi

dado por

{

H0 : E(D) = 0
H1 : E(D) 6= 0

.

De la misma forma serían equivalentes los siguientes tests:
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{

H0 : E(X) = E(Y )
H1 : E(X) > E(Y )

⇔
{

H0 : E(D) = 0
H1 : E(D) > 0

.

{

H0 : E(X) ≤ E(Y )
H1 : E(X) > E(Y )

⇔
{

H0 : E(D) ≤ 0
H1 : E(D) > 0

.

{

H0 : E(X) = E(Y )
H1 : E(X) < E(Y )

⇔
{

H0 : E(D) = 0
H1 : E(D) < 0

.

{

H0 : E(X) ≥ E(Y )
H1 : E(X) < E(Y )

⇔
{

H0 : E(D) ≥ 0
H1 : E(D) < 0

.

En principio estos tests no pueden ser resueltos con lo que conoce-
mos; sin embargo, en el caso particular en que D sea una variable normal
(cosa que ocurre por ejemplo si X e Y siguen distribución normal), en-
tonces podemos resolverlos siguiendo el proceso de los contrastes para
la media de una población normal con varianza desconocida (Sección
2.1).

8.5. El p-valor
En todo el proceso de resolución de contrastes de hipótesis que hemos

visto anteriormente hay un aspecto que no es en modo alguno natural. Sí
parece natural el estadístico y la forma de la región crítica; sin embargo,
a la hora de fijar los límites de la región crítica es necesario introducir el
nivel de significación. Este concepto no aparece en los problemas prác-
ticos de contrastes de hipótesis, en los que se nos pide si se acepta o se
rechaza una hipótesis, sin hablar de una significación. Por tanto, parece
lógico plantearse la siguiente pregunta: ¿cómo resolver un problema en
el que no se ha fijado el nivel de significación?

Supongamos nuevamente el problema que ha sido el hilo conductor
de la primera sección. Sea X ∼ N (µ, 2) y supongamos que queremos
resolver el contraste

{

H0 : µ = 4
H1 : µ 6= 4
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Como antes, para resolverlo, consideramos una m.a.s. de tamaño n
de X dada por (X1, ..., Xn). Ya hemos visto que el estadístico de este
contraste es

T =
X − µ

2/
√
n

∼ N (0, 1),

que suponiendo que H0 es cierta queda

T =
X − 4

2/
√
n

∼ N (0, 1).

También hemos visto que la región crítica es de la forma

R.C. =

{

(x1, ..., xn) t.q.
X− 4

2/
√
n
≤ a o

X− 4

2/
√
n
≥ b

}

,

cuya representación gráfica se dio en la figura 8.2.
Tenemos ahora que calcular los límites a, b. Y como se explicó ante-

riormente, que no tenemos ninguna razón para esperar un valor de X
mayor que 4 con mayor probabilidad que un valor menor que 4, entonces
asumimos a = −b y la región crítica queda

R.C. =

{

(x1, ..., xn) t.q.

∣

∣

∣

∣

X− 4

2/
√
n

∣

∣

∣

∣

≥ b

}

.

Hasta aquí hemos seguido el proceso visto al comenzar el tema. Que-
da ahora el problema de determinar b, para lo que sí necesitamos utilizar
el nivel de significación α.

Supongamos que el valor del estadístico T para la muestra concreta
(x1, ..., xn) es 1.8. Entonces, si α fuese 0.1 tendríamos que b = 1,645 y
rechazaríamos H0; lo mismo ocurriría para valores de α mayores que 0.1,
pues en este caso disminuiría el valor de b. Por otra parte, si α fuese 0.05
tendríamos que b = 1,96 y aceptaríamos H0; lo mismo ocurriría para
valores de α menores que 0.05, pues en este caso aumentaría el valor de
b. En definitiva, tendríamos unos valores de significación para los que
rechazaríamos (valores grandes de α) y otros valores de significación
para los que aceptaríamos (valores pequeños de α). El que el valor de
b determina la aceptación o rechazo de H0 puede verse gráficamente en
la figura 8.5.
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T
|

R.C.2
R.C.1

Figura 8.5. Distintas regiones críticas en función del valor b para el valor del
estadístico T = 1,8. Nótese que para R.C.2 se acepta H0 mientras que para
R.C.1 se rechaza.

Ahora bien, existirá un valor de significación α0 tal que para valores
mayores de significación α > α0 se rechace H0 y para valores menores
α < α0 se acepte H0. Este valor será el α tal que zα/2 = b = 1,8. Y el
valor α se puede hallar teniendo en cuenta que bajo H0 el estadístico
tiene distribución N (0, 1). Así, tenemos que resolver

P (N (0, 1) > 1,8) = α/2.

Este valor de significación se conoce como el p-valor. En nuestro
caso, el p-valor vale 0,0718.

El p-valor representa el mínimo valor de significación para el que se
rechaza H0 (o lo que es lo mismo, el máximo valor para el que se acepta
H0); volviendo al símil del juicio, el p-valor es el porcentaje de inocentes
que se van a condenar para condenar al acusado, en el sentido de que
otro acusado que sea inocente con una evidencia mayor en su contra
también será condenado.

Una vez hallado el p-valor, ¿qué decisión tomar? Pongámonos en un
caso extremo; si el estadístico vale 0, esta situación sería la mejor para
H0 y en este caso el p-valor sería 1. Esto quiere decir que si aun así que-
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remos rechazar H0, en otras palabras, condenar al acusado, tendríamos
que condenar a todos los acusados inocentes. De la misma forma, si el
p-valor es grande, esto significa que el estadístico toma un valor peque-
ño en valor absoluto y parece lógico aceptar H0; de hecho, rechazar H0

llevaría a rechazar esta hipótesis en un gran porcentaje de muestras,
incluso si la hipótesis nula es cierta. En resumen, si el p-valor es grande,
significa que tenemos razones para suponer que el acusado es inocen-
te, en el sentido de que si no lo fuese, habría un gran porcentaje de
inocentes que tendrían una evidencia aún peor en su contra, y esto nos
llevaría a condenar a muchos inocentes, y por lo tanto a tener una gran
probabilidad de errror tipo I. Por ello, en estas situaciones se acepta H0.

Análogamente, si el p-valor es pequeño, esto significa que el estadís-
tico toma un valor grande en valor absoluto y parece lógico rechazar H0.
En otras palabras, aunque es posible que el acusado sea inocente, la evi-
dencia en contra de esta hipótesis es tan grande que parece mucho más
lógico asumir que es culpable. Si aceptamos H0 y lo declaramos inocente,
tendríamos que declarar inocentes a todos los acusados en condiciones
similares, y esto haría que aumentase el error tipo II.

Queda finalmente pendiente la cuestión de qué valores se consideran
grandes y qué valores se consideran pequeños para el p-valor. En princi-
pio esto depende del grado de seguridad que se quiere de no cometer un
error tipo I, teniendo en cuenta que no puede ser 0. En general el límite
entre aceptar y rechazar es un valor pequeño del p-valor, casi siempre
0.05.

Ejemplo 135.

Supongamos que queremos estudiar si el porcentaje de personas in-
tolerantes a una sustancia ha aumentado en los últimos años. Se sabe
que hace 50 años el porcentaje de personas intolerantes era del 15%.
Para ello, se toma una m.a.s. de 200 individuos, para los que se observa
que hay 40 con intolerancia a la sustancia. ¿Podemos concluir que el
porcentaje de individuos intolerantes ha aumentado?

Para resolver este problema, consideramos la variable

X ≡ Un individuo seleccionado al azar es intolerante a la sustancia.

Entonces X sigue una distribución X ∼ B(p), donde p es la propor-
ción de individuos intolerantes. Tenemos que resolver el contraste
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{

H0 : p = 0,15
H1 : p > 0,15

.

A partir de la tabla del apéndice E observamos que el estadístico del
contraste bajo H0 es

T =
p̂− p0

√

p0(1− p0)/n
∼ N (0, 1).

La tabla del apéndice E nos dice también que la región crítica del
contraste es de la forma

R.C. =

{

(x1, ..., xn1)t.q.
p̂− p0

√

p0(1− p0)/n
> zα

}

.

Con nuestros datos, p0 = 0,15 y p̂ = 40
200

= 0,2. Por lo tanto, el valor
del estadístico es

T =
0,2− 0,15

√

0,15× 0,85/200
=

0,05

0,025
= 2.

Por lo tanto, el p-valor es

p− valor = P (N (0, 1) > 2) = 0,0228.

Y como el p-valor es muy pequeño, rechazamos H0 y concluimos que
sí ha habido un incremento de la proporción de individuos intolerantes
a esa sustancia.
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9. Análisis de varianza

9.1. Introducción. Conceptos básicos

Vamos a introducir en este tema las técnicas de análisis de la va-
rianza. El análisis de varianza es una herramienta muy importante para 
comparar las medias distintas poblaciones. Su desarrollo, como se verá 
posteriormente, tiene una filosofía muy parecida a la de la regresión.

En esta sección introduciremos los conceptos básicos de análisis de 
la varianza. Empecemos con un ejemplo; así, consideremos el número 
de kilos de fruta que da un manzano. Tenemos entonces que la cantidad 
de fruta de un árbol concreto es una variable aleatoria, pues no puede 
predecirse a priori cuál será el resultado. Para esta variable aleatoria 
podemos realizar los estudios típicos de la inferencia estadística que 
hemos visto en los dos temas anteriores; por ejemplo, a partir de una 
m.a.s. podemos calcular un intervalo de confianza para la producción
media de manzanas o cualquier otra característica de interés; podemos
plantear el contraste de hipótesis para estudiar si la varianza de esta
variable supera 4 o no; podemos plantear un contraste no paramétrico
para ver si la producción sigue distribución normal; etc. Todos estos
estudios nos darán información que puede ser muy valiosa para conocer
el comportamiento general de la variable.

El análisis de la varianza plantea el problema desde otra perspectiva: 
¿por qué no todos los árboles producen la misma cantidad de manza-
nas? O en otras palabras, ¿hay alguna característica que influye en la 
producción de manzanas? Por ejemplo, es posible que las distintas sub-
especies de manzano den lugar a diferencias en la producción de fruta; 
otra causa que podría influir en el resultado final de la variable pro-
ducción es el tipo de abono utilizado; y así podemos obtener muchas

https://dx.doi.org/10.5209/docm.003.09
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más características que puedan explicar las diferencias entre los distin-
tos valores. Es decir, el análisis de la varianza se centra en estudiar las
causas que originan las diferencias entre los resultados de los distintos
individuos.

Este planteamiento es muy interesante en la práctica; así, si hay di-
ferencias entre las distintas subespecies, podemos elegir la que dé una
mayor producción; si hay dos abonos que potencian la producción de la
misma manera, podemos elegir el que sea más barato, etc.; y en gene-
ral, podemos buscar la mejor combinación entre subespecie y abono que
maximice la producción. Esto hace que el análisis de varianza se apli-
que en muchos problemas médicos, industriales y económicos. Nótese la
similitud con regresión, en la que tenemos una variable aleatoria y estu-
diamos si conocer el valor de otra u otras variables sobre un individuo
nos dan información sobre el valor que toma la variable original sobre
ese individuo.

Desde un punto de vista más formal, consideremos una v.a. X, en
ocasiones llamada variable dependiente. Sobre esta variable aleatoria
se cree que pueden influir una serie de características; cada una de estas
características se llama factor; es usual denotar los factores por A,B, y
así sucesivamente. Por ejemplo, en el caso anterior la variedad o el tipo
de abono serían factores.

Cada factor puede tomar una serie de valores, no necesariamente
numéricos. De hecho, esta será una de las diferencias con regresión,
en la que las variables que influyen sobre la variable dependiente son
numéricas y se busca una relación numérica que dé una aproximación
de la variable dependiente a partir de los valores de las otras variables. Si
estamos considerando el factor A, las distintas modalidades del factor se
denotan por A1, A2, ... y se llaman los niveles del factor A. Por ejemplo,
en el caso anterior tenemos que las variedades fuji, reineta o golden son
niveles del factor variedad. Nótese que las modalidades que puede tomar
un factor pueden ser infinitas o finitas. Así, si consideramos la cantidad
de lluvia como un factor, entonces tenemos infinitos niveles.

Cuando estamos estudiando el comportamiento de la variable X es
posible que no podamos estudiar todos los niveles de un factor. Esto
es debido a que el número de niveles es muy elevado (incluso infinito)
o porque no podamos controlar la modalidad de la característica; por
ejemplo, si estamos considerando la temperatura mínima, este es un
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factor que no podemos controlar y tendremos que conformarnos con los
valores que aparecen al realizar el estudio. En estas condiciones, dire-
mos que el factor es de efectos aleatorios. Para un factor de efectos
aleatorios se supone que los niveles del factor se escogen al azar, ya
sea por el investigador, que los fija mediante un sorteo antes de comen-
zar el estudio, o por la naturaleza, que los determina al realizarse el
experimento.

Por otra parte, es posible que sí seamos capaces a estudiar todas
las modalidades del factor que nos interesan. Nótese que es posible que
el factor tome muchas más modalidades, pero que no sean relevantes
para nuestro estudio; por ejemplo, de entre todos los posibles abonos
tal vez nos queramos centrar en los que no superan un nivel determinado
de cierto componente muy contaminante; en este caso, los abonos que
no están en estas condiciones dejan de ser niveles del factor abono. Si
estudiamos todos los niveles que nos interesan diremos que el factor es
de efectos fijos.

Aunque en el caso que estudiaremos nosotros, que es el modelo con
un solo factor, los desarrollos matemáticos son iguales para un factor de
efectos fijos que para un factor de efectos aleatorios, para modelos más
generales sí existen diferencias en los cálculos a realizar.

En todo caso, sea un factor de efectos fijos o de efectos aleatorios,
siempre tendremos en la práctica una cantidad finita de niveles. Deno-
taremos por a el número de niveles que se consideran para el factor A,
por b el número de niveles que se consideran para el factor B, y así
sucesivamente. Así, los niveles de A se denotan por A1, ..., Aa, los de B
por B1, ..., Bb, y así sucesivamente.

Inicialmente, el objetivo del análisis de varianza es estudiar si verda-
deramente existe una influencia de los distintos factores sobre el resulta-
do de la variable X. Por otra parte, además de una influencia aislada del
factor, es posible que existan interacciones entre los factores, de forma
que la combinación de niveles tenga una influencia superior o inferior
de la que tendría cada uno de los factores por separado y luego su-
mando todas esas influencias. Por ejemplo, es posible que una variedad
de manzana con un determinado abono produzca muchas más manza-
nas que otra variedad con el mismo tipo de abono. Por ello, tenemos
que estudiar todas las posibles combinaciones de factores. Si tenemos
varios factores, una combinación de un nivel de cada factor se llama
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un tratamiento. Así, si tenemos dos factores tenemos los tratamien-
tos A1B1, A1B2, ..., AaBb, en total a × b tratamientos. La tabla 9.1 se
muestra el proceso para dos factores.

B1 B2 ... Bb

A1 A1B1 A1B2 ... A1Bb

A2 A2B1 A2B2 ... A2Bb
...

...
...

...
...

Aa AaB1 AaB2 ... AaBb

Tabla 9.1. Construcción de los distintos tratamientos en el caso de dos fac-
tores.

En definitiva, lo que estamos haciendo es particionar una población,
que viene dada por la variable X, en varias subpoblaciones, en cada una
de las cuales los niveles de cada factor están fijados. Denotaremos por
Xi1,i2,... la variable que sigue la subpoblación en la que el primer factor
toma el nivel i1, el segundo factor el nivel i2, etcétera. Si tenemos k fac-
tores y denotamos por ri el número de niveles que estamos considerando
en el factor i, entonces estamos comparando

k
∏

i=1

ri

poblaciones distintas.

X











X11...
...

Xr1r2...

El objetivo entonces es estudiar si todas las variables Xi1,i2,... siguen
la misma distribución, lo que significaría que los distintos tratamientos
influyen por igual para la variable que se está considerando o, por el
contrario, existen diferencias entre ellos. Por lo tanto, el contraste que
nos planteamos es:

{

H0 : Xi1,i2,... homogéneas (misma distribución)
H1 : No H0

.
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Esto es un contraste no paramétrico, pues no conocemos la distribu-
ción de cada una de esas variables. Sin embargo, nosotros supondremos
las siguientes condiciones sobre las poblaciones:

Normalidad: Todas las subpoblaciones siguen distribución nor-
mal. Es decir, supondremos que Xi1,i2,... ∼ N (µi1,i2,..., σi1,i2,...).

Homocedasticidad: Todas las subpoblaciones tienen la misma
varianza. Es decir, σi1,i2,... = σ, ∀i1, i2, ...

Independencia: Todas las subpoblaciones son independientes en-
tre sí.

Como consecuencia de estas hipótesis previas, Xi1,i2,... ∼ N (µi1,i2,..., σ),
donde las distintas medias µi1,i2,... y la desviación típica común σ son
desconocidas. El problema de comprobar su homogeneidad se reduce
ahora a contrastar la igualdad de medias

{

H0 : µi1,i2,... = µ, ∀i1, i2, ...
H1 : No H0

,

donde µ es un valor común para todos los tratamientos y que coincide
con la media de la variable X. Nótese además que por la hipótesis de
independencia, el análisis de la varianza es una generalización del con-
traste de igualdad de medias para poblaciones normales independientes
con varianzas iguales y desconocidas que se estudió en el capítulo ante-
rior. Los distintos modelos de análisis de la varianza permiten resolver
estos contrastes en distintas situaciones.

9.2. Modelo unifactorial
En esta sección veremos el modelo más sencillo de análisis de va-

rianza. En el modelo unifactorial tenemos un único factor de interés.
Denotaremos este factor por A y supondremos que se evalúan a niveles.
Cada nivel del factor puede influir positivamente o negativamente en el
valor de la variable.
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Como hemos visto, el análisis de la varianza se basa en descomponer
la variable X en varias variables, una por cada tratamiento. En este
caso, como solo hay un factor, los tratamientos coinciden con los niveles
del factor, y así los escribimos como X1, ..., Xa, donde estas variables
corresponden a la variable X según los distintos niveles del factor. Como
en el caso general, nosotros supondremos las siguientes condiciones sobre
las poblaciones:

Normalidad: Todas las subpoblaciones siguen distribución nor-
mal. Es decir, supondremos que Xi ∼ N (µi, σi).

Homocedasticidad: Todas las subpoblaciones tienen la misma
varianza. Es decir, σi = σ, ∀i = 1, ..., a.

Independencia: Todas las subpoblaciones son independientes.

Entonces, por estas condiciones previas de análisis de la varianza,
tenemos que Xi ∼ N (µi, σ), donde σ es un valor desconocido de la
desviación típica, común a todas las variables, y µi, i = 1, ..., a son los
valores de las medias (también desconocidas). El contraste que queremos
resolver es si hay diferencias entre las distintas variables X1, ..., Xa. Por
las condiciones previas, la única diferencia posible es en la media, lo que
se traduce en el contraste

{

H0 : µ1 = µ2 = ... = µa

H1 : No H0
.

Para resolver este contraste, tenemos que estudiar el comportamien-
to de cada una de las variables. Para ello, tenemos a muestras aleatorias
simples, de tamaños n1, ..., na, respectivamente, una para cada una de
las varialbes (una para cada nivel del factor). Estas muestras vienen
dadas por

(X11, ..., X1n1), ..., (Xa1, ..., Xana).

De esta manera los datos de todas esas muestras pueden escribirse
todos juntos en una tabla tal y como se da en la tabla 9.2.

Tenemos entonces un número de datos dado por:

n1 + ... + na = n.
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Nivel 1 Nivel 2 · · · Nivel a
x11 x21 · · · xa1

x12 x22 · · · xa2
...

...
...

...
x1n1 x2n2 · · · xana

Tabla 9.2. Datos muestrales para resolver un análisis de la varianza unifac-
torial.

Nótese que los tamaños de muestra pueden ser diferentes para las
distintas muestras, lo mismo que pasaba para el contraste de medias de
dos poblaciones normales que se vio en el capítulo anterior.

Como se trata de comparar las medias, lo lógico es que nuestras con-
clusiones dependan de las estimaciones de cada una de ellas. Para cada
subpoblación podemos estimar la media teórica mediante la correspon-
diente media muestral; la media correspondiente al nivel i se denota por
X i y viene dada por

Xi :=
1

ni

ni
∑

j=1

Xij ,

que para unos datos concretos (xi1, ..., xini
) nos da el valor

xi :=
1

ni

ni
∑

j=1

xij .

De manera análoga podemos estimar la media de la población global
mediante la media muestral de todos los datos, ya que podemos consi-
derar la unión de todas las muestras como una muestra de tamaño n de
la variable X ; denotaremos esta media por X; este valor viene dado por

X =
1

n

a
∑

i=1

ni
∑

j=1

Xij.

Es fácil comprobar que estos valores están relacionados mediante la
fórmula
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X =
n1X1 + n2X2 + ... + naXa

n
,

y los valores muestrales por

x =
n1x1 + n2x2 + ...+ naxa

n
.

Si la hipótesis nula es cierta, entonces µi = µj, ∀i, j = 1, ..., a. Esto
significa que nosotros esperamos que X i y Xj están estimando la mis-
ma cantidad, por lo que es de esperar que xi y xj sean valores similares
(nótese que no es de esperar igualdad porque estamos haciendo una es-
timación). Por otra parte, si la hipótesis nula es cierta, todas las medias
teóricas µi coinciden con µ, la media (desconocida) de X, con lo que X i

y X están estimando la misma cantidad y es de esperar que xi y x sean
valores similares; en esto último es en lo que nos vamos a basar para
resolver el contraste.

Si X i y X son similares, entonces (Xi − X)2 será pequeño, y en
consecuencia

a
∑

i=1

ni(Xi −X)2

será pequeño. Aquí ni aparece porque si los tamaños de muestra son
grandes, esperamos que la estimación sea mejor, y entonces penalizare-
mos las diferencias grandes más que si el tamaño de muestra es pequeño.

Por el contrario, si la hipótesis nula es falsa, hay diferencias entre
algún µi y µj; entonces, X i y Xj estiman cantidades diferentes y es de
esperar que xi y xj se diferencien mucho. Procediendo como antes, es
de esperar también que xi y x se diferencien y así (xi − x)2 debería ser
grande. Entonces, si la hipótesis alternativa es cierta, esperamos que

a
∑

i=1

ni(Xi −X)2

sea grande. Entonces, nuestra región crítica debería ser de la forma

R.C. = {(x11, ..., x1n, ..., xa1, ..., xan) t.q.
a
∑

i=1

ni(xi − x)2 > k}.
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Tenemos entonces que calcular el valor de la constante k que marca
la frontera entre la región crítica y la región de aceptación. Supongamos
que hemos obtenido

∑a
i=1 ni(xi − x)2 = 4,3. ¿Es este valor suficiente-

mente grande para concluir la hipótesis alternativa? En otras palabras,
¿cuál es el valor de k para un nivel de significación α concreto?

Nótese en primer lugar que, si la hipótesis nula es cierta, entonces
las diferencias entre Xi y X dependerán de la varianza σ2, valor que
es desconocido. De esta manera, 4.3 será grande para varianzas pobla-
cionales muy pequeñas, pero será un valor que podemos achacar a la
aleatoriedad de la muestra si la varianza poblacional es muy grande. Lo
mismo sucede si tenemos un error de medición entre dos distancias de
un metro. Si es sobre una distancia de varios kilómetros, el error que
se está cometiendo es muy pequeño, pero si es sobre una distancia de
cinco metros, el error de medición es muy grande. ¿Qué hacer entonces?

Para resolver el problema volveremos al inicio de nuestro estudio, en
el que nos planteamos por qué no son iguales todas las observaciones,
y procederemos de forma similar a como se hizo para regresión lineal.
Para ello tenemos que pensar en que las posibles diferencias en el valor
de la variable X para dos individuos de la población pueden ser debidas
a dos causas:

Si los individuos están en niveles del factor diferentes, como la
medida de cada individuo es un valor cercano a su media más
o menos una cantidad debida a la variación σ de la población,
entonces si las medias para distintos niveles son diferente, es de
esperar que haya una diferencia entre los valores obtenidos para
esos dos individuos. Es decir, que variar el nivel puede producir
diferencias. Diremos que esta posible variación es debida al factor.

Por otra parte, individuos que están en las mismas condiciones
para el factor, es decir, están bajo el mismo nivel, no tendrán el
mismo valor. Eso es debido a que en este caso, si tenemos el nivel
Ai, tenemos dos individuos con distribución N (µi, σ), y debido a
que tenemos una variable aleatoria (en otras palabras, σ no es 0),
es de esperar una diferencia entre los valores para los dos indivi-
duos. Diremos que esta diferencia es debida a un error aleatorio.

Una medida de la variación de todas las observaciones viene dada
por
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a
∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij −X)2 = (n− 1)S2 = nV (X).

Este término se llama la suma de cuadrados del total y se denota
SCT . Puede demostrarse que esta suma de cuadrados puede descom-
ponerse en dos sumandos mediante

a
∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij −X)2 =

a
∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij −X i)
2 +

a
∑

i=1

ni
∑

j=1

(X i −X)2.

El primer término se llama suma de cuadrados del error y se
denota por SCE; el segundo término se llama suma de cuadrados
del factor y se denota por SCA. Así, la variación total de la muestra
se ha desglosado en dos términos:

SCT = SCE + SCA.

Nótese que se tiene lo siguiente:

SCE =
a
∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij −X i)
2 =

a
∑

i=1

(ni − 1)S2
i =

a
∑

i=1

niV (Xi),

SCA =

a
∑

i=1

ni
∑

j=1

(X i −X)2 =

a
∑

i=1

ni(Xi −X)2.

Veamos estos dos términos por separado. La suma de cuadrados del
error es una suma de las varianzas muestrales en cada muestra mul-
tiplicadas por ni. Como dentro de cada muestra la población tiene la
misma distribución (N (µi, σ)), este término será más o menos grande si
σ es más o menos grande. En otras palabras, este término es debido a
errores aleatorios en las muestras y no depende de las diferencias entre
los niveles.

En el caso de SCA, ya hemos visto que es el término que depende
tanto del error aleatorio (que hace que no coincidan las medias mues-
trales con las teóricas) como de posibles diferencias entre los distintos
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niveles (pues al estimar cantidades distintas hay una tendencia a que
aumente el valor absoluto de sus diferencias).

Entonces tenemos que comparar SCA con SCE. El problema ahora
es que estas cantidades no están en las mismas «unidades». En concreto,
se puede demostrar que

E(SCE) = (n− a)σ2, E(SCA) = (a− 1)σ2 + c,

donde c es una constante positiva que mide las posibles diferencias entre
los niveles y que vale 0 si no hay diferencias entre ellos.

Definimos entonces el cuadrado medio del factor como

CMA =
SCA

(a− 1)
.

Análogamente, definimos el cuadrado medio del error como

CME =
SCE

(n− a)
.

Ahora sí podemos realizar la comparación: Al dividir CMA entre
CME, si no hay diferencias entre los niveles, entonces están estimando
la misma cantidad y esperamos que nos queden valores similares, con
lo que el cociente será cercano a 1. Si hay diferencias entre los niveles,
entonces c es positivo y estamos estimando cantidades diferentes y es-
peramos que ese cociente sea mayor que 1. Nuevamente tenemos que
encontrar un valor para el que consideremos que es un valor suficiente-
mente grande como para concluir que hay diferencias entre los niveles.
La ventaja que tenemos ahora es que este cociente es adimensional. Se
puede demostrar que

CMA

CME
∼ Fa−1,(n−a).

En definitiva, rechazaremos para valores grandes de CMA
CME

. Es decir,
que nuestra región crítica para un nivel de significación α será

R.C. = {(x11, ..., x1n1 , ..., xa1, ..., xana) t.q.
cma

cme
> Fa−1,n−a;α}.
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En general, todos los modelos de análisis de varianza se resuelven
rellenando una tabla. En el caso del modelo unifactorial la tabla es la
que se puede ver en la tabla 9.3.

F. Variación SC g.l. CM F
Factor A sca a-1 cma cma

cme

Error sce n-a cme
Total sct n-1

Tabla 9.3. Tabla ANOVA para el modelo unifactorial.

Nótese también que se tiene el mismo estimador para resolver el
modelo de efectos fijos y el modelo de efectos aleatorios. Como hemos
dicho anteriormente, esto es algo que no ocurre en general. Sí cambia la
interpretación de los resultados:

En un modelo de efectos fijos, si concluimos H0, entonces afirma-
mos que no hay diferencias entre los niveles del factor. Si conclui-
mos H1, entonces existen diferencias.

En un modelo de efectos aleatorios, si concluimos H0, entonces
afirmamos que no hay diferencias entre los niveles del factor, in-
cluyendo los niveles que no han sido estudiados. Si concluimos H1,
entonces existen diferencias.

Ejemplo 136.

Se están comparando cuatro métodos de estudio. Para ello, se prueba
cada método y se observa la puntuación obtenida en una prueba. El pro-
fesor supone que, aparte de la variación usual en la nota para alumnos
que han utilizado el mismo método, puede existir una variación signi-
ficativa de la nota debido a que la eficacia de los distintos métodos sea
distinta. Para investigar esto, selecciona 16 alumnos al azar que divide
en cuatro grupos de cuatro alumnos cada uno, y evalúa a cada alumno
en una prueba. Los datos recogidos aparecen en la tabla 9.4.

Suponiendo que se cumplen las condiciones de ANOVA, ¿podemos
concluir que hay diferencias entre los métodos de estudio?
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Método / Alumno. 1 2 3 4 Media
1 8 7 9 6 7,5
2 1 0 3 2 1,5
3 6 5 7 5 5,75
4 5 6 9 8 7

Tabla 9.4. Calificaciones correspondientes al ejemplo 136.

Aquí la variable X es la nota que se obtiene y el factor es el método
(con cuatro niveles); es un factor de efectos fijos, pues solo estamos
interesados en comparar esos cuatro métodos.

En este problema, se tiene que la media global es x = 5, 4375. Apli-
cando un análisis de la varianza se obtiene la tabla 9.5.

F. Variación SC g.l. CM F
Método 89.19 3 29.73 15.68
Error 22.75 12 1.9
Total 111.94 15

Tabla 9.5. Tabla ANOVA para el ejemplo 136.

El valor 15.68 corresponde a un p-valor inferior a 0.05, puesto que
F3,12;0,05 = 3,49, por lo que rechazamos la hipótesis nula y concluimos
que existen diferencias entre los métodos de aprendizaje.
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Anexo  A.  Combinatoria

  La  combinatoria  estudia  el  número  de  formas  de  escoger  unos  indi-
viduos  dentro  de  un  conjunto  finito.  Por  lo  tanto,  es  una  herramienta
que  se  aplica  muchas  veces  al  aplicar  la  regla  de  Laplace,  que  se  basa
en  avaluar  los  casos  favorables  y  los  casos  posibles.

  Consideremos  entonces  un  conjunto  finito,  que  tiene  n  elementos.  Se
trata  ahora  de  escoger  varios  de  esos  individuos,  digamos  k.  Lo  primero
que  hay  que  tener  en  cuenta  es  que  tenemos  que  especificar  cómo  van
a  ser  seleccionados  esos  individuos;  así,  tenemos  que  especificar  si  un
mismo  individuo  puede  ser  seleccionado  más  de  una  vez,  si  nos  importa
el  orden  en  que  son  seleccionados  los  elementos,  etcétera.  Esto  da  lugar  a
distintas  expresiones,  algunas  de  las  cuales  se  explicarán  a  continuación.

A.1.  Variaciones

Las  variaciones  aparecen  en  situaciones  en  que  importa  el  orden
de  selección  de  los  individuos.  Dependiendo  de  si  se  puede  elegir  varias
veces  al  mismo  individuo  o  no  tenemos  dos  expresiones  diferentes.

A.1.1.  Variaciones  sin  repetición

Supongamos  que  tenemos  un  grupo  de  40  personas  que  se  presentan
a  un  concurso  y  que  debemos  entregar  un  primer  premio  dotado  de
100  000  euros,  un  segundo  premio  por  valor  de  50  000  euros  y  un  tercer
premio  de  10  000  euros.  ¿De  cuántas  formas  pueden  ser  entregados  estos
premios?

  En  este  caso,  tenemos  una  situación  en  la  que  importa  el  orden  de
selección  de  los  individuos,  ya  que  nos  es  lo  mismo  ganar  el  primer

https://dx.doi.org/10.5209/docm.003.11
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premio que el tercero. Además, un individuo no puede ser seleccionado
varias veces, puesto que un mismo individuo no puede ganar varios
premios.

Para resolver este problema se procede de la siguiente manera: pri-
mero tenemos que seleccionar al ganador del primer premio, para el que
tenemos 40 posibilidades; fijado este individuo A, tenemos que seleccio-
nar al ganador del segundo premio B, para el que tenemos 39 posibilida-
des, pues no podemos volver a seleccionar al ganador del primer premio;
de la misma forma, tenemos 38 posibilidades para el ganador del tercer
premio C. En definitiva, tenemos 40×39×38 formas diferentes de entre-
gar los premios, cada una de ellas identificada con un vector (A,B,C),
donde la primera coordenada nos indica al ganador del primer premio,
la segunda coordenada al ganador del segundo premio y la tercera al
ganador del tercer premio.

En general, si hay n individuos, tenemos n posibilidades para selec-
cionar el primer individuo, n− 1 para el segundo, n− 2 para el tercero,
y así sucesivamente. Este proceso puede representarse en un diagrama
de árbol tal y como se ve en la figura A.1.

En situaciones en que importa el orden de selección de los individuos
y además no puede seleccionarse un individuo varias veces, diremos que
estamos en un caso de variaciones sin repetición. Procediendo como
en el ejemplo anterior, si tenemos un conjunto de n individuos y tenemos
que seleccionar k de ellos importando el orden y sin repetición, el número
de variaciones sin repetición de n elementos tomados k a k viene dado
por

Vn,k = n× (n− 1)× (n− 2)× ...× (n− k + 1).

A.1.2. Variaciones con repetición
Consideremos ahora la situación en la que lanzamos un dado 2 veces

y recibiremos como premio 10 veces el resultado del primer lanzamiento
más el resultado del segundo lanzamiento. ¿Cuántos premios distintos
podemos tener?

En este caso, tenemos nuevamente una situación en la que importa
el orden de selección (no es lo mismo (1,6) que (6,1)), pero en este caso
sí es posible repetir el individuo seleccionado, es decir (6,6) es posible.

276



Combinatoria

Para resolver este problema, tenemos que tener en cuenta que tenemos
seis posibilidades para el primer lanzamiento, y de la misma forma,
puesto que puede haber repeticiones, tenemos seis posibilidades para el
segundo lanzamiento. En definitiva, tenemos 6× 6 posibilidades.

En general, si hay n individuos, tenemos n posibilidades para se-
leccionar el primer individuo, n para el segundo, n para el tercero y
así sucesivamente. Este proceso puede representarse en un diagrama de
árbol tal y como se ve en la figura A.2.

Si tenemos un conjunto de n individuos y tenemos que seleccionar
k importando el orden y con posibilidad de repetición, el número de
variaciones con repetición de n elementos tomados k a k viene dado por

V Rk
n = n× n× n× ...× n = nk.

A.2. Permutaciones
Consideremos un conjunto de n elementos. El problema que nos

planteamos ahora es ordenar estos elementos, es decir, tenemos que
escoger uno de esos individuos para ser el primero, otro para ser el
segundo, y así sucesivamente. ¿Cuántas posibles ordenaciones existen?
Este valor se conoce como el número de permutaciones.

Para elegir el primer individuo tenemos n posibilidades, puesto que
todos los individuos son susceptibles de ser escogidos. Fijado el primer
individuo, tenemos n−1 posibilidades para escoger el segundo individuo,
puesto que el primer individuo no puede volver a ser seleccionado. Y así
sucesivamente.

Si tenemos un conjunto de n individuos, el número de permutacio-
nes viene dado por

Pn = n× (n− 1)× (n− 2)× ...× 1 = n!.

Recuérdese que 0! = 1. En definitiva, las permutaciones coinciden
con las permutaciones sin repetición si se seleccionan todos los indivi-
duos, es decir,

Pn = Vn,n.
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A.3. Combinaciones sin repetición

Supóngase ahora que tenemos un grupo de 40 personas que parti-
cipan en el sorteo de tres viajes, de forma que una misma persona no
puede ganar más de un premio. En este caso tenemos una situación en
la que no importa el orden en la selección de los individuos, ya que
las consecuencias son las mismas. Además, como una persona no puede
optar a los tres premios, no hay repeticiones.

Para resolver este problema procedemos de la siguiente manera: en
primer lugar seleccionamos un individuo que ganará uno de los pre-
mios, que denotaremos por individuo A; para esta elección tenemos 40
posibilidades. A continuación, se elige otro individuo, B, para el otro
premio; en este caso tenemos 39 posibilidades; y de la misma manera,
tenemos 38 posibilidades para el tercer ganador C. En definitiva, te-
nemos 40 × 39 × 38 posibles vectores (A,B,C). Luego tenemos V40,3

posibilidades, tal y como se estudió en la sección de variaciones. Sin
embargo, se obtiene el mismo resultado si la selección hubiese sido
(A,C,B), (B,A,C), (B,C,A), (C,A,B), (C,B,A), pues los premiados
son los mismos.

Y esto sucedería sea cual sea la elección de los individuos selecciona-
dos para el premio. Es decir, en todos los casos tenemos 6 posibilidades
que nos llevan al mismo número de premiados. Es decir, que hay seis po-
sibilidades que llevan al mismo resultado, lo que implica que el número
de posibilidades sea

40× 39× 38

6
.

¿De dónde ha salido el valor 6? Para responder a esta pregunta, bas-
ta tener en cuenta que las diferencias entre las seis posibilidades radican
en su ordenación; entonces, hay que calcular todas las posibles ordena-
ciones, que son las formas de ordenar los tres individuos premiados, es
decir P3 = 3! = 6.

En general, dado un conjunto de n individuos, del que hay que esco-
ger k sin repetición y sin que importe el orden de selección, se definen
las combinaciones sin repetición como el valor
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Cn,k =
Vn,k

Pk

=
n× (n− 1)× ...× (n− k + 1)

k!
.

En muchas ocasiones, Cn,k se denota por
(

n
k

)

. Ahora bien, nótese que

Cn,k =
n× (n− 1)× ...× (n− k + 1)

k!

=
n× (n− 1)× ...× (n− k + 1)× (n− k)× ...× 1

k!(n− k)× ...× 1

=
n!

k!(n− k)!

=
n!

(n− k)!k!

= Cn,n−k

Por lo tanto, Cn,k = Cn,n−k. Los valores de esta expresión, que se
llaman números combinatorios, son los coeficientes que aparecen en la
expresión del binomio de Newton (a+ b)n, por lo que también se llaman
números binomiales. Su cálculo puede hacerse mediante el triángulo de
Pascal o Tartaglia, que viene dado en la tabla A.1.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1

Tabla A.1. Triángulo de Tartaglia o de Pascal.

Para construir esta tabla basta sumar las coordenadas superiores.
Así, el valor 6 de la quinta fila viene de 3+3, que son los dos números
que están encima. La fila i da los coeficientes de

(

i
j

)

con j = 0, ..., i (se
considera que la primera fila es la fila 0).

Quedaría ahora el caso de las combinaciones con repetición, pero
este caso no aparece en probabilidad, pues las distintas posibilidades de
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combinaciones con repetición no cumplen el postulado de indiferencia.
Para ver esto, considérese el ejemplo de lanzar dos dados; entonces dos
posibles combinaciones con repetición son (1, 1) (sale dos veces el valor
1) y (1, 2) (sale un valor 1 y un valor 2 en cualquier orden); sin embargo,
estas dos combinaciones no son igualmente probables, puesto que para
que salga (1, 1) necesitamos que salga 1 en los dos lanzamientos (primero
y segundo), mientras que para (1, 2) tenemos dos posibilidades: 1 en el
primer lanzamiento y 2 en el segundo o al revés.

Ejemplo 137.
Consideremos el experimento que consiste en sacar cinco cartas de

una baraja, ¿cuál es la probabilidad de sacar dos oros y tres copas?
En primer lugar, todas las posibilidades tienen la misma probabili-

dad, por lo que podemos aplicar la regla de Laplace. Tal y como está
planteado el problema, no importa el orden de aparición de las cartas,
por lo que se usarían combinaciones.

Los casos posibles son C40,5, pues tenemos que escoger cinco cartas
distintas de un conjunto de 40.

Los casos favorables son C10,2×C10,3 puesto que tenemos que escoger
dos cartas de entre los 10 oros, y fijadas esas cartas, tenemos que escoger
tres cartas de entre las 10 copas. Esto es debido a que cada combinación
de los casos favorables es de la forma

(O1, O2, C1, C2, C3),

y si lo representamos en un diagrama de árbol nos queda que el número
de posibilidades es el producto C10,2×C10,3. En definitiva, la probabilidad
pedida es

p =
C10,2 × C10,3

C40,5
=

10×9
2

10×9×8
6

40×39×38×37×36
120

.

Otra forma válida de resolver el problema (aunque menos natural) es
mediante variaciones, es decir, suponiendo que el orden es importante.
Entonces los casos posibles son V40,5 y los casos favorables son V10,2 ×
V10,3×C5,2, donde el último término proviene de la mezcla de los dos oros
y las tres copas, ya que al utilizar las variaciones sí importa el orden;
por ello, tenemos que distinguir las posiciones de las dos cartas que son
oros, y esto consiste en decidir entre las cinco posiciones posibles dos
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de ellas sin repetición y sin que nos importe el orden de selección, es
decir, C5,2. Entonces,

p =
V10,2 × V10,3 × C5,2

V40,5
=

10× 9× 10× 9× 8× 5×4
2

40× 39× 38× 37× 36
,

con lo que se obtiene el mismo resultado que antes.

A la vista del ejemplo anterior, parece que el uso de combinaciones
da lugar a una forma más compacta y sencilla de hallar los casos fa-
vorables. Esto suele ser cierto en general, por lo que es recomendable
aplicar combinaciones en lugar de variaciones siempre que sea posible
(casi siempre si no hay repetición).

Otro caso viene si tenemos posibilidad de repeticiones. En este caso,
ya se explicó que las combinaciones con repetición no cumplen el pos-
tulado de indiferencia, por lo que no queda más remedio que utilizar las
variaciones con repetición.
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(1, 2, 3)

(1, 2, n)

...

...

(1, n, 2)

(1, n, n− 1)
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1
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2
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1

n− 1
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Figura A.1. Representación gráfica mediante un diagrama de árbol de la
forma de obtener todas las posibilidades en un proceso de variaciones sin
repetición de n elementos tomados 3 a 3. Nótese que se consideran soluciones
diferentes (1, 2, n) y (n, 1, 2) aunque sean los mismos elementos, puesto que
el orden de selección tiene importancia.
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Figura A.2. Representación gráfica mediante un diagrama de árbol de la
forma de obtener todas las posibilidades en un proceso de variaciones con
repetición de n elementos tomados 3 a 3.

283Combinatoria





Anexo B. Tablas estadísticas

a) Distribución normal tipificada.

b) Distribución χ2.

c) Distribución t de Student.

d) Distribución F de Snedecor.
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C.1. Estadística descriptiva y regresión

Media aritmética:

x =

n
∑

i=1

xi

n
=

k
∑

i=1

xini

n
=

k
∑

i=1

cini

n
.

Mediana (caso de datos agrupados en clases):

me = ai +
0,5− Fi−1

Fi − Fi−1
(ai+1 − ai).

Varianza y desviación típica:

v(X) = x2 − x2, d(X) =
√

v(X).

x2 =

n
∑

i=1

x2
i

n
=

k
∑

i=1

x2
ini

n
=

k
∑

i=1

c2ini

n
.

Asimetría y curtosis:

g1(X) =

k
∑

i=1

(xi − x)3

n

d(X)3
, g2(X) =

k
∑

i=1

(xi − x)4

n

d(X)4
− 3.

Anexo C. Resumen de las 
principales fórmulas
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Covarianza:
cov(X, Y ) = xy − xy.

xy =

n
∑

i=1

xiyi

n
=

r
∑

i=1

s
∑

j=1

xiyjnij

n
.

Rectas de regresión:

y − y =
cov(X, Y )

v(X)
(x− x), x− x =

cov(X, Y )

v(Y )
(y − y).
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C.2. Probabilidad, combinatoria y
     variables aleatorias

Variaciones con repetición V Rk
n = nk

Variaciones sin repetición Vn,k = n · (n− 1) · ... · (n− k + 1)
Permutaciones Pn = n! = n · (n− 1) · ... · 1.

Combinaciones sin repetición Cn,k =

(

n

k

)

= n·(n−1)·...·(n−k+1)
k!

Teorema de la probabilidad total:

P (A) = P (A∩B1)+...+P (A∩Br) = P (B1)P (A/B1)+...+P (Br)P (A/Br).

Teorema de Bayes:

P (Bi/A) =
P (Bi)P (A/Bi)

P (B1)P (A/B1) + ...+ P (Br)P (A/Br)
.

Variables aleatorias:

Distribución Probabilidad/densidad Esperanza Varianza
B(p) P (0) = 1− p, P (1) = p p p(1− p)

B(n, p) P (k) =

(

n

k

)

pk(1− p)n−k np np(1− p)

P(λ) P (k) = λ e−λ

k!
λ λ

U(a, b) f(x) = 1
b−a

, x ∈ (a, b) b+a
2

(b−a)2

12

Exp(λ) f(x) = λe−λx, x > 0 1
λ

1
λ2

N (µ, σ) f(x) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 µ σ2
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C.3. Análisis de varianza
Suma de cuadrados del total:

SCT =

a
∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij −X)2 = nV (X) = (n− 1)S2.

Suma de cuadrados del factor:

SCA =
a
∑

i=1

ni
∑

j=1

(X i −X)2 =
a
∑

i=1

ni(Xi −X)2.

Suma de cuadrados del error:

SCE =

a
∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij −X i)
2 =

a
∑

i=1

niV (Xi) =

a
∑

i=1

(ni − 1)S2
i .
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INTERVALO DE CONFIANZA
X ± zα/2

σ√
n

X ± tn−1;α/2
S√
n

σ

TIPO DE PROBLEMA 
Media µ, σ2 conocida

Media µ, σ2 desconocida 
Diferencia de medias
µ1 −

2

µ2, con varianzas

1, σ
2
2, conocidas

(X1 −X2)± zα/2

√

σ2
1

n
+

σ2
2

m

Diferencia de medias
µ1 − µ2, con varianzas
σ2
1 = σ2

2 , desconocidas
(X1 −X2)± tn+m−2;α/2Sc

√

1
n
+ 1

m

Diferencia de medias
µ1 − µ2, con varianzas
σ2
1 6= σ2

2 , desconocidas
(X1 −X2)± tk;α/2

√

S2
1

n
+

S2
2

m

Varianza σ2

[

(n−1)S2

χ2
n−1;α/2

, (n−1)S2

χ2
n−1;1−α/2

]

Cociente de varianzas
σ2
1/σ

2
2

[

S2
1/S

2
2

Fn−1,m−1;α/2
,

S2
1/S

2
2

Fn−1,m−1;1−α/2

]

Diferencia de medias
Datos pareados

D ± tn−1;α/2
Sd√
n

Sigue en la página siguiente

Anexo D. Formulario de 
intervalos de confianza
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TIPO DE PROBLEMA INTERVALO DE CONFIANZA

Proporción p p̂± zα/2

√

p̂(1−p̂)
n

Diferencia de
proporciones p1 − p2

p̂1 − p̂2 ± zα/2

√

p̂1(1−p̂1)
n

+ p̂2(1−p̂2)
m

Recuérdese que se está utilizando la siguiente notación:

S2
c =

(n− 1)S2
1 + (m− 1)S2

2

n+m− 2

k =
(S2

1/n+ S2
2/m)

2

(S2
1/n)

2

n+1
+

(S2
2/m)

2

m+1

− 2

Datos pareados: En este caso lo que se desea es encontrar un
intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos poblaciones
normales no independientes.

Sean dos poblaciones X ∼ N (µ1, σ1) e Y ∼ N (µ2, σ2); tenemos
una m.a.s. (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) de (X, Y ). Llamamos D a X − Y, así
Di = Xi − Yi y de esta forma se obtiene

D =

n
∑

i=1

Di

n
, S2

d =

n
∑

i=1

(Di −D)2

n− 1
.
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Anexo E. Formulario de 
contraste de hipótesis
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T
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N
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R
A
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E

E
ST

A
D

ÍS
T
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O

R
E
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IÓ

N
C

R
ÍT

IC
A

M
ed

ia
de

un
a

p
ob

la
ci

ón
no

rm
al

co
n

va
ri

an
za

co
no

ci
da

{

H
0
:
µ
=

µ
0

H
1
:
µ
6=

µ
0

{

H
0
:
µ
≤

µ
0

H
1
:
µ
>

µ
0

T
=

X
−
µ
0

σ
/
√
n

R
.C
.
=

{|
T
|>

z α
/
2
}

R
.C
.
=

{T
>

z α
}

M
ed

ia
de

un
a

p
ob

la
ci

ón
no

rm
al

co
n

va
ri

an
za

de
sc

on
oc

id
a

{

H
0
:
µ
=

µ
0

H
1
:
µ
6=

µ
0

{

H
0
:
µ
≤

µ
0

H
1
:
µ
>

µ
0

T
=

X
−
µ
0

S
/
√
n

R
.C
.
=

{|
T
|>

t n
−
1
;α
/
2
}

R
.C
.
=

{T
>

t n
−
1
;α
}

Ig
ua

ld
ad

de
m

ed
ia

s
de

p
ob

la
ci

on
es

no
rm

al
es

co
n

va
ri

an
za

s
co

no
ci

da
s

{

H
0
:
µ
1
=

µ
2

H
1
:
µ
1
6=

µ
2

{

H
0
:
µ
1
≤

µ
2

H
1
:
µ
1
>

µ
2

T
=

X
−
Y

√

σ
2 1 n
+

σ
2 2

m

R
.C
.
=

{|
T
|>

z α
/
2
}

R
.C
.
=

{T
>

z α
}

Ig
ua

ld
ad

de
m

ed
ia

s
de

p
ob

la
ci

on
es

no
rm

al
es

co
n

va
ri

an
za

s
de

sc
on

oc
id

as
e

ig
ua

le
s

{

H
0
:
µ
1
=

µ
2

H
1
:
µ
1
6=

µ
2

{

H
0
:
µ
1
≤

µ
2

H
1
:
µ
1
>

µ
2

T
=

X
−
Y

S
c

√
1 n
+

1 m

R
.C
.
=

{|
T
|>

t n
+
m
−
2
;α
/
2
}

R
.C
.
=

{T
>

t n
+
m
−
2
;α
}
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R
ÍT

IC
A

Ig
ua

ld
ad

de
m

ed
ia

s
de

p
ob

la
ci

on
es

no
rm

al
es

co
n

va
ri

an
za

s
de

sc
on

oc
id

as
y

di
st

in
ta

s

{

H
0
:
µ
1
=

µ
2

H
1
:
µ
1
6=

µ
2

{

H
0
:
µ
1
≤

µ
2

H
1
:
µ
1
>

µ
2

T
=

X
−
Y

√

S
2 1 n
+

S
2 2

m

R
.C
.
=

{|
T
|>

t k
;α
/
2
}

R
.C
.
=

{T
>

t k
;α
}

Ig
ua

ld
ad

de
m

ed
ia

s
de

p
ob

la
ci

on
es

no
rm

al
es

co
n

da
to

s
pa

re
ad

os

{

H
0
:
µ
1
=

µ
2

H
1
:
µ
1
6=

µ
2

{

H
0
:
µ
1
≤

µ
2

H
1
:
µ
1
>

µ
2

T
=

D
S
D
/
√
n

R
.C
.
=

{|
T
|>

t n
−
1
;α
/
2
}

R
.C
.
=

{T
>

t n
−
1
;α
}

V
ar

ia
nz

a
de

un
a

p
ob

la
ci

ón
no

rm
al

{

H
0
:
σ
2
=

σ
2 0

H
1
:
σ
2
6=

σ
2 0

{

H
0
:
σ
2
≤

σ
2 0

H
1
:
σ
2
>

σ
2 0

T
=

(n
−
1
)S

2

σ
2 0

R
.C
.
=

{

T
<

χ
2 n
−
1
;1
−
α
/
2

o
T
>

χ
2 n
−
1
;α
/
2

}

R
.C
.
=

{T
>

χ
2 n
−
1
;α
}

Ig
ua

ld
ad

de
va

ri
an

za
s

de
p
ob

la
ci

on
es

no
rm

al
es

{

H
0
:
σ
2 1
=

σ
2 2

H
1
:
σ
2 1
6=

σ
2 2

{

H
0
:
σ
2 1
≤

σ
2 2

H
1
:
σ
2 1
>

σ
2 2

T
=

S
2 1

S
2 2

R
.C
.
=
{

T
<

F
n
−
1
,m

−
1
;1
−
α
/
2

o
T
>

F
n
−
1
,m

−
1
;α
/
2

}

R
.C
.
=

{T
>

F
n
−
1
,m

−
1
;α
}
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M
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E

E
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A
D
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T
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O

R
E

G
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N
C

R
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P
ro

p
or

ci
ón

{

H
0
:
p
=

p 0
H

1
:
p
6=

p 0

{

H
0
:
p
≤

p 0
H

1
:
p
>

p 0

T
=

p̂
−
p
0

√

p
0
(1

−
p
0
)

n

R
.C
.
=

{|
T
|>

z α
/
2
}

R
.C
.
=

{T
>

z α
}

Ig
ua

ld
ad

de
pr

op
or

ci
on

es

{

H
0
:
p 1

=
p 2

H
1
:
p 1

6=
p 2

{

H
0
:
p 1

≤
p 2

H
1
:
p 1

>
p 2

T
=

p̂
1
−
p̂
2

√

p̂
1
(1

−
p̂
1
)

n
+

p̂
2
(1

−
p̂
2
)

m

R
.C
.
=

{|
T
|>

z α
/
2
}

R
.C
.
=

{T
>

z α
}
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En este manual se tratan los conceptos básicos de la 
estadística aplicada. Está planteado como una primera 
toma de contacto con las distintas técnicas estadísticas que 
se utilizan en la aplicación práctica de la estadística. 
De esta forma, se estudian las medidas más usuales de 
estadística descriptiva. A continuación, se trata el tema 
de regresión lineal simple, como el ejemplo más sencillo 
de un modelo de regresión. De probabilidad, se estudian 
los resultados elementales y se presentan los modelos 
de distribuciones de probabilidad más comunes, tanto 
discretos como continuos. En el capítulo dedicado a 
la inferencia, se analiza el problema de estimación de 
parámetros de una distribución y los contrastes de hipótesis 
paramétricos más sencillos. Finalmente, se estudia el 
modelo de análisis de la varianza de un factor.   
Para cada uno de los distintos conceptos que aparecen 
en este manual se proporciona, además de la técnica 
correspondiente para el problema concreto, una pequeña 
explicación intuitiva sobre su funcionamiento que permita 
abordar estas técnicas en situaciones más complejas. El 
objetivo final es que el alumnado pueda comprender, a 
partir de lo presentado en este manual, el funcionamiento 
de técnicas estadísticas más avanzadas que se encuentre 
en distintas aplicaciones estadísticas.
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