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Prologo

La mecanica es una rama de la fisica que trata de las relaciones que tienen los
objetos materiales con el espacio y el tiempo. El hecho de tratar con unas nociones
tan basicas hace que la mecénica presente unas caracteristicas y una problematica
especificas:

» La mecénica actiia como metalenguaje! de la fisica. Es en la mecanica donde
hemos de decir algo de lo que entendemos por materia, espacio, tiempo. A pesar
de que conceptos como los de fuerza o energia se emplean en muchas ramas de
la fisica, es en la mecanica donde encuentran su primera definicion, sobre la
cual se asientan las demas.

= La mecanica trata con conceptos muy basicos, que encontramos también en la
vida cotidiana, desvinculados de la fisica. Asi, palabras como longitud, distan-
cia, tiempo, velocidad, fuerza, trabajo, energia, asi como mecanica, las utili-
zamos diariamente en contextos muy diferentes. Cuando nos movemos en en-
tornos cotidianos, no siempre actuamos de manera racional, y todavia menos
cientifica, lo cual es muy recomendable, aunque tiene la pega de que genera-
mos toda una serie de intuiciones que, sin quererlo, acabamos empleando en el
contexto de la mecanica como ciencia, y ello ya no es tan recomendable.

= El concepto de mecanica también se emplea en muchos contextos diferentes
dentro y fuera de la fisica. Asi, por ejemplo, tenemos:

* Mecanica clasica. Es la que trata con objetos cuyas dimensiones son mucho
mayores que las de los atomos y moléculas, para los cuales no tenemos pro-
blemas al tomar medidas espacio-temporales sin alterarlos sustancialmente.

* Mecanica cuantica. Es la complementaria a la clasica. Surge cuando tra-
tamos con objetos extremamente pequeios, del orden de los atomos y las
moléculas, para los cuales tenemos problemas al tomar medidas espacio-
temporales porque, con ello, los alteramos sustancialmente. No sabemos co-
mo hacerlo; seglin la mecanica cuantica, no es posible sin que se produzca
esta alteracion.

" Un metalenguaje es un lenguaje
artificial formado por un repertorio
de axiomas, postulados y reglas,
que sirven para describir otros len-
guajes, artificiales o naturales.
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* Mecanica newtoniana. Es una mecénica clésica que trata con objetos que
se mueven a velocidades pequeas, comparadas con la de la luz.

* Mecanica relativista. Es la que trata con objetos que se mueven a gran velo-
cidad, comparada con la de la luz. Puede ser clasica, como la newtoniana, o
cuantica. Todavia hoy se intentan establecer los fundamentos de la mecéanica
cuantica relativista.

e Mecanica de medios continuos, mecanica de fluidos, mecanica del sélido
rigido, mecanica estadistica, mecanica analitica, mecanica de campos, inge-
nieria mecanica, biomecanica...

De todas estas, aqui trataremos de la mecénica newtoniana, que es una mecanica
clasica no relativista. Trata con objetos que no son extremamente pequefios ni ex-
cesivamente rapidos. Ello abarca una buena parte del mundo que nos rodea. Para
entendernos, la mecanica newtoniana es la mecanica del mundo cotidiano. Debe-
remos ir con mucho cuidado y evitar las intuiciones no fundamentadas.

El capitulo 1 trata de los fundamentos mas basicos de la mecanica: qué entendemos
por espacio y tiempo, pero también qué partes de las matematicas nos seran utiles
para describir las magnitudes de la mecanica y su medicion. Caracterizaremos las
curvas trazadas por puntos en el espacio, pero también su relacion con el tiempo:
estudiamos la cinematica, que podemos entender como una extension de la geo-
metria usual al espacio-tiempo. En este capitulo, se introducen los conceptos de
sistema de referencia, primera ley de Newton, posicion, velocidad y aceleracion,
entre otros.

El capitulo 2 trata de definir el objeto estrella de la mecanica newtoniana: la parti-
cula newtoniana. Este concepto nos permitira, mas adelante, construir objetos mas
préximos a los reales, como los solidos rigidos. Y este objetivo nos lleva a definir
la particula newtoniana. Trataremos de la dindmica de la particula, es decir, de la
trayectoria temporal que traza cuando se somete a diferentes fuerzas. En este capi-
tulo, se introducen la ley del movimiento de Newton y los conceptos de cantidad de
movimiento, momento angular, fuerza, momento de una fuerza, trabajo y energia,
entre otros.

En el capitulo 3 podemos decir que vamos al grano. Extendemos los conceptos in-
troducidos en el capitulo anterior a un conjunto IV de particulas. Este N podemos
entenderlo como un niimero finito (1, 2, 3...) jo infinito! En este tltimo caso, esta-
remos tratando con cuerpos continuos. Veremos como los conceptos introducidos
para N finito podemos trasladarlos al caso continuo sin problemas. Empezaremos
distinguiendo entre fuerzas internas y externas, y viendo la ley de accién-reaccion
de Newton. Introduciremos el concepto fundamental de ligadura y de reacciones
ideales. Llegaremos asi a la parte central del desarrollo de la mecanica: la ecuacion



general de la dinamica. Esta ecuacion es importante porque permite tratar sistemas
mecanicos complejos, que los ingenieros denominarian mecanismos o maquinas,
aprovechando al maximo el conocimiento de la geometria del mecanismo y elimi-
nando las fuerzas de reaccidon que aparecen como consecuencia de este mecanismo.
En los sistemas conservativos con un grado de libertad, podemos emplear las pro-
piedades de la funcion energia mecanica del sistema como método de resolucion.
Para los sistemas con mas de un grado de libertad y/o con ligaduras dependientes
del tiempo — que quedan fuera del alcance de este libro —, la ecuacion general de
la dindmica nos llevaria a la mecanica lagrangiana, que introducimos en el capitu-
lo 9 solo para los lectores avidos de mecanica. En este capitulo 3, introduciremos
también el solido rigido, entendido como un sistema de particulas ligadas. La di-
namica del sélido rigido no la trataremos aqui, sino en el capitulo 5, mientras que
en el capitulo 4 abordaremos la estatica de los sélidos rigidos.

Es aqui donde se introduce, en general, el concepto de velocidad angular.

El capitulo 4 trata, pues, de la estatica o, mas generalmente, de los problemas de
equilibrio de los sistemas de sélidos rigidos, que incluyen el estudio de la estabi-
lidad de este equilibrio. También explica como representar bien algunas fuerzas
externas sobre los solidos, como es el caso del peso y de las fuerzas ejercidas por
fluidos gravitantes sobre los solidos que estan en contacto. El problema de la esta-
tica se plantea como un problema inverso de mecanica. Si, en general, el problema
estandar de la mecénica es encontrar el movimiento del sistema sometido a unas
fuerzas conocidas, ahora este movimiento es conocido, puesto que queremos que
se mantenga en reposo. Las incdgnitas, mas alld de las fuerzas de reaccion, seran
algunas otras fuerzas o la misma configuracion del sistema.

El capitulo 5 trata de la dinamica del sélido rigido. Para ello, sera necesario acabar
de expresar las ecuaciones de movimiento halladas en el capitulo 3, en funcion de
los grados de libertad adecuados. Por razones de dificultad, restringiremos nuestro
estudio a situaciones en que las rotaciones tienen el eje en una direccion fija del
espacio, que denominaremos rotaciones 2 D.

Es aqui donde introducimos el concepto de momento de inercia respecto a un eje.

El capitulo 6 aborda el problema de las pequeiias oscilaciones en sistemas con un
grado de libertad. Veremos que este problema es de gran interés debido a que cual-
quier sistema en equilibrio estable, ante pequeiias desviaciones de esta configura-
cion, realiza un movimiento armoénico cuyas caracteristicas son independientes del
conocimiento exacto de las fuerzas que actuan. Por ello, realizaremos este estudio
con un cierto grado de abstraccion, introduciendo el concepto de ecuacion canoni-
ca del movimiento armoénico para los casos simple, amortiguado y forzado. En este
capitulo, se introducen ademas los conceptos de elongacion, pulsacion, periodo,
amplitud y fase, asi como el importante concepto de resonancia.
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Los capitulos 7 y 8 estan dedicados al estudio de los fenémenos ondulatorios, en-
tendidos como fenémenos mecéanicos. Se puede entender el estudio del movimiento
ondulatorio como una extension del estudio del movimiento armoénico realizado en
el capitulo 6, pero, por su complejidad y por la variedad de fendmenos perceptibles
que abarca, lo hemos tratado de una forma mas préxima a la fenomenologia que al
puro desarrollo matematico formal.

El capitulo 9, como ya hemos comentado, ofrece una breve introduccion a la me-
canica analitica y su relacion con la mecanica newtoniana a través de la ecuacion
general de la dindmica. Partiendo de esta, se deducen las ecuaciones de movimien-
to de Lagrange para sistemas con ligaduras geométricas dependientes del tiempo,
que serian la extension a L grados de libertad de las ecuaciones encontradas en
el capitulo 3 para sistemas conservativos empleando la funcion de la energia me-
canica del sistema, que ahora seria substituida, en cierto modo, por la funcion de
Lagrange o lagrangiana. No profundizamos mas porque el tinico objetivo es hacer
de puente entre la mecanica newtoniana y la lagrangiana, analitica en general, que
podemos encontrar en multitud de textos.

Finalmente, cabe sefalar que cada capitulo contiene, en paralelo al desarrollo de
la teoria, algunos problemas resueltos que ayudan y contextualizan esta teoria. En
la parte final del libro, se proporcionan, ordenados por capitulos y secciones, mas
problemas y cuestiones. Algunos de ellos ya estan resueltos y del resto se da la
solucion.









1 Fundamentos fisicomatematicos de
la mecanica

Introduccion

Este capitulo combina la fisica con las matematicas. Ello es asi porque, cuando
trata los conceptos mas basicos de fisica, la linea que los separa de las matematicas
se adelgaza muchisimo.

1.1 Espacio, tiempo y sistemas de referencia

La fisica, en general, y la mecanica, en particular, estudian el comportamiento de
los objetos en el espacio-tiempo. La realidad o no de este espacio-tiempo no la
discutiremos, como hacen algunas teorias fisicas actuales. Nos basta con pensar que
el espacio-tiempo es una construccion intelectual que nos es muy util para organizar
todo lo que acontece. Todos estamos de acuerdo en organizar nuestras percepciones
situandolas en diferentes instantes de tiempo en un espacio tridimensional.

Un observador (v. figura 1.1) es un sistema de registro (humano o automatico)
de la posicién de los objetos en el espacio en cada instante. Puede asignar a cada
punto A una triada de nimeros que lo etiquetan univocamente: las coordenadas del
punto A = (x4, Y., 24). Puede asignar a cada punto A un tiempo ¢, sincronizado
con el tiempo de su reloj ¢, utilizando la velocidad maxima de que disponga c:

tA_tO:dAO/C (1.1)

donde d 4, es la distancia entre el punto A y el punto donde se encuentra el reloj del
observador. Mas adelante veremos que usar una velocidad que no sea la méaxima
da lugar a inconsistencias.

El conjunto de objetos y marcas que el observador utiliza constituyen el sistema
de referencia.

Por acuerdo internacional, todos los observadores definen los patrones de espacio

{(IAa YA, ZA)7tA}

[ ]
espaciotiempo

dao

@ 1(0,0,0),to}
&) ‘%

Fig. 1.1: Observador
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y tiempo del mismo modo. El Bureau International des Poids et Mesures (BIPM) es
el organismo que supervisa el Sistema Internacional de Unidades (S.1.). Las ultimas
definiciones son:

=» Unidad de tiempo: el segundo, s. Un intervalo temporal de 1 segundo es igual a
9192631770 periodos de la radiacion correspondiente a la transicion entre los dos
niveles hiperfinos de los estados fundamentales del atomo de cesio 133. (Adoptada
en 1967).

< Unidad de distancia: el metro, m. Un intervalo espacial de 1 metro es igual
a la distancia recorrida por la luz en el vacio durante un intervalo de tiempo de
1/299792458 s. (Adoptada en 1983.)

1.2 Coordenadas cartesianas euclidianas. Distancia

Una caracteristica destacable del espacio fisico es que puede ser etiquetado em-
pleando las coordenadas cartesianas euclidianas (si no hay dudas, simplemente
cartesianas) con la importante propiedad de que la distancia o el camino mas corto
entre dos puntos A = (z4,Ya,24) Y B = (5,ys,25) (ver en las figuras 1.2 y
1.3) se puede expresar como

(A, B) = /(w2 — €5) + (ya — ys)’ + (24 — 20)’ (12)

Por ejemplo, en el espacio de puntos de la superficie de una esfera, esto no es
posible.

El punto (0,0,0) es el origen de coordenadas y las rectas (z,0,0), (0,y,0) y
(0,0, z) son los ejes coordenados.

1.3 Escalares y vectores

Las magnitudes fisicas tienen unas caracteristicas con relacion al observador que
las mide. Atendiendo a este criterio, destacamos y utilizaremos dos categorias de
magnitudes fisicas: los escalares y los vectores.

<» Escalar. Es una aplicacion que asocia puntos e instantes con valores que son
independientes de la orientacion (o rotacion) del observador: f(x,y, z,t). También
se denomina campo escalar.

= Vector. Es una aplicacion que asocia puntos e instantes con vectores: un escalar
positivo (o médulo), una direccion y un sentido. V' (z, y, 2, t). También se denomi-
na campo vectorial.

Ejemplos de magnitudes escalares son la temperatura, el volumen, la densidad, etc.
Ejemplos de magnitudes vectoriales son la velocidad de una particula asociada a

z
A= (ﬂﬁA,yA,ZA)

ZA

Fig. 1.2: Coordenadas cartesianas
euclidianas del punto A

(TB,YB:%B).

d(A, B)

o (za,ya,24)

Fig. 1.3: Distancia del punto A al
B



los puntos y al instante por donde pasa, el campo gravitatorio asociado a todos los
puntos a cualquier instante o la fuerza que una carga eléctrica ejerce donde pueda
haber otra.

La idea de que en cada punto del espacio hay un vector es lo que dio nombre al
campo. Nos podemos imaginar un campo de trigo en que cada espiga es un vector
en un punto del espacio. El conjunto de las espigas de trigo, es decir, todo el campo
de trigo es lo que denominamos campo vectorial o, simplemente, vector. Podemos
hablar también de campo escalar, por ejemplo, un campo de densidades o de
temperaturas, en el sentido de que se trata no de una densidad o de una temperatura
en un punto del espacio-tiempo, sino de una funcién que a cada instante y a cada
punto le asigna una densidad o temperatura que puede ser distinta.

La base cartesiana de vectores esta formada por los vectores unitarios {i, 7, k}
paralelos a los ejes coordenados y definidos en todos los puntos del espacio (v.
figura 1.4). Un vector cualquiera V" puede escribirse como

V=V,i+V,j+V.k=(V,V,V) (1.3)

donde V, , V, y V. son las componentes cartesianas del vector, que pueden ser
funciones de (z,y, z,t)!.

Los vectores base 4 ¢, 7, k ¢ no tienen unidades y no estan asociados a ninguna mag-
nitud. Representan direcciones (y sentidos) del espacio, en este caso, las tres direc-
ciones y el sentido de los ejes coordenados.

Observemos que una componente de un vector no es un escalar.

Operaciones algebraicas con vectores

Si tenemos dos vectores A y B, se puede demostrar que (A, + B,, A, + B,, A, +
B.) es un vector. De acuerdo con esto, definimos la suma de dos vectores.

= Suma. Dados dos vectores Ay B, lasuma A+ B es el vector que, en coordenadas
cartesianas, se puede expresar como:

A+B=(A,+B,, A, +B,, A, +B.) (1.4)

Si U es un escalar y A es un vector, se puede demostrar que (UA,,UA,,UA,) es

un vector. De acuerdo con esto, definimos el producto externo o producto de un

Y

escalar por un vector.

< Producto externo. Dados un escalar U y A un vector, el producto externo es el
vector U A que, en coordenadas cartesianas, se puede expresar como:

—

UA=(UA, UA, UA,) (1.5)

>
<

T

Fig. 1.4: En cada punto del
espacio disponemos de los tres

vectores base {i, 7 k}

' Cuando algunas de las compo-
nentes son numéricas, en lugar
de la coma (,), podemos utilizar
el punto y coma (;). Por ejemplo,
(2;5,6;7)
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Si tenemos dos vectores A y E, se puede demostrar que A,B, + A, B, + A.B. es
un escalar. De acuerdo con esto, definimos el producto escalar.

< Producto escalar. Dados dos vectores A y B, el producto escalar es el escalar
A - B que, en coordenadas cartesianas, se puede expresar como:

A-B=A,B,+A,B,+A.B, (1.6)

= El modulo de un vector A es el escalar

A=VA- A (1.7)
= El coseno del angulo 0 < 6 < 7 (v. figura 1.5) entre dos vectores A y B se
puede expresar como:

A-B
0=—— 1.8
cos B (1.8)

S

9 El vector unitario A de un vector dado A es el vector de modulo la unidad:

SN N}

A= (1.9)
Si tenemos dos vectores A y B', se puede demostrar que:

(A,B.—-A.B,,A.B, — A,B.,A,B, — A,B,)
es un vector. De acuerdo con esto definimos el producto vectorial.

9 Producto vectorial. Dados dos vectores A y B,el producto vectorial es el vector
AxB (v. figura 1.6) que, en coordenadas cartesianas, se puede expresar como:

AxB=|A, A, A | =(AB.—AB,AB,—A,B. AB,—A,B,)
B, B, B,
(1.10)
< El seno del angulo 0 < 6 < 7 entre dos vectores A y Bse puede expresar como:
AxB ’
in = —— 1.11
sin 1B ( )
<» Regla del tornillo. Podemos expresar el producto vectorial A x B como:
Ax B=DBAsinfa (1.12)

donde @ es un vector unitario normal a A y B cuyo sentido es el del avance de un
tornillo dextrogiro al girar de AaB por el lado mas corto (v. figura 1.6).

Fig. 1.5: Angulo 6 entre dos
vectores

Fig. 1.6: Producto vectorial
A x B entre dos vectores. Regla
del tornillo



Es especialmente importante utilizar sistemas de referencia {x,y, z} de orienta-
cién positiva, es decir, que puedan yuxtaponerse inicamente por traslacion y ro-
tacion al sistema de la figura 1.7.

Relaciones algebraicas con vectores

Son igualdades entre vectores (que daremos sin demostracion) que involucran las
operaciones definidas anteriormente:

A-(BxC)=(AxB)-C (1.13)
Ax (BxC)=B(A-C)-C(A-B) (1.14)
(Ax B)-(CxD)=(A-C)B-D)—(A-D)B-C) (1.15)

Operaciones diferenciales con vectores

Dada una funcion del tipo f(x,y, z,t), podemos querer derivar respecto a alguna
de las variables. Por ejemplo, si queremos derivar solo respecto a x lo indicaremos
con el operador y diremos que hacemos la derlvada parclal respecto a z. Si
queremos derlvar solo respecto a t, lo indicaremos con 8 + y diremos que hacemos
la derivada parcial respecto a ¢.

Recordemos que la regla de la cadena para funciones sefiala que, si F'(A) =

f(g(N), A), entonces & F = %‘;% + g—f.

Cuando derivamos vectores, podremos aplicar las reglas usuales de la derivacion,
especialmente la regla de Leibniz para el producto. En general, los escalares y las
componentes de vectores son funciones del tipo f(z,y, z,t); ademas, puede pa-
sar que las coordenadas {z,y, 2z} formen parte de una trayectoria y, por consi-
guiente, puedan depender de ¢ o de algin otro pardmetro A: {x(t), ( ), z(t )} 0
{z(N),y(N), 2(N\)}. El operador de derivacién D podra ser: D = (%, D = 37,
D = (;92, D = gt, D = jt, D = da)\, D = d . Todos ellos cumpliran las reglas
usuales de derivacion y, en especial, la regla de Leibniz.

La regla de Leibniz para funciones f y g con el producto usual es D(fg) =
(Df)g + f(Dg). En caso de que las expresiones involucren escalares U y vec-
tores A y Bconel producto escalar - y vectorial x

D(UA) = (DU)A + U(DA) (1.16)

—

D(A-B) = (DA)-B+ A- (DB) (1.17)

P&

7 X
i Y

Fig. 1.7: Sistema de referencia
{z,y, z} de orientacion positiva
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D(Ax B) = (DA) x B+ A x (DB) (1.18)
Una propiedad importante de la base cartesiana (asociada a las coordenadas {x, y, z}) Ik
{i, jJAc} es que P g
Di=Dj=Dk=0 (1.19) TA

Ello es asi porque los vectores en cada punto del espacio de los campos {i, 7, k}
se mantienen paralelos (v. figura 1.8). Esto no pasa si, por ejemplo, utilizamos una Fig. 1.8: Los vectores base % son
base esférica. Los vectores en cada punto del espacio del campo unitario radial 7 Paralelos. También zy j

no se mantienen paralelos. Tampoco lo hacen los otros dos campos que completan

la base esférica (v. figura 1.9).

La propiedad (1.19) es muy util. Al derivar un vector en base cartesiana

— ~ N 0 r
DV = D(V,i) + D(V,j) + D(V.k) = D(V.)i + D(V,)j + D(V.)k /7‘ 7
0
basta con derivar sus componentes.
DV = (DV,,DV,,DV,) E‘ > g

En caso de derivar respecto a ¢, nos puede interesar tener en cuenta que las otras va-

riables x, y y z también pueden variar con ¢ porque forman parte de una trayectoria,

es decir, de hecho son funciones de ¢ y la funcién f es, aunque no lo explicitamos, ~Fi9- -9 Los vectores base © no

. . son paralelos. Tampoco lo son 8y

una funcion solo de ¢, f(z(t),y(t), 2(t),t). En este caso, la derivada con respecto

a t se denomina derivada total y se escribe f= %. Para calcularla, usaremos la

regla de la cadena para cada coordenada, ademas de la derivada parcial del tiempo,
f:%j;+g—£y+%z+%{ (1.20)

Con respecto a las derivadas totales, hay dos resultados importantes:

es decir:

< Dado un escalar f, la derivada total ‘;—{ es un escalar.
= Dado un vector ¥, la derivada total % €S un vector.
Otras operaciones diferenciales basicas entre escalares y vectores son:

<» Dado un escalar U, el gradiente VU es el vector que en coordenadas cartesianas
se puede escribir como

ey U _ <8U ouU aU) (121)

T oF T\ 9z’ dy 0z
< La diferencial de U(z,y, z) es la expresion infinitesimal escalar dU, que en
coordenadas cartesianas se puede escribir

ou ou ou
= — —_— —_— 1.22
dU 8xdx+ 8ydy—i— Ee dz (1.22)



que también podemos expresar como dU = VU - dif = % - dr’ donde dr =
(dz,dy,dz).

En fisica, podemos identificar dx con un incremento arbitrario de la magnitud =z,
con la condicién de que sea del mismo orden o menor que el error £, con que
medimos z: dr < €,. Lo mismo ocurre con dy, dz y dt. Tendremos también dU <
e, (v. apartado Propagacion de errores de la seccion 1.5).

Operaciones integrales con vectores

Hay tres operaciones integrales basicas que relacionan los escalares con los vecto-
res.

- 5

La integral temporal de un escalar U (7, 7, t) definido sobre una trayectoria 7(t) es

/Udt / ), t)dt (1.23)

Laintegral temporal de un vector V definido sobre una trayectoria 7*(t) es el vector

/th = (/mdt,/vydt,/udt) (1.24)

La integral de un vector F definido en el espacio sobre un camino C, que también

el escalar:

se denomina circulacién de F a lo largo de C, si el camino viene dado en forma Fig. 1.10: Girculacion de F alo
paramétrica por 7(A) = (2()),y()), 2()\)) de A, a A, (v. figura 1.10), es el escalar 'argo de un camino '

Ao Ao

= o dr dx dy dz
/F~drf/F ﬁd/\ /(F d/\+Fyd)\+Fd)\) d\ (1.25)
C A1 Aq

Problema 1.3.1. Dados los vectores A = 5i + 47+ 3k y B= -2+ k calcula:
a) los mddulos,
b) los productos escalar y vectorial,
¢) el angulo formado entre ellos.

d) Encuentra un vector unitario perpendicular a A y B.

Solucion

a)

A=VA A= /A A +AA +A.A =V + £ +3 = 5/2

B=VB-B=+/B.B, + B,B,+ B.B. =1/0> + (—2)>+ 12 = V5
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b)
A-B=A,B,+A,B,+A.B.=5-0+4-(—2)+3-1= —5

ik
AxB=| A, A, A. |= 10i—5j— 10k
B, B, B.

¢) A partir del producto escalar, obtendremos el angulo entre los vectores

n— A-B 1
A-B=ABcos = cosf = —— = ——— =0 = 1084°
AB V10
d) El producto vectorial da la expresion de un vector C=AxB perpendicular a A
y B
¢ JAxB| VIe+(ET+(-107 3 3T 3 g

Problema 1.3.2. Sea el vector A (t) un vector en funcién del tiempo. Demuestra
que

- dA  dA

A 22— 22

dt dt

Lo , : dA
y que, si A tiene médulo constante, entonces es perpendicular a .

Solucion
A*=AA=A. A 4. 4) "
oA
dt dt
d(4-4) Jp i
a dt
o dA  dA
A — =A—
dt dt
si A tiene modulo constante, % =0,= A % = 0y, por consiguiente, estos

vectores son perpendiculares. |

1.4 Principio de simetria

La idea de simetria no es exclusiva de la mecanica, ni siquiera de la fisica. Se ha
utilizado en muchos campos de las ciencias. Se dan razones de simetria o argumen-
tos de simetria para justificar unas consideraciones que simplifican mucho algunos Fig. 1.11: Pierre Curie
problemas, pero hasta tiempos relativamente recientes no se ha tratado de concretar (1859-1906) fue unfisico francés
qué se quiere decir con “razon de simetria”. Pierre Curie fue el primero en enunciar

un principio de simetria, en 1894:

Un efecto no puede tener una carencia de simetria si esta carencia no esta presente en

la causa.



Es decir, si la causa tiene una simetria, esta debe estar presente en el efecto. Dare-
mos una version mas detallada de esta idea. Primero, vamos a precisar qué es una
simetria.

Con un objeto Sy una transformacion del tipo que sea 1" (v. figura 1.12), decimos
que 7" es una transformacion de simetria de S o que S tiene la simetria 7" si.S queda
inalterado al aplicarle T

T(S)=S (1.26)

<» Principio de simetria. Si las causas tienen unas simetrias, entonces los efectos
tienen, como minimo, las mismas simetrias.

Fijémonos que hemos de estar seguros de que controlamos todas las causas. Podria
pasar que una parte de las causas fueran simétricas pero no tuviéramos informa-
cion del resto. En este caso, jlos efectos no tendrian por qué ser simétricos! Este
principio lo empleamos muchas veces sin ser conscientes de ello, porque lo encon-
tramos muy intuitivo. Otras veces, no nos lo parece tanto, pero también puede ser
aplicable.

Problema 1.4.1. Una distribucion esférica uniforme de masa crea un campo gravi-
tatorio. Argumentando exclusivamente con el principio de simetria, ;qué podemos
decir del campo gravitatorio?

Solucion

La causa, la distribucion esférica uniforme de masa, tiene simetria esférica: si le da-
mos una rotacion cualquiera entorno a su centro, queda inalterada. También debe tener
simetria esférica el efecto, en este caso el campo gravitatorio. El campo gravitatorio
ha de ser radial y solo puede depender de la distancia al centro de la distribucion. W

1.5 Medicion y tratamiento de los datos experimentales

Al hacer una medicion, nunca podemos dar el resultado en forma de un nimero real,
por muchas razones. Por ejemplo, supongamos que queremos medir la longitud de
una varilla como la de la figura 1.13.

1) La suposicion de que la varilla tiene una longitud muy definida es una idealiza-
cion. Las varillas reales no son un prisma cortado nitidamente.

2) El aparato de medicion tiene unas limitaciones por construccion. La regla em-
pleada, por muy bien construida que esté, tiene unas divisiones con un cierto grosor
para que puedan ser vistas por nosotros. Estas divisiones estan separadas, de modo
que es casual que coincida una division con el final de la varilla.

3) Nuestra vista tiene unas limitaciones que, ademas, pueden variar segin la ilu-
minacion, la edad, etc.

T

Fig. 1.12: Si no marcamos los
veértices, los dos triangulos son
indistinguibles

Fig. 1.13: El error en la medicion
puede ser inherente al objeto
medido
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Asi pues, el resultado de una medicion no es un nimero real; es un intervalo. Po-
demos decir, por ejemplo, que la longitud de la varilla estd dentro del intervalo
[27,30; 27,40] cm (si la regla tiene divisiones hasta los mm), que también puede
expresarse de esta otra forma: 27,35 £ 0,05 cm. Esto mismo podemos expresarlo
simplemente como 27,3 cm, entendiendo que la cifra que iria después de la tltima
por la derecha puede variar en una unidad, es decir, que podemos trabajar con un
intervalo [27,30; 27,40] cm.

La anchura del intervalo viene dada por los denominados errores en la medicion.
Es evidente que la palabra error no debemos entenderla como algo negativo.

<» Un error “grande” de medicion no tiene por qué reflejar ningtin tipo de incom-
petencia de la persona que mide.

Tipo de error

Para dar con algunas garantias el resultado de una medicién x, lo que haremos es
repetirlo un nimero M de veces, x,, Z,, T5 ... T,. Descartaremos aquellos valores
que claramente se apartan de la mayoria y nos quedaremos con un ntimero N de
mediciones buenas, x,, x,, T;...Ty. Expresaremos el resultado de la medicion

CcOomo:
r=T+e (1.27)
con
1 N
T= Zx (1.28)

Z es la media de las mediciones realizadas y el nlimero €, positivo, es el error de la
medicion, que redondeamos en general a una cifra significativa (como se explica
mas adelante). Este error se descompone, en funcion de sus causas, en

e=¢;,+¢ep (1.29)

Errores de imprecision o sistematicos, ;. Son debidos normalmente al propio
aparato de medicion. Siempre que hacemos una medicion, cometemos un error de
forma sistematica, que siempre tiene el mismo valor.

Aparatos analégicos. Por ejemplo, una aguja que se desplaza en una escala, una
regla (v. figura 1.14). Son aparatos que dan una respuesta continua. En este caso,
€, = R/2 donde R es la resolucion del aparato de medicion o intervalo entre
marcas. En una regla tipica, R = 1 mm.

Aparatos digitales. Dan una respuesta a intervalos discretos (tipicamente, incor-
poran un indicador o display numérico, v. figura 1.15). En este caso, e, = Ry

Fig. 1.14: Pie de rey con salida
analdgica

Fig. 1.15: Pie de rey con salida
digital



coincide con el incremento minimo que muestra el aparato.

Errores de incertidumbre o probables ¢ .. Son debidos a factores aleatorios. En
el ejemplo de la varilla de la figura 1.13, pueden ser debidos al hecho de que el
corte no es nitido y depende de donde pongamos la regla. Pueden intervenir facto-
res ambientales, como la temperatura, la presion, etc. La suposicion de que todas
las mediciones realizadas estan en torno a un cierto valor (distribucion gaussia-
na), junto con el tratamiento estadistico del conjunto de las N mediciones, que no
expondremos aqui, da un valor para €:

ep=o0f (1.30)
donde
1 N
=1
es la desviacion estandar y
f=— (132)
- VN '

donde la t es la funcion estadistica de Student. Asi, f es una funcion que depende
del nimero de mediciones IV realizadas y, a través de la ¢ de Student, de la pro-
babilidad con que queremos asegurar que el valor real esté dentro del intervalo de
error dado. Si trabajamos con una probabilidad del 95 %, f se calcula de acuerdo
con la tabla 1.1.

N ¥ Nf NJf N f
11 | 0,6718 | 21 | 0,4552 | 40 0,3198

2 8984 |12 0,6354 | 22 | 0,4438 | 60 0,2583

3 | 2484 | 1306043 | 23] 04324 [ 120 | 0,1808

4 11592 |14 05775 [ 2404223 50 | 50

5 | 1,241 | 15| 0,5538 | 25 | 0,4128

6 | 1,060 | 16 | 0,5329 | 26 | 0,4039

7 10,9248 | 17 | 0,5142 | 27 | 0,3956

8 10,8360 | 18 | 0,4973 | 28 | 0,3876

9 |0,7687 | 19 | 0,4820 | 29 | 0,3804

10 | 0,7154 | 20 | 0,4680 | 30 | 0,3734

= Nota: Las calculadoras cientificas usuales (v. figura 1.16) y/o las hojas de calculo
tienen procedimientos para introducir datos z,, x,, x5 ... x5y y hacer los calculos
de Z y 0. Si es necesario, lee el manual de tu calculadora y/u hoja de célculo.

Tabla 1.1: Valores de f en funcién
del nimero de mediciones N

para una probabilidad del 95 %:
f= t0,075;N—1

VN

Fig. 1.16: Consulta las
instrucciones de tu calculadora
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Propagacion de errores

En los apartados anteriores, hemos visto como obtener y expresar una variable
sometida a error a partir de mediciones directas de esta. Hay situaciones en que
se debe hacer lo mismo con variables que dependen de otras variables que pue-
den medirse directamente. Por ejemplo, en el caso de una variable z que dependa
de varias variables x,y.... 2 = z(x,y...), suponiendo que los errores sean pe-
quefios, podremos identificarlos con los valores diferenciales de las magnitudes

correspondientes. Asi, €, = dz, ¢, = dz, ¢, = dy..., etc. Como sabemos que
9z 0z
oz 0y’
con los valores medios x = Z, y = ¥, etc., y tomar siempre el valor absoluto (po-

dz = %dm + g—;dy + ... solo debemos evaluar los diferentes factores etc.,

sitivo), como también hacemos con los diferentes errores ¢, €, etc. Obtenemos

asi:
z=zxe, ; z=2(z,9) (1.33)
con
0z 0z
= |— 4+ = 1.34
i - 1|3 x:@€y+ (1.34)
y=1y Y=y

Cifras significativas en las mediciones directas

En muchos casos, no es necesario afinar tanto con la precision. Basta con expresar
el resultado de una medicion con una anchura de intervalo 10™ > 2¢, siendo n el
minimo entero que cumple la desigualdad. Por ejemplo, y volviendo al caso de la
reglay la varilla de la figura 1.13, el resultado de la mediciéon en cm es un intervalo
[27,300000...; 27,399999...] cm.

Podemos decir que 27,3 es el resultado dado con “un decimal”. Pero jojo!: si, en
vez de trabajar en cm, lo hiciéramos en m, tendriamos 0,273 y entonces diriamos
que el resultado es dado “con tres decimales”. Si lo hiciéramos en mm, tendriamos
273 como resultado, “sin decimales”. Debe quedar claro que las expresiones “con
tantos decimales” o “sin decimales” no tienen mucho sentido si queremos reflejar
la precisién con que estamos trabajando. Es mejor hablar de cifras significativas:
2,73;273;0,000273; 273000... son el resultado de mediciones (intervalos) con tres
cifras significativas. Veamos algunas reglas para detectar cuantas cifras significa-
tivas tiene un intervalo determinado:

En vez de hablar de intervalos o del resultado de la medicion, hablaremos de nimeros,
siguiendo la préctica habitual. Recordemos que no son estrictamente numeros, como
los naturales, los enteros, los reales..., sino intervalos expresados en forma de niimero.

< Regla 1. En nimeros que no contengan ceros, todos los digitos son significativos.

<» Regla 2. Todos los ceros entre digitos significativos son significativos.



<» Regla 3. Los ceros a la izquierda del primer digito que no sea cero sirven solo
para fijar la posicion del punto decimal y no son significativos.

< Regla 4. En un nimero con digitos a la derecha del punto decimal, los ceros a la
derecha de la tltima cifra diferente de cero son significativos.

< Regla 5. En un nimero que no tiene punto decimal y que acaba con ceros, estos
pueden ser significativos o no. En este caso, se evitan confusiones si se emplea la
notacion cientifica.

Consulta los ejemplos de la tabla 1.2.

Cifras significativas en las mediciones indirectas

(Como se suman, restan, multiplican... los resultados de las mediciones? Esta claro
que se hace més o menos como con los nimeros usuales... pero ;que hacemos con
las cifras significativas? ;Cudntas cifras significativas tiene el resultado de una
suma, resto...?

Pongamos un ejemplo concreto. Supongamos que hemos medido los lados de una
chapa (supuestamente) rectangular y que queremos conocer su superficie (v. figura
1.17). Digamos que los lados son @ = 5237mm y b = 325 mm. ;Coémo tenemos
que expresar el resultado para reflejar correctamente el error cometido en la medi-
cion indirecta de la superficie? ¢ Es correcto 1702025 mm?, es decir, con siete cifras
significativas? Si el error en este ejemplo es de 1 mm por lado, el error que comete-
mos en la superficie es del orden de 5237 x 1+325x14+1x1 = 5563 ~ 6000 mm’.

Esta anchura de intervalo afecta el digito marcado en rojo 1702025 mm’. Lo co-
rrecto, pues, es expresar el resultado como 1,70 x 10°mm?, es decir, con tres cifras
significativas.

Se pueden deducir unas reglas generales para la manipulacion de cifras significa-
tivas:

< Las constantes matematicas (1/2,2/3, V2, 7...). Siempre que se tomen con un
numero de cifras superior al de los otros nimeros implicados, no afectan al computo
de cifras significativas.

< Multiplicacion y division. El resultado de la operacion tendra el mismo niimero
de cifras significativas que el operando que tenga menos cifras significativas.

< Suma y resta. El resultado no debe tener digitos en posiciones mas alla de la
posicion del ultimo digito comtn a todos los sumandos. Por ejemplo, 34,6 + 85 —
17,8 = 101,8 se debe redondear a 102, puesto que la posicion del Gltimo digito
comun a todos los términos se encuentra en las unidades.

Ejemplo Cs
4,523 4
70,054 5
0,0789 3
0,0020 2
3600 247
2
3
4

3,6 x 10°
3,60 x 10°
3,600 x 10°

Tabla 1.2: Ejemplos de cifras
significativas (CS)

Fig. 1.17: Medida indirecta del
area de la chapa rectangular
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Ajuste de una recta a los datos experimentales

Otra situacion usual es encontrar la posible dependencia entre dos o mas variables
que pueden medirse experimentalmente de forma independiente, cuyos valores se
puedan graficar. A través de esta representacion, puede deducirse una posible re-
lacion entre las variables. A continuacion, se presenta la metodologia que debe
seguirse en la determinacion de esta grafica.

<» La representacion puede hacerse por ordenador o manualmente (en este tltimo
caso, es conveniente utilizar papel milimetrado).

<» Hay que elegir las escalas de los ejes, considerando los valores extremos de X y
de Y, de forma que la grafica ocupe gran parte del papel y que las mediciones repre-
sentadas queden, siempre que sea posible, repartidas uniformemente (por ejemplo,
no se amontonen en un extremo).

< El punto de interseccion de los ejes no ha de ser necesariamente el (0,0); puede
ser cualquier otro que haga facil la representacion (escala con 0 desplazado).

= Tienen que dibujarse todos los puntos obtenidos, sin excluir ninguno por prin-
cipio. No deben escribirse las coordenadas de los datos ni en los ejes ni cerca de
cada punto, puesto que ello dificulta la observacion de la grafica.

< La curva resultante del ajuste de los puntos experimentales ha de ser continua.
Nunca deben unirse los puntos experimentales con tramos rectos.

<» Si un punto queda claramente separado de la curva, no debe tenerse en cuenta
en el ajuste y debe sefialarse como erroneo.

= Toda gréfica se debe acompafiar de un pie explicativo de qué representa. Si se
utilizan varios simbolos para las diferentes variables medidas, es preceptivo indicar
qué simbolo corresponde a cada variable.

El caso mas simple es el de dos variables x, y entre las cuales puede existir una
dependencia lineal. La recta que las relaciona se denomina recta de ajuste y el pro-
cedimiento mas usual para obtenerla, regresion lineal por minimos cuadrados. En
esta situacion, disponemos de una serie de N mediciones x,, z, ... T, de una va-
riable z y N mediciones y,, ¥, ... y» de una variable y, y “sospechamos” que estan
aproximadamente relacionadas por una funcion lineal y = az + b. Los coeficien-
tes a y b, asi como la bondad del ajuste, se determinan utilizando el método de los
minimos cuadrados, segin el cual los valores de estos parametros corresponden
a una recta que minimiza la suma de las desviaciones cuadraticas, X*, entre los
puntos de medicion y; y el valor (az; + b) que toma la funcién para la variable x;:

X*(a,b) = >[4, —(az, + )]’ (135)

i=1



Del proceso de minimalizacion resulta

St b=F—a7T (1.36)
xr< — X
donde:
1 & 1 & 1 & 1 &
r — . 1] — — . 7_7 2 . Ty —
r = N;xl ] y_ N;yl ) 1‘2_ Ngxl ’ .fy— N;xzyz
(1.37)

Podemos ajustar cualquier conjunto de puntos a una recta. Sin embargo, existe un
indice, denominado coeficiente de correlacién |r| < 1, que nos indica la bondad
del ajuste. Este coeficiente se puede calcular de acuerdo con la expresion siguiente:
TY—TY
r=—_29"%9Y (1.38)
Vi =Py -7

Cuanto mas se ajustan los puntos a la hipotesis de linealidad, mas cerca de 1 esta r°.

En la practica, se considera un buen ajuste lineal cuando |r| > 0,95 y no se puede
ajustar linealmente cuando |r| < 0,8, a pesar de que estos limites son discutibles.

Los errores probables y/o de imprecision de las mediciones de x y y provocan unos
errores probables €, y €, de los coeficientes a y b que se pueden evaluar utilizando
métodos estadisticos:

— 1—r2
ca=1f0, ; e=fVao, ; 0, = 21/ — (1.39)
rY N-—2

donde la funcién f esta tabulada en la tabla 1.1 con la misma interpretacion (para
el 95 %).

<» Nota. Las calculadoras cientificas usuales y/o las hojas de calculo tienen pro-
cedimientos para entrar parejas de datos (x,, 4, ), (%2, ¥s) ... (T, yx) y hacer los
calculos de a, b y r. Si es necesario, lee el manual de tu calculadora y/u hoja de
calculo.

Problema 1.5.1. En una experiencia para averiguar la viscosidad del aceite de
ricino, una esfera de aluminio, de densidad p,, y radio R, se suelta dentro de un
recipiente con aceite de ricino de densidad p,, y viscosidad no conocida nAcz. Se
sabe que, pasado un cierto tiempo, el movimiento es aproximadamente uniforme,
con un velocidad limite v, que viene dada por la expresion:

P,
vy, = T" )
donde P, es el peso aparente, teniendo en cuenta que hay el empuje de Arquimedes

(se estudia en la seccion 4.3):

2El aceite de ricino empleado en
esta experiencia tiene una viscosi-
dad de 0,985 N's/m?. Es este el
valor que queremos determinar a
través de la experiencia descrita
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P, = %ﬂR3g(pAl ~ Pac) 2)
y b es el coeficiente de la fuerza de friccion viscosa F, (se estudia en la seccion lv
S R (t = 0;0)
z
F, = —bv (3) lv ~ v

b se puede relacionar con el radio de la esfera y la viscosidad del aceite segun:

Figura del problema 1.5.1
b= 6mRn,, 4)

La experiencia consiste en medir el tiempo que tarda la esfera en recorrer una cierta
distancia z, evaluada después de dejar que el movimiento se acerque al movimiento
uniforme.

Datos: R = 0,02m, p, = 2700kg/m’, p,. = 960 kg/m’.

De las mediciones realizadas entre z = 0,25my 2z = 2,5m, se han obtenido los
resultados de la tabla.

2m) 025 050 075 1,00 125 150 1,75 2,00 225 250  fabiacel problema 15.1

#(s) 0,154 0,334 0,490 0,668 0,826 0,961 1,162 1,293 1,467 1,639

a) Representa los puntos (¢, z) de acuerdo con las mediciones realizadas.
b) Encuentra graficamente la recta que se ajusta mejor a estos puntos.

¢) Encuentra por regresion lineal la recta que mejor se ajusta a estos puntos.
Razona la bondad de este ajuste.

d) Utilizando la recta de ajuste encontrada en ¢) y las expresiones (1, 2, 4),
encuentra vy, by 7a..

e) Encuentra el error de la pendiente y la ordenada en el origen de la recta de
ajuste y calcula, a continuacion, el error propagado a la viscosidad 7,..

Solucion

a), b) y ¢). En la figura, puedes ver los puntos representados y la recta de regresion.
Hemos utilizado una hoja de céalculo para hacer la regresion lineal. La expresion ana-
litica de la recta de regresion resulta: z = At + B = 1,53091¢ + 0,00190, con un
coeficiente de correlacion » = 0,9997



z(m)

3,0
2,5 "

z =1,53091¢+ 0,00190 5
2,0 "

r=10,9997 a
1,5 [

"
1,0 "
"

0,5 "

|}
0 t(s)
0 0,2 0,4 06 08 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8

d) Comparando la recta con el hecho de que esperamos que el movimiento sea uni-
forme segin z = v t, obtenemos vy, = 1,5309 m/s . Teniendo en cuenta (2), P,, =

Solucién del problema 1.5.1

0,5720 Ny, con (1), obtenemos b = 0,3736 N's/m . Utilizando (4), tenemos 7s. = 0,9911N's/m’ .

e) Para encontrar los errores de la pendiente A y la ordenada en el origen B, usamos
(1.39). Con un numero de mediciones N = 10, tenemos o4 = 0,01326 y, de la
tabla 1.1, f = 0,7154. El error de la pendiente resulta £4 = 0,0095m/s , que sera
también el error de v;,. Teniendo en cuenta que podemos escribir:

_ P 1
" 6mR L

/'7/\0

y que la unica magnitud sujeta a error del miembro de la derecha es v;,, tenemos,

usando (1.34):
Py 1_
6mRv: "k

Enpe —

donde ,, = €4 = 0,0095m/s, obtenemos &,,, = 0,0062Ns/m’ . El error de la

ordenada en el origen B resulta ez = 0,0097 m . Observamos que este valor hace
que la B encontrada por regresion sea compatible con el valor 0, valor que ya espe-
rabamos seglin la expresion z = v t. Finalmente, podremos expresar el resultado de
la experiencia por lo que respecta al valor encontrado por 7a.

Nae = (0,991 + 0,007) N's/m’ n

1.6 Primera ley de Newton. Sistemas de referencia inercia-
les

Primera ley de Newton

La primera ley que enuncié Newton estuvo motivada por la necesidad de “dejar
claro” qué pasa cuando no pasa nada. Es decir, necesitaba expresar cual es el esce-
nario espaciotemporal por el cual se moverian mas tarde los actores: las particulas
interactuantes y las fuerzas correspondientes. Tengamos en cuenta que, en aquellos

Fig. 1.18: Isaac Newton
(1643-1727) fue un fisico,
matematico y filésofo inglés
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tiempos, casi todo el mundo pensaba que las cosas no se movian solas... Galileo ya
concibid que los cuerpos tienen inercia, una tendencia natural a mantener su estado
de movimiento.

<> Primera ley de Newton o ley de inercia: Un cuerpo no afectado por ninguna
causa se mueve con velocidad constante (movimiento rectilineo uniforme).

La podemos entender como la definicion de la ausencia de causa: si observamos
que un cuerpo se mueve con velocidad constante es que no le afecta nada. Podemos
decir que tiene un movimiento inercial.

Sistemas de referencia inerciales

Si un observador o sistema de referencia se mueve inercialmente, con velocidad
rectilinea y uniforme, no le afecta ningtin agente fisico externo. ;Cémo podra saber
a qué velocidad se mueve? Todo lo que observe le parecera consecuencia de las
mismas leyes de la fisica que aplica estando en reposo. Esta reflexion sugiere la
definicion de los sistemas de referencia inerciales.

< Sistemas de referencia inerciales. Los sistemas de referencia obtenidos por
transformaciones de un sistema dado y respecto a los cuales las leyes de la fisi-
ca adoptan la misma forma se denominan sistemas de referencia inerciales. Las
transformaciones que permiten pasar de unos a otros se denominan transforma-
ciones inerciales (v. figura 1.20).

S ={i"= (v,y,2),t} S'={F" =y, 7))t}

, transformacion |

sistema inercial ¢ - - ) sistema inercial
inercial ‘
g dz 7 / =
TTI/W = mg

A ) 2 |

Transformaciones inerciales

Con hipotesis muy generales del espacio-tiempo, se obtiene que dos sistemas de re-
ferencia Sy S’ son inerciales si estan relacionados entre ellos por una composicion
de traslacion, rotacion y cambio del tiempo en su origen y por una transformacion
de velocidades: los dos sistemas viajan a una velocidad relativa constante V.Lla

Fig. 1.19: Galileo Galilei
(1564-1642) fue un fisico,
matematico, y filésofo toscano

Fig. 1.20: Dos observadores
inerciales usan las mismas leyes
de movimiento para explicar las
observaciones del mismo hecho



expresion de esta ultima depende de la existencia o no de una velocidad méaxima
con la cual realizar la sincronizacion temporal de los diferentes puntos del espacio.

< Transformaciones de Galileo. Si la naturaleza no pone limite a las velocidades,
no tenemos problemas en sincronizar. Para la transformacion de las velocidades,
obtenemos:

= A
m=r—Vt
, (1.40)
t'=1

Estas transformaciones definen los sistemas inerciales de Galileo sobre los cuales
se basa la mecanica newtoniana que estudiamos en este curso.

< Transformaciones de Lorentz-Poincaré. Si la naturaleza pone limite a las ve-
locidades, tenemos una velocidad maxima c, que utilizamos al sincronizar. Ob-
tenemos:

— —

7 =7V t+ B0V

- 1.41
t=qt—LyV .7 (141)

donde v = % Al ser ¢ la maxima velocidad, no hay ninguna contradic-
Vi-%
cion, V' < cy laraiz siempre es real. Estas transformaciones definen los sistemas
inerciales de Poincaré sobre los cuales se basa la teoria especial de la relatividad

debida a Albert Einstein.

Es un hecho experimental que hay una velocidad maxima que coincide con la de
la luz en el vacio ¢ = 299792458 m/s. Las consecuencias de este hecho, la teoria
especial de la relatividad, se han podido contrastar experimentalmente. A pesar de
ello, siempre que tratamos con sistemas con velocidades v < ¢ podemos hacer la
aproximacion ¢ — oo y utilizar para los célculos la mecénica newtoniana. En la
mecanica newtoniana, el tiempo es absoluto: para todo punto A: ¢, = ¢, es decir,
todos los puntos del espacio de un observador se pueden sincronizar con un mismo
tiempo ¢. Si no indicamos explicitamente lo contrario, estudiaremos la mecanica
newtoniana.

Independientemente de si aplicamos o no la teoria de la relatividad, la eleccion
de un sistema de referencia inercial a partir del cual poder definir otros sistemas
depende del grado de aproximacion con que trabajemos. En general, nos bastara
con considerar la Tierra como un sistema inercial, aunque sabemos que se mueve
alrededor del Sol y, por consiguiente, no es estrictamente inercial. Si se necesita
mas precision, se puede tomar el sistema inercial ligado al Sol. Actualmente, por
ejemplo, en relacion con la tecnologia GPS (Global Positioning System), se llegan
autilizar sistemas de referencia ligados a los cudsares (quasi-stellar radio source),
objetos celestes extremamente lejanos.

Para acabar esta seccion, presentamos un unico problema relativista para ilustrar,

Fig. 1.21: Hendrik Antoon Lorentz
(1853-1928) fue un fisico y
matematico neerlandés

Fig. 1.22: Henri Poincaré
(1854-1912) fue un matematico
francés

Fig. 1.23: Albert Einstein
(1879-1955) fue un fisico de
origen aleman, nacionalizado
posteriormente suizo y
norteamericano
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mediante un caso concreto y real, como la mecénica relativista encuentra una ex-
plicacion a un hecho que en su momento sorprendid y del cual no se hallaba expli-
cacion alguna en el marco de la mecanica newtoniana.

Problema 1.6.1. En el laboratorio, los muones p~ de baja velocidad tienen una
vida media de 7 = 2,197 x 10~° s. Los rayos cosmicos llegan a la atmosfera a una
altura h = 2,5 x 10° m y producen muones 1, que son detectados en la superficie
de la Tierra. Calcula la velocidad (constante) con que llegan a Tierra los muones...

a) sin tener en cuenta la mecanica relativista,

b) utilizando la mecanica relativista.

Solucion

a) El tiempo es igual para todos los observadores. El i~ puede “vivir”, como mucho,
7 = 2,197 x 107 %s. Seglin el sistema de referencia S, en reposo en el suelo, el ™
h 2,5%10%

P . . o _ h _ _ 12
tendria que ir a una velocidad minima v = 2 = Zi07x10-8 = 1,138 x 10** m/s,

jque supera con creces la maxima velocidad posible!

b) Damos la explicacion relativista. El tiempo depende del observador. El tiempo
que hemos de tener en cuenta para el muon p~ es “su” tiempo propio, en este caso, el
tiempo del sistema de referencia S’, que viaja con el muon. Con esta interpretacion,
el muon, “é1”, puede “vivir”, como mucho, At' = 7 = 2,197 x 10~ °%s, que es un
tiempo medido segin un reloj en reposo respecto a S’. En cambio, en la medicion de
la velocidad del muon, v, el observador S usa su tiempo At, v = &.

Si tomamos incrementos en la transformacion relativista de Lorentz-Poincaré del
. s O -~ _ h . .
tiempo (1.41),con V = 4,7 - ¥ = vz, Az = hy x5 = v, tenemos:

1 1 1
l: At_iz ’Uh
Vi-% VA=

Dividiendo todo por h y simplificando:

At

ar_ 1 v

h v c?

y, por consiguiente, la velocidad minima v a que debe ir el mudn para poder llegar a
tierra “vivo” cumple:

2 1
(%) = T () = 00

es decir, v < ¢, que es coherente con el hecho de que c sea la velocidad maxima
posible y, por consiguiente, con la relatividad. |

Solucién del problema 1.6.1



1.7 Cinematica del punto: posicion, trayectoria, velocidad
y aceleracion

< Vector posicién. El vector posicion del punto P = (xp,ys, 25) respecto al
punto O = (Zo, Yo, 20) s el vector 7po) = (Tp — To, Yr — Yo, 2p — 20) - Si
O = (0,0,0), se acostumbra a escribir ¥, = (zp,yp,2p) 0, si no hay dudas:
7= (z,y,2) (v.figura 1.24). En general, podemos escribir 7p o) = 7p — 7o.

En general, dos observadores posicionaran el mismo punto con diferentes vectores
posicion: p oy # Tror)

< Modulo del vector posicion. Lo denotamos por |77] = 7.

< Trayectoria. La trayectoria de una particula es la curva 7(\) por donde pasa la
particula.

< Trayectoria temporal. La trayectoria temporal de una particula es la curva por
donde pasa la particula parametrizada con el tiempo 7(t) (v. figura 1.25).

< Vector desplazamiento. El vector desplazamiento entre dos puntos es A7 =
To—T = (T2 — 1, Y2 — Y1, 22— 21 ). Si los dos puntos estan infinitamente proximos:
dr = (dz, dy, dz).

= Moédulo de d7. jOjo!, dr no es el mddulo de di. Este lo denotaremos por d/
: |dr] = d¢. £ es la longitud de la curva respecto a alguna referencia sobre esta
(v. figura 1.26). Solo si el desplazamiento di” esta alineado con el origen de 7, se
cumple d¢ = dr.

< Diferencial de U. Dado un escalar U(7) el diferencial de U es dU = VU - dF
y representa la variacion infinitesimal de la funcion U cuando variamos infinitesi-
malmente la posicion en una direccion del espacio no especificada d”. SiU depende
explicitamente del tiempo, U (7, t), la variacion de U cuando variamos infinitesi-
malmente la posicion en una direccion del espacio no especificada dr’ invirtiendo
un tiempo no especificado dt es:

dU = VU - dF + %{tjdt (1.42)

< Vector velocidad. El vector velocidad de una particula es el vector tangente a la
trayectoria, cuyo modulo indica el ritmo de cambio de posicion de la particula en
cada instante

dr - de dy dz
l=—==7=(—,—, — 1.43
T o ww (143)
< Velocidad relativa. La velocidad relativa de una particula P respecto a otra ()
es:
. dr, - =
Tpioy = % = Tp — Ty (1.44)

Fig. 1.24: Vector posicion
respecto al origen

Fig. 1.25: Trayectoria temporal de
una particula

Fig. 1.26: Longitud de la curva ¢,
médulo de dry dr
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<» Vector aceleracion. El vector aceleracion de una particula es el vector

(1.45)

dat — de

s AT _dT_ . (dz Py d2
T T \der de de

Triedro de Frenet

La variacion de la velocidad de una particula ¥/ es la aceleracion @ = 7. Las com-
ponentes cartesianas de estos vectores no nos informan mucho de qué representan.
Si retomamos la definicion de vector como aquella magnitud que tiene un modulo,
por un lado, y una direccion y un sentido, por el otro, podemos expresar el vector
velocidad en la forma v = v9. De este modo, cada factor tiene un significado fisico
muy claro, v, el mdédulo, y 0, la direccion y el sentido. Ahora, si derivamos para
encontrar la aceleracion:

L_di_dwd) v db

@ a a' T a

el primer término es la parte de la aceleracion en la direccion y el sentido de la

(1.46)

velocidad. Es la aceleracion tangente d = %@. La componente de la aceleracion

dv

tangente, a,, ar = e

Para estudiar qué representa el segundo término v%, nos fijaremos en que v es

un vector unitario, > = 1. Derivando respecto al tiempo 20 - % = 0, es decir,

% es un vector normal a ¥ y por consiguiente, normal a la trayectoria. El vector

n= % | % "' esnormal a la trayectoria y unitario. Podemos definir atin un tercer
vector, el vector binormal lA), normal a los dos anteriores y unitario, haciendo b=
¥ x 7. Este tercer vector no lo utilizamos para describir la aceleracion. Lo definimos
para completar la base. Lo que si nos interesa analizar es la parte de la aceleracion
dirigida a la direccion normal 7. Es la aceleracion normal dy = v %’ n. Para
describir adecuadamente la componente normal a la aceleracion hay que saber mas

sobre la forma de la trayectoria.

Enlafigura 1.27, se comparan dos puntos muy proéximos de la trayectoria, de vecto-
res tangentes unitarios 0(t) y 0(t+dt), que forman un tridngulo que tiene dos lados
de longitud 1 y el tercero de longitud |dv|. Este triangulo es isdsceles, equiparable
a un arco de radio 1 y angulo infinitesimal. A su vez, el pequefio tramo de trayec-
toria es una curva en forma de pequefio arco de angulo d¢, radio de curvatura R
y longitud de arco d¢ = vdt. Tenemos las relaciones:

1dp = |di| ; Rdp=dl (1.47)

las cuales, eliminando d¢, nos permiten obtener una expresion del radio de cur-
vatura R en términos del vector unitario tangente a la trayectoria . Se define por
conveniencia la curvatura p = 1/R. Con todo, tenemos:

Fig. 1.27: Radio de curvatura R



< Radio de curvatura. A cada punto de una trayectoria dada, de vector tangente
unitario 0, le podemos asociar un radio de curvatura R y una curvatura p segun:

1

pzﬁz

do

5 (1.48)

< Triedro de Frenet. A cada punto de una trayectoria dada, de vector tangente
unitario 0, podemos definir una base de vectores formada por los vectores tangente,
normal y binormal a la trayectoria, denominada triedro de Frenet (v. figura 1.28),
segun:

A o .

U an%; b=vxn (1.49)
<» Aceleracion tangente y normal. La aceleracion de una particula que recorre una
trayectoria, definida por el vector tangente unitario 0, siempre se puede escribir en
la forma @ = a,0 + ayn . Las componentes tangente, a,, y normal, ay, de la
aceleracion se pueden expresar en términos de v y R como:

_dv

G'T—%;

(1.50)

ayny =

G
R

Problema 1.7.1. Un observador inercial O mide la posicion de una particula (uni-
dades del S.1) 7o, = (6t — 4t)i — 3tj + 2k. Otro observador O, con la misma
orientacion, mide la posicion de la misma particula 7p o) = (66 +3t)i—3t*j— 3k.

a) Determina la velocidad relativa del sistema O’ respecto a O.
b) Calcula la aceleracion de la particula respecto a O y O’.

¢) (Es O’ un observador inercial?

Solucion
a) La velocidad de la particula respecto a O es:

drpo)

= (12t — 4)i — 9t%j
it ( )i J

1713(0) =

La velocidad de la particula respecto a O’ es:

. dre o . .
Tpory = ‘;;O ) = (12t + 3)i — 9¢%)

La velocidad relativa de O’ respecto de O sera:

V = _‘O'(O) = rL_fO’ — Vo = —Up +170/ +Tp — Vo = 17P(()) — UP(O’) = —7
b)
. dv, . R
apo) = % = 127 — 18t

Fig. 1.28: Triedro de Frenety
radio de curvatura

Fig. 1.29: Jean Frédéric Frenet
(1816-1900) fue un matematico,
astronomo y meteordlogo francés

Solucién del problema 1.7.1
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—

Del apartado anterior, tenemos ¥p oy = Up(0) — V; asi:

dﬁp(o’) dl_)‘p(o) d‘7
a N o= = —— =a = 127 — 18t
%pen dt dt at 7@ ! J

¢) Si, porque O’ viaja a velocidad constante respecto a un observador inercial O:
Tor 0y = Cte. |

Problema 1.7.2. Una particula describe un movimiento rectilineo, siendo el espa-
cio recorrido s = 4t* — 3t*> — 6, s en metros y ¢ en segundos. Si la particula parte
de t = 0, calcula

a) el tiempo que tardard en alcanzar una velocidad de 6 m/s.

b) el valor de la aceleracion en este mismo instante.

Solucion

a) Si la particula parte de t = 0:
v(t)=6=12t" -6t =>2° ~t - 1=0= t=1s
b) En este instante, la aceleracion sera:

dv

= (24t — 6)|

1

= 18m/s’

t=1

Problema 1.7.3. Un cuerpo describe un movimiento rectilineo con aceleracion
a = 4 —t* (aen m/s* y t en s). Calcula la velocidad y el desplazamiento en
funcién del tiempo, siat = 3s,v =2m/syx = 9m.

Solucion

Integrando la expresion de la aceleracion, obtenemos la velocidad:

3
v:/adt:/(4—t2)dt:4t—%+Kl

Integrando nuevamente, obtenemos el desplazamiento:

3 4
x:/vdt:/(4t7%+K1>dt:2t27%+Klt+K2

K, y K, son constantes de integracion que dependen de las condiciones iniciales.
Comot =3s,v =2m/syz = 9m, tenemos:

3
v(3)22:(4-3—3§+K1>:>K1:—1



4
z(3) =9 = (2-32—%+(—1)3+K2>m:>K2:0,75

Y, finalmente

t* t*
— — 2_ 2 N = _— =
r=—t+2t 15 + 0,75 ; v=4t 3 1 -

Problema 1.7.4. El movimiento tridimensional de una particula esta definido por
el vector posicién 7 = Rsin (wt) i+ ctj+ Rcos (wt) k con R, w y ¢ constantes.

a) Determina las magnitudes de la velocidad y la aceleracion de la particula.

b) Calcula el radio de curvatura y las componentes tangente y normal de la

aceleracion y el vector normal unitario.

Solucion
a)
T = @‘ = wRcoswt i+ ¢ j—wRsinwt k
T J z
dv o . o .
a= dit) = —w’Rsinwt i —w’Rcoswt k = —w’R (smwt 2+ coswt k) R /;Ecurv/
A A
b) /
- x
v=Vi-U= \/ w2 R? (cos? wt + sin’ wt) + ¢ = Vw2 R? + ¢? Solucién del problema 1.7.4
a=Vada-d= \/w4R2 (sin® wt + cos? wt) = w’R
e
TTar

Siendo ar = 0, podemos concluir que toda la aceleracion es normal, es decir, ay =
w?R. Siar # 0, también podriamos encontrar a despejando de a®> = a3 +a%. No
lo haremos asi; resolveremos an encontrando primero la curvatura.

N VW?R? + ¢
di —w’R (sin wt 7 + coswt fc)

dt Vw?R? 4 ¢?

ﬁig choswti—&—cj—szinwtl%
v

do| _ w’R
dt|  VWR? + ¢

Denotaremos el radio de curvatura por R... para no confundirlo con R, que es una

constante del enunciado del problema.

do|™' VR + 2 c?
RC“W:UE :T:R"FWQR

/w2 R2+4c2
Observamos que, si ¢ = 0, si la curva no avanza en la direccion j, se trata de una
circunferencia de radio R en el plano x — z. En este caso, R..n = R.

41



La aceleracion normal an la calcularemos utilizando el radio de curvatura R.,..

v? Ww'R?+ ¢ 5
ay = =— = Ww'R
Reun w2R2+4c?
w2R
. Ry dv . . A
= """ = —sinwti—coswtk u
v dt

Problema 1.7.5. Una particula describe un movimiento circular (no uniforme)

7(t) = Ro(cos,sinp,0) donde ¢ = ©(t) es una funcion creciente del tiempo.
Calcula:

a) la velocidad y la aceleracion.
b) el radio de curvatura de la trayectoria.

¢) la base de vectores, tangente v y normal 7, y las componentes tangente a, y
normal a, de la aceleracion.

Solucion

a) La velocidad y la aceleracion. Al derivar respecto a ¢, tendremos en cuenta que
estamos haciendo una derivada total y que ¢ es una funcion de ¢:

Solucién del problema 1.7.5

<y
Il

Rop(—singp, cos ¢, 0)

U
Il

Rop(— sinp, cos p, 0) + R’ (— cos @, — sin p, 0)

el moédulo de la velocidad es v = Ry .
b) El vector de la base de Frenet ¢ y el radio de curvatura R:
0= % = (—sinp,cosp,0) ; % = ¢(—cos p, —sinp, 0)
R=v|%2|™" = R,
¢) El vector de la base de Frenet 7 y las componentes tangente y normal de la acele-
racion:
f= 84 = (_cosp,—sinp,0)

d . 2 .2
aT:lT::ROQD ; CLN:%:ROSO n









2 Dindmica de una particula

Introduccion

Estudiamos el movimiento de una particula desde el punto de vista de las cau-
sas que lo hacen posible, es decir, las fuerzas. Por eso, relacionamos estas causas
con los conceptos propios de la cinematica, introducidos en el capitulo 1, como la
posicion, la velocidad y la aceleracion. A continuacion, introducimos otras propie-
dades, como la cantidad de movimiento, el momento de una fuerza, el momento
angular, el trabajo y la energia. Finalmente, analizamos algunos tipos de fuerzas.

Una particula clasica es cualquier objeto material de dimensiones despreciables
respecto a las dimensiones de la trayectoria que realiza (distancias y radios de cur-
vatura) y que no gira sobre si mismo o, si lo hace, no transmite este giro a ninguna
otra particula. Quedan excluidas las particulas sumamente pequefias, de dimension
atémica o inferior. De estas se ocupa la mecéanica cudntica. Una particula newto-
niana es una particula clasica que se mueve siempre a velocidades muy inferiores
alas de la luz.

Si no indicamos lo contrario, cuando hablamos de particula nos referimos a la
particula newtoniana, tal como la hemos definido aqui. También, cuando decimos
que un objeto es pequerio, queremos decir que podemos tratarlo como una particula
newtoniana.

Los conceptos y los métodos que explicamos en este tema se aplican, pues, a las
particulas. Pese a ello, mas adelante, en la seccion 3.13, veremos que, si las fuerzas
que actian sobre un sélido rigido no lo hacen girar, su movimiento puede expli-
carse considerandolo una particula situada en un punto solidario con el cuerpo,
denominado centro de masas. De momento, hablaremos de particulas.
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2.1 Primera y segunda leyes de Newton

Primera ley de Newton

La mecanica clasica se fundamenta en tres leyes o axiomas establecidos por Gali-
leo y Newton en los siglos X VII-XVIII, basados, en buena parte, en resultados
experimentales. En la seccion 1.6, ya hemos visto la primera ley de Newton o ley
de la inercia, en relacion con la definicion del sistema inercial. Hemos comprobado
que la primera ley de Newton definia, entre otras cosas, qué se entiende por ausen-
cia de causa. Ahora queremos ir mas alld, especificando un poco mas el concepto
de causa. La primera ley se puede formular asi:

=» Primera ley de Newton o ley de inercia. Todo cuerpo (particula) sobre el cual
no actua ninguna fuerza mantiene su estado de movimiento, ya sea en reposo o en
movimiento rectilineo uniforme.

La primera ley de Newton introduce el concepto de fuerza como la causa que mo-
difica el estado de movimiento de un cuerpo.

Como se ha indicado en la seccion 1.6, los sistemas de referencia (SR) para los
cuales se verifica la primera ley de Newton se denominan sistemas de referencia
inerciales (SRI). Ademads, cualquier SR que se mueva a velocidad constante res-
pecto a un SRI también es inercial. Por otro lado, si un SR acelera respecto a un
SRI, es no inercial. En este curso, solo trataremos los casos de SRI. Por tanto, en
ningun momento hablaremos de fuerzas ficticias, como la centrifuga o la de Co-
riolis. Podemos resolver todas las situaciones utilizando un SRI, sin necesidad de
introducir ninguna fuerza ficticia.

Segunda ley de Newton
La segunda ley, también llamada ley de movimiento, establece lo siguiente:

<> Segunda ley de Newton o ley de movimiento. Un cuerpo (particula) sometido a
la accion de una fuerza no nula, acelera. La aceleracion tiene la misma direccion
y sentido que la fuerza, y el modulo es igual al de la fuerza, dividido por la masa
inercial. Es decir:

s
Il
S|=

@.1)

F es la fuerza causante de la aceleracion @ de la particula. m es la constante de pro-
porcionalidad entre fuerza y aceleracion, llamada masa inercial. Es una propiedad
intrinseca de la particula que pone de manifiesto la resistencia a ser acelerada.

Se ha escrito mucho sobre el significado de esta ley. ;Define la fuerza? ;Define la



masa (inercial)? ;Es una ley para saber como se mueve la particula? Bien es verdad
que es un poco de cada cosa.

La podemos escribir:

— —

A)F=mi B)F(Fot)=mi CFFr)=mi (22

La version A, como (2.1), es la mas conocida pero no la mas aclaratoria. Las otras
dos aportan mas informacion. La tercera es la que quiere dejar mas claro que se
trata de una ley de movimiento.

< La ley de Newton define la fuerza. La fuerza es la causa de la aceleracion de
la particula y puede depender de la posicion y de la velocidad de esta, ademas del
tiempo, pero no de la aceleracion. La fuerza es una magnitud vectorial, puesto que
la aceleracion, como hemos visto en la seccion 1.7, lo es y la masa, al estar definida
como una propiedad intrinseca de la particula, es un escalar. Ademas, @ y F son
vectores paralelos y, siendo m positiva, tienen el mismo sentido.

Es importante darse cuenta de que (2.1) (también (2.2)) es una ecuacion vectorial.
Esto quiere decir que involucra un modulo, una direccion y un sentido. Asi, por
ejemplo, para el caso sencillo de una piedra atada a una cuerda, que en ausencia de
gravedad describe una trayectoria circular con médulo de velocidad constante, hay
aceleracion. En este caso, a pesar de que el mdodulo de la velocidad es constante, la
direccion no lo es. La aceleracion es la normal o centripeta, estd dirigida hacia el

T

centro de la trayectoria circular y es causada por la tension de la cuerda, ay = -~

(v. figura 2.1). Vease la seccion 1.7.

< Laley de Newton define la masa. Si, sobre una misma particula, actian fuerzas

diferentes F\, F,..., causaran aceleraciones diferentes a,, @,... (v. figura 2.2); la
Py
az
masa inercial de la particula (o simplemente masa):

relacion entre los modulos % = = ..., se mantiene constante y lo denominamos

2.3)

La masa es una magnitud escalar.

Hay que darse cuenta de que, para llevar a cabo la experiencia descrita, primero
hemos de contar con un patrén de fuerza, con una definicién que no contenga el
concepto de masa. Esto no es del todo sencillo. Requiere exigir la validez de la
llamada ley de conservacion de la masa en un contexto clasico y no relativista:
si juntamos una particula de masa m, con otra de masa m,, la masa de la nueva
particula es m, +m,. Esta ley hace que clasicamente se pueda utilizar la masa como
medida de la cantidad de materia y renombrar la ley como ley de conservacion de
la materia. Actualmente, si se quiere afinar mucho, se contabiliza la materia por el
numero de protones, neutrones, electrones..., o de atomos y moléculas que contiene.

Fig. 2.1: La aceleracion normal
an €s causada por la fuerza T’

de tension de la cuerda:
T

QNZE

Iy

— ],

Fig. 2.2: Diferentes fuerzas sobre
una misma particula dan lugar a
diferentes aceleraciones. Segln
la segunda ley de Newton, el
cociente se mantiene constante y
se denomina masa inercial de la
particula
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Podemos ahora tomar como patrdn la fuerza que recibe, cerca de la Tierra, una de-
terminada cantidad de materia. Hecho esto, podemos fabricarnos un muelle que,
para una cierta deformacion, ejerza la misma fuerza que la descrita anteriormen-
te. Por ejemplo, cuando colgamos del muelle la cantidad de materia, en reposo el
muelle ejercera la fuerza patron. Ahora podemos definir fuerzas cuyo valor sea el
doble, el triple... de la fuerza patron, utilizando dos, tres... muelles en paralelo. Si
utilizamos el principio de superposicion (que estudiamos un poco mas abajo), la
fuerza sera el doble, el triple... Estas son las fuerzas que podemos utilizar en la
experiencia descrita en la definicion de masa. Evidentemente, la cantidad de ma-
teria determinada, mencionada anteriormente, acaba siendo el patron y la unidad
de masa, y la unidad de fuerza finalmente se deriva segun la ley de Newton, como
mostramos mas abajo.

< Es una ley para saber c6mo se mueve la particula. Si conocemos la fuerza
como un campo funcion de 7'y ¥, la teoria de las ecuaciones diferenciales nos dice
que C es una ecuacion diferencial que puede ser integrada (dos veces) para encon-
trar la incognita 7(¢). En cada integracion, se introduce una constante (vectorial):
C, y C,. Obtendremos 7(t) = ]‘:'(C_"1 ,C_"z, t).

Si conocemos la posicion y la velocidad de la particula en un instante ¢, dado,

7o = 7(to) y Uy = U(t,), podemos resolver:

- (2.4)

—

y encontrar C, y C, en funcidn de 7, y ¥, y, por consiguiente, tener 7(¢) = 7(7, , Uy, t

< Mecanica predictiva. Podemos decir que la mecanica newtoniana es una me-
canica predictiva. Se trata de una version fuerte de determinismo: conocida la fun-
cion fuerza que actiia sobre una particula, y conocidas la posicion y velocidad en
un instante determinado, el futuro y el pasado de la particula quedan totalmente
determinados.

En la seccion 2.5 de este capitulo, veremos algunos ejemplos de fuerzas.

Principio de superposicion de fuerzas

La experiencia nos muestra que, si sobre una particula actiian dos fuerzas F) y F,,
la aceleracion @ que le provocan es @ = @, + d,, siendo a;, i = 1,2, la aceleracion
causada unicamente por la fuerza F;.

Teniendo en cuenta la ley de movimiento de Newton, podemos enunciar (v. figura
2.3):

<> Principio de superposicion de fuerzas. La fuerza resultante (o simplemente la

—

F =
’]/—FI/"'
P

Fig. 2.3: Dos fuerzas que actlian
sobre una misma particula
causan la misma aceleracion que
una Unica fuerza suma de las dos
originales



resultante) de la actuacion de dos fuerzas F, y F, sobre una misma particula es

—

Il

Para apreciar bien este principio y no considerarlo trivial, basta con decir que en la
teoria de la relatividad no se cumple.

Volviendo a la primera ley de Newton, para que se cumpla no es preciso que to-
das las fuerzas que actian sobre una particula sean nulas; basta con que lo sea la
resultante. El hecho de que la fuerza resultante sea nula no implica ausencia de
movimiento, sino que la velocidad sea constante. En su momento, esta afirmacion
rompio los esquemas de los seguidores de la escuela aristotélica, que incluso aso-
ciaban el movimiento uniforme a la existencia de una fuerza.

Unidades de masa y de fuerza
Solo nos resta introducir el patron de masa necesario para poder tomar medidas.

< Unidad de masa del S.I.: el kilogramo, kg. Una masa de 1 kilogramo es igual
a la masa del patron internacional: un cilindro de iridio-platino custodiado en Paris
por el BIPM. (Definicion adoptada en 1889.)

La unidad de fuerza se deriva de la ley de Newton.
< Unidad de fuerza del S.L.: el newton, N. 1N = 1kg 3

Para hacer los problemas siguientes, ten en cuenta la fuerza peso o fuerza causada
por el campo gravitatorio g cerca de la superficie terrestre, P = mg, que actia
sobre cualquier masa m, con g = 9,81 m/s. Si necesitamos afinar mas, tendremos
en cuenta la gravedad local. Por ejemplo, en Barcelona, g = 9,804m/s*. En la
seccion 2.5, tratamos la fuerza peso como ejemplo de fuerza constante y, en la
seccion 4.2, estudiamos con mas detalle la fuerza peso.

Problema 2.1.1. Una nifia de masa 30 kg esta en un ascensor. Determina la fuerza
N que ejerce el suelo sobre la nifia si el ascensor:

a) sube con movimiento uniforme,

b) baja con movimiento uniforme,

¢) sube con una aceleracion de 2m/s’,
d) baja con una aceleraciéon de 2m/s” y

e) cae libremente después de que se rompan sus cables.

Fig. 2.4: Aristoteles (384 a. C.-322
a. C.). Fisica aristotélica: es el
estudio del ser en movimiento.
Entre las leyes de movimiento,
sefiala que "todo movil requiere
un motor"
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Solucion

Conm = 30 kgy g = 9,81 m/s?, utilizamos la ley del movimiento de Newton en
la direccion vertical, N — mg = ma = N = m(a + g). Obtenemos:

aA)a=0= N=mg= 2943N,

b)a=0=N=mg= 2943N,

)a=2=N=m(2+g) = 354,3N,
Solucién del problema 2.1.1
da=-2=N=m(g—2)= 234,3N,

eJa=—-g=>N= 0 |

Problema 2.1.2. Un objeto pequefio, de m = 4 kg, esta sometido a la accion de
dos fuerzas, F, = i—2 7y F, =i+ 7 (unidades N). Calcula los vectores aceleracion,
velocidad y posicion del objeto en el tiempo ¢ = 3s si en ¢ = 0 esta en reposo en
el origen de coordenadas

Solucion

m = 4 kg. La fuerza resultante es F' = F; + F, = (2, —1). De la ecuacion de
movimiento, obtenemos la aceleracion:

- F 11
F = _’j_’:—: _, ——
ma a m (2, 4>

Integrando:

y, teniendo en cuenta las condiciones iniciales en ¢t = 0, ¥ = 0 implica C; = 0y, por
. . = l _ l
consiguiente, 7 = (5, —7)¢

Integrando la velocidad,

r (g (L e, a
r—/vdt—(4, 8) + C,

y, teniendo en cuenta las condiciones iniciales en ¢ = 0, ¥ = 0 implica C; = 0y,

por tanto, 7 = (3, —3)t° [ |

Problema 2.1.3. Una particula atada a una cuerda, de masa despreciable y longitud lg oYy
£, hace un movimiento circular uniforme. Encuentra la minima velocidad angular

w que lo hace posible.

. Figura del problema 2.1.3
Solucion

Las ecuaciones de movimiento de Newton en las direcciones verticales y normales a
la trayectoria son:

Tcosp—mg=20

Tsinp = may



2

La aceleracion normal es ay = 5 = Rw?® = [Ising w?. Despejando T' de la
primera y sustituyendo en la segunda:
mg

cosp

sin p = mesin ¢ w?

de donde obtenemos cos p = ;Z. El coseno es positivo y también hace falta que
cumpla cos ¢ < 1, de donde obtenemos

— VY |

Problema 2.1.4. Una particula atada a una cuerda, de masa despreciable y longitud
£, oscila en un plano vertical.

a) Encuentra la ecuacién de movimiento utilizando la segunda ley de Newton.

b) Especifica el resultado para pequeiias oscilaciones.

Solucion

Las ecuaciones de movimiento de Newton en las direcciones tangentes y normales a
la trayectoria son:

T —mgcosp = man

—mgsiny = mar

Siendo la velocidad v = £¢, 1a aceleracion tangente es ar = % = (. Sustituyendo
en la componente tangente de la ecuacion de movimiento —mgsing = mly de
donde, simplificando:

g
‘

Si ¢ < 1, expresion que tenemos que entender expresada en radianes, entonces

Y+ =sinp=0

sin ¢ &  y obtenemos:

@—l—%ap:O [ ]

2.2 Fuerza y cantidad de movimiento

< Cantidad de movimiento. Se define la cantidad de movimiento p’de una parti-
cula como el vector:
p=mu (2.6)

Las unidades de la cantidad de movimiento en el S.I. son: kgm/s.

La ley de movimiento de Newton puede escribirse, utilizando la cantidad de mo-
vimiento, como:
g =
—=F 2.7
7 27

que permite interpretar que la fuerza es la causa de la variacion de la cantidad de
movimiento y enunciar:

Solucién del problema 2.1.3

’ ;\

Figura del problema 2.1.4

Lo

i T’
EH-W“N /lvr
E lmg

Solucién del problema 2.1.4
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< Teorema de la conservacion de la cantidad de movimiento. Si sobre una par-
ticula no actua ninguna fuerza o la resultante es nula, la cantidad de movimiento
se mantiene constante.

Para una particula, estos resultados son inmediatos por el hecho de que la cantidad
de movimiento es, en este caso, directamente proporcional a la velocidad de la
particula. Veremos mas adelante, en la seccion 3.3, cuando tratemos este concepto
para N particulas, que estas relaciones son también validas y que nos permitirdn
resolver situaciones de mayor complejidad.

< Impulso suministrado por una fuerza. Se define el impulso I suministrado por
una fuerza F en el intervalo t, — t, como el vector:

fEi/ﬁﬁ (2.8)

Las unidades del impulso en el S.I. son kg m/s. Observamos que, para encontrar
I, puede ser necesario conocer la trayectoria 7(¢).

= Teorema de la cantidad de movimiento. El incremento de la cantidad de movi-
miento es igual al impulso I suministrado

I=Ap 2.9)

Demostracion. Solo hay que considerar la ley de Newton (2.7) en la forma Fdt =
dp'e integrar en el intervalo ¢, — ¢ |

Problema 2.2.1. Una particula de 1kg se mueve, para ¢t < 0, rectilineamente a
una velocidad constante de 100 m/s. En el instante ¢ = 0 y durante 1s, actla una
fuerza F' = 1000 e~ (F en Ny t en s) en la misma direccion y en sentido contra-
rio al movimiento. Calcula el impulso suministrado por la fuerza y la cantidad de
movimiento final de la particula.

Solucion

Al ser la fuerza de la misma direccion que la velocidad, la particula no cambiara
de direccion. Como se trata de un problema unidimensional, omitimos la notacién
vectorial. Tenemos una unica direccion (digamos Z) e indicamos el sentido por el
signo. El signo positivo lo tomamos como el de la velocidad inicial.

El impulso suministrado por la fuerza a la particula es:
‘2 ! —t —t|! kg m
I:/ thz/ —1000e™ "dt = 1000e = —632
t1 0

0 S



La cantidad de movimiento final es p-:
Ap =ps —p1 = p2 = p1 + Ap = mu; + Ap = 100 — 632
= p. = —532kgm/s

Este resultado significa que la particula acaba moviéndose a una velocidad constante
de 532 m/s de sentido contrario al inicial. |

Problema 2.2.2. Una particula de masa 2 kg se mueve, en un cierto instante, a una
velocidad ¥ = 5 72 + 2 j. A continuacion, se aplica una fuerza F=4 7. Sabiendo
que ¥y F estén expresadas en el S.I., determina la cantidad de movimiento de la
particula después de aplicar la fuerza durante 3 s.

Solucion
m = 2kg. La cantidad de movimiento inicial es p; = m¢ = 10 7 + 4 j. Utilizando
el teorema del impulso lineal y siendo p- la cantidad de movimiento final:

t+3

AF = Fo — i = /ﬁdt:3ﬁ:12j
t
Observamos que los limites de integracion dependen, en principio, del tiempo. La
fuerza es constante en el tiempo. Despejando p-, obtenemos:
Po=pr+12)= 100+16
en unidades del S.I. u

2.3 Momento de una fuerza y momento angular de una
particula

< Momento de una fuerza. Se define el momento M, () de una fuerza ﬁ, aplicada
en un punto @, respecto a un punto A como:

May = Toay X F (2.10)

donde 7 4, es el vector posicion del punto () de aplicacion de la fuerza con respecto
al punto A. Las unidades en el S.I. son Nm.

Recordemos que, como consecuencia del producto vectorial, la direccion del mo-
mento de una fuerza es perpendicular al plano formado por los vectores 74, y F.
Aun mas, puesto que el primer vector del producto vectorial (2.10) es una posicion,
el modulo puede calcularse con la sencilla expresion (v. figura 2.5):

M,y =F vy sing = F AF 2.11)

donde AF = T4 Sin @ es también la distancia entre el punto A y larecta de accién
de la fuerza F'. El sentido viene dado por la regla del tornillo.

Fig. 2.5: Momento de la fuerza £
respecto al punto A. Regla del
tornillo
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Problema 2.3.1. Calcula el momento de la fuerza F aplicada sobre la esfera, en
el punto indicado en la figura, con respecto al punto de contacto con el suelo C.

Solucion

Podemos encontrar el momento calculando explicitamente el producto vectorial. Ob-
servando la figura, 7oy = 2R(0,1,0) y F' = F(sinp, — cos p, 0), y asi:

7 j k
M) = 7oy x F=2RF| 0 1 0 | = —2RFsingpk
sinp —cose O Solucion del problema 2.3.1

También podemos proceder aplicando la regla del tornillo, con la cual podemos decir
1\7[(0) = —M(c) k,y calcular el moédulo segtn (2.11)

My = FCF = F2Rsing -
= Momento angular. Se define el momento angular de una particula con respecto L s
aun punto A, E( 4y como el momento de la cantidad de movimiento p aplicada en ‘& 7
el punto ) donde esta la particula (v. figura 2.6). < /
- - 7 P
L(A) =7 X 2.12) AT
Ap @

donde 74, es el vector posicion del punto ) de aplicacion de la cantidad de mo-
vimiento con respecto al punto A. Es importante que el punto A sea un punto fijo Fig-2.6: Momento angular L ().

. . Regla del tornillo
del sistema de referencia. g

Las unidades del momento angular en el S.I. son kg m?*/s.

Recordemos que, debido al producto vectorial, la direccion del momento angular
es perpendicular al plano formado por los vectores 74, y p. Alin mas, puesto que
el primer vector del producto vectorial (2.12) es una posicion, el modulo puede
calcularse con la sencilla expresion:

Ly =p Ap (2.13)

donde Ap' es la distancia entre el punto A y la recta de accion de la cantidad de
movimiento p. El sentido viene dado por la regla del tornillo.

La ley de movimiento de Newton implica que se cumple:

L .
4 _
i M (2.14)
Demostracion. Multiplicando ambos miembros de la ley de movimiento de Newton
m%f = F por 7 ) X y teniendo en cuenta que 74, X ‘fi—f = L (¥ X P) (puesto
que Fay =Ty ¥ X p=0), obtenemos el resultado. |
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Hemos demostrado que la ecuacion de movimiento de Newton implica (2.14), pero
no que sean equivalentes: (2.14) no implica la ley de movimiento de Newton.

(2.14) permite interpretar que el momento de la fuerza es la causa de la variacion
del momento angular y enunciar:

<> Teorema de la conservacion del momento angular. Si el momento de la fuerza
que actua sobre la particula respecto a un punto A es nulo, el momento angular
respecto al mismo punto se mantiene constante.

Observamos que tanto el momento angular como el momento de una fuerza depen-
den del punto A respecto al cual se calcule. Puede pasar que respecto a A tengamos
]\Z a4y = 0y, en cambio, respecto a otro punto B tengamos M( 5 7 0.

La nulidad del momento de una fuerza y, por consiguiente, la conservacion del mo-
mento angular, se da si la resultante de las fuerzas que se aplican sobre la particula
es nula, pero también en otros casos bastante mas interesantes, como cuando el vec-
tor 74, y la fuerza F son paralelos. Por ello, aun en el caso de una sola particula,
utilizaremos la ecuacion (2.14) para solucionar algunos problemas interesantes.

Como veremos mas adelante, el teorema de conservacion del momento angular es
especialmente importante en el caso de un sistema de particulas y, en particular, en
el solido rigido.

<» Impulso angular. Se define el impulso angular Y suministrado por el momento
de una fuerza ]\Zf( ) en el intervalo ¢, — ¢, como el vector

ta
Yo = / M aydt (2.15)

t1
Las unidades del impulso angular en el S.I. son kg m?/s.

<> Teorema del momento angular. El incremento del momento angular es igual
al impulso Y suministrado:

Yoo = AL, (2.16)

Demostracion. Solo hay que considerar (2.14) en la forma di( Ay = M, (a)dt e inte-
grar en el intervalo t; — ¢, |

Problema 2.3.2. Se sabe que los planetas tienen trayectorias elipticas con el Sol
(que consideramos fijo) en uno de los focos. Demuestra la segunda ley de Kepler.
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Solucion

Tomamos momentos con respecto al punto A en el Sol. El momento de la fuerza es
nulo y, por consiguiente, el momento angular se conserva:

-

L=7xp=cte.

Como la direccion del momento angular es fija, solo el modulo contiene la informa-
cion relevante:
mruvsinf = cte.

dal

Teniendo en cuenta que el médulo de la velocidad lo podemos escribir como v = &,

resulta:

r de sinf = cte.

dt

Observando la figura, las areas barridas por el vector posicion durante un tiempo
forman triangulos que, en general, son escalenos, como el tridngulo A de la figura.
Ademas, la longitud de la trayectoria entre los dos vértices, A¢, no coincide con el
lado correspondiente del tridngulo. Si consideramos un tiempo At — dt, el planeta
habra recorrido A¢ — d¢ y tendremos el triangulo B de la figura. Ahora la longitud
de la trayectoria entre los dos vértices, d¢, coincide con el lado correspondiente del
triangulo. Lo podemos ampliar para verlo bien, como el C de la figura. El area dA
barrida por el vector posicion en un dt es asi igual al area del triangulo C de la figura.
Sabiendo que el moédulo del producto vectorial de dos vectores posicion es el area del
paralelogramo que forman, el area de nuestro triangulo sera:

dA = %rdﬁsimp = %rdﬂsin@

asi, comparando este resultado con el que hemos obtenido de la conservacion del
momento angular, podemos concluir:

%—cte
a7

que constituye la segunda ley de Kepler: las dreas barridas por el vector posicion del
planeta en tiempos iguales son iguales. |

2.4 Trabajo, energia cinética y energia potencial. Potencia

Trabajo y energia son conceptos muy relacionados, que tienen un papel capital en
el mundo de la fisica, mas alla de la mecanica.

Trabajo de una fuerza

Para el caso simple de una particula que se mueve rectilineamente una distancia Ax
bajo los efectos de una fuerza constante /', paralela y con el mismo sentido que el
desplazamiento y quizas con la presencia de una fuerza de friccion (v. figura 2.8),

7

A

Solucién del problema 2.3.2

0

Xd/%
>

Solucién del problema 2.3.2

PN S5 \:
42*\& a7 D~

Solucion del problema 2.3.2

Solucién del problema 2.3.2

Fig. 2.7: Johannes Kepler
(1571-1630) fue un astrénomo y
matemético aleméan

P Az
Fig. 2.8: Una particula se
desplaza rectilineamente bajo la
accion de una fuerza de direccion
igual al vector desplazamiento



el trabajo de F' se define a partir del producto de la fuerza F'y el desplazamiento
Ax:

W =FAzx (2.17)
Si el movimiento es rectilineo y la fuerza aplicada es constante, pero forma un
angulo 6 con respecto al desplazamiento (v. figura 2.9), el trabajo es:

W = FAzcosf = F - A7 (2.18)

Observamos que, en este caso, solo se considera la componente de la fuerza en la
direccion del desplazamiento, mientras que la componente perpendicular no realiza
ningun trabajo.

Para el caso general en que la fuerza no sea constante y el camino C' seguido por
la particula no sea rectilineo (v. figura 2.10), para calcular el trabajo entre dos pun-
tos P, y P, debemos considerar desplazamientos infinitesimales di” a lo largo del
camino y hacer la suma de todos los trabajos F - dF.

< Trabajo de una fuerza. Definimos el trabajo W de una fuerza Falo largo de
un camino C' de P, a P, por la integral:

Py
W = /ﬁ.df (2.19)
C

Si el camino lo conocemos por la expresion paramétrica #(A) = (z(A),y(A), z(A)),
P, =7(\) y P, = #();), podemos explicitar la integral del trabajo:

W= / d)\ /( dw | yjz)/\+Fd>d)\ (2.20)

El concepto de trabajo es de gran importancia, tanto desde el punto de vista tedrico
como practico. Los ingredientes para el calculo del trabajo son: una fuerza F y un
camino C, con dos puntos sobre este. Esta fuerza y este camino no tienen por qué
estar relacionados. Destacamos las dos interpretaciones siguientes:

9 1. Si la fuerza F contribuye a mover la particula por el camino C, entonces el
camino lo podemos parametrizar con el tiempo ¢. 7(t) es la trayectoria temporal y,
sino hay otras fuerzas presentes, cumple F (7, 7, t) = mr. Esta interpretacion tiene
un interés eminentemente practico. El trabajo resulta, en este caso, una medida de
la efectividad de la fuerza al desplazar la particula. Podemos hacer mucha fuerza 'y
poco trabajo (poco desplazamiento) o poca fuerza y mucho trabajo (mucho despla-
zamiento). El trabajo asi entendido se aproxima muchisimo al concepto cotidiano
que tenemos de trabajo, no tanto como medida del agotamiento, sino como medi-
da de la eficacia en la transformacion realizada en el entorno (en nuestro caso, el

Fcos6

Fig. 2.9: Una particula se
desplaza rectilineamente A7
bajo la accién de una fuerza
constante F. Solo la componente
de la fuerza en la direccion del
desplazamiento hace que la
particula avance por la trayectoria

Fig. 2.10: Trabajo realizado por
una fuerza F'de P; a P> alo
largo del camino C'
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desplazamiento de la particula). Méas adelante, veremos las fuerzas conservativas,
las cuales, siguiendo con esta interpretacion, son especialmente eficaces.

= 2. No necesariamente el camino C' debe ser una solucion de la ecuacion de movi-
miento con la fuerza F'. Es decir, si 7 (t) es una trayectoria temporal que pasa por C'
y m la masa de la particula a la cual aplicamos la fuerza F', no tiene por qué pasar
que F(7,7,t) = mr(t). Si, ademés, la fuerza solo depende de la posicion, F(7),
podemos calcular el trabajo de una misma funcién fuerza por diferentes caminos
aunque no conozcamos la trayectoria temporal. Ni siquiera hay que tener en cuenta
la presencia de la particula. Esta interpretacion, como veremos, tendra un interés
tedrico.

El concepto de energia cinética esta relacionado con el de trabajo por la interpreta-
cion 1, como veremos a continuacion. En cambio, el concepto de energia potencial
requerira de la interpretacion mas abstracta, 2. El concepto de potencia puede de-
finirse siempre que conozcamos la trayectoria temporal de la particula, como en la
interpretacion 1.

= Potencia de una fuerza. Se define potencia efectuada por una fuerza F en cada
instante como el ritmo de trabajo que realiza la fuerza sobre la particula:

aw =
#= =F: 2.21
5 2.21)

En general la particula estard sometida a diferentes fuerzas. Si conocemos la tra-
yectoria temporal causada por estas fuerzas podemos calcular la potencia de cada
una por separado.

Energia cinética

La energia cinética de una particula, de masa m y que se mueve a una velocidad v,
se define como la capacidad para hacer un trabajo, asociada al hecho de que esta
en movimiento. Asi, si combinamos la definicion de trabajo, W = [ F. df' con
la segunda ley de Newton, F = md, y la definicion de velocidad, v = dt, de la
cual obtenemos dr’ = vdt, podemos escribir:

W = /F dr—/F U dt = /ma vdt (2.22)

Ahora, teniendo en cuenta @-U dt = V. gdt = 5 (7 )dt d (% ) obtenemos:

dt

= [ (gm) = [a(gme) (223)

< Energia cinética. Definimos la energia cinética, ., de una particula de masa
m, que se mueve a una velocidad v, como:
1

E, = om v? (2.24)



> Teorema del trabajo-energia. El trabajo realizado por una fuerza sobre una
particula es igual al incremento de su energia cinética:

W = AE. (2.25)

También se conoce con el nombre de teorema de las fuerzas vivas o de la energia
cinética.

Demostracion. Solo nos queda acabar de hacer la integral final de (2.23) con los
fi

limites de integracion [ y tener en cuenta la definicion de energia cinética (2.24):

ini

fi
fd (%m 7)2) = Ec:ﬁ - Ec:mi u

ini

Energia potencial

La energia potencial de una particula, sometida a una fuerza conservativa, es la
capacidad para realizar un trabajo por el hecho de ocupar una posicion determinada
en el espacio.

Consideramos el caso sencillo de una particula que se mueve en una dimension (uti-
lizamos para esta la coordenada x) bajo los efectos de una fuerza que solo depende
de la posicion F'(x). Para este tipo de fuerza, siempre se puede definir una funcion

diferenciable U (z) tal que su derivada cambiada de signo es la fuerza F'(x): Ty, F Tp
po_ U (2.26)
dx Fig. 2.11: Caso unidimensional.

Trabajo realizado por una fuerza
Este es un ejemplo de fuerza conservativa. La energia potencial queda definida F de x . ax s por el tnico
camino posible

como:
Ulz) = U(0) / Fdz 2.27)
0
El trabajo que hace la fuerza F(x) conservativa al mover una particula entre los
puntos inicial x , y final = es: .
F»
f U () f dr
W:/F(:E)dx:—/ 7 dx:—/dU(x):U(mA)—U(;vB) (2.28)
X
zA zA zp

Los conceptos de energia potencial y de fuerza conservativa se pueden generalizar Fig. 2.12: Posibles caminos

. .. cerrados
si hacemos las definiciones adecuadas.

9 Fuerza conservativa. Una fuerza F (7) es conservativa si, para todo camino
cerrado, el trabajo realizado es nulo (v. figura 2.12):

]{ F. di=0 (2.29)
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Si F (7) es conservativa, el trabajo realizado para ir de un punto a otro no depende
del camino concreto que empleemos, puesto que, observando la figura 2.13:

Py Py Py Py
74 F.dr= / F.di + / F.df = / F.dr— / F.dr (2.30)

C1UCy Py:Cy Py:Cq Py:Cy Py:Co

y si la fuerza es conservativa:

Po Pa

/F«dF: / F . dr (2.31)

Py:Cqp Py:Co

Al no depender del camino, la integral de trabajo se podra expresar como una fun-
cion solo dependiente de los puntos de salida y llegada, P, y P,

/ﬁ -dF = f(P,, P,) (2.32)

Ahora, teniendo en cuenta las propiedades generales de las integrales definidas:

Py Py Pg
W= /F“-df:/ﬁdﬂ/ﬁ-df (2.33)
Py Py Py
Po Py
= /ﬁ-d?—/ﬁ-df: f(P.,P) — (P, P,) (2.34)
P Py

< Energia potencial de una fuerza conservativa. La energia potencial asociada
a una fuerza conservativa se define como la funcion dependiente del punto del
espacio P, U(P), segln:

U(P)—U(P,) = —/ﬁ - dF (2.35)

La integral solo depende de los puntos P = (z,y,2) y P, = (%o, Yo, 20). Este
ultimo se dice que es un punto de referencia. Asi pues, el valor de la energia poten-
cial U(z,y, z) se expresa en términos de un valor de referencia U (z,, ¥, 2,) para
una posicion determinada (z,, ¥, 2,)- Si nos conviene, siempre podremos ajustar
la funcién potencial U de forma que el valor en su punto de referencia sea nulo,
U(P,) = U(xq, Yo, 20) = 0. Por ejemplo, para el caso de una particula unida a un
muelle, la energia potencial se puede tomar como nula cuando el muelle no esta
deformado (ni alargado ni comprimido). Para el caso de la fuerza gravitatoria que
se ejercen dos particulas de una masa determinada, la energia potencial puede to-
marse como nula cuando la distancia entre ambas particulas es infinita. El hecho

.‘P2
A
C Co
o« #
Py ,

Fig.2.13: Podemos ir y volver a
Py por un camino cerrado que
pase por P», que podemos
interpretar formado por dos
caminos diferentes, C y Cs,
quevande P; a P»



de tomar un punto u otro como referencia no hace mas que introducir una indeter-
minacion de una constante en la definicion de la energia potencial. Veremos que
esta constante no tiene ninguna relevancia y, en la practica, lo que importa es la
funcién energia potencial como primitiva de la integral: U(7) = — [ F - dr.

De la definicion de energia potencial, tenemos:

P 0
U(P) = —/ﬁ-sz /ﬁ-df*: F(P,0) (2.36)
Asi, combinando (2.33) y (2.36):
Py Py
W= /ﬁ AP =U(P,) - U(P,) = —/dU (2.37)
Py Py

< Trabajo de una fuerza conservativa. El trabajo de una fuerza conservativa es
igual a la disminucion de su energia potencial:

W =—AU (2.38)

Si conocemos la energia potencial U asociada a una fuerza F', pero no conocemos
la fuerza, la podemos encontrar teniendo en cuenta que F'-di" = —dU = —VU -di"
y, por consiguiente:

F=-VU (2.39)

En general, es mas practico usar la definicion de energia potencial como integral
primitiva, en vez de utilizar los limites de integracion, y afiadir una constante no
determinada, que podemos elegir a conveniencia:

U(r) = — / F - dF 4 constante (2.40)

No debe preocuparnos conocer esta constante. Lo que tiene significado es el trabajo
o la fuerza, y estos dependen de las diferencias de potencial. Solo las diferencias
de potencial tienen un significado fisico, porque son las que estan relacionadas
directamente con el trabajo o con la fuerza.

Saber si una fuerza dada es conservativa o no, utilizando literalmente la definicion
de fuerza conservativa, es totalmente inviable, puesto que tendriamos que ir pro-
bando todos los caminos cerrados que nos podamos imaginar. Si encontramos un
camino cerrado en que el trabajo sea diferente de cero, podremos decir que no es
conservativa, pero, si no lo encontramos, jhemos de seguir buscando! Un criterio
bastante sencillo, en algunos casos, es el siguiente: si al hacer la integral de trabajo
i F' - dF 1o nos es necesario especificar un camino concreto, es que la fuerza es
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conservativa. En general, siempre podemos escribir:

/ﬁﬁe/ﬂw+/ﬂ@+/ﬂw

Si F,, solo depende de x , F, solo depende de y y F. solo depende de z, las tres
integrales siempre se podran resolver y la fuerza serd conservativa. Si, por ejemplo,
F, depende de x, necesitaremos conocer una relacion entre las coordenadas z y y
para poder integrar, y ello quiere decir que necesitaremos elegir un camino. Este
criterio puede utilizarse también en casos de alta simetria, como ocurre con las
fuerzas gravitatoria y electrostatica (ambas tienen simetria esférica), que veremos
en el capitulo 3.

En el caso general, hay técnicas para saber si una fuerza dada es conservativa o no.
Pero tanto su aplicacion como su demostracion quedan fuera del alcance de este
curso.

Energia mecanica

< Energia mecénica. Con las fuerzas conservativas, se define la energia mecéanica
como la suma de las energias cinética y potencial:

E=E.+U (2.41)

Si todas las fuerzas son conservativas, aplicando el resultado del teorema del trabajo-
energia entre dos situaciones diferentes, inicial (ini) y final (fi), por las cuales las
energias cinética y potencial son E,.,, U, v E..;, Uy, tenemos:

W = Ec:li - Ec:im = - (Uu - Uini) (2~42)
de donde obtenemos F. ; + U; = E..; + U.. 0, mas sintéticamente:
E; = E; (2.43)

<» Teorema de la conservacion de la energia mecdnica. Si una particula estd so-
metida unicamente a fuerzas conservativas, el valor numeérico de la energia meca-
nica se mantiene constante a lo largo del tiempo.

Habitualmente, se dice que que la energia mecdnica se conserva.

Podemos deducir la conservacion de la energia derivando con respecto al tiempo

—»:1

directamente la funcion energia E (7, ¥) = mu?+ U (i) y teniendo en cuenta que:
= - . e dU - -
1) F'- di = —dU permite escribir <5z = —F' - 0.

dv? _ o, dU
Z)W—Q’U dt *



3) La derivada es total; es una derivada sobre la trayectoria temporal y, por consi-
guiente, se cumple mad = F.

Utilizando estos tres hechos, obtenemos:

dE_l dv?  dU - ( ~).1_},:O (2.44)

I+ = —mi-a—-F-7v= .a—F
i det+dt muv-a U m-a

Si actian sobre la particula varias fuerzas, unas conservativas y otras no conser-
vativas, las podemos agrupar. F sera la resultante de las fuerzas conservativas y
F"NC sera la resultante de las fuerzas no conservativas. Por un lado, tenemos que el
trabajo de todas las fuerzas sera W = W, + Wy y, por el otro, la ecuacion de
movimiento serd md = F + F ve- Solo F tiene una energia potencial asociada:

We = [F-di = —AU.

Ahora la energia no se conservara, pero podremos escribir una modificacion de
(2.43):
E; — E,, = Wye (2~45)

y también una modificacion de (2.44):

dE o
= =Fye v (2.46)

< La unidad de trabajo y energia en el S.I. es el joule (J): 1J = 1Nm

< La unidad de potencia en el S.I. es el watt (W): 1W =1 é

Problema 2.4.1. Sobre una particula actua la fuerza F = (y* —2?) i+ 32y ]
(unidades del S.I.). Encuentra el trabajo efectuado por F al moverse la particula
del punto (0;0) al (2;4) siguiendo:

a) larecta y = 2z
b) la parabola y = =

¢) /Es conservativa?

Solucion

a) La recta y = 2x. En general, para calcular el trabajo necesitaremos conocer la
trayectoria geométrica en forma paramétrica, 7(\), y la fuerza F y el desplazamiento
dr sobre esta trayectoria. La forma paramétrica de la recta y = 2z se puede escribir
utilizando el parametro A como 7#(\) = (A, 2X) con A € [0; 2]. Si sustituimos en la
fuerza, obtenemos ' = (((2X)” — A%),3X-2\) = 3)%(1;2) , si diferenciamos
7(A) resulta d7° = (1;2) dA. Finalmente obtenemos:

B 2 2

W:/ﬁ«dﬁ:/3v(1;2)-(1;2)dA :15//\2d)\: 40 )
A

0 0

T
Solucién del apartado a del proble-
ma 2.4.1
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b) La parabola y = z>. En este caso, la forma paramétrica puede ser escrita: 7(\) =
(A, A?)con X € [0,2]. La fuerza sobre la trayectoriaes F' = (((A*)* — A?), 3\ - \?) =
(A* — X%, 3)?) y el desplazamiento sobre la trayectoria di = (1,2)) d\. Obtenemos:

B 2 2
W= /ﬁdﬁ: / (A" = A%30%) - (1;20) dA :/ (TA" = X*)dx = 42,13]
A 0 0
No es conservativa porque, como minimo, hay un caso en que el trabajo entre dos

puntos depende del camino. Observemos que, si hubiera dado lo mismo, no podriamos
asegurar que fuera conservativa. |

Problema 2.4.2. Con una velocidad inicial adecuada y debido a la fuerza F =
—4(x,y), una particula de masa 4 se mueve del punto (2;0) al punto (0;3) por
la trayectoria 7(t) = (2cost,3sint) (todas las magnitudes estan expresadas en
unidades del S.I.):

a) Prueba que esta trayectoria es posible.

b) Calcula el trabajo de la fuerza entre estos dos puntos a través de un camino
arbitrario.

¢) (Es esta fuerza conservativa? Encuentra la energia potencial asociada.

d) Calcula la energia mecanica y prueba explicitamente que se conserva sobre
la trayectoria dada.

Solucion

a) Tenemos que probar que la trayectoria cumple la ley de movimiento de Newton
- 7 -
para esta fuerza: F' = mf".

La fuerza sobre la trayectoria es:
F = —4(z,y) = —47 = —4(2cost, 3sint)

La aceleracion: )
7= (—2sint, 3 cost)
7= (—2cost,—3sint)
Asi:
m 7= —4(2cost, 3sint)

que es lo mismo que F'y, por consiguiente, se cumple la ley de movimiento.

b) y ¢) Por la estructura que tiene la fuerza, del tipo F' = (F,(z), F,(y), F.(2)),
vemos que es conservativa . La energia potencial es:

U=—/ﬁ-df’z4/(xda:+ydy)24(/J:dx+ydy): 2(z° +y*) + C

(0;0) z

Solucién del apartado b del proble-
ma 2.4.1



El trabajo pedido es:
W= —-AU=-(U(0,3) —U(2,0)) = —-101J

d) La energia del sistema es
E=E.+U= %4v2+2(w2+y2)+0

Sustituyendo la trayectoria, teniendo en cuenta que v> = #* + ¢ y simplificando,
encontramos

1 . .
E= 54(4sm2t + 9cos’t) + 2(4cos’t + 9sin’t) + C =26 + C

FE se mantiene constante. |

Problema 2.4.3. Una masa de 5 kg sube por un plano inclinado 30° con la horizon-
tal, con una velocidad constante de 15m/s. Calcula la potencia desarrollada por la
fuerza que la hace subir.

Solucion
Si la fuerza que la hace subir es F y la velocidad es v, la potencia sera P = £+ =
F.4%.

La fuerza que hace que la masa suba debe contrarrestar la componente del peso pa-
ralelo al plano inclinado y, como la velocidad es constante, la fuerza total es nu-
la. Asi, la fuerza mencionada tiene el mismo modulo que la componente del peso:

F = mgsin30° y, como esta fuerza tiene el mismo sentido que la velocidad:
P=F.%=Fuv=mgusin30° = 367,5W

Problema 2.4.4. Halla la expresion de la energia potencial asociada a la fuerza
F = (—kz+ %)i.

Solucion

2.5 Algunas fuerzas

A manera de ejemplos utiles, aplicaremos los conceptos que se han tratado a una
serie de fuerzas, aplicadas sobre una particula, que mas adelante nos apareceran en
diferentes contextos. Al tratarlas en un mismo bloque, veremos cuan ttiles son los
conceptos de este tema y apreciar qué tienen en comun y en qué difieren.

Solucién del problema 2.4.3
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Fuerza nula

F = 0. La ecuaciéon de movimiento es:

. ar

Integrando dos veces 7

iniciales 7(t,) = 7 y #(ty) = U:

7.?(150):7?0: _'1+ _‘2 to - C. :170
(to) = U, = C =7y — Uy ty

obtenemos finalmente:

t) = C, + G, t. Si tenemos en cuenta las condiciones

o

Qu

¥

F(t) =7 + 0y (t—to) (2.48)

La funcién energia potencial es dU = —F - di = 0 = U = cte. Se conserva
la energia, que sera solo energia cinética. También se conservan la cantidad de

movimiento y el momento angular.

Fuerza constante

F = cte. El movimiento est4 contenido en el plano definido por la velocidad inicial
y la fuerza (v. figura 2.14), puesto que, segun la ley de movimiento de Newton, los
cambios de direccion del vector velocidad tienen la direccion del vector fuerza:
di = Lat.

La ecuacion de movimiento es:

mi=F= — = — = cte. 2.49
dt? m ( )
integrando dos veces (¢ qu —|—qu t+ % gt"’ y teniendo en cuenta las condiciones

~ ~—

iniciales 7(t,) = 7 y 7(ty) = o

obtenemos la expresion de la trayectoria:

_ N 1F
T'(t) =T + Vo (t — to) + §%(t — t0)2 (250)

Si escogemos el sistema de referencia de forma que el plano del movimiento sea
(z,y) con el eje y en la direccion de la fuerza F' = (0, F) (v. figura 2.15):

x(t) = xo + Vg0 (t — o)
y(t) = Yo + Vyo (t—to) + %%(t —t,)*

Fig. 2.14: Fuerza constante en
una direccion no especificada

Fig. 2.15: Fuerza constante en la
direccion y el sentido de las y
crecientes



F' = cte. es una fuerza conservativa, puesto que podemos encontrar la energia
potencial asociada

Y
U= - /ﬁ - dF= —F -F+cte. @2.51) S m
Un caso importante (jpero no el tnico!) es el de una particula de masa m, sometida ' :
al campo gravitatorio, § = constante, proximo a la Tierra o a cualquier planeta (v.
figura 2.16):
i=Femjsi=t —j= 2.52 '
ma=f=mg=a= m g = cte. (2.52) Fig. 2.16: Campo gravitatorio g

constante en la direccién y

Con la eleccion de los ejes hecha anteriormente y escogiendo el sentido positivo ! .
sentido de las y decrecientes

del eje y en sentido contrario a la fuerza § = (0, —g), resulta:
x(t) = o + Va0 (t— o)
Y(t) = yo +vy0 (t —to) — 59(t — )’

y la energia potencial resulta, aplicando (2.51), U = m gy + cte.

Otro caso de interés es el de una particula de masa m y carga eléctrica g bajo la
accion de un campo eléctrico constante E' = cte. (v. figura 2.17)

K

md’zﬁzqﬁ:@': = cte.

1
RN
S

m
Con la eleccion de los ejes hecha anteriormente y escogiendo el sentido positivo ¢
del eje y en sentido del campo E: z
Fig. 2.17: Campo eléctrico
z(t) = 2o + Vo (t — o) constante E en la direccion y
y(t) = Yo + Vyo (t — to) + %%(t — t0)2 sentido de las y crecientes
y la energia potencial resulta, aplicando (2.51), U = —q Ey + cte.
F(7) movimiento unidimensional
Si la fuerza tiene una direccidn fija, con una eleccion adecuada de los ejes podemos .
= .o S L r oy vy By iy
expresarla como F' = F'(7) i. Si la velocidad inicial tiene la direccion de la fuerza, =0 m
la fuerza no hara variar la direccion de la velocidad y el movimiento puede ser r(t) = z(t)i
descrito con una tnica coordenada x (v. figura 2.18): Fig. 2.18: Movimiento

unidimensional

mi = F(x)

La fuerza siempre sera conservativa, puesto que:

Ulz) = —/ﬁ(?)d?z —/F(m)dx

y la integral siempre se podra resolver.



La energia mecanica se conserva. Este hecho lo podemos aprovechar para encontrar
la trayectoria. E = constante y también:

1 dz\*
E= 5m (dt) + U(z) = cte.

que podemos entender como ecuacion diferencial para encontrar la trayectoria z:(t).
Podemos aplicar la separacion de variables  y ¢ e integrar: t de t, a t y = de x(t,)
a z(t). La integral de ¢ es inmediata:

x(t)

/¢ELMZ\/Z(

z(tg)

t—t,) (2.53)

Si conocemos explicitamente la funcién U (x), siempre podremos integrar, y pos-
teriormente despejar x(t). Las dos constantes que tienen que aparecer en la trayec-
toriason E'y 2, = x(¢,). A pesar de que el problema queda formalmente resuelto,
hay que decir que la integracion que nos queda por hacer puede llegar a ser muy
dificil.

Movimiento unidimensional armonico

Es un caso particular del apartado que acabamos de tratar.

]

:OF Y

F=—-kx+F, R
Se suele escribir en la forma F' = —k(x — x,), es decir, © = x, es la posicion para  F=0

Fy —
la cual la fuerza se anula: z, = 52 (v. figura 2.19) o |

2'=0

Hecho esto, se toma un nuevo sistema de referencia, z’, de forma que =z’ = = — r v
T,. La fuerza se expresard como F' = —kx’. Por comodidad, renombramos la x

coordenada z’ como x. En definitiva, la fuerza que queremos tratar es: . o
Fig. 2.19: Movimiento

unidimensional arménico

F=—-kx

La ecuacion de movimiento es:

La energia potencial:
1 2
U(x)=— [ (—kx)dx = §k:c + cte.

y podemos encontrar la trayectoria haciendo la integral (2.53), que ahora es:

x(t)

/ dx /2(15 1)
—_— =/ = (t—t,
1 m

o(t0) 1/E—§kx2



Sacando factor comun % de la raiz del denominador (por eso multiplicamos y di-
vidimos E por g), el primer miembro se puede escribir:

\/7 2E
m(to)

x(t)

y, teniendo en cuenta:

dx . (T
/\/ﬁ = arcsin (g)

obtenemos, una vez sustituidos los limites de integracion e igualando con el segun-
do miembro:

\/2 {arcsin <\/gx> — arcsin <\/gm> } = %(t —t)

Ahora, despejando z, encontramos la trayectoria:

z(t) = Asin (w (t — ) + o) (2.54)
con A =,/ %, sinp, = ¢, w = 4/ % Recordemos que también contamos con
la relacion E = %m ve(t ) % x?. Fijémonos que la relacion entre Ay E se
puede escribir también F = £k A>.

Estudiaremos con profundidad los movimientos arménicos en el capitulo 6.

Fuerzas centrales

Se trata de fuerzas cuya recta de accion siempre pasa por un mismo punto (v. figura
2.20). Por ejemplo, la fuerza gravitatoria que el Sol (o cualquier masa) ejerce sobre
toda otra particula o la fuerza electrostatica que cualquier carga fija ejerce sobre
toda particula cargada, pero también la tension de una cuerda que pasa por una
pequeia polea, atada a un cuerpo en uno de sus extremos (v. figura 2.21). En esta
figura 2.21, la tension Tz puede ser una fuerza constante, pero jla tension 7" es una
fuerza central!

Todas las fuerzas centrales cumplen la segunda ley de Kepler.

Demostracién. El momento M, (c) de la fuerza respecto al punto C' siempre es nulo.

. dL - . . .
Teniendo en cuenta que d(f L = M;c, si no actua ninguna otra fuerza deducimos

dL .
d(tc) = 0. El momento angular respecto a C' se conserva a lo largo del movimiento

y, segun hemos visto en la seccion 2.3, esto es equivalente a la segunda ley de Kepler.
|

o

Fig. 2.20: Fuerza central

Fig.2.21: Fuerza central causada
por la tensién de una cuerda que
pasa por una pequefia polea
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Energia potencial de una fuerza central del tipo F= —F(r) 7 (v. figura 2.22)

Intentemos hacer la integral de trabajo independientemente del camino:
/F.dfz—/m-df

}:>f'-df'=rdr:>f-df°:dr

Ahora:

Por tanto, la integral involucra una sola variable r sin que hayamos escogido ningiin
camino particular. Las fuerzas centrales del tipo ' = —F'(r) 7 son conservativas,
con una energia potencial asociada:

U= /F(r) dr + cte. (2.55)

Por ejemplo: la fuerza que el Sol (fijo, de masa M ) ejerce sobre un planeta (parti-

cula de masa m)

,,’;
7:2
La energia potencial, sustituyendo la fuerza anterior en (2.55), es:

M
U= —GmT + cte.

Fuerzas no conservativas

Una fuerza se denomina girescopica cuando no se puede definir la funcion energia
potencial, pero % = 0. Desde el punto de vista energético, se pueden considerar
conservativas, puesto que no disipan energia. Una fuerza se denomina disipativa

dE ),

cuando no se puede definir la funcion energia potencial y, ademas, 5

Fuerzas giroscopicas

El ejemplo mas conocido de fuerza giroscopica es la fuerza de Lorentz F,: un
campo magnético B que actua sobre una particula cargada ¢, que se mueve a una
velocidad o/:

F,=quoxB (2.56)
Suponemos que la particula estd sometida a una fuerza conservativa F,de energia
potencial U(7), y a una fuerza de Lorentz (2.56). Segun lo que hemos visto en
relacion con la energia y las fuerzas no conservativas (2.46), tendremos:

dE
dt

ﬁ-(qﬁxﬁ)zo

iLa energia se conserva!

Fig. 2.22: Expresion vectorial de
una fuerza central



Fuerzas de friccion seca

Cuando un objeto duro se desliza en contacto con una superficie no lisa, que aqui
suponemos en reposo, sea por la presencia de la gravedad o por alguna otra fuerza
que lo presione, en el contacto aparecen fuerzas distribuidas sobre el objeto que,
si es pequeiio, podemos descomponer en dos: una perpendicular a la superficie de
contacto, que denominamos normal, N, y otra que se opone al movimiento y que
denominamos fiiccion seca, F;. Experimentalmente, para superficies suficiente-
mente lisas y duras, el médulo de la fuerza de friccion seca, mientras el objeto esta
en movimiento, es F; = p. N, donde p, es el coeficiente de friccion cinético o
dinamico, que depende de la naturaleza de las superficies en contacto. La fuerza
F; se puede expresar en la forma vectorial siguiente (v. figura 2.23).

—

Fy=—Fy=, F;=p.N 2.57)

Asi, queda claro que es una fuerza que depende de la velocidad (no del modulo,
ipero si de la direccion y del sentido!). Solo si la superficie que provoca la fuerza de
friccion esta en reposo, podemos decir que siempre se opone al movimiento. Es la
dependencia de la velocidad la que hace que no sea posible encontrar una funcion
energia potencial. Cuando queremos hacer la integral de trabajo, nos es necesario
conocer por qué camino pasa el objeto.

Supongamos que la particula esta sometida a la fuerza conservativa F', con ener-
gia potencial U(7), y a una fuerza de friccion seca. Segin lo que hemos visto en
relacion con la energia y las fuerzas no conservativas (2.46), tendremos:

La fuerza de friccion seca es disipativa. Desde el punto de vista de la mecanica, esta
energia desaparece. La interpretacion fisica que se da a este hecho (mas alla de la
mecanica) la encontramos aplicando el principio de conservacion de la energia o
primer principio de la termodinamica: una parte de esta energia aumenta la energia
interna del sistema y la otra se disipa en forma de calor/radiacion. Pero, para ello,
seria necesario introducirnos un poco en el terreno de la termodinamica, y esto
queda fuera del alcance de este curso.

Hemos visto como afecta la friccion seca cuando el objeto se mueve, generalmente
por el hecho de estar sometido a otra fuerza que supera la friccién. Pero ;qué pasa
si el objeto no se mueve?

Si, sobre el bloque de la figura 2.24, se aplica una fuerza F'y entre la superficie que
soporta el bloque y este hay friccion, se observa que la fuerza de friccion evoluciona
de la manera siguiente:

Fig. 2.23: La fuerza de friccion
dindmica tiene sentido contrario a
la velocidad

N
rr=r 1
F < p.N
N
F:F,fTi
' F=puN

N
Ff:,U/cN a
F>puN

Fig. 2.24: Evolucion de la fuerza
de friccion
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Si la fuerza no es bastante grande, el bloque no se mueve y F; = F. Si vamos
incrementando F', llegamos aun valor frontera, F' = . IV, en el cual, a pesar de que
el bloque todavia no se mueve, F; = F', cualquier incremento de F, por pequeilo
que sea, lo harda mover. Decimos que esta en movimiento inminente. El coeficiente
1. se denomina coeficiente de friccion estdtico. Si continuamos aumentando F/,
F > u. N, el bloque se mueve y la fuerza de friccion experimenta una bajada hasta
el valor F; = p.N. El coeficiente p,. es, como ya hemos comentado mas arriba, el
coeficiente de friccion cinético o dinamico. Siempre p, > p.. En la grafica de la
figura 2.25, podemos ver la evolucion de la fuerza de friccion F, en funcion de la
fuerza aplicada F'.

Nota. A pesar de que en los problemas reales hay que tener en cuenta este compor-
tamiento y, por consiguiente, la existencia de los dos coeficientes, en este curso, si
no decimos lo contrario, hablamos del coeficiente de friccion p sin especificar y
entendemos que pt = p, = [i.

Problema 2.5.1. Una particula de 2kg se desliza por un plano inclinado de 2m
de altura. Partiendo de la parte superior con velocidad nula, llega al final con una
velocidad de 5 m/s. Calcula la pérdida de energia debida a la fuerza de friccion y el
valor de esta, considerada constante, si entre el plano y la horizontal hay un dngulo
de 45°. ;Cuanto vale el coeficiente de friccion dindmico?

Solucion
La pérdida de energia mecanica es el incremento de energia mecanica, cambiado de
signo:

E = Imv® 4+ mgz

—AFE = — (Eﬁ - Eini) =FEn— E; =

(%m v + mgh;ni) — (%m vE + mghf,) = 14,2]

La variacion de energia es debida al trabajo de la fuerza de friccion:

hini
’ sin 45°

fi sfi
AE=W; = Ff'dF:_/ Fyds = —F;(sq — simi) = —

ini Sini

donde ds = |dr] es la longitud recorrida por la particula a lo largo del plano inclinado
y la fuerza de friccion F'; tiene siempre la misma direccion y sentido contrario a la
velocidad.

Finalmente, la fuerza de friccion es:

AFE
Ff = I hi — 5,02 N
( sin 4‘1“50 )
El coeficiente de friccion dinamica es
Fy Fy

Fy=uN= p==-==

N  mgcos45° = 036

Fig. 2.25: Evolucién de la fuerza
de friccion F'y en funcion de la
fuerza aplicada F’

v, ? v

ini

T5° 7 =0

ini

Solucién del problema 2.5.1

Solucién del problema 2.5.1



Fuerzas de friccion viscosa

Experimentalmente, se sabe que la friccién de un cuerpo en un fluido (friccion
viscosa o aerodinamica) depende de la forma del cuerpo, de las caracteristicas ma-
teriales de la superficie, del tipo de fluido y de la velocidad del cuerpo (respecto al
fluido, que aqui consideramos en reposo). Una buena aproximacion a este tipo de
friccion es, en régimen laminar (v. figura 2.26 superior):

F,=—bt b>0 (2.58)
No es conservativa. Supongamos que la particula estd sometida a la fuerza conser-
vativa F, con energia potencial U (7), y a una fuerza de friccion viscosa. Segun lo
que hemos visto en relacion con la energia y las fuerzas no conservativas (2.46),
tendremos:

Si el régimen es turbulento (v. figura 2.26 inferior), la fuerza de friccion se puede
aproximar segun:

—

F.=—kv’0 k>0 (2.59)

Problema 2.5.2. Una particula dentro de un medio viscoso esta sometida a una
fuerza constante, ademas de la fuerza de friccion debida a la viscosidad.

a) Demuestra que la particula acaba teniendo una velocidad constante y deter-
mina el valor de esta velocidad.

b) Aplica el resultado al caso de caida dentro de un medio viscoso.

Solucion

a) La fuerza que acttia sobre la particula es F T = Ia +ﬁb = md, siendo F =constante
y F, = —b¥, con b > 0 constante.

Observando la figura, podemos ver que F, tiende a hacer disminuir la componente
de la velocidad normal a ﬁ, de forma que 'y también la propia F, se iran alineando
con F. Este proceso se acabara cuando ﬁT = 0, es decir, cuando la velocidad llegue
aun valor 7, tal que F—bi, =0. Despejando:

ﬁL:

Sl

—

Hay que decir que este es un valor limite. v = % es una posible solucion de la

ecuacion de movimiento que necesita una velocidad inicial determinada v, = % La
solucién general para la evolucion de la velocidad a partir de una velocidad inicial ¥

Fig. 2.26: Superior: el régimen
laminar se da para altas
viscosidades del fluido y bajas
velocidades relativas. Inferior: el
régimen turbulento se da para
bajas viscosidades del fluido y
altas velocidades relativas

s )

b‘dl
—

Solucion del problema 2.5.2
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la podemos extraer integrando ma = F' — b/, que podemos escribir v+ %17 = %17 .
La solucion de esta ecuacion es:
— — — ——1 —
()= (Uo—Tr)e m + 4,
Podemos ver que, para t — oo, tenemos ¥ — Uy
b)
. . mg
F=mg= v,= o ]

Fuerzas que solo dependen del tiempo

Son fuerzas de la forma F, = ﬁt(t). No son conservativas por el hecho que de-
penden explicitamente del tiempo. Supongamos que la particula estd sometida a
la fuerza conservativa F', con energia potencial U(7), y a una fuerza F, = F\(t).
Segun lo que hemos visto en relacion con la energia y las fuerzas no conservativas,

(2.46), tendremos:
dE .

dt !
Si la particula solo esta sometida a F,, la integracion formal de la ecuacion de
movimiento es sencilla:
d*r

me = F(t) = 7(t) = %/ /ﬁt(t) dt | dt (2.60)

Las condiciones iniciales 7(t,) = 7, y 7(t,) = ¥, determinan las dos constantes
de integracion.

Problema 2.5.3. Una particula de masa m enreposo en 7 = (0; 0; 0) esta sometida
a la fuerza dependiente del tiempo F = F,sinQt.

a) Encuentra la trayectoria temporal.

b) ;Qué velocidad inicial hace que el movimiento sea el mismo que el provo-
cado por un muelle?

Solucion

a) Encontramos la velocidad:

ﬁ:i/ﬁdt:i/ﬁosm(}tdt:— Fo cos Qt + C)
m m ms2

Encontramos la posicion:

—

F:/ﬁdt:— Fo sinQt + Cit + Cs

ms?



y encontramos las constantes de integracion:

7(0) = (0,0,0) = Cz = (0,0,0)

#(0) = (0,0,0) = C, = Lo

Obtenemos:

o F 1.
7(t) = e (t ) stt)
b) Para un muelle:
7= Asin(wt 4 o) = 7 = —Aw? sin(wt + o) = F = —mAw? sin(wt + o)

Si comparamos esta fuerza con la dada en el enunciado, es necesario que @, = T,

w=QyA= 1o Asi

— — —

Fo . KN
o~y sin(Qt + ) = 7

—
r =

I
o
Q

A
2
X
+

2
U

St

S

|

|

75






3 Dinamica de Nparticulas

Introduccion

Estudiaremos la extension de las leyes y los conceptos introducidos para una parti-
culaa N particulas. También veremos los sistemas de particulas ligadas, en especial
el caso del solido rigido. Consideraremos el caso de un sistema finito de IV parti-
culas discretas de posiciones 7, y masas m; (v. figura 3.1), pero también podemos
incluir los sistemas continuos, con un nimero N — oo de particulas con posicio-
nes 7y masas dm = pdv, donde p es la densidad (v. figura 3.2). Para ello solo
hay que entender las sumas, con N — oo, m; — dm = pdv y r; — 7, cOmo
integrales:

S 1) m, = [ 109 po (3.1

3.1 Fuerzas entre particulas. Segunda y tercera leyes de
Newton

Sobre cada particula de un sistema de N particulas pueden actuar diferentes tipos
de fuerzas. Si tenemos en cuenta su origen, las podemos clasificar en dos conjuntos
separados: fuerzas externas y fuerzas internas.

< Fuerzas externas. Son causadas por agentes fisicos que no pertenecen al sistema
considerado. La resultante de todas las fuerzas externas que acttia sobre la particula
1 la denominaremos F; (v. figura 3.3).

< Fuerzas internas. Son las fuerzas que las particulas del sistema se ejercen entre
ellas. ﬁ] es la fuerza que la particula ¢ ejerce sobre la particula j (v. figura 3.4).

La consideracion que estamos tratando con particulas hace que F};; = 0. Las ecua-
ciones de movimiento del sistema de [V particulas provienen de aplicar la segunda

Fig. 3.1: Sistema de NV particulas

pdv

9

Fig. 3.2: Un cuerpo continuo como
sistema de N — oo particulas

3
el

Fig. 3.3: La causa de la fuerza
externa F’; se encuentra fuera del
sistema

m;
m}y ‘/ﬁ ij

Fig. 3.4: La causa de la fuerza
interna F;; es la interaccion entre
las particulas



78

ley de Newton a cada particula. Serdn N ecuaciones vectoriales.

<> Segunda ley de Newton o ley de movimiento para N particulas:

F +) F,=ma, (3.2)

Solucionar directamente estas ecuaciones es muy dificil. Afortunadamente, no siem-
pre estamos interesados en encontrar la trayectoria de todas y cada una de las parti-

culas del sistema. Sea como fuere, nos serd necesario encontrar métodos generales

que permitan extraer algunas caracteristicas interesantes del comportamiento del

sistema. Un hecho que simplifica mucho estas ecuaciones es la observacion de que

las fuerzas internas cumplen siempre la condicion de accion y reaccion. Newton

elevo esta condicion a la categoria de ley.

< Tercera ley de Newton o principio de accion y reaccion. La fuerza que actia
sobre la particula i debida a la particula j tiene el mismo modulo y direccion, pero
sentido contrario, que la fuerza que actua sobre la j debida a la i: }*:J = —ﬁij
Fijémonos que, para cumplir esta ley, es necesario que las interacciones se propa-
guen de forma instantanea. Si no fuera asi, podriamos mover la particula ¢ y, durante
algunos instantes, la particula j no se enteraria, lo cual incumpliria la tercera ley.
iEn la relatividad, no se cumple esta ley!

En la formulacion de Newton, aunque originariamente no se explicitara, se entiende
que la recta de accion de las dos fuerzas es la misma. Nosotros lo entenderemos asi
(v. figura 3.5).

3.2 Fuerza resultante y centro de masas

Tomamos todas las ecuaciones de movimiento para cada particula (3.2) y las su-
mamos. El miembro de la izquierda es la suma de todas las fuerzas, independiente-
mente de donde estén aplicadas. Esta suma la denominamos fuerza resultante F.
Como consecuencia del principio de accion-reaccion, ﬁJ + 1*:] = 0; por consi-
guiente, la suma de las fuerzas internas es nula. Asi, al hacer la suma de todas las
fuerzas del sistema para encontrar la resultante F, solo sobreviven las externas. La
fuerza resultante F' es la suma de las fuerzas externas:

N N N
F=3 |F+Y F.|=3F (33)
=1 j=1 i=1

Si la fuerza resultante ' la aplicAramos a una particula que tuviera una masa suma
N

de las masas de todas las particulas, m = Y m,, la aceleracion de esta particula

i=1

Fig. 3.5: La ley de accién y
reaccion entre dos particulas, la
particula m; y la m;;



debida a la fuerza F seria Ao, SEZUN:
F =macy (3.4)

El punto donde se sitia esta hipotética particula se denomina centro de masas del
sistema y se indica por C'M (v. figura 3.6). El vector posicion del C'M lo indicare-
MOS POr Te . Si F= 0, el C' M se mueve a velocidad constante, d.,, = 0. En este
caso, se puede utilizar el C'M como origen de un sistema de referencia inercial: es
el sistema de referencia del centro de masas (SRC).

El punto C'M, de alguna manera, representa una posicion aproximada y global del
sistema. Pensamos, por ejemplo, que el sistema es una nube. Esta nube, en general,
va viajando de un lado para otro, a la vez que va cambiando de forma. En muchos
casos, no nos interesa estudiar el cambio de forma, pero si el movimiento global.
Este esta muy bien representado por la trayectoria trazada por el centro de masas

o
Tom-

Si conocemos la resultante como funcién de la posicion y la velocidad del C'M,
(3.4) es la ecuacion de movimiento para el C'M que permite, conocidas la posicion
y la velocidad inicial, encontrar la trayectoria 7', (¢). Un problema que debere-
mos resolver es encontrar la posicion y la velocidad del centro de masas, en el
instante inicial, conocidas las posiciones y velocidades de todas las particulas en
ese instante.

Para cada instante, la posicion del C M, 7.,,, se puede encontrar si conocemos las
posiciones y masas de todas las particulas en ese mismo instante 7; , m; (v. figura
3.7):

Lol
Tom = m Zl m;r; (3.9

Demostracion. Teniendo en cuenta la suma de las ecuaciones de movimiento de las
N particulas, (3.2) y la definicion de C M (3.4), tenemos:

N N
= . . . 1 .
F= E m;G; = Macy = Gem = oo E m;d;
=1

i=1

que podemos reescribir como
N
(. 1 " 0
az Tem — m E m;Ti | =
=1
e integrar. Nos apareceran dos constantes de integracion C'y y Cs:

N
R 1 R - N
TCM:EZmiTz'FCH"’rCzt

i=1

Fig. 3.6: El C' M representa bien
el movimiento global de una nube

Fig. 3.7: La masa y la posicion de
las N particulas, m; y 7,
determinan 7c as
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Ahora, si tenemos una sola particula, N = 1, queremos que, en todo instante, el C'M
esté alla donde esta la particula, es decir, oy = 71, = ™1 = 71 + Cir+Cyt =
S =0C,=0 y la expresion de #cas coincide con (3.5), que es lo que queriamos
demostrar. |

Si el sistema es un cuerpo continuo (v. figura 3.8), tendremos:

1
Fong = — / 7dm (3.6)
m

Cuerpo

Si el cuerpo es un sélido rigido, el C'M es un punto solidario con el cuerpo. Si este
solo efectia movimientos de traslacion, el movimiento del sélido queda comple-
tamente determinado por el movimiento del C' M.

En la practica, tendremos en cuenta que, si el movimiento del sélido es inicamen-
te de traslacion, todos los puntos tienen la misma velocidad: cualquier punto del
solido es valido para describir la velocidad del C'M .

CM de volumenes, superficies y curvas

En general, un cuerpo cualquiera (por ejemplo, un asteroide) se extiende en las
tres dimensiones del espacio, ademas de ocupar un volumen. En muchos casos, a
pesar de extenderse en las tres dimensiones, el cuerpo puede ser tratado como una
superficie, por ejemplo, una antena parabdlica de comunicaciéon. En otros casos,
extendiéndose también en tres dimensiones, el cuerpo puede ser tratado como una
curva, por ejemplo un muelle helicoidal. En la tabla 3.1, puedes ver como tratar
estos casos en términos de densidad de masa. p, o y p son las densidades de masa
volumétrica, superficial y lineal, respectivamente.

V — 1 — Hom —
dm = pdv = TCM:mede :Vfrdv

. dm =ods = FC]VI:f;deFUdS =L [7ds

L S 1 Fudl |1 =
dm = pdl = TCJ\l_WfT,u = [rde

Un cuerpo homogéneo tiene densidad constante. En los cuerpos homogéneos, el

CM coincide con el centro geométrico o de simetria C'S (v. figura 3.9). E1 C'S es

facil de encontrar si el cuerpo tiene suficientes elementos de simetria. En este caso,

el C'S es el punto comun a todos los elementos de simetria (ejes, planos, punto).

dm

(@)

Fig. 3.8: C' M de un cuerpo
continuo

Tabla 3.1: C'M de cuerpos
continuos: volumenes, superficies
y lineas

o CM

Fig. 3.9: El C'M de un cuerpo
homogéneo coincide con el centro
geométrico o de simetria C'S



Si un cuerpo voluminoso homogéneo, de densidad p, tiene la forma de superficie
gruesa de espesor h constante y su curvatura es despreciable, podemos tratarlo
como un cuerpo superficial, de densidad ¢. Para encontrar o en términos de p,
solo hay que tener en cuenta que un trozo de superficie S de cuerpo tendrad un
volumen V = Sh y una masa que podemos encontrar utilizando p o bien 0. Asi,
m = pV = oS por consiguiente, o = ph.

Siun cuerpo voluminoso homogéneo, de densidad p, tiene la forma de curva gruesa
de seccion s constante y su curvatura es despreciable, podemos tratarlo como un
cuerpo lineal de densidad p. Para encontrar i en términos de p, solo hay que tener
en cuenta que un trozo de longitud L de cuerpo tendrd un volumen V' = Lsy
una masa que podemos encontrar utilizando p o bien p. Asi, m = pV = pL; por
consiguiente, ;1 = ps.

CM de cuerpos simples

Simple aqui quiere decir que conocemos su C'S o bien , en general, el CM. En la
tabla de la pagina 345, tienes las expresiones para encontrar el centro de simetria de
algunos cuerpos homogéneos simples que podemos utilizar a lo largo del libro. No
estan incluidos los casos en que C'S queda totalmente determinado por simetria,
como el circulo, la esfera, el rectangulo, etc.

CM de cuerpos compuestos

Sea un conjunto de cuerpos simples C;, ¢ = 1...IN, de masas m, y posiciones
del CM, 7%),, conocidos, que forman un cuerpo compuesto (v. figura 3.10). La
posicion del C M del cuerpo compuesto vale:

1 N
s — (1)
P = %Zm P (3.7)
i=1
Demostracion. Como conocemos m,; y FS;)M y sabemos que f‘clgw = %1 o, Fdm,
podemos obtener cudnto vale cada una de las integrales |, o rdm
k2
/ Fdm = m,; 7o, (3.8)
C

La expresion para la posicion del C'M (3.6) del cuerpo compuesto, considerado un
cuerpo unico continuo, se extiende al dominio de integracion que abraza todo el cuer-
po C, es decir, C = C,U...UC, donde C; es el dominio de cada uno de los cuerpos:

1
Tomy = — dm
m Jeciu...ucy

Si descomponemos la integral extendida al dominio de integracion C; U ... U Cy
como suma de integrales en cada subdominio de integracion C, y sustituimos las

Fig. 3.10: EI C' M de un cuerpo
compuesto se puede expresar,
haciendo una descomposicion
conveniente en cuerpos simples,
en términos de las masas, m;, y
las posiciones del CM, 73),,,
de cada cuerpo simple
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integrales segtin (3.8), tenemos:

es decir,

Si interpretamos las masas m,; como m; > 0 = afadir; m; < 0 = extraer,
podemos tratar un cuerpo compuesto de cuerpos y agujeros simples (v. figura 3.11).

N
L 1 e
Tem = — miTem
m
i=

1)

1 1
Tom = — / de"f‘u.-‘r/ rdm | = 7(m1 Tom
m \ Je, on m

AN)

+ ...+ my TCM)

Fig. 3.11: Podemos interpretar la
suma de masas de forma que el
signo positivo quiere decir "afiadir
masa" y el negativo, "extraer
masa"

Problema 3.2.1. En latabla siguiente, se muestran las posiciones y las velocidades,

en un instante dado, de un sistema de tres particulas. En este instante, determina:

Tabla del problema 3.2.1: masas,

i 2 3 y .
posiciones y velocidades
m;(kg) 2 3 5
7 (m) (—10;—10) (30; 10) (105 20)
U;(m/s) (10; 30) (—20;—10) | (10;-10)
a) la posicion del centro de masas del sistema y
b) la velocidad del centro de masas del sistema.
Solucion
a) m.
S T
m;T; m,
P! _ 2(—10; —10) + 3(30; 10) + 5(10; 20) — (12%11)m 171, ‘/U—»z
m 10 / 0 =
b) m,
3 ] Solucién del problema 3.2.1
. . iz 2(10; 30 3(—20; —-10 5(10; —10
Tom = o = =2 = ( )+ 3( )+ 5( ): (1;-2)m/s
m 10
|

Problema 3.2.2. Dada la chapa plana y homogénea representada en la figura, en-

cuentra el centro de masas.

Solucion

Se trata de una figura plana y homogénea. Por simetria, tenemos: yca = 0 . Tam-

; D
2¢ | >
,/‘
vy
; 2 RS .Y, —

Figura del problema 3.2.2

bién o = cte., de modo que, en vez de masas m;, podemos utilizar superficies, S;.

Descomponemos la chapa en tres piezas, pieza 1: un cuadrado de chapa; pieza 2: un

triangulo de chapa ; pieza 3: un agujero de chapa (v. figura). Tendremos:



1 1 & 1 &
_ ) e 1 @
Tom = m E - mi Topm P E - oS Tow g § - S o
1= 1= 1=

teniendo en cuenta el signo “ —” si se trata de un agujero:

_ 1 (1) (2) (3)
ToM = 5¥5,-5; {51 Ton + 82 ki — Ss iy

Sy =4a*; S, = %2@ 2a; S; = %ﬂ'az B
W g 2@ _9 1o, 3 _ 4a = zom = 1,96a
Toy =0 Ty =20+ 3205 oy = 35

3.3 Cantidad de movimiento

La cantidad de movimiento P de un sistema de particulas se define como la
suma de las cantidades de movimiento de cada particula.

N N
P=Y fi=) mi = micu (3.9
i=1 =1

La ecuacion de movimiento del C'M se puede escribir:

—

.  dP
F=— 3.10
7 (3.10)
= Teorema de la conservacion de la cantidad de movimiento. Si la resultante
de un sistema de particulas es nula, la cantidad de movimiento P se mantiene

constante a lo largo del tiempo.
— =0 (3.11)

También se puede escribir utilizando la expresion integrada entre dos instantes ¢,
y ts:
2, =g, (3.12)

Habitualmente, se dice que la cantidad de movimiento se conserva. Observamos
que, siempre que no haya fuerzas externas al sistema, la cantidad de movimiento
se conservara.

Problema 3.3.1. Una cobra real de longitud L y masa m uniformemente distribui-
da reposa tumbada en el suelo. La cobra decide levantarse verticalmente y lo hace
a una velocidad v uniforme (la punta de la cola no se mueve en ningin momen-
to). ;Cual es la fuerza de reaccion del suelo sobre la parte del cuerpo en contacto?
Expresa el resultado en funcion de L, m, v y el campo gravitatorio g.

Y

-3 \ 1 \2 .
Qa/ —
2a 2a

Solucién del problema 3.2.2

Figura del problema 3.3.1
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Solucion

Denominamos x la porcion de serpiente que permanece en contacto con el suelo y y,
la parte vertical. Observa que tanto x como y van variando mientras la serpiente se
levanta. Son funciones del tiempo ¢ (v. figura). La longitud total de la serpiente es,
paratodo t, L; asi, z +y = Ly, como esta expresion vale para todo ¢, £ + 9 = 0. Si,
ademads, tenemos en cuenta que v es la velocidad constante en la direccion y sentido
de y, tenemos las relaciones:

y=v; t=-v ;= §=0 (3.13)
Podemos calcular la posicion del centro de masas, para todo ¢, en funciéon de x y y.
En cualquier instante, la serpiente es un cuerpo lineal formado por dos segmentos
homogéneos rectos de longitudes x y y; por consiguiente:

o 1
Tem = (mczu,yczvl) = i3 (gw + xy, %y) (3.19

Si derivamos respecto al tiempo (3.14) y tenemos en cuenta (3.13):
. 1
Tem = Zyv(*hl) (3.15)

La cantidad de movimiento del sistema podremos escribirla como:

—

P = mioy = %yv (=1;1) (3.16)

La resultante de las fuerzas que actian sobre la serpiente sera debida al peso y a la
fuerza de reaccion del suelo F, es decir, m(0, —g) + F (v. figura). Tendremos asi:

3.4 Momento angular

El momento angular Z( 4, de un sistema de particulas respecto a un punto A
fijo (v. figura 3.12) se define como la suma de los momentos angulares de cada
particula respecto a este punto:

N N
Ly = ZL(A)i = E Thay X MU, (3.17)
=1 =1

Si derivamos respecto al tiempo:

N

dL N S = 7
d;A) = Z (Ti(A) X M;U; + Ticay X m7a7> (318)

i=1

Ahora, teniendo en cuenta que el punto A es fijo, F( Ay = U, el primer produc-
to vectorial de (3.18) se anula. Para el segundo producto vectorial, tendremos en

Y (z,y)

.(xcrl I yCIVI)

T

Solucion del problema 3.3.1

Solucién del problema 3.3.1

Fig. 3.12: Momento angular de un
sistema de particulas respecto a
un punto fijo A



N
cuenta las ecuaciones de movimiento de las N particulas, m,a, = F, + >

Asi, tenemos:
N

dL . Lo
d(tA) => [ Fiw x Fﬁ—;Fji (3.19)

i=1

El momento total de las fuerzas internas se anula admitiendo que las fuerzas de
accion-reaccion tienen la misma recta de accion (v. figura 3.13):

Tica) X F+ Tiay X Fy= (T — Toay) X Fi; =0

Por tanto, obtenemos:

= M, (3.20)

donde M ,, es el momento total de las fuerzas. Observamos que solo las fuerzas
externas intervienen en M.

N

My = Fim % F, (3.21)
i=1
<> Teorema de la conservacion del momento angular. Si el momento resultante de
las fuerzas externas respecto a un punto A es nulo, M., = 0, el momento angular
L.y se mantiene constante a lo largo del tiempo:

dL 4

= 22
% 0 (3.22)

También se puede escribir usando la expresion integrada entre dos instantes ¢,,; y
ls
L(A)ini = L(A)ﬁ (3.23)

Habitualmente, se dice que e/ momento angular se conserva.

Si el sistema de particulas se mueve solo por traslaciéon, ¥, = ¥, el momento
angular del sistema, L ,, se puede expresar:

N N

Ly = E Ticay X MU, = g TiayMy | X U= Toncay X P (3.24)

i=1 i=1
En general, si hacemos 7,4, = Toarca) + Ticoan, podemos escribir el momento
angular con respecto a cualquier punto fijo A como:

EM) = E(CM) + FCM(A) X 15 (3.25)

Las relaciones (3.20) y (3.21) también son validas si A = C'M, aunque el C'M esté
en movimiento. Hay que tener cuidado y no tomar puntos A # C'M en movimien-
to. En esta seccion, es mejor considerar A fijo. Mas adelante, cuando estudiemos
el solido rigido, demostraremos y utilizaremos A = C M.

_F.=-F
\ L"q
X «gmy
Tica) - /v
A Ticay

Fig. 3.13: Momento de las fuerzas
internas
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Problema 3.4.1. En la tabla siguiente, tenemos las posiciones y las velocidades en
un instante dado de un sistema de tres particulas.

i 1 2 3
m.(kg) 2 3 5
F(m) | (—=10;—10) | (30;10) (10; 20)
G(m/s) | (10;30) | (=20;—10) | (10;—10)

En este instante, determina:
a) la cantidad de movimiento total,

b) el momento angular total con respecto al origen.

Solucion

a) Del problema 3.2.1, tenemos Ucar = (1;—2)m/s y, por consiguiente, P =
mUcn = 10(1; —2) = (10; —20) kgm/s

b) jCuidado! No podemos usar L = Fou esto que las velocidades de las

x P, pu
— 3.4
particulas son diferentes. Tenemos que usar L = Y L;:
i=1

7 7 k
Li=rixpi=2| -10 —-10 0 | = —400k
10 30 0
7 ik
Lo=7y xpPa=3] 30 10 0 | = —300k
—20 —-10 O
i 7k
Ls =73 xps=5 10 20 0 |=—1500k
10 —10 O
- 3. ~ 2
obtenemos L = > L; = —2200k kng | |
i=1

Problema 3.4.2. Un camion transporta una caja homogénea, rectangular, de 2m
de altura y 1 m de longitud. El coeficiente de friccion caja-camion es 0,4. Calcula:

a) La maxima aceleracion del camioén sin que la caja deslice (sabemos que antes

no vuelca).

b) Si fijamos la caja con un eje sin friccion por A, el valor maximo de la acele-

racion del camion sin que la caja vuelque.

Tabla del problema 3.4.1: masas,

posiciones y velocidades
y Qs
s
m
2
74 A
| o v
ml

Solucién del problema 3.4.1

Figura del problema 3.4.2



35 Trabajo, energia cinética y energia potencial

Solucion
a) F = mid = (uN, N —mg) = m(a,0) = a = ug = 0,4 x 9,8 = 3,92m/s’

- dL v .
b) Utilizamos —>> = Mo, con los momentos calculados respecto al origen (v.

figura). Para el célculo de los momentos, podemos utilizar la regla del tornillo.

Para el momento angular, tendremos en cuenta que el movimiento es de traslacion.
Es suficiente utilizar el vector velocidad situado en el CM (v. figura). Obtenemos
E(o> = —lmw k. Para el momento de las fuerzas, tendremos en cuenta que nos
situamos en el instante en que la caja esta a punto de volcar. En ese instante, la normal
pasa por el punto A, puesto que solo en el punto A hay contacto entre la caja y el
camion. Obtenemos:

Moy = — {(0OA+0,5)mg —ﬂN}l;: =—05mgk
asi, derivando respecto al tiempo E<o> e igualando con el momento de las fuerzas
—lmak = —0,5 mg k

Por tanto, a = 0,59 = 4,9m/s’ |

3.5 Trabajo, energia cinética y energia potencial
Trabajo

El concepto de trabajo, entendido segun la interpretacion 1 de la seccidon 2.4, pue-
de aplicarse aqui para cada fuerza por separado. También el concepto de fuerza
conservativa y de energia potencial asociada a una fuerza.

Para definir el concepto de energia del sistema entero, extendemos la interpretacion
2 de la seccion 2.4 a todas las particulas y fuerzas del sistema.

Denominamos configuracion del sistema en un instante dado el conjunto de posi-
ciones de cada una de las particulas del sistema.

El trabajo W realizado por todas las fuerzas del sistema sobre cada particula, ﬁ +
N —

>~ F};, cuando estas pasan de una configuracion P, = {P,,} aotra P, = {P,,} a

Jj=1

través de un camino C' = {C,} es (v. figura 3.14):

Py N
woy [ <F n Z@) o 626
=lop

j=1

Energia cinética o capacidad cinética de hacer trabajo

Un calculo muy parecido al realizado en la seccion 2.4 nos lleva al concepto de
energia cinética:

Solucion del problema 3.4.2

Solucién del problema 3.4.2

@)

Fig. 3.14: El sistema pasa de la
configuracién P; ala
configuracién Ps. Hay muchos
caminos C' = {C; } que nos
llevan de una configuracion a la
otra
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N 2 N N 2
wo= Y <E+Zﬁji>-dﬁzz/miap-dﬁ
i=157p, j=1 =157p,
Py N 1
= .= /d <Z 2mivf>
Py i=1

En consecuencia, definimos la energia cinética £/, de un sistema de [V particu-
las:

N
1
E = Z 5 v? (3.27)
i=1

y podemos enunciar el siguiente teorema:

=» Teorema del trabajo-energia:

W = AE, (3.28)

También se conoce con el nombre de teorema de las fuerzas vivas o de la energia
cinética.

Energia potencial o capacidad estatica de hacer trabajo

Las fuerzas sobre cada particula son las externas y las de interaccion entre las par-

ticulas F; + Y F},. Si todas las fuerzas son conservativas, tendremos energias
j=1
potenciales U;, U,; que cumplen:

_ oU, _ U,
F=_2Y . g Y o 32
i 67:: bl ji 87:; 9 Um, 0 ( 9)

Como consecuencia del principio de accidn-reaccion, ademads de ser conservativas,
las fuerzas solo dependen de la posicion de las particulas segun ﬁj = fiun(Fi —
7)) donde fi,,, = f.,, solo depende de la distancia entre las particulas i y j !.
Esto permite escoger U, ;, que cumple (3.29), solo dependiente de la distancia entre
las particulas y simétrico U;, = U,;. Lo denominamos energia (potencial) de
interaccion.

Si el sistema pasa de una configuracion de posiciones P, a otra P, por un camino
C (v. figura 3.14), el trabajo es:

P

N2 N 2 N N p
W=Z/ (ﬁ,+2@>-dﬁ:z/ﬁ.da + Zz/ﬁ}i.dﬁ
=lc.p i=1 =lop
1 9 )

i=1 j=1,"p

(3.30)

" Podemos pensar en los casos
gravitatorio y electrostatico y ver
que cumplen estas condiciones



< El trabajo de las fuerzas conservativas es igual a la disminucion de la energia
potencial:

W =—AU (3.31)

con la energia potencial del sistema de N particulas, U, definida como:

U= ZU +ZZUH (3.32)

i=1 i<j

Demostracion. El primer término del ultimo miembro de (3.30) se puede escribir

Pa

zN: / F, - dr, = Z / dU, (3.33)

Con el segundo término del ultimo miembro, hay que proceder con mas cuidado. En
N N P2

un primer paso, afiadimos los términos (cambiandolaiporlaj) > > [ F” dr;
i=1j=1C:Py

y todo sumado resulta igual a los que ya estan, asi que también dividimos por 2:

Po

N
D0 | Esdi+ Fdi) = (3.34)
1

i=1 j=1."p

N =

g

‘ﬁ\;}u

Ahora sustituimos las fuerzas en funcion de sus potenciales segun (3.29):

Pa

%ZZ/ aaUz dF) = ... (3.35)

i

Recordemos que podemos hacer U;; = U,;. Ademas, tendremos en cuenta que U”

solo depende de 7; y 7; y, por consiguiente, el diferencial es dU;; =
Podemos escribir (3.35) como:

AU, = ... (3.36)

l\D\»—I

’U\;DU

R

y, finalmente, para no sumar mas términos de los necesarios, restringimos la suma de
j asolo términos ¢ < j, y asi podemos eliminar el factor %:

7 (Z > U“) (3.37)

cipy =1 i<j

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores (3.30, 3.33-3.37), podemos definir la
energia potencial U del sistema de IV particulas como (3.32) y obtenemos (3.31). W

- dF, + R dF.
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Energia mecanica

Definimos la energia mecanica E de un sistema conservativo de N particulas
como

E=E.+U (3.38)

Derivando respecto al tiempo y siguiendo pasos analogos a los de la seccion 2.4,
obtenemos, como cabia esperar:

<> Teorema de la conservacion de la energia mecdnica. El valor numérico de la
energia mecdnica de un sistema conservativo de N particulas, se mantiene cons-
tante a lo largo del tiempo.

dE

— =0 3.39

7 (3-39)

También se puede escribir usando la expresion integrada entre dos instantes t,,; y
s

E,.=FE. (3.40)

Habitualmente, se dice que /a energia mecdnica se conserva.

Si hay fuerzas no conservativas (INC), estas no se incluyen en la energia (no se
les puede asociar una energia potencial) y la energia mecénica, en general, no se
conserva. Si podemos decir:

<> Teorema de la energia mecanica. El trabajo de las fuerzas no conservativas es

igual al incremento de energia mecanica del sistema:

Wye = AE (3.41)

Observamos que la energia todavia se puede conservar si nos restringimos a mo-
vimientos por los cuales las NC' “no trabajan”: Wy = 0. Mas adelante, cuando
tratemos de los sistemas con ligaduras, usaremos esta condicion.

Como veremos mas adelante, en la seccion 3.11, en el caso de un sélido rigido
el trabajo de las fuerzas internas es nulo; por consiguiente, W = AFE., donde
W es el trabajo de las fuerzas externas. Si, ademas, el movimiento es unicamente
N
_ 1 2 _ 1, .9 : :
tenemos £, = ) 5m,v; = ;mv},,. Asi, la energia

i=1

mecanica de un sélido rigido restringido a movimientos de traslacién es

de traslacién, v, = v_,,,

1
E= 5m i, +U (3.42)

donde U es, en este caso, la suma de energias potenciales de las fuerzas conserva-
tivas externas al solido.



Problema 3.5.1. Dos particulas de masas de 2kg y 3 kg estan ligadas entre ellas

con una cuerda y en contacto con un muelle, como se ve en la figura. Tanto el g
muelle como la cuerda tienen una masa despreciable. El muelle tiene una constante 9=0 §
recuperadora de 12000 N/m y esta comprimido una longitud de 10 cm. Si cortamos

la cuerda, encuentra la velocidad de cada particula. ;

Solucion

Por conveniencia, definimos m, = 2kg, m, = 3kg, k = 12000N/my L = 0,1 m.

x
Las causas del movimiento estan alineadas segun el eje x; asi, podemos aplicar el /
principio de simetria (ver la seccion 1.4) para deducir que las velocidades de las dos y m
particulas estaran alineadas con el eje z: U, = (v1;0;0) y ¥, = (v,;0;0). mly :

Aplicando la conservacion de la cantidad de movimiento entre los instantes justo antes
y justo después del corte de la cuerda: é

0 =m, v, + mat, = 20, +3v, =0

Podemos hacer lo mismo con la energia:

1 1 1 3 ] -
5]{7[/2 = 5771,17}? + ETTLQ’Ug = 60 = Uf + 5’(1; .”L2 e

/
de donde obtenemos v, = +6 y v, = F4. Utilizando el hecho de que el muelle se £\
descomprime (jtodavia no lo habiamos utilizado!), los signos quedan determinados

y obtenemos:

7,(=6;0;0)m/s ; 7, = (4;0;0) m/s - \”1
Solucién del problema 3.5.1
Problema 3.5.2. En la tabla siguiente, se muestran las posiciones y las velocidades

en un instante dado de un sistema de tres particulas.

Tabla del problema 3.5.2: masas,
) 1 2 3 posiciones y velocidades

7m) | (—10;-10) | (30;10) | (10;20)
T.(m/s) | (10:30) | (—20:—10) | (10;—10)

En este instante, determina:
a) la energia cinética del sistema;

b) la energia cinética asociada al movimiento del centro de masas (toda la masa
concentrada en el C'M con la velocidad de este)

m
y 3
N2
Solucion m
7 <7,
a) i
[ o o

m,

_ 1 > 21 2 2 2 2 2 2 _
E. = 3 mei 3 {2(10* + 30) 4 3(20” + 10%) 4+ 5(10% +10*) } = 22501 Solucion del problema 3.5.2
i=1
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b) Del problema 3.2.1, tenemos Uca = (1, —2)m/s. La energia cinética de una
particula de masa m = 10 kg que se mueve con la velocidad del C'M es:
1 2 1 2 2\
—mvd, = =10 (1 4+2%) = 25]
2 2
que, en general, no coincide con la energia cinética del sistema. |
3.6 Choques

Un choque es el proceso en que dos particulas o mas, que solo interaccionan a
muy corta distancia, se encuentran en un punto y un instante, y, en consecuencia,
modifican sus velocidades (v. figura 3.15).

Nos restringiremos a dos particulas. Consideramos dos instantes en que las particu-
las estan bastante alejadas y no interaccionan: (in?) inicial, justo antes del choque;
(f7) final, justo después del choque. Supondremos que las fuerzas externas son mu-
cho mas débiles que las debidas al choque, de forma que el impulso de las primeras
entre (in7) y (f1) es despreciable.

También nos restringiremos a choques sin friccion. Esto quiere decir que, cuan-
do se produce el contacto entre las dos particulas, que ahora visualizaremos como
cuerpos esféricos (v. figuras 3.16 o 3.17), no hay fuerzas tangentes en el plano
tangente en el contacto o plano de choque y, por consiguiente, no hay intercam-
bio de momento angular. Si las particulas o cuerpos tuvieran una rotacion inicial,
mantendrian esa rotacion después del choque.

Podemos aplicar la conservacion de la cantidad de movimiento total. Tendremos:

P.,= P, (3.43)

Aungque no conocemos la geometria del choque (el plano de choque, v. figura 3.16),
podremos tratar los choques completamente elasticos y completamente inelasticos.

< Choques completamente elasticos. Son choques en que se conserva la energia,
E.., = E,, que podemos escribir en términos de energia cinética, dado que antes
y después no hay fuerzas o estas son despreciables. Asi, para choques completa-
mente elasticos:

Ec(im) = Ec(ﬁ) (3'44)

La condicion de choque elastico y la consiguiente conservacion de la energia re-
quiere una explicacion. Se puede pensar que una pelota “eldstica” conservara la
energia cuando bote en el suelo. Y esencialmente es cierto, siempre que contabili-
cemos todos los términos de la energia cinética de la pelota. Antes del choque, la
energia de la pelota sera de traslacion. Pasado el choque, la pelota tendra energia
cinética de traslacion y también energia de vibracion interna debida precisamen-
te a la elasticidad del material. Solo si esta es despreciable podremos decir que el

V1)

—

Uypis
TTLN‘(““) S my

Va(1i)

Va(ini) m,
My

Fig. 3.15: Solo en el momento del
choque hay fuerzas

N o
7, V1 (si)
w)

Fig. 3.16: Plano de choque



choque es elastico en el sentido que le queremos dar aqui: en este capitulo, enten-
demos que los objetos que chocan no acumulan energia de vibracion y el sentido
que damos al “choque elastico” es el de conservacion de la energia, sin considerar
los posibles términos de energia interna, como es el caso de la vibracion.

< Choques completamente inelasticos

Implosion. Las dos particulas quedan unidas (implosionan) y forma una sola par-
ticula después del choque, ¥, s, = Vs -

Explosion. Una unica particula explota y da lugar a dos particulas, ¥ .y = Uagm)-

< Choques parcialmente elasticos. Si podemos conocer la geometria del contac-
to, si conocemos el plano de choque (v. figura 3.16 o0 3.17), y tenemos en cuenta
que el choque es sin friccion, es decir, que la Unica fuerza que actua en el momen-
to del choque es normal al plano de choque, de cada particula solo cambiaran las
componentes de la cantidad de movimiento en la direccion de la normal, mientras
que las componentes de la cantidad de movimiento tangentes al plano de choque se
conservaran. Asi, indicando por || las componentes tangentes al plano de choque:

Pincniy = Pijjiy = Vipiani) = Vil (i) 1=12 (3.45)

Si el choque es completamente eldstico o completamente inelastico, podemos uti-
lizar las condiciones de conservacion de la energia o de explosiéon o implosion
que hemos indicado mas arriba. Si el choque es parcialmente elastico y se cono-
ce el plano de choque se define el coeficiente de restitucion e (v. figura 3.17).
Si indicamos con | la componente normal al plano de choque, el coeficiente de
restitucion es

Vi) — Vaim)

(3.46)

e =

V11 (ini) — V2.1 (ini)
El coeficiente de restitucion e es una cantidad que depende del material de los
cuerpos. Se puede medir utilizando (3.46).

< Choques contra un suelo. Podemos considerar también el choque de una sola
particula contra un suelo o una pared (v. figura 3.18). Ahora hay fuerzas externas,
la reaccion del suelo. Tenemos iy 7# Diry- Si el choque es sin friccion, la fuer-
za externa solo tiene componente normal al suelo. Como pasa en el caso de dos
particulas, pi i, = Djjm = Ui = V)i

2

Si el choque es completamente elastico, tendremos v? ,; = v? ;. Si es parcial-

mente elastico, el coeficiente de restitucion se puede definir ahora segun

Vi ()

(3.47)

V1 (ini)
e depende, en este caso, del material constituyente del cuerpo y del suelo o pared.
Se puede medir utilizando (3.47).

A
U1 (1i)

@ U (si)
A(im) \

Fig. 3.17: e es una relacion entre
velocidades relativas normales al
plano de choque

w‘:)

Uiy
m

M Vg

_

Fig. 3.18: Choque contra una
pared
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Problema 3.6.1. Calcula las velocidades después del choque de las bolas de la

figura (correspondiente al momento del choque), de masas iguales, teniendo en  30° 60°
cuenta que son lisas con un coeficiente de restitucion de 0,9. A m/s Ym /s
Solucion Figura del problema 3.6.1

Usamos la notacion A para antes del choque y D para después del choque.
Seglin los datos reflejados en la figura, tenemos ¥4, = (3@; )y var = (—2;2V3)

De la conservacion de la cantidad de movimiento paralela al plano de choque de cada

particula: Y

VUyp1 = 1,5m/s y Uyp2 = 3,46111/5 (1) %’1 Después _'DQ
De la conservacion de la cantidad de movimiento total: mvia; + m Ui = mip; + . Yy
m Ups 30° W 00 T
La componente de esta ecuacion en la direccion y se cumple automaticamente con A m/s Antes Yn/ s
los valores (1) encontrados. Solo tomamos la componente x:

3 Solucién del problema 3.6.1
3
37 — 2= Uyp1 + Vb2 )

Del conocimiento del coeficiente de restitucion obtenemos

Vaep1 — VUzD2
+0,9= ——"— 3)
333 — (-2)

Ahora hemos de solucionar las ecuaciones (2) y (3). Escogemos la solucion que re-
presenta que las dos bolas no se entrecruzan, es decir, v, p: —v.p1 > 0,y obtenemos:

Vep1 = —1,77Tm/s ; v,p>=2,36m/s [ ]
3.7 Interaccion gravitatoria y electromagnética B
T m;
Ley de la gravitacién universal 3 ‘e

/ m;

ficaba las leyes de Kepler y daba asi una explicacion mas fundamental de las tres  Fig. 3.19: Interaccion gravitatoria
entre dos masas

Hacia 1687, Isaac Newton enuncio la ley de la gravitacion universal. Esta ley uni-

leyes, que hasta entonces solo se habian podido derivar de manera empirica por
observacion directa del movimiento de los planetas alrededor del Sol. La ley de la
gravitacion de Newton no es una regla para predecir el movimiento de los plane-
tas. Se trata de una ley que cumplen todos los cuerpos por el hecho de tener masa,
ya sean planetas, piedras, cualquier otro objeto o, en general, particulas (v. figura
3.19).

<> Ley de la gravitacion universal

F=_Gg2%p (3.48)
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donde 7, = 7, — 7, G = 6,673 x 107" I\]'(g; es la constante de gravitacion
universal, y m, y m, son las masas gravitatorias de cada una de las particulas que

interaccionan.

Un hecho experimental muy notable es que, para toda particula, la masa gravitato-
ria—las m que aparecen en la ley de gravitacion (3.48)— se puede expresar en las
mismas unidades que la masa inercial —las m que aparecen en la ley de movimien-
to F = ma— y, para una misma particula, tiene igual valor numérico. Newton ya
vio que, en su teoria, estos eran dos conceptos diferentes y que habia que encontrar
una explicacion a su igualdad. La constatacion experimental de esta igualdad es
el germen del principio de equivalencia, que Albert Einstein uso6 para desarrollar
la version relativista de la gravitacion de Newton, la relatividad general. Segun el
principio de equivalencia, la masa inercial y la masa gravitatoria de una particula
son exactamente iguales porque se trata del mismo concepto.

Sitomamos como ejemplo la interaccion entre dos protones, m, = 9,109x107°" kg,
separados una distancia atémica tipica de r = 1 A= 10~'° m, obtenemos de (3.48):

2

IFul=G1% =554 x 10°' N (3.49)
T

2

La energia de interaccion gravitatoria entre dos particulas es:

U, =g (3.50)

T

La energia de interaccion gravitatoria de un sistema de tres particulas es:

U=U,+Uy,+Uy=-G ( (3.51)

MMy MMy MaMy
+ +

r12 rlS 7'23

Ley de Coulomb Fig. 3.20: Charles-Augustin de

. . Coulomb (1737-1806) fue un
La ley de Coulomb fue formulada por Charles-Augustin de Coulomb a partir de 1as  fisico e ingeniero militar francés

mediciones de la fuerza de atraccion y repulsion entre cargas eléctricas que realizd
en 1785 con una balanza de torsion (v. figura 3.21).

<> Ley de Coulomb

P, = k99 (3.52) B~

T ,

V Q;
donde K = 8,987 x 10° NC"QZ es la constante de interaccion electrostatica, y Q; y @, / Q;
son las cargas eléctricas de cada una de las particulas que interaccionan, medidas

Fig. 3.21: Interaccion

en la unidad de carga eléctrica del sistema internacional, el culombio (C): [Q)] = C. "
electrostatica entre dos cargas

Sitomamos como ejemplo la interaccion entre dos protones, @, = 1,602x107*° C,
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separados una distancia atémica tipica de 7 = 1A= 10~'° m, obtenemos:
Q2
|Fp| = K—F =231 x 107°N (3.53)
T

La energia de interaccion electrostatica entre dos particulas es:

v, = k&% (3.54)
T,
y la energia de interaccion electrostatica de un sistema de tres particulas es:
U=U,+U;+Uys=K <Q1Q2 + @09 + Q2Q3) (3.55)
r12 T13 /r23

Observa que las dos leyes de interaccion expuestas son casi idénticas en cuanto a la
geometria (la dependencia de las fuerzas con las posiciones). La unica diferencia,
en este aspecto, es que una es atractiva y la otra es repulsiva. Esto quiere decir que,
para particulas idénticas, la interaccion gravitatoria provoca una fuerza de atraccion
y la electrostatica, una de repulsion. Difieren en las “cargas” y las constantes de
interaccion. Comparando los resultados en el caso de los dos protones, podemos
decir que jla interaccion electromagnética es unas 10** veces mas intensa que la
gravitatoria!

Problema 3.7.1. En la tabla siguiente, se dan las cargas y posiciones de un sistema
de tres particulas. Determina la energia potencial total.

Q:(nC) -2 3 5
7,(m) (—=10;—10) | (30;10) | (10;20)

Solucion

U=Us+Us+Us =K (Q1Q2 + Dy Q2Q3>

T12 T3 Ta3

V(7L — 75)% = /40% + 202 = 44,72

Ti2 =
Tz = \/m = 20% 4+ 30° = 36705
ra = /(=) = V20 +10° = 22,36

10° (72”’ —2%5 3X5> 1072 = 233 x10°°J

44,72 36,05 22,36 |

Tabla del problema 3.7.1: cargas y

posiciones

)
>
/ T2 *\74‘3

7?3 ﬂ/ Q2
T

o

Solucion del problema 3.7.1

T



3.8 Ligaduras y reacciones. Desplazamientos posibles y des- 9

plazamientos virtuales. Reacciones ideales

Un sistema de NV particulas sin ligaduras requiere 3N datos para expresar la posi-
cion. Decimos que tiene 3V grados de libertad. Si las particulas estan ligadas, el
numero de grados de libertad es mas pequefio. Veamos algunos ejemplos.

Péndulo simple. Una particula es obligada a moverse por la superficie de una es-
fera de radio ¢ (v. figura 3.22). Podemos pensar que, en lugar de una cuerda, que
puede arrugarse, lo que hay es una varilla rigida de masa despreciable. En un ex-
tremo, esta la particula y, en el otro, una articulacion puntual. El sistema tiene dos
grados de libertad.

Sélido rigido. Lo podemos considerar constituido por un conjunto de particulas
obligadas a mantener constantes sus distancias relativas (v. figura 3.23). Segun
esto, el solido rigido tendra seis grados de libertad, puesto que las posiciones de
todas las particulas quedan totalmente determinadas con respecto a una posicion
de referencia, si conocemos la traslacion (tres grados de libertad) y la rotacion (tres
grados de libertad) del solido respecto a la referencia (v. figura 3.24).

Péndulo forzado. Es un péndulo como el anterior, pero ahora la esfera se ve obli-
gada a moverse horizontalmente por medio de un actuador (v. figura 3.25). En este
caso, el actuador es la mano que desplaza a voluntad el punto del extremo de la
varilla donde hay la articulaciéon. El movimiento del actuador es conocido x().
También tiene dos grados de libertad.

Ligaduras

Cada particula 7 del sistema queda caracterizada por su masa y su vector posicion

{m;, 7}, 7, =(x,,9,,%,), y=1.N

Las posiciones pueden estar sometidas a ligaduras. Consideramos solo ligaduras
geométricas, es decir, que no dependen de las velocidades, aunque si pueden de-
pender del tiempo. En este ultimo caso, la ligadura recibe el nombre de actuador. Si
tenemos L grados de libertad es porque tenemos 3N — L ligaduras independientes.
En general, las ligaduras geométricas se pueden expresar en la forma:

£.(F ) =0 ,a=1.3N—1L (3.56)

Una forma muy conveniente de expresar las ligaduras es la paramétrica. Denomi-
nando los L parametros g¢;...q., la misma expresion (3.56) puede ser escrita como

7, = 7,(q1---qr, ) (3.57)

esfera
Fig. 3.22: La particula esta

obligada a moverse por la
superficie de una esfera

m;

Ag:)nstante

m

i

Fig. 3.23: Las particulas
mantienen fijas las distancias
entre ellas

rotazia

so6lido de referencia

Fig. 3.24: Las posiciones de las
particulas quedan determinadas
si conocemos la traslacion y la
rotacion del sélido con respecto al
solido de referencia

“esfera mobil

Fig. 3.25: Sacudimos a voluntad
un péndulo simple
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En general, consideramos las ligaduras como datos del problema.

Ejemplo. Una particula es obligada a moverse por una curva determinada del es-
pacio f(x,y, z) = 0, puesto que pasa por un alambre al cual damos justamente la
forma de esta curva. Solo observando la forma del alambre, podemos determinar
la ligadura f(z,y,2) = 0.

Si, por ejemplo, la curva es una circunferencia en el plano (z,y) de radio ¢, la
expresion (3.56) correspondiente seria:

x4 yz —02=0
y la forma paramétrica (3.57) la podriamos escribir con un tinico parametro ¢, = 6

x =1/ cosf
y =2/ sinf

Si el alambre es una recta en el plano (x, y), tendremos la expresion (3.56) corres-
pondiente:
axr+b—y=0

donde a y b seran constantes conocidas. La forma paramétrica (3.57) la podemos
escribir haciendo ¢, = ¢ como:

r=gq
y=aq+b

Desplazamientos posibles y virtuales

Los desplazamientos posibles dr; del sistema son desplazamientos compatibles
con las ligaduras. Por ejemplo, en el caso de la particula ligada al alambre (v. figura
3.26), el desplazamiento posible debe seguir por la trayectoria que traza el alambre.
Decimos que los desplazamientos posibles son desplazamientos compatibles con
las ligaduras. Esto quiere decir que, si hacemos desplazamientos dr;, la condicion
de ligadura f,(7;,t) = 0 se seguira cumpliendo para la nueva posicion. Es decir:

<« 0f. of.
o or, ot

=1

df. A7 4+ 2 dt =0 (3.58)

donde observamos que también hemos tenido en cuenta la variacion dt, puesto que
el desplazamiento posible tarda un cierto tiempo en realizarse.

Podemos utilizar la forma paramétrica de las ligaduras para encontrar los despla-
zamientos posibles dr; en términos de los L parametros q,,:
L
or, or;
dr, = *dg, + =
' aq. " ot

a=1

dt (3.59)

o =dr

Fig. 3.26: Solo observando la
forma del alambre podemos
determinar la ligadura



Definimos los desplazamientos virtuales J7; del sistema como aquellos despla-
zamientos que se hacen sin variacion de tiempo, es decir, “congelando el tiempo™.
Si nos imaginamos que estamos grabando una pelicula donde en la escena se ve un
péndulo oscilante que, ademas, es sacudido por una mano (v. figura 3.27), enton-
ces el desplazamiento posible seria el que estamos grabando y que podemos ver
mas tarde como pelicula acabada. El desplazamiento virtual corresponderia a parar
la grabacion, desplazar la particula sin que la mano se mueva y, al finalizar este
desplazamiento, continuar la grabacion.

Desde el punto de vista matematico, los desplazamientos virtuales cumplen:

Ofa <
s - 0T (3.60)
i=1
o, en la forma paramétrica:
P i (3.61)
“~ 04.

Fijémonos que, si las ligaduras no dependen del tiempo, 67, = di;. Como a lo
largo de este curso no tratamos con ligaduras dependientes del tiempo, tampoco
hacemos una distincion especial entre desplazamientos posibles y virtuales. Solo
excepcionalmente, en el capitulo 9, consideramos ligaduras dependientes del tiem-
po y, entonces, 07; # dr;.

Reacciones

Para que las particulas se muevan de acuerdo con las ligaduras, estas ejercen fuerzas
sobre las particulas. Son las llamadas fuerzas de reaccion R,.

Si, sobre cada particula 7 del sistema actia, ademas de ]?2,-, la fuerza F’, (que, en
general, es conocida), podemos escribir las ecuaciones de movimiento (segunda
ley de Newton):

F+R —md=0 i=1.N (3.62)

Estas ecuaciones hay que completarlas con las ligaduras (3.56) o (3.57).

El problema que nos encontramos es que, asi como las ligaduras en general son
conocidas, las reacciones que hacen las ligaduras R, no lo son. Como hemos co-
mentado, las fuerzas de reaccion ﬁ son las fuerzas que hacen las ligaduras, de
manera que las particulas se muevan segun “mandan” estas y, naturalmente, tam-
bién segun las leyes de movimiento de Newton (3.62). En las ecuaciones (3.62), las
R, son incognitas. Solo una parte de las 7;(¢) son incognitas puesto que, como las
ligaduras son conocidas, conoceremos una parte de la trayectoria de las particulas.
Por ejemplo, en el caso del péndulo (v. figura 3.28), restringido en el plano vertical,

[@@ ycorten'

Zo(to)\ \
/

Fig. 3.27: La sutil diferencia entre
desplazamiento posible y virtual

Fig. 3.28: En el caso del péndulo,
la fuerza de reaccion R; es la
que ejerce la varilla
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ya sabemos por donde pasa la particula. Solo nos falta saber con qué velocidad lo
hace o, mas concretamente, solo nos falta saber 6(t).

En el caso de la particula que pasa por el alambre (v. figura 3.29), también co-
nocemos la trayectoria. Si el alambre no presenta friccion, podemos decir que la
reaccion R es normal al alambre.

Reacciones ideales

Una propiedad muy interesante que observamos en los casos representados en las
figuras 3.28 y 3.29 es que la reaccion es normal al desplazamiento. En el caso
representado en la figura 3.30, lo que es normal a la reaccion es el desplazamiento
virtual, R - 07 = 0, pero no el desplazamiento posible, R-dr #0.

El hecho de que lareaccion sea normal al desplazamiento quiere decir que el trabajo
de esta fuerza es nulo cuando el sistema hace el desplazamiento. De hecho, lo que
nos interesa no es que las reacciones no trabajen una por una. Aunque por separado
pudieran trabajar, nos basta que en conjunto no trabajen. Movidos por este interés,
definimos los conjuntos de reacciones ideales.

= Conjunto de reacciones ideales. Un conjunto de reacciones R, ¢ = 1....5
es llamado conjunto de reacciones ideales si cumple:

S
S R, -67 =0 (3.63)

Esta importante propiedad se satisface en muchisimas situaciones. En términos
generales, podemos avanzar que, en ausencia de friccion disipativa, las reacciones
son ideales. Veamos un par de casos.

Problema 3.8.1. Demuestra que las fuerzas de reaccion en una articulacion sin
friccion (denominada también articulacion puntual) son ideales.

Solucion

El punto donde hay la articulacién es ocupado por una particula del cuerpo 1, de
posicion 7, y otra del cuerpo 2, de posicion 7». Como consecuencia de la ligadura,
se mueven igual 7, = 7%. Si diferenciamos d7; = d7», que podemos escribir di;, —
dF2 == O.

Las fuerzas de reaccion R, y R» cumplen la ley de accion-reaccion, R, = —R;. Si
ahora calculamos el trabajo:

Rldfl-f-égd?:‘z:ﬁl(d'r_"l—df"z):()

Por tanto, el conjunto de fuerzas R, y R» son un conjunto de reacciones ideales. W

=

o =dr

Fig. 3.29: En ausencia de friccion,
la reaccion del alambre es normal
aeste

Fig. 3.30: La tension R es normal
al desplazamiento virtual 57 pero
no al desplazamiento posible di*

Figura del problema 3.8.1

Solucién del problema 3.8.1



3.9 Ecuacion general de la dindmica o principio de D'Alembert %

Problema 3.8.2. Demuestra que las fuerzas de reaccion en un contacto liso entre
dos solidos en movimiento son ideales.

Solucion

Los sdlidos tienen velocidades ¢, y ¥, respecto al observador en reposo. En todo

instante, el cuerpo 1 se mueve a una velocidad relativa con respecto al cuerpo 2,
V1(2y, en la direccion del plano de contacto. Las fuerzas de reaccion R, = —R, son Figura del problema 3.8.2
normales a este plano y, por consiguiente, normales a la velocidad relativa, es decir,

ﬁl . ’171(2) =0.

Podemos escribir:
_‘2) = Lél . (d’l’l d’l‘z) =
dL (él . d’Fl — R'l . drz) = E (R1 . d?"l + Rz . sz)

donde d7, y dr, seran los desplazamientos posibles. Por tanto, las reacciones en el

contacto son un conjunto de reacciones ideales. |

Solucién del problema 3.8.2
3.9 Ecuacion general de la dinamica o principio de D'Alembert

Queremos escribir unas ecuaciones de movimiento donde aparezcan las ligaduras,
pero no las fuerzas de reaccion. Esto es, reescribir la segunda ley de Newton te-
niendo en cuenta que las ligaduras forman parte de los datos del problema y, en
cambio, las reacciones de estas no son conocidas.

El conjunto de fuerzas que actian sobre el sistema se clasifica en dos subconjun-tos:
las reacciones Iy las demas fuerzas, F que pueden denominarse fuerzas

i

directamente aplicadas.

<»Ecuacion general de la dinamica. Si todas las reacciones del sistema son idea-les,
las ecuaciones de movimiento de Newton son equivalentes a:

EN: (F’ -~ mic_ii> 67, =0 (3.64)

Observamos que en las ecuaciones que se extraen de (3.64):
< 1) No aparecen las fuerzas de reaccion.
<» 2) Se obtienen tantas ecuaciones independientes como grados de libertad.

La ecuacion general de la dinamica tuvo una primera version debida a Jean le Rond

D’Alembert, denominada principio de D’ Alembert con el siguiente enunciado:

Fig. 3.31: Jean le Rond
) N D'Alembert (1717-1783) fue un
sicion de equilibrio si afiadimos a las fuerzas externas las fuerzas de inercia. matematico y filésofo francés

Cualquier posicion del sistema en movimiento puede ser entendida como una po-
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Este enunciado se entendera mas adelante en el contexto de la estatica y en relacion
con el principio de los trabajos virtuales, aunque no usaremos esta interpretacion.

La demostracion de la ecuacion general de la dinamica (3.64) no es dificil, desde
el punto de vista matematico, aunque conceptualmente pueda sorprender.

Demostracion. Queremos demostrar que

N
Z R, 67 =0 (3.65)
i=1
y
son equivalentes a
N
> (ﬁi - midi) 7 =0 (3.67)
=1
Demostracion (3.65, 3.66) = (3.67): Si multiplicamos (3.66) por §7; y sumamos,
obtenemos:
N

i=1

y, si tenemos en cuenta (3.66), obtenemos (3.67).

Demostracion (3.67) = (3.65, 3.66): Observamos que ahora las reacciones no estan

determinadas. Tienen que obligar al sistema a moverse por las ligaduras. Asi quedan

determinadas con R; = m.d; — F; y, obviamente, se cumple (3.66). Si multiplica-
N — —

mos (3.66) por §7; y sumamos obtenemos y (F1 + R, — mid}) - 07; = 0. Ahora,

i=1

teniendo en cuenta (3.67), obtenemos (3.65). |

3.10 Sistema con ligaduras conservativo. Conservacion de
la energia

Consideramos un sistema con ligaduras conservativo: un sistema de particulas con
ligaduras independientes del tiempo, con todas las reacciones R, ideales, y en que
las demés fuerzas, F, (internas y/o externas), son conservativas. Esto quiere decir
que existira la funcion energia potencial U:

U:—/Zé-dﬁ (3.68)

<> Teorema de la conservacion de la energia mecdnica. Si definimos la energia

mecanica de un sistema de N particulas con ligaduras conservativo como

1 N
E=; ;mivf +U (3.69)
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donde U esta definida segun (3.68), el valor numérico de la energia mecanica se
mantiene constante a lo largo del tiempo:

dE
— =0 3.70
- (3.70)
Demostracion. Aplicamos la ecuacion general de la dinamica tomando como des-
plazamientos posibles los reales del sistema (los desplazamientos que cumplen la
ecuacion general de la dindmica) y dividimos por el tiempo, dt, que ha invertido en
realizarlos:

N

5y dn YRR
i=1 i=1

1
dU | d1ls~
(mg*cuzzlmwi>0 (3.72)
= |

i

Habitualmente, se dice que la energia mecanica se conserva. La conservacion de la
energia también se puede escribir usando la expresion integrada entre dos instantes,
L Y st

E, = E, (3.73)

< Recordemos que es necesario que las ligaduras sean independientes del tiempo
para que se conserve la energia. No basta con que las fuerzas directamente aplicadas
sean conservativas y las reacciones, ideales. También hace falta que los desplaza-
mientos virtuales coincidan con los posibles, d7; = dr;. A lo largo de todo el libro,
solo consideramos ligaduras independientes del tiempo. Unicamente en el capitulo
9 estudiamos ligaduras que pueden depender del tiempo.

< En el caso de los sistemas conservativos de un grado de libertad este resultado
es suficiente para hallar la trayectoria temporal del sistema.

Hay que precisar que los dr; de (3.68) son los desplazamientos posibles de las
particulas sobre las cuales se aplican las fuerzas, que no tienen por qué coincidir
con los desplazamientos de los puntos del espacio donde se aplican las fuerzas.
Este matiz importante podemos verlo en el ejemplo siguiente.

Problema 3.10.1. El muelle esta relajado cuando la cara inferior A del prisma
largo, de seccion S y masa m, que puede deslizarse sin friccion por la guia fija,
estd en el nivel del liquido, de densidad p. Si lo soltamos desde la posicion descrita,
(hasta qué profundidad y llegara A?

Nota. El recipiente es suficientemente grande para que el nivel del liquido no se
mueva.

Figura del problema 3.10.1
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Solucion

Se trata de un solido rigido que se puede mover solo por traslaciéon. Tomamos el eje
y en la direccion y el sentido de g, con origen en el nivel fijo del liquido. En estas
condiciones, la coordenada del punto A es y. Cuando y = 0, el muelle no hace
fuerza y el empuje de Arquimedes es nulo. El desplazamiento infinitesimal posible
de cualquier particula del sélido es dr = dyj.

El sistema es conservativo y, en consecuencia, podemos aplicar la conservacion de la
energia entre las situaciones inicial y final. Para poder escribir los diferentes términos
de energia potencial, consideramos que el punto A esta hundido hasta y:

U,:1afuerza peso esP = mgjy laenergiapotencial asociada U, = — [ (mgj) - (dyj) =

—mgy.

Uy: la fuerza que hace el muelle es F, = —kyj y la energia potencial asociada,
U. =~ [ (=kyj) - (dy]) = 3ky*.

Ug: el empuje de Arquimedes (ver la seccion 4.3) es E = —pgSy ]y la energia

potencial asociada, Ur = — [ (—pgSyj) - (dyj) = $pgSy’.

Fijémonos que siempre el desplazamiento que tomamos es el de las particulas del
cuerpo donde se aplica la fuerza correspondiente. En especial, observamos que no
necesitamos saber cudl es, en cada instante, el punto de aplicacion del empuje de Ar-
quimedes FE, que estudiamos en el capitulo siguiente, donde veremos que, cuando A
estd en y, el empuje E estd aplicado a y/2 y, por consiguiente, el desplazamiento de
los puntos de aplicacion de E es dy/2. Pero, insistimos, hemos tomado los desplaza-
mientos posibles dy de las particulas del cuerpo, aunque estas puedan ser diferentes
durante el proceso.

La energia mecanica del sistema es:

1. 1,1 1. 1
E(y,y) = =my® — mgy + §ky2§p95y2§my2 —mgy + 5 (k + pgS) Y’

2
Aplicando su conservacion, tenemos F(0,0) = E(z,0) = y = _2mg_
P > V) = ) Y=z + pgS
Js
Problema 3.10.2. Una particula atada a una cuerda, de masa despreciable y que en )

todo momento se mantiene tensa, oscila en un plano vertical. Encuentra la ecuacion

de movimiento utilizando la conservacion de la energia. m

Figura del problema 3.10.2
Solucion
Observamos que la tension de la cuerda 7" es siempre normal al desplazamiento posi-
ble de la particula. Se trata de una reaccion ideal. Ademas de las reacciones, tenemos
la fuerza de la gravedad, que es conservativa. Podemos expresar la ligadura en forma
paramétrica como:

x =/ sinf
y=4{ cosf
La energia del sistema es £ = 1mv® — mglcos® donde v = /Z® + ¢ que, en y lmg

términos de 0, es v = £0. Asi obt :
crminos de v, es v st obenemos Solucion del problema 3.10.2
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310 Sistema con ligaduras conservativo. Conservacion de la energia %

1 .
FE = §m€202 — mg¥lcos @
y, aplicando la conservacion de la energia:

Oz%sz@é—l—mgfsmeé

Teniendo en cuenta que buscamos soluciones permitidas por las ligaduras 6 # 0,
obtenemos la ecuacion de movimiento:

é:—%sin@ [

Problema 3.10.3. El clavo C fijo de la figura estd a una distancia vertical d de m
donde esta fijada la cuerda atada a la bolita de masa m. Demuestra que, para que,
soltandola, pueda dar una vuelta completa al circulo centrado en el clavo, es nece-
sarioque d > 0,6L.

Solucion Figura del problema 3.10.3

Esun sistema ligado conservativo con ligaduras ideales. Usaremos la conservacion de
la energia mecéanica E;,; = Ej; entre las posiciones ini,conv = 0ey = 0 = E,; =0,
yfi,conyyv = E; = 2mv® — mgy.

En el punto rojo de la figura, tenemos y = d — (L — d). Sustituyendo en la conser-
vacion de la energia y despejando la velocidad, encontramos:

v=1/2g9(2d - L) €))

A su vez, esta velocidad ha de ser suficiente para que la cuerda no se arrugue. Asi,
en el punto donde menos velocidad tiene, ha de pasar que la tensién 1" de la cuerda

la mantenga tensa, es decir, 7" > 0. Escribiendo la ecuaciéon de movimiento en la
. .y .y . .y 2
direccion de la tension, teniendo en cuenta que la aceleracion normal es a,, = +—:

I—d-
,U2
mg+1T = mL —J . ;
Despejando v e imponiendo que 7" > 0, tenemos: Solucién del problema 3.10.3
v > /g(L—d) )
Combinando (1) y (2):
V292d—L)>/g(L—d)=4d—2L>L—d= dsz =

Problema 3.10.4. Los bloques de la figura se dejan ir partiendo del reposo. No

hay rozamiento en el suelo horizontal ni en las poleas ni en la cuerda, cuya masa es

despreciable. Determina la aceleracion de los bloques y la tension de cada cuerda.  Figyra del problema 3.10.4
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% 3 Dinamica de IV particulas

Solucion

Es un sistema ligado conservativo. Dado que cuando hacemos un desplazamiento
posible dz, el trozo de cuerda dx que avanza, una vez pasada la polea, debe repartirse
entre los dos segmentos de cuerda, tenemos dy = dx 'y, dividiendo por dt, § = 3.

La energia del sistema podemos escribirla utilizando directamente los valores numé-
ricos de las masas, como:

1 1
E = 5700 i+ 5300 y* — 300 x 9,81 y = 387,5 &* — 2943y
Derivando respecto al tiempo:

E =2 x 3875z & — 2943y

Sustituyendo la ligadura § = %x e imponiendo la conservacion de la energia:

(775 & — 1471,5)& = 0

Teniendo en cuenta que buscamos soluciones compatibles con las ligaduras, & # 0,

Solucién del problema 3.10.4
obtenemos:

#=1,8087m/s*> §j = 0,94935m/s’

Aplicando ahora la segunda ley de Newton para cada bloque:
T, =700 % = T, =1329,1N
300 x 9,81 —T>, =300 4§ = 1> = 2658,2N

Problema 3.10.5. El bloque B, de 6 kg, se deja caer y va deslizandose por la cuna
A, de 15 kg, apoyada en el suelo horizontal sin friccion. Calcula las aceleraciones
de Ay B.

Solucion

No hay friccion, no hay fuerzas externas en la direccion del suelo horizontal. La con-

servacion de la cantidad de movimiento horizontal impone:
P Figura del problema 3.10.5

mAiA —+ me'B =0=
iA:_iiB:_gi‘B (l)
En la figura, vemos que la velocidad de B relativa a A tiene una inclinacion de 30°

(jtengamos en cuenta que el plano inclinado se mueve!):

Ys — =tan30° =

Tga) = (T8 — Ta, U5 — Ya) = Go—a2)

T
y5—5\/§w3 )

Ahora utilizamos la conservacion de la energia. Para ello, escribimos la energia en

términos de £ y Yy, derivamos respecto al tiempo e igualamos a cero: Solucin del problema 3.10.5
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31 Sélido rigido %

E = imad% + ms(ih + 95) + megys = 6,16 &% + 58,86y5

) 4
E=0=12,32dziz + 4757605 = &5 = — 172’53726 = —3,86m/s’

Sustituyendo en las relaciones (1) y (2) derivadas respecto al tiempo, resulta:

ip = —3,12m/s’ #a = 1,545m/s’

Problema 3.10.6. Una masam = 0,5 kg se desliza sin friccion en un plano vertical
alo largo de un alambre (d = 0,8 m). El muelle tiene £ = 25 cm de longitud natural
y k = 600N/m. Si la masa se suelta sin velocidad inicial cuando b = 30cm,
determina:

C.
a) la velocidad cuando llega a C' :7 ,
b) la velocidad cuando llega a B. t=0J=0
Figura del problema 3.10.6

Solucion
Se trata de un sistema conservativo con ligadura ideal. Las fuerzas conservativas son
el peso y la que ejerce el muelle. La energia, como funcién de z, y y v, se puede
escribir:

E(z,y,v) = %mvz—l—mgy—i— %k ((— \/x2+y2)2 Y _(z,y)
donde z y y tienen que estar sobre el alambre, que es la ligadura. Imponemos la 1mg

conservacion de la energia entre el punto inicial y los indicados en cada apartado. La
energia en el punto inicial es:

2
B = gm0+ mg(=03) 3 (¢ = VoA F (037) = 1727853 z

Solucion del problema 3.10.6

a)

1 1
5m ve +mg 0+ 3 k (£— 04)° =17,2785 = wvo = 6,48953m/s

b)

1 1
5m vh +mg 04+ 5 k (6= 04)° =17,2785 = v, = 585372m/s

3.11 Sdlido rigido

Un solido rigido es un sistema de particulas ¢ de posiciones 7; con las ligaduras

geométricas:
(7, = 7;) = cte. (3.74)
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Reacciones ideales

<» Las fuerzas de cohesion de un sélido rigido forman un conjunto de reacciones
ideales.

Demostracion. Analizamos dos cualesquiera de las muchas particulas del solido, 1
y 2, de vectores posicion 7, y 7, respectivamente (v. figura 3.32). Las fuerzas de
cohesion del solido (fuerzas internas) son las reacciones de las ligaduras. Para las dos
particulas, ﬁlz y F‘;l cumpliran la tercera ley de Newton:

ﬁ21 = _ﬁ12 ; ﬁlQ o (7 — 1) (3.75)
Los desplazamientos posibles (=virtuales) di, y di> cumpliran:

La condicion de reacciones ideales para estas dos particulas es For-diti+ Fiy-dity = 0
y eso es lo que tenemos que demostrar. Teniendo en cuenta (3.75) y (3.76):

ﬁQl 'dFI + ﬁu 'dF?, - _ﬁ12 'dFI + ﬁu 'dﬁz -
Frp - (dfy —diy) o (Fo — 1) - (dis — d) =0

Podemos extender este resultado a todas las parejas de particulas del solido y, por
consiguiente, el conjunto fuerzas de cohesion de un sélido rigido es ideal. |

Desplazamientos posibles

En el sélido, tomamos un punto de referencia C, de posicion 7 (v. figura 3.33).
La posicion de cualquier otro punto del solido puede escribirse 7, = 7 + 7).
Podemos asi descomponer los desplazamientos posibles dr; como:

dF, = diis + dFye, (3.77)

Si sustituimos 7, = 7 + 7 en la condicion (3.74), el resultado no depende de
7. Asi pues, cualquier di'. es posible. Cuando el desplazamiento posible tiene la
forma:

dr, = dre (3.78)

decimos que se trata de una traslacion.

Nos queda por ver qué restricciones impone (3.74) sobre dr; . La condicion es:
d (7 — 7?7)2 = 2(Fie) = Tior) - (dTic) — dFcy) =0 (3.79)
La solucion de estas ecuaciones nos da la expresion de los desplazamientos posibles

respecto al punto C, dr; ), que denominamos rotaciones respecto a C' (v. figura
3.34).

—

(SFe o

dbi"s-ta}_nci a

= constante
/ =

I 12

Sistema de referencia

inercial

Fig. 3.32: En un sdlido rigido, las
fuerzas internas son las fuerzas

de reaccion de las ligaduras que
mantienen la distancia constante
entre las particulas

i

& Ao
P
/

Fig. 3.33: Traslacion sin rotacion

dr; = dg X Toy

Fig. 3.34: Rotacion sin traslacion



< La expresion general de un desplazamiento posible de rotacion respecto al pun-
to C es:
diyo) = df X Ty (3.80)

donde dg es un vector infinitesimal cualquiera (tres grados de libertad).

El vector dg define la rotacion infinitesimal del conjunto del cuerpo, no alrededor
de un punto concreto, sino la rotacién entendida como un cambio de orientacion del
cuerpo en el espacio. La direccion de dg representa la direccion del eje instantaneo
de rotacion; el sentido de d, con la regla del tornillo, representa el sentido de la
rotacion, y el modulo representa el angulo (infinitesimal) de esta rotacion.

Hay que comentar que el simbolo d, empleado en dg , no puede significar, en
general, diferenciacion. En general, decimos que d no es integrable; no podemos
encontrar (jno existe!)  para una rotacion cualquiera. Si lo podemos hacer si, por
ejemplo, la direccion de dg se mantiene constante.

Demostracion. Queremos demostrar que (3.80) es solucion de (3.79). Si tomamos
7 = e = Tjc) = Te(c) = 0 de (3.79), obtenemos:

Tic) + dTiccy =0 (3.81)
Si ahora utilizamos (3.81), al hacer los productos en (3.79) obtenemos:
Tio) - ATy + Tie) - dFicy =0 (3.82)

(3.81) y (3.82) son las condiciones que han de cumplir los desplazamientos posi-
bles di(cy. (3.81) nos dice que di; () L7i(c) ¥, por consiguiente, podemos expresar
dricy como drcy = d@; X T(c). Sustituyendo en (3.82), nos queda:

ey - (dg; X o)) + Tice) - (dBi X Ticy) =0

que, teniendo en cuenta la propiedad vectorial A - (B x C) = (A x B) - C, podemos
reescribir como:

(Ticoy X Tj(oy) - (dF; — dgi) = 0
Y, como que esto debe pasar para toda pareja de particulas ¢, j del cuerpo = dg; =
dg, = dg [ ]

Un desplazamiento (infinitesimal) posible general serd la composicion de una tras-

lacién y una rotacion, es decir:

dF, = die + dF X Tye (3.83)

3.12 Topicos de cinematica del sdlido

Si la relacion (3.83) se divide, miembro a miembro, por dt, se obtiene la expresion
dt >

de la velocidad instantanea de cualquier particula del sélido, U, = en funcion

)

g C

~ N
4——:@\ .
AN 2R “\\c\

w

Fig. 3.35: Velocidad instantanea
de la particula y de un sélido
rigido en rotacion
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de la velocidad, v, = d;c , del punto de referencia C'y de la velocidad angular

W, = Z—f (v. figura 3.35):

U, = To + W X Tye (3.84)
La velocidad angular se puede entender como la velocidad instantanea de rotacion
del cuerpo segun el eje instantaneo de direccion @ y en el sentido de un tornillo
dextrogiro que avanza seglin el sentido de &. Fijémonos que los diferentes puntos
del solido pueden tener diferentes velocidades v, pero el sélido tiene una velocidad
angular &J.

La aplicacion de la relacion (3.84) a dos particulas cualesquiera ¢ y j del sélido se
puede escribir en la forma:

ﬁ:ﬁch(ﬁxﬁ(c)
U; = VUo + W X Tjc)

Si restamos miembro a miembro estas dos expresiones, resulta:

T, -7, =@ x (7, —7) (3.85)

—

porque 7oy — Tycy =T — T

De acuerdo con las propiedades del producto vectorial, es evidente que

<

(@~ &) (7 —7) =0 (3.86)

(U, —7;) d=0 (3.87)
de donde se deduce que el vector velocidad relativa entre dos particulas es, en todo
momento, perpendicular a los vectores posicion relativa y velocidad angular (v.
figura 3.36).

El punto ¢ donde ¥, = 0 se denomina centro instantaneo de rotacion (CIR). Ver
la figura 3.37. Seguin (3.86), 7o, r(;, cumple:

T, - Ferngy =0 (3.88)
En general, el C'I R no se puede identificar con ninglin punto solidario con el sélido.

Problema 3.12.1. La escalera AB de 3m de longitud, se desliza por la pared y
el suelo. Cuando el angulo 6 vale 30°, el extremo inferior de la escalera se mueve
hacia la derecha a una velocidad de 2,0 m/s. Determina la velocidad del extremo
superior y la velocidad angular en ese instante.

Fig. 3.36: Posicién y velocidad
relativas de dos particulas de un
solido en rotacion

Fig. 3.37: Centro instantaneo de
rotacion (C'I R)

Figura del problema 3.12.1



312 Topicos de cinematica del sélido %

Solucion

Si se aplica la ecuacion (3.85) a los puntos A y B de la escalera, resulta:
77A_'JB ZJX(’F’A—’FB) (1)
Tomando el sistema de ejes que se muestra en la figura y teniendo en cuenta que

7a — 75 = (—Lsinf, Lcosh,0), que 74 = (0;—v4;0), U5 = (v5;0;0) y & =
(0; 0;w), (1), resulta:

i ik Solucién del problema 3.12.1
(0, —v4,0) — (v5,0;0) = 0 0 w
—Lsinf Lcosf 0

Resolviendo el determinante, queda:

—vpt —vaj) = —Lwcosfi— Lwsinb j

y, igualando las correspondientes componentes, se llega a

v = wlcosf
vy = wlsing

Sustituyendo los datos proporcionados en el enunciado, L = 3 m, vp = 2 m/sy
0 = 30°, se obtiene finalmente:

va = 1,155 m/s , w = 0,77rad/s

Problema 3.12.2. En el instante representado en la figura, la corredera A se esta
moviendo hacia la derecha a una velocidad v, = 3m/s. Encuentra la velocidad
angular w del brazo AB y la velocidad v, de la corredera B.

Solucion

Igual que en el problema 3.12.1, la aplicacion de la ecuacion (3.85) a los puntos A 'y Figura del problema 3.12.2

B de la barra que une ambas correderas con la barra permite escribir:

Tomando el sistema de ejes que se muestra en la figura de la solucién y teniendo en
cuenta:
4 —Tp =—Lcos10°% — Lsin10° j

=

y que U4 = vat, Up = vp cos40°7 + vp sin40°7 y J = wk, esta tltima expresion
se puede escribir de la forma:

7 3 k
(v4;0;0) — (vp cos40°; v sin40°; 0) = 0 0 w
—Lcos10° —Lsinl0° 0

Solucién del problema 3.12.2
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Resolviendo el determinante, queda
val — v c0s40°% — vp sin40°) = —Lwsin10°7 — Lw cos 10°7
y, igualando las correspondientes componentes, se llega a:

va — vp cos40° = wl sin10°
vp sin40° = wL cos 10°

La resolucion de este sistema, a partir de los datos proporcionados por el enunciado
del problema, permite obtener vp y w:

vg = 3,41m/s, w=1,113rad/s m

Rodar sin deslizar

Consideramos un soélido rigido que se mueve sin perder el contacto con un suelo
plano (figura 3.38). El punto B del so6lido en contacto con el suelo va cambiando
con el tiempo y la velocidad relativa al suelo de este punto, 173 — Uyero» puede ser
diferente de cero o no. En el primer caso, se dice que el solido rueda y se desliza,

mientras que en el segundo, rueda sin deslizar.

Aplicando la ecuacion (3.84) a los puntos A y B del solido (v. figura 3.38), resulta:
Uy =Up + & X (Fy — Ts)

Si el solido rueda sin deslizar, 5 = ¥, y la expresion anterior se puede escribir
como:

Uy = Vgato + &0 X (FA - FB)

Si U4, = 0, U, es perpendicular a la recta que une el punto A con el punto B de
contacto instantaneo del solido con el suelo. Si tenemos en cuenta que Jy 7y — 7'
son vectores perpendiculares, queda:

v, = wAB (3.89)
de donde resulta que v, es directamente proporcional a la distancia AB. De este
modo, se obtiene una distribucion de vectores velocidad instantanea en el so6lido,
tal como se muestra en la figura 3.39. El punto B es, en este caso, el centro ins-
tantaneo de rotacion (C'I R), definido en (3.88). En muchos casos, el sélido tendra

una seccion circular de radio R. Si la ecuacién (3.89) se aplica ahora a los puntos
C, centro, y B del sélido, BC' = R, se obtiene:

Ve = wR

reacciones

Fig. 3.38: Sélido rigido en
movimiento sobre una superficie
plana fija

Fig. 3.39: Distribucion de
velocidades en el plano del
movimiento de un sélido que
rueda sin deslizar sobre un suelo



Nota 1. Cuando el s6lido rueda sin deslizarse, el hecho de que el punto en contacto
con el suelo (punto B en las figuras 3.38 y 3.39 ) tenga instantaneamente velocidad
relativa nula hace que las reacciones del suelo sobre el cuerpo, aplicadas en el
punto de contacto (normal N y de friccion F} en la figura 3.38) sean ideales. Ello
es especialmente importante en cuanto a la friccion, porque la normal ya sabemos
que es ideal, en caso de que haya deslizamiento.

Nota 2. Si el solido rueda sin deslizarse, F; < p,N, mientras que, si rueda y
se desliza, F', = u, N, donde p. y . son, respectivamente, los coeficientes de
rozamiento estatico y dindmico entre el cuerpo y el suelo.

3.13 Ecuaciones de movimiento del sélido rigido

Laecuacion general de la dindmica para el s6lido rigido sometido a fuerzas externas
F’, 1a encontramos tomando como desplazamientos virtuales 67; = drc+d@ X7 oy

~ ~
Z (Fl — miai) ~drg + z:; (E — miai) (dF X Fieyi) =0 (3.90)

i=1
Recordemos que podemos hacer que dre y dg tengan cualquier valor infinitesi-
mal, ya que son independientes el uno del otro. Asi, cada uno de los factores de
dgy dre de (3.90) ha de ser cero. En particular, el factor de dic ha de cumplir:

N —
> (Fl - m@:) = 0, una ecuacién que ya hemos comentado mas arriba pero que
i=1

ahora nos permite enunciar:

= La ecuacion de movimiento del sdlido asociada a las traslaciones puede escri-
birse:

F a (3.91)

I
3
§
S
I
|

Para encontrar la ecuaciéon de movimiento asociada a las rotaciones, hay que tra-
bajar algo mas.

= La ecuacion de movimiento del solido rigido asociada a las rotaciones puede
escribirse:

= Mo, (3.92)

donde C' es el CM o bien, en caso de existir, un punto fijo solidario con el cuerpo.
Loy y Moy son, respectivamente, el momento angular del sélido y el momento
de las fuerzas externas respecto al punto C'y referidos al sistema de referencia

inercial.

Demostracion. Como se ha explicado anteriormente, el factor de dZ en la ecuacion
general de la dinamica (3.90) ha de ser nulo. Ahora no es tan sencillo extraer este
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factor. Partimos de:
N
3 ((ﬁ - mic'ii> - (d@ x mc))) =0 (3.93)
=1

Teniendo en cuenta la relacion A - (E X 5) = — (/Y X é) .BconA = FL fmﬂ;},
B=dgyC = 73(c), obtenemos:

N
=S (B —mi) x ey ) -dg =0 (3.94)
que, como d¢J es arbitrario, nos dice:

> ((ﬁ - mﬁi) X Fz‘(C)) =0 (3.95)

N
El término Y m,;7; X Ti(c) se puede reescribir como:
i=1

N d N N
E m;7; X 7_’}(0) = a E m;T; X ﬁ(c) - E m;T; X ﬁ(c)
i=1 i=1 i=1

y con 7 = o + Ticy = 7 = To + Ti(c) tenemos, siempre que escojamos como
punto C' el C M o bien, en caso de existir, un punto fijo del cuerpo (¥ = 0)

N N
E mﬂ_"y X 7_’;'((;-) = FC X E miﬁ-w) =0
=1 i=1

La ecuacion (3.95) queda finalmente:

d - . .
=2 ey xmiti = 3 (Fuey x 1) (3.96)
i=1 i
que no es mas que la expresion (3.92) explicitada. |

Las ecuaciones de movimiento (3.91) y (3.92) ya las habiamos encontrado ante-
riormente, en las secciones 3.3 y 3.4, aunque con un sentido ligeramente diferente.
Alli surgian como combinaciones lineales de ecuaciones para cada particula, con
lo cual su cumplimiento resulta necesario para un sistema cualquiera de N particu-
las. Ademas, el punto respecto al cual calculabamos los momentos tenia que ser un
punto fijo (aunque el sistema estuviera en movimiento).” Ahora son el resultado
de aplicar la ecuacion general de la dinamica al s6lido rigido y, por consiguiente,
para un sélido rigido, son necesarias y suficientes. Es decir, conocidas la posi-
cion y la velocidad en un instante y las fuerzas que actian sobre el sélido, permiten
predecir su futuro (y pasado). Podemos concluir asi, respecto a las ecuaciones de
movimiento en la forma (3.91) y (3.92): si C' es fijo no solidario con el sélido, son
necesarias; si C' es el C'M o un punto fijo solidario con el cuerpo, son necesarias
y suficientes.

2 Alli ya avanzamos que se podia
utilizar también el C' M



Otro aspecto destacable es que, si el momento respecto al C'M de las fuerzas que
actian sobre el solido es nulo, el movimiento del sélido rigido puede describirse
solo con (3.91) y podemos interpretar que se comporta como una particula de la
misma masa concentrada en el punto C'M.

Sistemas de fuerzas equivalentes

Las ecuaciones de movimiento del s6lido permiten definir los conjuntos de fuerzas
que causaran los mismos efectos sobre un sélido rigido. Observando solo el mo-
vimiento del s6lido no podriamos saber si el causante es un conjunto de fuerzas u
otro.

< Sistemas de fuerzas equivalentes. Si dos conjuntos de fuerzas aplicadas so-
bre el mismo sélido rigido tienen igual resultante e igual momento resultante (con
respecto al mismo punto), causaran los mismos efectos fisicos sobre el s6lido. De-
cimos que son dos sistemas de fuerzas equivalentes.

Problema 3.13.1. Un coche de masa m y anchura entre ruedas 2a viaja a una
velocidad de modulo v constante sobre una pista horizontal, de forma que su C' M,
a una altura h de la pista, describe una circunferencia de radio R > a. Encuentra
cual es la velocidad méaxima a la cual puede viajar sin volcar.

Solucion

La fuerza de rozamiento representada en la figura es la resultante de las fuerzas de
rozamiento en cada contacto rueda-carretera, que apunta radialmente porque la velo-
cidad es constante.

El movimiento de traslacion del C'M queda determinado por:

U2

ﬁ:mdéN:mg;Ff:maN:m—

R

El movimiento es a velocidad uniforme. Mientras el coche no vuelque, el momento
angular sera constante. Es decir, el coche si efectia una rotacion pero esta es uniforme.
Asi, si E<CM) es constante:
dLcn)
dt
Basta con calcular el momento de las fuerzas con respecto al C'M e igualar a cero,

=0
M(CM) = 0. Observando la figura:
My =0 = (Na — Fyh;0;0) = Na — Fyh =0
y, combinando con las ecuaciones de la traslacion, obtenemos: v = /gRa/h R
Problema 3.13.2. ;Qué condiciones debe que cumplir una polea sin friccion en

el eje para que la tension de la cuerda, de masa despreciable, sea igual en ambos
lados?

N
CM
—h -
A—V
Ff
a a
mg

Solucion del problema 3.13.1

F
Figura del problema 3.13.2
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Solucion
Los momentos los calculamos respecto al C'M, situado en el centro de la polea:

Lcmy = E Tiom)y X m;U;

i

Descomponemos la velocidad en velocidad de traslacion y de rotacion: @; = Ucar +

Vi(cm)

El término de traslacion resulta ser nulo: ( Z miﬁ-(cm> XUopm =0

i
=0

Asi, tenemos:

= o N dl_: cMm o o
Licay = Zri(CM) X M;Vycmy = # = Zri(CIW) X M Qi(cm)

i

En cuanto a los momentos de las fuerzas con respecto al C M:
M(CJW) = (T/R —TR) k
Tensiones iguales < M(CM> =0< > Ficem X Mi@iomy =0
i

Esta anulacion puede darse por:
1) Polea de masa despreciable (m; — 0). Puede rotar y desplazarse arbitrariamente.

2) Polea en rotacion uniforme (aceleraciones tangentes nulas): 7;car) X @icamry =
Ticoamy X dniconry = 0ya que Fionr||@n somy - Puede tener dimensiones y masa
arbitraria y puede desplazarse arbitrariamente.

Si la polea tiene un radio despreciable, hay que tener cuidado: la rotacion se puede
hacer muy grande, de forma que el producto no tiene por qué ser nulo! |

3.14 Par de fuerzas

Se denomina par de fuerzas un sistema de fuerzas que se aplica sobre un soélido
rigido equivalente a dos fuerzas iguales, de sentido contrario y con rectas de accion
paralelas; por consiguiente, de fuerza resultante nula y de momento resultante no
nulo (v. figura 3.40).

= El momento de un par de fuerzas es independiente del punto respecto al cual

se calcule.

Demostracion. Lo podemos ver calculando el momento del par: teniendo en cuenta
la figura 3.40:

M= XF -7 xXF=(F -7 )X F=:xF [ ]

< El mddulo del momento de un par podemos expresarlo como: Fig. 3.40: Par de fuerzas

M =Fd (3.97)



donde d es la distancia entre las rectas de accion de las fuerzas del par. Esta distancia
se denomina brazo del par de fuerzas. Por tanto, el momento de un par depende
de la distancia entre las fuerzas (brazo) y del valor de las fuerzas.

Es muy habitual conocer los pares M, que se aplican sobre un s6lido y no las fuerzas
que los constituyen. Ello no nos impide determinar el movimiento del sélido usando
las ecuaciones (3.91) y (3.92). Los pares Ml forman parte de los términos aditivos
en la determinacién del momento total M, (o). Un par normal al plano del papel se
puede representar con los simbolos v« 0 ~, que indican el sentido del par.

< Traslacién pura. En la figura 3.41, se aplica solo una fuerza al C'M de un sélido.
Segtin las ecuaciones de movimiento (3.91) y (3.92), con C' = C'M, el efecto que
tiene sobre el solido, si inicialmente esta en reposo, es una traslacion del C M sin
ninguna rotacion, movimiento que denominamos traslacion pura.

< Rotacion pura. En la figura 3.42, se aplica solo un par M al mismo sélido.
Teniendo en cuenta de nuevo las ecuaciones de movimiento, el efecto que tiene
sobre el sdlido, si inicialmente esta en reposo, es una rotacion alrededor del CM
sin que este se mueva, movimiento que denominamos rotacion pura.

Trabajo, potencia y energia de un par

El trabajo que hace un par M aplicado a un solido rigido es el trabajo que hacen
las fuerzas constituyentes del par. Si expresamos el par con dos fuerzas, F L= F y
F_ = —F, aplicadas en los puntos del solido 7, y 7_, tenemos M = (F.—7_)x F.
El trabajo sera:

W:/(ﬁ+.da+ﬁ, -dri) :/F~(dﬁ—dﬁ)
donde hemos omitido la especificacion de los limites de integracion.

Las fuerzas del par se aplican a puntos del cuerpo y estos puntos pueden ir cambian-
do. Ahora bien, como ya hemos visto en el problema 3.10.1, los desplazamientos
dr’, son desplazamientos de las particulas del cuerpo, en este caso del solido ri-
gido. Si tenemos en cuenta (3.83), podemos escribir: dif, —dir_ =dg x (7. —7_)
y B (dF,—dF ) = F - (d@ x (F, 7)) = ((f+ 7)) x ﬁ) - d@. Obtenemos
la expresion para el trabajo y la potencia hechos por un par aplicado a un sélido
rigido:

W:/M-d@; P=M-& (3.98)

siendo & = % la velocidad angular del sélido.

Si el par tiene direccion constante u, M = M, y el sélido se mueve seglin el

M

Fig. 3.41: Una fuerza F aplicada
enel C M es la causa de una
traslacion pura: si el sélido esta
inicialmente en reposo, el efecto
de la fuerza F' es mover el CM
sin provocar la rotacion del sélido

Fig. 3.42: Un par M es la causa
de una rotacion pura: si el sélido
esta inicialmente en reposo, el
efecto del par M es hacerlo girar
alrededor del CM.EI C'M se
mantiene en reposo

117



S

118

3 Dinamica de NV particulas

mismo eje, dg = dy 1, la expresion del trabajo W y la potencia P resultan:
Phi
W:/Mdgp;P:Mw (3.99)
Pini
Si el par M solo depende de ¢, podremos escribir la energia potencial asociada al
par en la forma:

U= —/M((,O) de (3.100)
< Si el par es constante, tenemos:

U=-Mg (3.101)

<» Si el par tiene la forma M = —k¢p, como el caso del muelle de la figura 3.43,
donde k seria la constante de recuperacion del muelle (unidades Nmrad™'), la
energia potencial correspondiente resulta:

1
U= gre’ (3.102)

Fig. 3.43: El muelle de constante
K proporciona un par
M = —k al stlido cuando se
deforma un angulo ¢









L, Estatica de los solidos rigidos

Introduccion

En este capitulo, tratamos de la estatica del sdlido rigido. Veremos qué condiciones
se tienen que dar para que el solido esté en reposo. Empleando la equivalencia de
los sistemas de fuerzas, aprenderemos a representar adecuadamente los sistemas
de fuerzas mas comunes que actuan sobre los sélidos (v. figura 4.1) y encontrare-
mos, por anulacion del momento resultante, los puntos en que hay que aplicar las
resultantes.

Aplicaremos las ecuaciones de movimiento intercambiando lo que usualmente to-
mamos como datos e incognitas. Los datos seran, ademas de algunas fuerzas, el
movimiento del solido, que ahora queremos que permanezca en reposo. También
veremos qué consecuencias tiene la ecuacion general de la dindmica en este caso:
ecuacion general de la estatica o principio de los trabajos virtuales.

Si las ligaduras son ideales y las fuerzas son conservativas, veremos que el prin-
cipio de los trabajos virtuales nos lleva a reducir el problema del equilibrio y la
estabilidad de este equilibrio al estudio de la geometria de la funcion energia po-
tencial.

4.1 Estatica del solido: condiciones de equilibrio

Decimos que un sélido rigido esta en equilibrio cuando las aceleraciones de trasla-
cion y rotacion son nulas. Asi, un sélido en reposo esta en equilibrio, pero también
un sélido que se mueve a una velocidad uniforme y/o que tiene una rotacion uni-
forme. Lo que es importante es que, si las condiciones iniciales del sélido son de
reposo y este estd en equilibrio, permanecera en reposo. Asi como en los capitu-
los precedentes hemos planteado el problema dindmico mirando de averiguar qué
efectos o movimiento causaban las fuerzas conocidas y, por consiguiente, el mo-
vimiento era nuestra incognita, ahora lo que queremos saber es qué fuerzas causan
un efecto conocido: la aceleracion nula. Las fuerzas son ahora nuestra incognita.

AN 7

Fz)(o) . /
'%7'3 o
¢ 7 <‘/

T1(0)

Fig. 4.1: Sélido sometido a
fuerzas aplicadas en diferentes
puntos

F
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No todas, claro esta. En general, se trata de encontrar las fuerzas no conocidas que,
con las fuerzas conocidas y los condicionantes geométricos o ligaduras, hacen que
el solido esté en equilibrio.

Partiremos de las ecuaciones de movimiento de un sélido rigido (3.91, 3.92), que
ya hemos visto en el capitulo 3. Si el s6lido se encuentra en equilibrio, obtenemos:

N N
F_::ZF_Z:O ; M(o):Zﬁ(o)XEZO 4.1)
i =1

Podemos enunciar:

< Condicion de equilibrio del solido rigido. La condicion necesaria y suficiente
para que un solido rigido esté en equilibrio es que la resultante y el momento
resultante de las fuerzas que actuan sobre el solido sean nulos.

Propiedades y relaciones

A continuacion, veremos una serie de propiedades y relaciones que nos seran de
utilidad.

< a) El punto O respecto al cual calculamos los momentos en las ecuaciones
de equilibrio (4.1) puede ser cualquier punto fijo del espacio.

Ello es consecuencia de las ecuaciones de movimiento del sélido, deducidas en la
seccion 3.11. Alli comentdbamos que el punto C podia ser, en caso de existir, un
punto fijo del sélido o, en general, el centro de masas. En el caso de la estatica, el
solido esta en reposo y, por consiguiente, C' puede ser cualquier punto del sistema
de referencia solidario con el sélido.

< b) Las fuerzas sobre un sélido rigido son vectores deslizantes.

Esta propiedad se cumple tanto si el solido esta en equilibrio como si no, aunque
en este Ultimo caso hay que precisar que se cumple para cada instante. Podemos
hacer deslizar 1a fuerza por su recta de accion trasladando el punto de aplicacion
a otro punto cualquiera de esta recta, puesto que el momento respecto a un punto
fijo O sera el mismo (v. figura 4.2).

Demostracion 1 Podemos hacer la demostracion partiendo de la definiciéon de mo-
mento de una fuerza

710y X F' = (F1(0)+T2(0) =T2(0)) X F' = T2(0) X F+(T1(0) —=T2(0)) X F' = T2(0) X F

Demostracion 2 Seglin hemos visto en el capitulo 2, podemos calcular el momento



utilizando la regla del tornillo y (2.11). En nuestro caso, seria:

M(o) :Fﬁ

Como la fuerza F, los puntos de aplicacion sobre su recta de accion y el punto O
estan en un mismo plano, la direccion y el sentido del momento seran los mismos y
el médulo solo dependera de OF, es decir, de la distancia entre el punto O y la recta
de accién de F, que es independiente del punto de aplicacion de F sobre esta recta
(v. figura 4.2). |

= ¢) Si sobre un sélido en equilibrio actian solo dos fuerzas, estas tienen que
ser necesariamente de igual médulo y de sentido contrario, y tener la misma
recta de accién (ver las figuras 4.3 y 4.4).

Demostracion. Queremos que el solido de la figura 4.3 esté en equilibrio. La re-
sultante debe ser nula, F, = —F,. El sistema de la figura 4.3 es, pues, un par. El
momento resultante también se tendra que anular. Segun la expresion del momento
de un par (3.97), la distancia entre las rectas de accion de las fuerzas, d, ha de ser
cero. Es decir, las fuerzas del par tienen la recta de accion coincidente: el sistema de
fuerzas de la figura 4.3 ha de ser como el de la figura 4.4. |

Problema 4.1.1. Calcula la reaccion en el punto C' (fuerza y par) necesaria para
que la esfera, de peso despreciable, se mantenga en equilibrio.

Solucion
Denominamos C' la fuerza de reaccion en el punto C sobre la esfera y M el par de
reaccion. Las ecuaciones de equilibrio de fuerzas respecto a los ejes de la figura son

Fsinp+C,=0

—Fcosp+C,=0
y la ecuacion de equilibrio para el momento, tomando momentos respecto al punto C'
(recordemos que podemos hacerlo respecto a cualquier punto):

Mec — Fsing2R=0
Encontramos asi:
C=—Fsingi+ Fcospj  Mc=2RFsingk u

Problema 4.1.2. En la figura, se muestran las fuerzas aplicadas a un sélido rigido,
de peso despreciable, que resulta estar en equilibrio. ;Qué vale d?

Solucion

No nos es necesario calcular la fuerza F'. Expresamos la condicion de equilibrio de

los momentos tomando momentos respecto al punto de aplicacion de la fuerza F':
90(d—6)—50d=0

y despejamos d:
d=135m -

F

AN
<N
:\

T

O\ 2(0)

Lh(o)

Fig. 4.2: Las fuerzas sobre un
solido rigido son vectores
deslizantes

F,
A, A/

—

F,

Fig.4.3: F, y F> fuerzas no
conocidas

F

Fig. 4.4: Las condiciones de
equilibrio imponen esta
configuracién para las fuerzas F
\ ﬁ?

*
Figura del problema 4.1.1

Solucién del problema 4.1.1

=
S|

@

9

Figura del problema 4.1.2
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4.2 Peso y centro de gravedad

El peso de un cuerpo es la fuerza que el campo gravitatorio de la Tierra ejerce so-
bre cada una de sus particulas (v. figura 4.5). Se considera la gravedad terrestre ¢
constante como consecuencia de las dimensiones relativamente pequefias del cuer-
po que se quiere tratar respecto a la Tierra. Si no decimos lo contrario, tomaremos
el valor estandar g = 9,81 m/s”.

=» El momento de las fuerzas peso sobre un cuerpo respecto al C M es nulo.

Demostracion. Laposicion del C'M respecto a él mismo es, obviamente, cero, ¥c (o)
0. Por tanto, % f Tcaydm = 0. Asi, tenemos:

M(CZW) :/'F(CM) Xdﬁ:/T_"(C]u) ngm = (/F(Clw)dm> XgZO

donde hemos utilizado que § es constante al sacarla de la integral. |

Esta importante propiedad del C'M hace que, en este contexto, sea denominado
centro de gravedad, CG, del cuerpo.

A efectos mecanicos, y segun lo que sabemos de los sistemas de fuerzas equivalen-
tes (v. final de la seccion 3.11), podremos sustituir las fuerzas de cada una de las
partes del cuerpo por la fuerza peso resultante aplicada en el CM o CG (v. figura
4.6). Esta fuerza peso tendra la misma resultante y el mismo momento resultante
(nulo) respecto al C'M que el sistema de fuerzas peso, dP = gdm, de cada diferen-
cial de masa, dm, del cuerpo. Recordemos que esta sustitucion la podemos hacer
porque el cuerpo es un solido rigido.

4.3 Fuerzas sobre sdlidos debidas a fluidos gravitantes. Prin-

cipio de Arquimedes

En este apartado, estudiamos las fuerzas que los fluidos ejercen sobre los so6lidos
y sus puntos de aplicacion.

Consideramos un cuerpo sélido sumergido en un fluido (v. figura 4.7). Como en
todo contacto, habra fuerzas normales y tangentes. En una situacion general, esta-
tica o no, si el fluido es no viscoso las diferentes capas del fluido se deslizan; se
puede decir que no hay rozamiento ni entre las capas del fluido ni entre el fluido
y el solido. Observando la figura 4.8, aunque la superficie del solido no sea lisa,
la no viscosidad del fluido hace que no haya fuerza de friccion entre el sélido y el
fluido. Por tanto, las fuerzas tangentes en el contacto son nulas y solo se tienen en
cuenta las fuerzas normales, que actuan de forma distribuida por la superficie del
contacto (v. figuras 4.8 y 4.9). Si la situacion que tratamos es estatica, a pesar de
ser el fluido viscoso, las fuerzas de friccion viscosa (proporcionales a la velocidad)
seran nulas y la fuerza sobre la superficie sera normal.

l.c;'
‘cCM

ldm
dP = Gdm

Fig. 4.5: El campo gravitatorio
actua sobre cada una de las
particulas de un cuerpo

—
Q

CM
ﬁ:mg’

Fig. 4.6: Un sistema de fuerzas
equivalentes muy sencillo es el
del peso aplicado en el
CG=CM

15

Fig. 4.7: Solido sumergido en un
fluido

|

Fig. 4.8: Aunque la superficie del
solido sea aspera, si el fluido es
Nno viscoso no provocara fuerzas
tangentes



Concepto de presion

Definimos la presion p debida a un fluido como la fuerza normal por unidad de
superficie que actia sobre la superficie de un sélido sumergido en el fluido (v.

figura 4.9)
dF

=z (4.2)

p

Si consideramos cubos cada vez mas pequefios, vemos que el concepto de pre-
sion es independiente de la existencia de una superficie material. Dependera de las
caracteristicas del fluido y del punto en que la queramos evaluar (v. figura 4.10).

En la figura 4.10, podemos decir que la presion donde se encuentra el cubo es p,
también en el caso de que no esté el cubo.

Unidades de presion

En el sistema internacional, la presion se mide en pascales (Pa):
9 1Pa=1N/m’
También son muy utilizadas otras unidades como:

< milibares (mbar): 1 mbar = 1 hPa
= atmosferas (atm): 1atm = 1,013 x 10° Pa

< milimetros de mercurio (mmHg): 750 mmHg = 1 atm

Presion de un fluido en un campo gravitatorio uniforme

Consideramos un volumen diferencial de fluido en forma de cilindro vertical de
base Sy altura dz (v. figura 4.11). z es la profundidad, una coordenada que tiene
la direccion y el sentido de ¢ con origen en el nivel del fluido. La fuerza que hace
esta porcion de fluido en la base del cilindro es igual al peso del fluido que hay
dentro del cilindro.

dF =dmg = pSdz g

Por tanto:

dp = pg dz 4.3)
Si el fluido es liquido, podremos considerarlo incompresible, es decir, su densidad
p sera constante en todo punto del liquido. Integrando la ecuacion anterior, obte-
nemos la diferencia de presiones entre dos puntos que estan a diferente altura o
profundidad:

Ap = pg Az (4.4)

Fig. 4.9: Distribucion de fuerzas
normales sobre el sélido
provocadas por el fluido gravitante

N
X

Fig. 4.10: Podemos hablar de

presion aunque no haya ningdn
solido sumergido

Fig. 4.11: Volumen diferencial de
fluido en forma de cilindro vertical
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En un fluido homogéneo (p = cte.), cerrado o no, los puntos de igual altura con
respecto cualquier referencia tienen la misma presion. Las presiones a igual altura
pueden ser diferentes cuando en el recipiente hay mas de un fluido en contacto o,
en general, cuando el fluido no es homogéneo.

Puesto que la densidad de un gas es mucho mas pequeiia que la de un liquido,
la diferencia de presion entre dos puntos a diferente altura, en los gases serd mu-
cho menor que en los liquidos. Asi, por ejemplo, si tenemos un recipiente donde
coexisten liquidos y gases, las diferencias de presion en el caso de los gases sera
despreciable.

Problema 4.3.1. Llenamos una rama de un tubo en forma de U, abierto por los
dos extremos, con agua y mercurio. Si la diferencia entre los niveles de mercurio
es de hy, = 2 cm, calcula la altura de la columna de agua h,,,.

Datos: p,, = 13 x 10°kgm~, p,,.. = 10°kgm™

Solucion
Como las diferencias de presion en el aire son despreciables respecto a las de los
liquidos, los dos niveles By B’ en contacto con el aire tienen la misma presion. Los
dos puntos Ay A’ conectados con el mercurio tienen la misma presion. Asi, la presion
provocada por la altura hy, del mercurio sera igual a la provocada por la altura h,g.
del agua:

pHgthg = pﬂguaghagua

despejando hug:
Prghn

hagua =
Pagua

= 26 cm |

Principio de Arquimedes

<> Principio de Arquimedes. Todo cuerpo sumergido en un fluido gravitante ex-
perimenta una fuerza de empuje vertical hacia arriba, F, igual al peso del liquido

que desplaza:
E = Py, (4~5)

El empuje E esta aplicado en un punto, el centro de empuje, C'E, situado en el
centro de masas del fluido desplazado, C M4,

CE = CMyu (4.6)

Demostracion. En la figura 4.13, se puede ver, a la derecha, un cuerpo medio su-
mergido un volumen V' en un fluido y, a su izquierda, una superficie con la misma
forma que el cuerpo original, que encierra una parte de fluido V igual a la desplazada
por el cuerpo original. Como esta parte de fluido V' estd en equilibrio, el peso del

Figura del problema 4.3.1

-

Solucién del problema 4.3.1

Fig.4.12: Arquimedes de
Siracusa (287 a. C.-212 a. C.)

AE
o «
M, Miia
fluido V M uido
'~
*
w®
[
Phido
vP

Fig.4.13: A la derecha, la
distribucion de fuerzas que el
fluido provoca sobre un sélido
sumergido en un fluido. A la
izquierda, la misma distribucion
actuaria sobre una superficie que
tuviera la misma forma que el
solido de la derecha



4.3 Fuerzas sobre sélidos debidas a fluidos gravitantes. Principio de Arquimedes

fluido cerrado, Phuig, sera igual a la resultante de las fuerzas distribuidas debidas a
la presion, es decir, al empuje E: F = Ph. Si, ademas, el fluido es incompresible,
tendremos £ = pgV'.

Por el mismo razonamiento, el punto de aplicacion de E sera el centro de masas
del fluido encerrado por la superficie (C Mg ). Puesto que E aplicado en el C'E es
consecuencia exclusivamente de las fuerzas que el fluido ejerce sobre la superficie,
sera el mismo que recibird el cuerpo original, de la misma forma que la superficie e
igualmente sumergido, aunque su peso sea diferente. |

Problema 4.3.2. En un recipiente que contiene agua de densidad p, = 1g/cm’
y aceite de densidad p,.. = 0,8 g/cm’, hay un cilindro, de H = 15cm de altura y
de densidad p = 0,9 g/cm’, que se encuentra flotando en equilibrio con su eje en
posicion vertical. Si vemos que el cilindro sobresale a una altura z = 0,8 cm por
encima del nivel superior del aceite, calcula las alturas = y y del cilindro sumergido,
respectivamente, en el agua y en el aceite.

Solucion

La ecuacion de equilibrio de fuerzas verticales es E,.. + E, — P = 0, donde E,.. =
Paeg Sy es el empuje debido al aceite, £, = p.g Sz es el empuje debido al agua
y P = pg SH es el peso del cilindro. Se debe cumplir también H = = 4+ y + 2.
Sustituyendo, obtenemos el sistema:

Pacey + pat — pH =0
H=x+y+z

que, teniendo en cuenta los datos del enunciado, podemos resolver para x y y. En-
contramos:

rz=10,7cm y y = 3,5cm |

Fuerzas sobre superficies planas

Queremos calcular la resultante y el punto de aplicacion de las fuerzas de un fluido
incompresible sobre una superficie plana con un dngulo de inclinacion cualquiera.

Observando las figuras 4.14 y 4.15, la fuerza dF" que el fluido ejerce sobre la super-
ficie ds es dF = pdS, con p = pgz. Sitenemos en cuenta que p y g son constantes,

F:pg/zds

La profundidad z (v. figura 4.15) del centro de simetria C'S, z.s de la superficie

1
zCSZE/zds

podemos escribir:

(4.7)

€S

(4.8)

Figura del problema 4.3.2

ds

- ——

e

Fig. 4.14: Elemento de superficie
ds horizontal, de anchura a(z),
de una superficie plana
sumergida en un fluido

profundidad
: Fes
f RN
% # d}'

Fig. 4.15: Fuerza, dF', ejercida
por el fluido sobre el elemento de
superficie ds y profundidad del
CS, zZCs
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Asi, sustituyendo la integral de (4.7) usando (4.8) obtenemos:

F = pgzcsS 4.9)

Por tanto, podremos calcular la fuerza resultante sobre una superficie plana multi-
plicando la presion en la profundidad z.s por el area de la superficie plana.

Si la anchura de la superficie, a, es constante, S = al, es sencillo calcular la
profundidad z. 5 de su centro de simetria (v. figura 4.16):

1
Zos = 2+ 5(752 - Zl) = 5(22 + Zl)

Sustituyendo en (4.9), obtenemos:

1
F =pg i(zz—kzl)aL (4.10)

El punto de aplicacion de la resultante, x (v. figura 4.17), lo encontraremos im-
poniendo (si es posible) que el momento total respecto a este punto sea nulo. Ob-
servando la figura 4.17, la condicion de la nulidad del momento respecto a z la
podemos expresar como:

/(xfo)dF:() (4.11)

1
xF:F/xdF

Si tenemos en cuenta que estamos estudiando el caso a = cte., ds = adz y dF =

donde, despejando z

(4.12)

pgzdz, (4.12) puede ser escrita, teniendo en cuenta también (4.10):

2 / J
7L(z2—|—zl) Tz dr

En la integral anterior, se mezclan dos variables, x vy z, que no son independientes.

(4.13)

Tp =

La relacion entre estas variables sera lineal, = = Ax 4+ B, y podemos encontrar
las constantes A y B por las condiciones t =0 = 2z =2z, yx = L = 2z = z,.
Alternativamente, observando la figura 4.17, podemos expresar el seno del d&ngulo

a como sinq = 25 =

#2-%_ Encontramos:

(4.14)

y, sustituyendo en (4.13) con los limites de integracion para la variable x de z = 0
hasta z = L:

L

2 22 — 21
= — ) — d 4.15
Tp ot /x(z 7 x) dz (4.15)
0
Haciendo la integral, encontramos finalmente:
L 2z
Tp = L(z +22) (4.16)

3(z, + 2,)

Fig.4.16: Fuerza resultante, F’,
del fluido sobre la superficie de
anchura constante horizontal y
profundidad z; y z- de sus
extremos

Fig.4.17: Distribucién de las
fuerzas d F" sobre cada elemento
ds en funcion de la profundidad y
coordenada x que localiza cada
uno de los ds de la superficie



Problema 4.3.3. Un recipiente de 1 m de anchura tiene una compuerta AB de
masa despreciable que se aguanta gracias a las fuerzas F) y F, perpendiculares a
la compuerta, tal como indica la figura. Encuentra los valores minimos de estas
fuerzas que permiten que la compuerta esté en equilibrio.

Solucion
La anchura es a = 1 m. Podemos encontrar AB:

2
4
sing0e

AB=L=

Aplicando la expresion (4.9), con z; = 0y z> = 2m, obtenemos:

Fagua:103-9,81-%~2~1~4:39240N

El punto de aplicacion lo encontramos con (4.16):

4.(242-0)-1 4
Tp= —F77——~ — =_-m

3(2+0) 3

Ahora aplicamos las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y momentos. Tengamos en
cuenta que queremos los valores minimos y, por consiguiente, las reacciones de los
apoyos en los puntos A y B sobre la compuerta seran nulos. Los momentos, los cal-
culamos respecto a B:

S F=0: FitF—Fu=0
ZM(B)lZO :FlL_ FaguamF:O

y solucionamos F; y F5:

F; =13080N ; F, =26160N

4.4 Ligaduras y fuerzas de reaccion

Si el solido en equilibrio presenta apoyos o, en general, ligaduras (cuerdas, contac-
tos, rodillos, articulaciones...) y queremos resolver las ecuaciones de equilibrio, lo
que hacemos es sustituir las ligaduras por fuerzas de reaccion. Se denomina dia-
grama del solido libre (DSL) el diagrama donde se representa el so6lido y donde se
han sustituido todas las ligaduras por las fuerzas de reaccion correspondientes. Las
reacciones son fuerzas externas, de entrada no conocidas. En la tabla de la pagina
346, se presenta una lista de posibles ligaduras para un so6lido con las reacciones
correspondientes.

4.5 Estatica de NV solidos rigidos

Sitenemos N solidos ¢ = 1,2,3... sometidos cada uno de ellos a fuerzas externas y
con posibles contactos entre ellos, podemos trazar el diagrama del sélido libre del

Solucién del problema 4.3.3
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conjunto o para cada s6lido por separado. En caso de querer representar el diagrama
del sélido libre del conjunto de cuerpos, las fuerzas de contacto serian internas y
se anularian dos a dos, con lo cual no las tendriamos que incluir ni en el diagrama
ni en las ecuaciones de equilibrio (v. figura 4.18).

En caso de querer representar cada solido por separado, las fuerzas de contacto
seran fuerzas externas al s6lido sobre el cual actian. Las fuerzas de contacto cum-

—

plen la ley de accion y reaccion F, (i, = —Fa;, y tendran sentidos opuestos si

las aplicamos en un cuerpo o en el otro (v. figura 4.19).

Cadauno de los N sélidos cumplira las ecuaciones de equilibrio F; = 0y M;p,) =
0, que deben incluir las fuerzas de reaccion.

Supongamos, en presencia de la gravedad, dos bloques de masas m, y m, uno
sobre el otro y sobre un plano inclinado de angulo 6 (v. figura 4.20). Cuando repre-
sentamos las fuerzas en el diagrama del conjunto de los dos bloques sin el plano
inclinado, dibujamos las fuerzas externas, como el peso del bloque A y del B, las
fuerzas de contacto entre el plano y el bloque B, normal y tangente o friccion.

N
\‘B P,
B

A \ ,
m,gsin @ m g COS
NAR F‘/ \
'N\u mpg cos 6
Mg sin @

Si queremos representar el diagrama de cada bloque por separado, ademas de in-
cluir las fuerzas comentadas anteriormente, deberemos anadir también las fuerzas
de contacto entre A y B, normal y tangente o de friccion. Como se puede observar
en la figura 4.21, tanto la normal como la de friccion entre el bloque A y el B tienen
sentidos opuestos cuando se representan en el bloque A o en el B.

Problema 4.5.1. La barra de la figura, de 80 cm de longitud y 20kg de masa,
esta articulada sin friccion en el punto fijo A. Qué par (momento) debe hacer la
manivela sobre la barra para aguantar el bloque de 100 kg y cual es la fuerza que
actua sobre la barra en el punto A (dos componentes)?

Solucion

El bloque de 100 kg ejerce una tension sobre la cuerda de valor P, = 100 - 9,81 =
980N y el peso de la barra P, = 20 - 9,81 = 196,2N aplicado en el CM de la
barra. Utilizamos las ecuaciones de equilibrio para la barra y tomamos los momentos

/‘Flm
F2(2)
F2(1) \
A
\“T_‘;(‘l'z)

F1(1)

Fig. 4.18: Fuerzas externas F (1)
y F(2) sobre los solidos 1y 2,
respectivamente, que presentan
un contacto en A

F1<2)

F2(2)

2(1) A
A =)

F,..
L b\ A(12)
FA(21)\——'FA

F1(1)
Fig. 4.19: Si hacemos el DSL de
cada solido, debemos incluir las

fuerzas de reaccioén en el contacto
A, Fago = —Faqy)

Fig. 4.20: Dos blogques, Ay B, en
contacto sobre un plano inclinado

Fig. 4.21: Diagramas del sélido
libre (DSL), de los bloques Ay B

lg &

100 kg

o 7 160°
L manivela

Figura del problema 4.5.1



respecto al punto A (v. figura): TP
z) A, =0 '

Yy A!/
YA, —P—P,=0 | P,
A) M4 — Pi0,8cos 60° — P,0,4cos 60° = 0 v {) 4
M

de donde obtenemos:

A, =0 Figura del la solucion 4.5.1
A, = 11772N
M, = 431,64Nm u

Problema 4.5.2. Las dos barras homogéneas tienen longitudes y masas diferentes.
Las articulaciones Ay B ylapoleaen D no presentan friccion. CD > £, +/, y, por A“

consiguiente, la cuerda C'D se mantiene siempre horizontal. Encuentra los angulos T
a'y B en la configuracion de equilibrio del sistema utilizando las ecuaciones de a\’ lg
equilibrio de los momentos. ‘ ’vmgé
3
B c_
Solucion ?;ls
Teniendo en cuenta el equilibrio del cuerpo que cuelga de la cuerda, la tension de la Figura del problema 4.5.2

cuerdaes T' = mag.

Seremos cuidadosos al plantear las ecuaciones de equilibrio de fuerzas para el sis-
tema formado por las dos barras, dado que no estamos interesados en encontrar las
reacciones en las articulaciones A y B. Usaremos la ecuacion de la nulidad de los
momentos de manera adecuada. Si consideramos solo la barra BC, la ecuacién de la
nulidad del momento respecto a B es:

mszgls cosﬁfng%2 sin =0 (1)

2m,
de donde encontramos tan 3 = 21

mo

Si ahora consideramos las dos barras, la ecuacion de la nulidad del momento respecto
aAes:

. ly . .
msg (€2 cos B + 1 cosa) — mag <£1 sino + 52 smﬁ) — mlgi1 sinae =0
que, teniendo en cuenta (1), queda:
. 1 .
M3 COS Q. — Mo SINQx — m1§ sina =0

ms

¥ despejando, encontramos tana = ——— .
2 T
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4.6 Principio de los trabajos virtuales

Consideramos un sistema de s6lidos sometidos a fuerzas directamente aplicadas
conocidas, F,, que pueden incluir, por ejemplo, la gravedad o la fuerza de un mue-
lle, y con ligaduras ideales, como el de la figura 4.22. Suponemos que conocemos
las fuerzas directamente aplicadas F.. Esto quiere decir que conocemos estas fuer-
zas como funcion del punto donde se aplican. Si F, y F, son el peso o una fuerza
constante, conocer estas fuerzas es conocer el valor numérico del modulo (ademas
de la direccion y el sentido). En el caso de F, es conocerla como funcién del punto
de aplicacion 7. Lo que consideramos incdgnitas en este planteamiento es la confi-
guracion del sistema. En el caso de la figura (se trata de un sistema con dos grados
de libertad), las incognitas son los angulos ¢, y ¢, de cada barra con la vertical.
Podriamos encontrar la solucion planteando las ecuaciones de la estatica para dos
cuerpos. Si lo hiciéramos asi, nos aparecerian todas las fuerzas de reaccion como
nuevas incognitas no pretendidas. Recordando que en la ecuacion general de la di-
namica no aparecen las fuerzas de reaccion ideales, podemos utilizarla en nuestro
planteamiento, es decir, en un caso de estatica.

<» Ecuacion general de la estdtica. La condicion necesaria y suficiente para que
un sistema de solidos con ligaduras ideales esté en equilibrio, en una posicion
determinada, es que, para cualquier desplazamiento virtual desde esta posicion,
la suma de los trabajos virtuales de las fuerzas directamente aplicadas (las que no
son reacciones de las ligaduras) sea nula:

> F, .67 =0 (4.17)

Demostracion. Esinmediata. Partiendo de la ecuacion general de la dindmica (3.64),
teniendo en cuenta que en el equilibrio @; = 0, queda como (4.17).

Observamos que, en lugar de emplear el indice ¢ = 1...IN, empleamos el indice a. Con
esto queremos indicar que, al suprimir las aceleraciones, no es necesario contabilizar
qué ocurre a todas las m; y, como las fuerzas se aplican, en general, solo a unas
pocas particulas, podemos emplear un indice a que numere tan solo estas fuerzas y
las particulas sobre las cuales acttan, 77,. |

La expresion (4.17) se conoce habitualmente con el nombre de principio de los
trabajos virtuales (PTV). En esta ecuacidn, se incluyen las fuerzas externas, por
ejemplo los pesos aplicados sobre los C'M de cada sélido, pero no las fuerzas de
reaccion ideales, como ya se ha comentado en la seccion 3.9.

Si conocemos las ligaduras, podremos saber los movimientos posibles y, por con-
siguiente, los grados de libertad L del sistema. El nimero de grados de libertad sera
igual al nimero de parametros o variables independientes. Asi, por ejemplo, si nos

Fig. 4.22: Dos barras articuladas
sometidas a las fuerzas
directamente aplicadas Fi, F>y
Fs



fijamos en el problema 4.6.2 de la pagina 133, como se trata de un conjunto de dos
barras articuladas con un extremo fijado, el sistema tiene dos grados de libertad y,
por consiguiente, podemos dar su posicion con los valores de los dos angulos o y 3,
que seran los parametros o variables que debemos tener en cuenta en la ecuacion.

Si el sistema tiene L parametros independientes ¢;, con ¢ = 1...L, y conocemos
las ligaduras en la forma 7, = 7,(qi, ¢....), la expresion de los desplazamientos
virtuales sera

o7, = dF, =

Aplicandolo a la ecuacion (4.17) del PTV, obtenemos L ecuaciones de equilibrio,
tantas como incognitas g;.

- Or,
E F,— = 4.1
*"Ba, 0 (4.18)

a=1

Las soluciones ¢; = q.,; son las posiciones de equilibrio del sistema.

Problema 4.6.1. Si el sistema de la figura est4 en equilibrio, determina la relacion
entre las fuerzas F'y P en funcion del angulo 6 de equilibrio.

Solucion

El sistema es conservativo porque las fuerzas P y F son constantes y porque las
ligaduras tienen reacciones ideales. Asi, el PTV se expresa:

P.dip + F - diie =0 (1)
donde d7’p y di'r son los desplazamientos virtuales de los puntos de aplicacion de las
fuerzas P = (0,—P) y F' = (—F,0).

El sistema tiene un unico grado de libertad, expresado por el parametro angulo 6.
Observando la figura y teniendo en cuenta los ejes escogidos, 7» = (L cos 6, L sin6)
y 7r = (2L cos 0, 0). Diferenciando, obtenemos los desplazamientos posibles:

dip = (—Lsinf, L cos0) do

drr = (—2Lsin6,0) db
Sustituyendo las fuerzas y los desplazamientos en (1), tenemos

(=P L cos 0+F2L sin 8)df = 0y, como df es un desplazamiento cualquiera:
—PLcosf + F2Lsinf =0

de donde, despejando, obtenemos:

tanf = —

Problema 4.6.2. Las dos barras homogéneas tienen longitudes y masas diferentes.
Las articulaciones Ay B y la polea en D no presentan friccion. CD > £, + £,

Figura del problema 4.6.1

Solucién del problema 4.6.1
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y, por consiguiente, la cuerda C'D se mantiene siempre horizontal. Encuentra los
angulos a 'y S en la configuracion de equilibrio del sistema utilizando el principio
de los trabajos virtuales.

Solucion

Teniendo en cuenta el equilibrio del cuerpo que cuelga de la cuerda, la tension de la
cuerda es 7' = masg.

. . . . , . Figura del problema 4.6.2
Utilizamos un sistema de ejes (z, y) de forma que el origen esta en el punto A, el eje

x es horizontal y crece hacia la derecha y y es vertical y crece hacia abajo.

La expresion del PVT sera F Y- dry + F; - dry, + fg - dis = 0 que, explicitando
Fy = (0,my1g), Fy = (0,mag) y T = (msg,0), resulta:

myidy, + mady, + madz; =0 1

donde ya hemos eliminado la g de la expresion. Los desplazamientos dry, drs y di's
no son independientes, sino que dependen de los dos angulos o y 3:

Y1 = %cosa = dy, = —%1 sina do
Y2 = {1 cosa + %2 cosff = dy, = —{isinada — %Sinﬁ dg
x3 =l sina +lrsinff = dxz ={¢;cosada + f>cos B dS
Sustituyendo en (1), obtenemos:
ly . . ly .
—ma sina da 4+ mo | —{isinada— 5 sin3 df

+ ms(licosada + LlcosBdB) =0 )

Si ahora tenemos en cuenta que da y df son desplazamientos independientes, pode-
mos considerar (2) con da # 0y dfS = 0:

1 . .
—m1§ sina —masina +mgzcosa =0 3)

y también da = 0y df # 0

1
—Mmag sinf +mscos =0 “
8 2ms .
De(3)y (4), obtenemos tana = ——— y tan 8 = , resultado ya obtenido
5 + mo mo
en el problema 4.5.2 utilizando las ecuaciones de equilibrio de los momentos. |

4.7 Equilibrio y estabilidad de sistemas conservativos
Equilibrio

Consideramos ahora que tenemos un sistema conservativo, esto es, con las mismas
condiciones que el de la seccion anterior y, ademas, todas las fuerzas directamente
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aplicadas F, son conservativas, es decir, cada fuerza tiene asociada una energia
potencial y, por consiguiente:

> F,-dr, = —dU

donde U es la energia potencial del sistema. El PTV se puede escribir ahora:

dU =0 (4.19)

Explicitando, las ecuaciones de equilibrio se pueden escribir como una condicion
geométrica sobre la funcion potencial:

< La posicion de equilibrio ¢, = {qeq, Qe ---Gear. } de un sistema conservativo co-
rresponde al punto donde la energia potencial es extremal:

ou

e (4.20)

qd=deq

Estabilidad

Si el sistema esta en la posicion de equilibrio ¢, con E. = 0, su energia es &/ =
U.., donde .,, quiere decir extremal. Si le damos energia cinética E_,;, que siempre
es positiva, el sistema se movera con energia mecanica £ = U+ FE.,; = constante.

En las figuras 4.23 y 4.24, podemos ver las graficas de la energia potencial (azul)
y mecanica (rosa) alrededor de un extremal para un sistema cualquiera. Se podria
tratar de una montafia rusa. En este caso, la forma de la guia coincide con la forma
de la funcion potencial.

Segun como sea el tipo de extremal de la posicion q,, de equilibrio, podemos decir:

< ¢,, es una posicion de equilibrio estable. Cuando U|(q,,) es un minimo, tenemos
que U > U,,. Como E = U, + E.,; = constante y el sistema no se puede alejar
mucho de la posicion g, puede llegar hasta que E, = 0.

< ¢, es una posicién de equilibrio inestable. Cuando U(g,,) es un maximo o
un punto de inflexion. Si es un maximo, tenemos que U < U,,. Como E =
U, + E..n = constante, el sistema se aleja mucho de la posicion q.,, F. # 0
y va creciendo. Si es un punto de inflexiéon y va hacia la zona U > U,,, se com-
porta como en el caso de un minimo, llega al punto E, = 0y vuelve yendo a parar
alazona U < U,y le pasa lo mismo que en el caso del maximo: E. # 0y va
creciendo.

< g., es una posicion de equilibrio indiferente. Cuando en un entorno finito de
Q> U es constante.

\

E = constante

/
qqu =Uniw + Eois

Fig. 4.23: La vagoneta esta
situada en un minimo de la
montafia rusa. Si la empujamos
poco, es decir, si le damos un
poco de E. i, la energia
mecanica sera

E = Unin + Ecini y seréa
constante. La vagoneta se
movera alrededor del minimo
entre las dos posiciones en qué
E = U puesto que, més alla,
tendria que ser E. < 0 para
cumplir E = constante, y esto no
puede ser

l,_.
E = constante E=U+0

/ﬁ— Uma.\»/mf + Ecmi

eq
E=U+E
E=U+E, U+E.

N\

Fig.4.24: La vagoneta esta
situada en un maximo o un punto
de inflexion de la montafia rusa.
Si empujamos poco, es decir, si le
damos un poco de E. i, la
energia mecanica serd

E = Unix/int + Ecini- Siesun
maximo, ird aumentando la E..,
pues estara en una zona donde
U < Upsx y debe cumplirse

E =constante. Si es un punto de
inflexion y va hacia la zona donde
U > Uy, nO podra ir mas alla de
E =U,esdecir, E. =0y
volvera hacia abajo aumentando,
ahora si, su E.
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Para un sistema de un solo grado de libertad g, ¢ = ¢.,, la condicién de equilibrio
(4.20) se reduce a:
d
a =0 (4.21)
dq

9=qeq

Para estudiar la estabilidad de la posicion g,,, analizamos la segunda derivada en el
punto g = .
< Si pasa que
aeUu
dq?

>0 (4.22)

a=deq
entonces g = q,, €s un punto de equilibrio estable.
< Si pasa que
aeU
dq?

<0 (4.23)

g4=4deq

entonces g = g, €s un punto de equilibrio inestable.

< Si pasa que
aeU
dq?

=0 (4.24)

qd=deq

deberemos examinar el signo de las derivadas de orden superior:

<El equilibrio es estable si el orden de la primera derivada no nula es par y su
signo es positivo.

<El equilibrio es indiferente si todas las derivadas sucesivas son nulas.

<El equilibrio es inestable en todos los demas casos.

Problema 4.7.1. Las dos barras homogéneas tienen longitudes y masas diferentes.
Las articulaciones A y B y la polea en D no presentan friccion. CD > /£, + £, T

. . =~ . . . Sam
y, por consiguiente, la cuerda C'D se mantiene siempre horizontal. Encuentra los ‘\

LWL g
angulos ay 3 en la configuracion de equilibrio del sistema utilizando que el sistema ay’ 1
(¢
es conservativo. ng
B
¢ D
Solucion i 1
La energia potencial del sistema en funcion de los dos grados de libertad, los angulos Figura del problema 4.7.1

ay pB,es:
el 62 . .
U= fmlgg cosa—mag | 41 cosa + 5 cos B | —mag(fysina +4£;sin3) (1)

Las dos ecuaciones de equilibrio son:

U = 0= Lmysina+ masina —mscosa =0
55 =0= %mgsinﬁ—mgcosﬂzo



4.7 Equilibrio y estabilidad de sistemas conservativos %

2 .
de donde obtenemos tana = ML y tanf = s , resultado ya obtenido
-5 T m2 mo
en los problemas 4.5.2 y 4.6.2 por otros métodos. |

Problema 4.7.2. En el sistema de la figura, las barras tienen una masa despre-
ciable. Ni las articulaciones A y B ni el carrete C, de masa despreciable, presen-
tan friccion. El muelle, de masa despreciable, tiene la constante recuperadora k y
la longitud natural L, = 0,6 m. De la articulacion A cuelga un bloque de masa
m = 75kg. Encuentra el valor de k& que hace que el angulo 6 de equilibrio sea
0., = 35°. Otros datos: L = 1,2m, L, = 0,85 m

Solucion

La energia potencial del sistema es: Figura del problema 4.7.2
1 .
U(6) = mgLcosf + Qk(QLO sinf — Ly)*

y la condicién de equilibrio:

%g@) = —mgLsinf + k(2Lo sin — L;)2L,cosf = 0
La constante del muelle & debe cumplir esta condicion para el angulo 6., = 35°.
Obtenemos: I tand
k Mg tan b, = 969,54 N/m n

= 2Lo(2Lo sin s, — L)

Problema 4.7.3. La barra homogénea de longitud L y masa m se puede deslizar
sin friccion. El muelle estad relajado cuando 6 = 90°. ;Qué valor debe tener la
constante de recuperacion k del muelle de forma que § = 45° sea una posicion de
equilibrio?

Solucion
La energia potencial del sistema es:

U = mg£ sin 6 + %k(L — Lsin6)®

2 Figura del problema 4.7.3

y la condicién de equilibrio:

%éa) = mg% cosf — kL*(1 — sin®) cos §
La constante del muelle £ debe cumplir esta condicion para el angulo 6., = 45°:
(62 =0
Obtenemos:
k= —Fr
2L (1- ) n
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5 Dinamica del solido rigido en el
plano

Introduccion

Un sélido rigido efectia un movimiento plano si la direccidn del eje de rotacion se
mantiene constante. Toda particula del sélido efectia el movimiento en un plano
normal al eje de rotacion. De todos estos planos, el que contiene el centro de masas
del so6lido se denomina plano del movimiento (v. figura 5.1).

De acuerdo con esta definicion, en el movimiento plano del sé6lido rigido los vecto-
res velocidad angular & y aceleracion angular & seran, en todo momento, paralelos
entre si y perpendiculares al plano del movimiento. El movimiento de un so6lido
rigido se desarrolla en un plano porque:

a) Hay ligaduras externas que lo obligan a moverse en un plano.
Ejemplo 1: Una polea que gira alrededor de un eje fijo (v. figura 5.2).
Ejemplo 2: Una chapa plana que se mueve sobre un plano (v. figura 5.3).

b) El solido tiene simetria plana, las fuerzas exteriores estan en el plano de simetria
del solido y las velocidades iniciales, también.

Ejemplo 3: Una chapa plana, lanzada en un plano vertical que coincide con su
propio plano (v. figura 5.4).

Ejemplo 4: Una esfera homogénea que baja por un plano inclinado partiendo del
reposo (v. figura 5.5).

¢) Las fuerzas exteriores al s6lido son equivalentes a una resultante que pasa por el
C'M y un momento resultante nulo o en la direccion del eje del so6lido. La rotacion
inicial del s6lido tiene la direccion de ese mismo eje.

Ejemplo 5: Un disco lanzado con rotacion inicial segin el eje del disco, en pre-

&1

A}%CM
U; plano del movimento

—

LU

3,]

Fig. 5.1: Movimiento de un sélido
rigido en un plano

F

Fig. 5.2: Sélido rigido que gira en
torno a un eje fijo

G=4

%i
‘ Ve s

g

Fig. 5.3: Chapa plana en
movimiento sobre un plano

Fig. 5.4: Chapa plana en
movimiento en un plano vertical
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sencia de la gravedad. E1 CM efectia una parabola y la direccion de rotacion es
constante. (v. figura 5.6).

Ejemplo 6: En presencia de la gravedad, una peonza gira seglin un eje vertical que
pasapor el C'M y por el vértice de contacto con el suelo. La resultante y el momento
resultante son nulos. E1 CM efectuara un movimiento uniforme y la direccion de
rotacion sera constante (v. figura 5.1).

En todos estos casos, y de acuerdo con lo que se ha visto en la seccion 3.11, los
desplazamientos posibles de las particulas del solido rigido seran un subconjunto
de:

dF, = dfie + dF X Fc) 5.1)

La restriccion que tenemos que imponer es mantener constante el eje de rotacion.
Si @ es el vector unitario y constante en la direccion del eje de rotacion, los des-
plazamientos posibles de rotacion pasaran de tres grados de libertad, representados
por el caracter vectorial de d, a un grado de libertad, representado por d, segun:

dg = dp (5.2)

En este curso, trataremos exclusivamente los movimientos del so6lido rigido en un
plano. Las relaciones validas en general las indicaremos con 3D y las que solo
sean validas para movimientos planos las indicaremos con 2D. En este tema, se
utilizara la nomenclatura del sistema de particulas que se ha visto en el capitulo
3, teniendo en cuenta que, para cuerpos continuos las expresiones en forma de
sumatorios se convierten en integrales extendidas a todo el cuerpo (expresion (3.1)
de la introduccion del capitulo 3).

5.1 Ecuacion de traslacion 3D

De acuerdo con la ecuacion (3.91) de la seccion 3.13, la ecuacion de movimiento
del s6lido rigido asociada a las traslaciones es:

—

~ dP .
F = e M 5.3)

donde F es la resultante de las fuerzas exteriores al solido. La ecuacién de movi-
miento de traslacion del sélido sera la del movimiento del C'M (v. figura 5.7).

5.2 Ecuacion de rotacion para el movimiento plano (2D).
Momento de inercia

Siendo el movimiento en un plano, la rotacion del sélido rigido queda reducida a
una sola componente en la direccion del vector velocidad angular de rotacion &,

<5

Fig. 5.5: Esfera en movimiento
sobre un plano inclinado

Fig. 5.6: Un disco mantiene la
direccion de rotacion mientras el
C'M traza una parabola

Fig. 5.7: Dindmica de traslacion
del solido



que es una direccion fija del espacio 4 y es perpendicular al plano del movimiento.
En la seccion 3.13, se ha deducido la ecuacion general de la dindmica de rotacion
del solido rigido:

dL -
i~ Mo (54)
con
N
L(C) = Z'Fi(C) X m,; U, (55)
My =Y oy X F, (5.6)

donde C puede ser o bien el centro de masa, C M, o un punto fijo del sélido, si
existe, y 7, es el vector posicion del punto de aplicacion de la fuerza exterior
al solido F, respecto a C. La ecuacion de rotacion del solido en su movimiento
plano se puede obtener proyectando la ecuacion vectorial (5.4) sobre la direccion
de su eje de rotacion, definido por su vector 4. Esto es asi porque la velocidad
angular se podra escribir como b = wi, donde w es la componente del vector ¢
en la direccion 4. w es el Ginico grado de libertad de rotacion que tiene el sélido.
En términos de los desplazamientos posibles, tenemos dg = dpi. Ahora, teniendo
en cuenta la ecuacion general de la dinamica para las rotaciones, ecuacion (3.94),
obtenemos, para las rotaciones con eje fijo, dg = dp:

dfi;“ =M, -1 (5.7)
Puesto que @ es un vector constante, (5.7) se puede expresar de la forma siguiente:

dL
5 = Me (5.8)
donde:
N
L(C) - E(C) = <Z 7?71((7) X mﬂi) a (59)
i=1
M) = M(@ U= (Z Ta(oy X ﬁ@) U (5.10)

son, respectivamente, el momento angular y el momento de las fuerzas respecto
al eje de rotacion fijo ¢ que pasa por C'.

Segun (3.84), con & = w, tenemos:
Uy = Uo +w i X e
y, sustituyendo en L, de (5.9), queda:

L, = < g Tioy X M; [Ue + w G X ri(cJ) -1

i
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y desarrollando:
Ly = (Z Ty X miﬁc> 0+ <Z Moy X [ 1% ﬁ(c>]> Wil

El primer término de la derecha es nulo si C es el C' M, puesto que Y, m,; 7 cary =

MTemen = 0, 0 un punto fijo del soélido rigido, puesto que ¥, = 0. En estas

L, = < E Moy X [ 4 X ri(c)]> - wil

i

condiciones:

Teniendo en cuenta la relacion vectorial:

—

(AxB)-C=(CxA)-B (5.11)

extraida de (1.13), L., puede ser expresado como:

donde ;) = |4 X 7| es la distancia entre la particula m, y el eje & que pasa
por C' (v. figura 5.8).

<» Definimos el momento de inercia del sélido respecto al eje de rotacion que
pasa por C

N
I = Zmi "o (5.12)
=1
Podemos escribir el momento angular respecto al eje que pasa por C' como:
L) = Iieyw (5.13)
de forma que la ecuacion del s6lido para las rotaciones planas queda:

dLc)
dt

= M, (5.14)

En el caso mas general, las fuerzas externas al sélido, F ., pueden tener cualquier
direccion, pero solo las componentes normales al eje contribuiran al momento en
la direccion del eje. Aqui ya supondremos que las fuerzas F, que intervienen en
la expresion del momento son normales al eje. De acuerdo con la relacion (5.11),
M se puede expresar de la forma:

Moy = Moy it = " (Fuey x B) it = 3 (@ % Toer) - B,

a a

Fig. 5.8: Velocidad de una
particula cualquiera del sélido
rigido en su movimiento plano



puesto que (v. figura 5.9) & X 7,y = U X Ty ¢y, M(cy s€ puede escribir:

M) = Z (@ X Toqey) - F,

a

Aplicando de nuevo (5.11), resulta:

M) = Z (Fa<\c> X ﬁa) U= ZFada (5.15)

a

donde d,, es la distancia de la recta de accion de F, respecto al eje de rotacion C.

Un aspecto que debemos destacar es que I, es invariante por traslaciones y ro-
taciones planas del cuerpo, es decir, no cambia de valor por el hecho de que el
cuerpo haga traslaciones o rotaciones planas. Es una caracteristica intrinseca del
cuerpo respecto al eje de rotacion que pasa por C' (siendo C' un punto fijo o bien
el CM). I, podria variar si cambiara la forma del cuerpo, es decir, si el cuerpo
dejara de ser rigido.

Por tanto, en el caso de un sélido rigido, el momento de inercia respecto a un eje
Iy no cambia con el tiempo y la ecuacién fundamental de la rotacién para un
s6lido en movimiento plano (5.14) se puede escribir de la forma:

My = Ic) (5.16)

donde o = ‘i—“t’ es la aceleracion angular. La expresion (5.16) tiene una gran analo-
gia con la ecuacion fundamental de la dinamica de traslacion F = m: si la masa
m (inercial) se puede entender como la medida de la tendencia a mantener la velo-
cidad de traslacion, el momento de inercia /., se puede entender como la medida

de la tendencia a mantener la velocidad angular de rotacion.

Algunos momentos de inercia con respecto a un eje de cuerpos
homogéneos

En la tabla de la pagina 347, se muestran los momentos de inercia de sélidos rigidos
homogéneos mas conocidos, con respecto a los ejes que se indican y que pasan por
su centro de masas.

Algunas propiedades de los momentos de inercia con respecto
a un eje

El momento de inercia de un so6lido rigido con respecto a un eje presenta, entre
otras, dos propiedades importantes:

=» Superposicion de momentos de inercia: Si tenemos dos cuerpos 1y 2 con mo-
mentos de inercia con respecto al mismo eje que pasa por C, Iy, ¥ L cy,, el mo-

0= wi
7 Fu,
| EL b
Taqio) > Ta(o)
Fa(C)‘

C

Fig. 5.9: Una fuerza externa F,
que actua sobre un sélido rigido
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mento de inercia, I+, del cuerpo compuesto es:

Toy =Ly + Loy (5.17)
Esta teorema se deduce facilmente de la definicion de momento de inercia con
respecto a un eje como sumatorio o integral sobre el cuerpo. Como en el caso del
centro de masas de cuerpos compuestos (v. ecuacion (3.7)), podremos también des-
componer un cuerpo en cuerpos simples (de momento de inercia con respecto al
eje requerido conocido) y encontrar el momento de inercia del cuerpo compuesto
con (5.17). Podremos, de nuevo, considerar cuerpos con agujeros simplemente in-
terpretando que la suma de (5.17) significa afiadir masa. Si queremos sacar masa,
deberemos restar.

<» Teorema de Steiner: Si un solido rigido tiene momentos de inercia Iy e I ¢
con respecto a dos ejes paralelos que pasan, respectivamente, por C'y C M, en-
tonces:

Loy = Lo, + md? (5.18)

donde m es la masa del solido y d es la distancia entre ambos ejes.

Demostracién. Los momentos de inercia Iy e I(car) del s6lido con respecto a dos
ejes paralelos que pasan, respectivamente, por un punto C'y por el centro de masas
CM (v. figura 5.10) se expresan en la forma:

N
2
Zmi Ti(lc)

=1
N
2
M3 Ty o)
=1

Observando la figura 5.10, si ;(cm) Y Ys(cm) son las coordenadas de una particula

Iy =

Iery =

del solido de masa m; con respecto a CM y x;(cy y son y;(c) las coordenadas de la
misma particula con respecto a C, tenemos que ;o) = Ti(can Y Yi(c) = Yiccam)+d.
Asi:

2 2 2 2 2
Tigey = Ticey T Yice) = Ticem)” + (y'i(CM) + d)
En estas condiciones, I(c) se puede escribir de la forma:

N

Ic) = Z m; ($?(CM) + (Yicony + d)2)

=1

es decir:

N N N
Ic)y= Z m; ($i(CM>2 + yi(CM)2) +2 Zmiyz‘(C’M) d+ Z m; | d®
=1 =1 i=1

Ahora solo debemos tener en cuenta que, en virtud de la definicion de centro de masas,
N
S miyiceny = 0. Los dos términos que no se anulan son oy y md®. [ |

i=1

y
I(C)i EI(CAI)
$iC__iICM

Fig. 5.10: Teorema de Steiner



5.2 Ecuacion de rotacion para el movimiento plano (2D) %

Problema 5.2.1. Una rueda de radio R, masa m y momento de inercia [ tiene un
eje de radio || y se somete a una fuerza horizontal constante F que actiia mediante
una cuerda enrollada y fijada en el eje. Tal como se ve en la figura, utilizamos 2 > 0
para indicar que la fuerza constante I se aplica por encima del centro y x < 0 para
indicar que se aplica por debajo. Calcula la aceleracion de la rueda (sin olvidar el
sentido de giro) y la fuerza de friccion necesaria (también con el sentido) en funcion
de x, si la rueda se mueve rodando sin deslizar.

Solucion

Se analiza la situacion en que la fuerza F' se aplica por encima del centro (x > 0).
Los resultados seran también validos para x < 0.

De acuerdo con el esquema de fuerzas que actuan sobre el cuerpo, las ecuaciones de
movimiento se pueden escribir de la forma:

{ F—-—Fi=ma; N-mg=0
Fz+ FyR=Ia
a las cuales hay que afiadir la condicion que el cuerpo rueda sin deslizamiento:
v=wR=a=aR
De la primera ecuacion de traslacion, encontramos:
Fy=F —ma
y, sustituyendo en la segunda:

Fx-l—FR—maR:éa

de donde se deduce que la aceleracion de la rueda a es:
oo PR+ _F (1+ %)

I~ I
y se observa que es positiva, es decir, la rueda se desplazara hacia la derecha en el
mismo sentido que la fuerza F'.

En cuanto a la fuerza de rozamiento F';, con el valor de a obtenido es facil deducir:

I T
F.=F mR2 R
' <m%z +1

De esta expresion, se ve que el sentido de F; lo determina el signo de —~

X
mRZ ~ R’
de forma que, si I > mRz, F; vaen contrade F'; si I < mRz, F; tiene el mismo
sentido que F', y si I = mRz, F es nula.

La situacién en que x < 0 se puede analizar simplemente considerando esta posi-
bilidad en las expresiones encontradas para x > 0, es decir, haciendo la sustitucion
z = —|z|. Tenemos, para la aceleracion:

mR—i—%

ey r(F)
m 41

Figura del problema 5.2.1

Solucion del problema 5.2.1, con
x>0

Solucién del problema 5.2.1, con
x <0

Solucién del problema 5.2.1, con
|z > R
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y, para la fuerza de friccion:

I |z
+ 2
2
F;=F <le ’f )
— +

de donde se deduce que, al ser |z| < R, el cuerpo se movera hacia la derecha y la
fuerza de rozamiento siempre estara dirigida hacia la izquierda.

También se puede analizar el caso en que |z| > R.
Six > 0: a vaen el sentido de F'.

Six < 0: a va en sentido contrario a F'. |

Problema 5.2.2. Un bloque cubico de masa m esta en reposo sobre un suelo com-

pletamente liso cuando recibe una fuerza horizontal ' = 3mg auna altura h = %b. P b
(Cuanto valen las aceleraciones d de su centro de masas y de rotacion « en el ins- —_— b
tante inicial? h

Solucién Figura del problema 5.2.2

Es previsible que el bloque tienda a girar y su centro de masas a desplazarse en el

sentido indicado en la figura, de forma que el C M del cubo se trasladara en el plano

x — y con una aceleracion @ y girara en torno a un eje perpendicular en el plano de la

figura del enunciado que pasa por el C'M, con una aceleracion angular «.. La solucion

de la situacion planteada, se obtiene mediante la ecuacion de la dinamica de traslacion

(dos componentes):

F =ma
y la de rotacion (una componente): Y

M(CM) = I(OM) «

La distribucion de fuerzas que actlian sobre el solido se muestra en la segunda figura

de la solucion, donde vemos que la normal debida al plano horizontal se ha dibujado
en el vértice derecho del cubo, puesto que es aqui donde actuara cuando inicie la
rotacion. Las dos ecuaciones de movimiento de traslacion del centro de masas del
cubo se pueden escribir en la forma siguiente (donde tenemos en cuenta que F' =
3mg):

3mg =ma, ; N —mg=ma,

La de la rotacion, teniendo en cuenta que, para un cubo homogéneo de lado b, el

1

momento de inercia respecto a su CM es I = im b*, resulta:

6 Solucion del problema 5.2.2
3mg (%b — g) —N% = %mea
De acuerdo con las figuras anteriores:
y=rsing
Derivando con respecto al tiempo, resulta:
Y=TrTcosy ¢



5.2 Ecuacion de rotacion para el movimiento plano (2D) %

y, volviendo a derivar y haciendo § = a, y ¢ = a:
a, = —rsing ¢’ +rcosy o

De acuerdo con las condiciones del problema, antes de recibir la fuerza F'y, por

consiguiente, en el instante inicial, ¢ = 0. También en este instante, 7 cos p = 2

3
Obtenemos la relacion de aceleraciones a, y « en el instante inicial:

De la componente = de la ecuacion de traslacion del centro de masas, se deduce:
a, = 3¢9

La componente y de la ecuacion de traslacion del centro de masas, en el instante
inicial, se puede escribir como:

N:mg+mga

y, si sustituimos en la ecuacion de la rotacion, resulta:

3m by m —I—méa é—lmeOz
I\s 2 ITMmY) 276
despejando «, tenemos:

_39
DTS

y, sustituyendo en la expresion para a, encontrada mas arriba:

Al inicio de la solucion, hemos comentado que “Es previsible...” Ahora podemos
corroborar que la solucion encontrada es la correcta por el hecho de que se cumple
también N = %mg > 0. Si pasara que N < 0, la solucién no seria la correcta,
puesto que N < 0 nos indicaria que hay algo mas que un contacto con el suelo. W

Problema 5.2.3. Consideremos un robot parecido al de la figura, con las caracteris-
ticas siguientes: masa total, M = 85 kg; masa y momento de inercia de las ruedas
y el rotor del motor, m = 20kg y I = 0,6 kgm’; radio de las ruedas, R = 0,2 m;
distancia del centro de las ruedas al centro de masas del robot, d = 1 m.

Inicialmente, el robot esta en reposo. Para arrancar en linea recta, el motor actua
sobre las ruedas aplicandoles un par (momento) M = 25 N m, que provoca que el
robot avance. Suponiendo que las ruedas no se deslizan, jcuanto vale la aceleracion
del robot y a qué angulo debe inclinarse para evitar caer?

Figura del problema 5.2.3
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Solucion

En la figura, podemos ver un esquema del robot mientras avanza con aceleracion a. El
conjunto no es un solido rigido, pero estd formado por dos partes que si 1o son. El par
que acciona las ruedas es debido a fuerzas internas. Por eso, deberemos considerar las
dos partes por separado: las ruedas con la parte de motor que gira solidariamente con
estas (rotor) y el cuerpo del robot que no efectiia ninguna rotacion, con la otra parte
(estator). El par que provoca el motor es M que, junto con N’ y F', constituyen las
fuerzas internas en el contacto entre las dos partes consideradas. Las fuerzas internas
actuan sobre cada parte cumpliendo el principio de accion y reaccion. (M — m)g es
el peso del cuerpo del robot y mg, el peso de las ruedas. La normal N y la friccion Fy
son debidas al contacto de las ruedas con el suelo. Las ruedas no se deslizan, « R = a.

Tenemos las ecuaciones de movimiento siguientes:

(1) Traslacion horizontal de las ruedas: F; — F' = ma

(2) Traslacion vertical de las ruedas: N — (N’ +mg) =0
(3) Rotacion de las ruedas: M — FyR = I«

(4) Traslacion horizontal del cuerpo: F' = (M — m)a

(5) Traslacion vertical del cuerpo: N' — (M —m)g =0
(6) Rotacion del cuerpo: M + Fdcosp — N'dsing = 0

Para solucionar este problema, bastara con 1, 3, 4 y 6 y la condicion de rodar sin
deslizar. Si de 1 y 4 despejamos F'y F, encontramos F; = M a. Esta ecuacion la
podemos obtener también considerando el robot entero (a pesar de que no es un sélido
rigido). Sustituimos a 3 con & = a/ Ry despejamos a. Obtenemos:

MR

= Tk = LB/

a

Sustituyendo F' con el resultado anterior en 6 y despejando , encontramos:

sinp = 0,165048 = ¢ = 0,165807 rad = 9,5° ]

5.3 Energia cinética de rotacion y traslacion. Conservacion
de la energia
En este apartado, se trata de deducir una expresion muy simple para la energia

cinética de un solido rigido en movimiento plano. Partimos de la expresion de la
energia cinética de un sistema de IV particulas (3.27):

N

N
1 |
i=1

i=1

Como, segun (3.84), T, = Vo + & X Ty, (5.19) se puede escribir como:

1 B - N . N 1 B .
E. = imvé + Ty - (w X Zmi ri(c)> + Z 31 (&G X Tiey)® (5.20)
i=1 i=1

Solucion del problema 5.2.3

Solucién del problema 5.2.3



El primer término es nulo si C' es un punto fijo, puesto que v, = 0, y es la energia
cinética de traslacion si C' = C'M. El segundo término es nulo tanto si C' es un

N
punto fijo, dado que ¥ = 0, como si C = C'M, puesto que >, m,; 7scary = 0.

i=1

Para tratar el ultimo término, tendremos en cuenta que & X 7o) = & X T o)»
puesto que la componente 7, paralela a J no contribuye al producto vectorial
con .

Teniendo en cuenta que & y 7 ¢, son perpendiculares, |& X 7ic)| = wric), re-
sulta:

(@ X Tige))” = (@ X Tigey) (@ X Tige)) = W*re, (5.21)
Sustituyendo (5.21) en (5.20), una vez anulado el segundo término, tenemos:
1 1« 1 1
E, = imvé t3 Zm oy W = imvé + 51(0) w? (5.22)
i=1
SiC=CM (5.22)es:

1 1
E. = gmvl,, + slow o (5.23)

y la energia cinética del s6lido tiene dos términos: el primer asociado a la traslacion
del C'M vy el segundo, a la rotacion alrededor del C'M.

Si C' es un punto fijo, (5.22) es:

1
E, = 51(0) w? (5.24)
y laenergia cinética del solido tiene solo un término asociado a la rotacion alrededor
de C.

Las expresiones (5.23) y (5.24) son validas también para 3D, aunque, en este caso,
Iy (0 bien I oy, si C es fijo) no serd constante, puesto que la direccion del eje
de rotacion no serd fija. Para 2D, la direccion si es fijay I (0 bien I (o, si C' es
fijo) es constante.

Finalmente, no es dificil demostrar el correspondiente teorema de conservacion de
la energia:

< Conservacion de la energia. Para un solido rigido sometido a fuerzas externas

que, o bien sean conservativas, con una energia potencial conjunta U, o bien sean
de ligaduras con reacciones ideales, la energia mecanica E = E,+U se conserva
a lo largo del movimiento.

En el caso de un sistema de solidos rigidos con fuerzas de las mismas caracteristicas
que en el caso anterior, la energia sera la suma de las energias de cada soélido y
también se conservara a lo largo del movimiento.
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% 5 Dindmica del sélido rigido en el plano

Problema 5.3.1. Una masa m,; = 1kg cuelga del extremo de una cuerda de peso
despreciable, que pasa por una polea sin rozamiento (v. figura) y que esta enrollada
a un cilindro homogéneo de masa m, = 8kg y radio R = 10cm, que gira sin
deslizar en un plano horizontal. Encuentra:

a) La aceleracion de la masa m, .
b) La tension de la cuerda.

¢) La aceleracion angular del cilindro.

Solucion

a) Teniendo en cuenta que todas las fuerzas que actian sobre el sistema bien son con-
servativas o bien no hacen trabajo en su desplazamiento, se puede aplicar el principio
de conservacion de la energia mecéanica E. Esta se puede escribir en la forma:

1 1 1
FE = §m1vf + §m211§ + §[w2 — M1gYs

donde, al tratarse de un cilindro macizo, I = %m2R2.

Dado que el cilindro rueda sin deslizar sobre la superficie horizontal y la cuerda no
se desliza:

v
ve =wR ; vy =2WR :>'U2:51

y también las derivadas temporales:

aq ay
== Q= —
2R’ 2
Aplicamos la conservacion de la energia imponiendo que su derivada temporal sea
nula:

. I
E=0=(m+ % + TRQ)UIGI — Mg,

de donde resulta:

mig 5
a, = ——%— = 245m/s
! my + —37;2 /

b) Para determinar la tension de la cuerda, se puede aplicar la ecuacion de traslacion
am;:

mig—T =mya, = T =mig—mya, = 7,35N

¢) La aceleracion angular del cilindro vale:

=4 2
o = g = 12.25rad/s [
Problema 5.3.2. En un instante concreto, un cilindro homogéneo de masa M y
radio R se deja caer desde el reposo desde arriba de un plano inclinado que forma
un angulo # con la horizontal. Sabiendo que rueda sin deslizar, determina:
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Figura del problema 5.3.1

Solucién del problema 5.3.1

T
m,
av|9

Solucion del problema 5.3.1

)

Figura del problema 5.3.2



a) La aceleracion lineal de bajada del cilindro.

b) La velocidad que logra al final del plano inclinado, después de rodar una
distancia L.

¢) El coeficiente minimo de friccion p entre el cilindro y el plano, compatible
con rodar sin deslizar.

Solucion

a) Como las fuerzas que actuan sobre el cilindro son conservativas (su peso) o no
hacen trabajo a lo largo de su movimiento (la reaccion normal del plano inclinado
y la fuerza de friccion en el desplazamiento de rodar sin deslizar), se puede aplicar
el principio de conservacion de la energia mecanica E. Tomando como origen de la
energia potencial gravitatoria la base del plano inclinado, la energia mecanica E se
puede expresar de la forma:

E= %MU2 + %IwQ—i—Mgh

De la figura, se observa que la altura h del centro de masa del cilindro en un instante
cualquiera de su movimiento se puede expresar como

h=(L—x)sinf + Rcos¥f
Por tanto, la energia mecanica del cilindro se puede escribir como:
1 1 .
E= §Mv2 + 510.;2 — Mgz sin 8 + constante

y de la nulidad de su derivada temporal se deduce, conz = v = wR, & = a = aR
yI = éM R?, siendo I el momento de inercia del cilindro con respecto al eje que
pasa por su C M y perpendicular al plano de la figura:

E=0= %vangvsinﬂ

de donde resulta
2
a= —gsinf
3 g
b) El centro de masa del cilindro describe un movimiento uniformemente acelerado
en su bajada por el plano inclinado, con una aceleraciéon a y con velocidad inicial

nula. Por tanto, la velocidad que alcanzara al final del plano inclinado, después de
haber recorrido una distancia L sobre ¢l, valdra:

v =V2al = \/2§gLsin0 = \/ggLsine

¢) Se trata de encontrar la fuerza de rozamiento que actua entre el cilindro y el plano
inclinado. Si tenemos en cuenta la ley de Newton para la traslacion en la direccion
normal y la rotacion, podemos escribir:

N — Mgcosf =0
FiR=1Ia

Solucién del problema 5.3.2

Solucién del problema 5.3.2
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de donde obtenemos:

N = Mgcosf

I

F f = %
Ahora, el coeficiente de friccion u es:
_Fy
N
Si sustituimos F;, N, I = %M Rya= % con la aceleracion a encontrada en el
apartado a, obtenemos:

I

— 170' — ltane
~ R®Mgcosf 3 u

m
Problema 5.3.3. Un disco circular en reposo de 0,5 m de radio y 4 kg m* de mo-
mento de inercia puede girar alrededor del eje fijo, que pasa por su centro, y lleva
una cuerda enrollada en su periferia. Se estira de la cuerda con una fuerza constante
de 2N durante 10s. Calcula, suponiendo que no hay rozamiento, la longitud de la
cuerda desenrollada en ese tiempo.

Solucion

Sobre el disco, aparte de la fuerza F', actian el peso y la reaccion del eje. Ambos
tienen el punto de aplicacion en el centro del disco, que es un punto fijo. Por tanto,
no trabajan. La fuerza vertical F' aplicada en la periferia del disco es constante; por
consiguiente, es conservativa. Se puede afirmar que la energia mecanica del disco,
formada por la cinética y la potencial asociada a F’, se mantiene constante durante
su rotacion. Teniendo en cuenta que el vector posicion del punto de aplicacion de la
fuerza F, en un instante dado del movimiento, es 7 = (R,y) y que F' = (0, F), la
energia potencial asociada a F’ es:

U=-F.7F= —Fy
La energia mecanica E del disco sera:
1.,
E=_lw" —Fy
2
y su derivada temporal, teniendo en cuenta que y = vy v = wR:

FE =Ilwa— FwR

de donde, utilizando E= 0, se obtiene la aceleracion angular del disco:

_FR
oI
y la aceleracion a con que baja el punto de aplicacion de la fuerza F':
F 2
a—ar=TT _ 0,125m/s’

Teniendo en cuenta que este punto parte del reposo y que describe un movimien-
to rectilineo y uniformemente acelerado con aceleracion a, la longitud L de cuerda
desenrollada durante 10s vale:

L = %atQ = 6,25m [ ]

Figura del problema 5.3.3

=

Y

Solucién del problema 5.3.3



5.3 Energia cinética de rotacion y traslacion. Conservacion de la energia

Problema 5.3.4. Dos masas de 1 y 2 kg estan unidas por una cuerda inextensible y
sin masa que pasa, sin deslizar, por una polea cilindrica de 1,35 kg con un e¢je fijo,
que puede girar sin friccion. Calcula las tensiones de la cuerda. O

Solucion

Teniendo en cuenta que las fuerzas de reaccion del eje de la polea y su peso son fuer-
zas, cuyos puntos de aplicacion no se desplazan en el movimiento de rotacién y que
m1gy mag son fuerzas conservativas, se puede aplicar el principio de conservacion
de la energia mecanica E del sistema. Esta energia se puede escribir como (v. en la
figura el sistema de referencia considerado):

1 1 1
FE = §m1v2 — migyr + 5m2v2 — Ma2gy> + §Iw2

En las condiciones del problema, ¢j; = —v, ¥ = v,v = wRya = aR,donde wy
« son, respectivamente, la velocidad angular y la aceleracion angular de la polea, e
I = %M R? es el momento de inercia de la polea con respecto al eje de rotacion, que
pasa por su centro y es perpendicular al plano de la figura (M es la masa de la polea
y R, su radio).

1 I
E= §(m1 +ms + ﬁ)f — M1gYs — M2gYs

Dado que E se conserva, su derivada sera nula:

. I
E=0=(mi+ms+ ﬁ)va — (M2 —ma)gv
De estatiltima expresion, sustituyendo también /, ya se puede encontrar la aceleracion
a:
(m2 —ma)g

—~ Y —=9267Tm/s’
m1+m2—|—% ’ /

a =

Las aceleraciones de ambos cuerpos, a pesar de ser iguales en modulo, como vectores
tienen sentido opuesto. Para calcular ahora las tensiones de la cuerda, hay que analizar
por separado la dindmica de m; y m.. En cuanto a m,, teniendo en cuenta que su
movimiento es ascendente, su dindmica queda reflejada en la ecuacion siguiente:

T —mig = mia
de donde obtenemos:
7. =mi(g+a)= 1247N
En cuanto a m., teniendo en cuenta que su movimiento es descendente, su dinamica

queda reflejada en la ecuacion siguiente:

mag — 1o = maa

de donde resulta:
T, =my(g—a)= 1447N

Figura del problema 5.3.4

Solucién del problema
mq = 1kg, ms = 2kg

jS]

m,g

Solucién del problema 5.3.4. Dia-
grama del sélido libre 1,

ap ym,g

Solucion del problema 5.3.4. Dia-
grama del sélido libre m.,
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% 5 Dindmica del sélido rigido en el plano

Problema 5.3.5. Una rueda de 6 cm de radio tiene un eje de 2cm de radio. El
conjunto tiene un momento de inercia de 0,004 kg m* y una masa de 3 kg. La rueda
estd apoyada sobre el suelo y no desliza. Determina el sentido de giro de la rueda
y su aceleracion si, partiendo del reposo, estiramos horizontalmente de una cuerda
enrollada al eje con una fuerza de 5N, como se ve en la figura. Figura del problema 5.3.5

Solucion

Todas las fuerzas que actian sobre la rueda son conservativas o bien no hacen trabajo
en su desplazamiento, rodando sin deslizar. En consecuencia, se trata de un sistema
conservativo. Su energia mecanica E' se puede expresar en la forma:

E=éMU2+MgR+%Iw2—F‘"FA+C’

donde 74 = (x4, R) y, por consiguiente, Up = —F - 74 = —Fx 4 es la energia po-
tencial asociada a la fuerza F' = 2N aplicada horizontalmente, con C una constante.

Puesto que E se conserva, su derivada temporal sera nula:

E=0=Mva+ Iwa—Fi, Solucién del problema 5.3.5

% 4 es la velocidad de los puntos de la cuerda, como A, U4 = (24, 0,0). Si la cuerda
no desliza sobre el eje, esta velocidad también es la del punto de contacto de la rueda
con la cuerda (v. figura de la solucion). Si usamos ¥4 = ¥ + & X (Fa — 7), donde,
observando la figura, ¥ = (z, R,0) y ¥ = (v, 0,0) son, respectivamente, el vector
posicion y la velocidad del centro del cilindro y & = (0,0, —w), encontramos:

Ta=v—wr

Si esta expresion se sustituye en la proveniente de la conservacion de la energia me-
canica, junto con v = wR y a = aR, encontramos:

1 r
E=0= (M—|—§>va F(I—E)U
y se obtiene finalmente:
F(l— =
= (7$) = 0,81m/s
M+ 4

a > 0 implica que & = & > 0. Teniendo en cuenta que hemos tomado el sentido
positivo hacia la derecha y v inicial nula, de acuerdo con la figura, la rueda se desplaza
hacia la derecha girando en sentido horario. |
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6 Pequenas oscilaciones

Introduccion

Los fendmenos oscilatorios son muy importantes. Todo lo que nos rodea tiende a
estar en una posicion de equilibrio estable. El mar esta en equilibrio estable. Las
olas son pequeiias oscilaciones alrededor del equilibrio. Una estructura, un edificio,
estd en equilibrio estable. Cualquier perturbacion que reciba provocara pequefias
oscilaciones alrededor del equilibrio, si no lo rompe.

La aproximacion bésica al comportamiento interno de la materia sélida es la rigi-
dez, que es una configuraciéon de equilibrio estable. La primera aproximacion al
movimiento interno de la materia s6lida son las pequefias oscilaciones alrededor
de la configuracion de rigidez.

El estudio de las pequeiias oscilaciones es, pues, una primera aproximacion al es-
tudio del comportamiento dinamico de muchos sistemas que, en primera instancia,
nos aparecen como inamovibles y que, por cualquier causa, se tambalean. Es muy
notable que este estudio lo podamos llevar a cabo sin entrar en detalle sobre las
causas que provocan la alteracion del estado de equilibrio.

6.1 Pequenas oscilaciones alrededor de una posicion de
equilibrio estable

Consideraremos un sistema conservativo de un grado de libertad = de energia po-
tencial U (x) que tiene una posicion de equilibrio estable x,. Ello quiere decir que
U(z) cumple:

au d?U

E(xo) =0 , ﬁ(xo) =k>0 (6.1)
Redefinimos el sistema de referencia de forma que la posicion de equilibrio sea
x, = 0. Consideramos pequefias desviaciones x alrededor de la posicion de equi-
librio z, = 0. Hagamos un desarrollo en serie de Taylor de U(z) y nos quedamos

con el primer orden significativo, es decir, con el primer orden en que obtenemos
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un resultado diferente de cero.

dU 1 d*?U
U(z) =U(0) + %(0) T+ 3 da?

1
(0) 2° + O[2°] =~ 3 k x* + constante (6.2)

En la figura 6.1, tenemos un ejemplo que ilustra la situacion genérica. En un plano
vertical, damos la forma que queramos, y(z), a una guia, de forma que tenga un
minimo donde situamos el origen del sistema de referencia x = 0. Ensartamos una
pequefia bolita de masa m y la dejamos en reposo en el punto x = 0. Le damos un
pequefio empujon y observamos el movimiento que hace alrededor de x = 0. La
energia potencial sera:

d’y
dx?

1
U(x) =mg y(z) = §kx2 ; k=mg——(0)

La energia cinética sera:

1 2
E.=gmv*; v= it 4y =50\/1+<§7’“2>

y, como cerca de la posicion de equilibrio % ~ 0, tenemos F, ~ 1

2
gia mecanica resulta ser, para pequeilas desviaciones de la posicion de equilibrio:

m 2. La ener-

1 1

La ecuacion de movimiento para pequefias desviaciones de la posicion de equili-
brio serd, pues, m & = —k x y, por consiguiente, el sistema efectuaré oscilaciones
armonicas alrededor de esta. No solo los muelles oscilan armoénicamente. De he-
cho, podemos enunciar que:

< Cualquier sistema con una posicion de equilibrio estable, si parte cerca de esta
posicion con una velocidad inicial pequeria, efectuard un movimiento armonico.

En este capitulo, = es una variable de posicion del sistema (puede ser una longitud
o un angulo...), de forma que x = 0 es la posicion de equilibrio estable alrededor
de la cual el sistema oscila. En estas condiciones, = se denomina elongacion.

6.2 Movimiento armdnico simple (MAS)

En la figura 6.2, podemos ver el tren de aterrizaje de un avion. Si el vinculo entre
la rueda y el cuerpo del avion fuese rigido, al entrar en contacto con la pista se pro-
duciria un estropicio considerable. Por ello, entre la rueda y el cuerpo del avion se
interpone un elemento elastico, como un muelle. Como consecuencia del muelle, al
entrar en contacto con la pista, el cuerpo del avion inicia un movimiento oscilatorio
armonico vertical que no se para. Es un movimiento armonico simple (MAS). Lo
que queremos es caracterizar el movimiento armonico simple sin poner el foco de

Fig. 6.1: Una pequefa bolita
ensartada en un alambre efectla
oscilaciones armonicas alrededor
de la posicién de equilibrio estable



atencion en la causa concreta que lo provoca en cada caso. El movimiento oscila-
torio vertical del aviéon es muy parecido al movimiento horizontal de la bolita de
la figura 6.1, a pesar de que el primero es provocado por la gravedad y la guia y
el segundo, por el muelle. Queremos una caracterizacion de estos casos, que nos
permita tratarlos con las mismas expresiones de la teoria, sin que tengamos que ir
retocando las formulas segln si se trata de un caso u otro. Nos podemos guiar por
la ecuacion de movimiento m & = —k x.

Ecuacion canonica del MAS

Decimos que un sistema de un grado de libertad = efectiia un movimiento arménico
simple si la ecuacion de movimiento puede ser escrita de la forma candnica:

i4+wir=0 (6.4)

donde w, se denomina pulsacion libre.

Solucion general del MAS
La solucién general de la ecuacion canodnica del MAS es:

x(t) = Asin(wot + ¢o) (6.5)
donde Ay (, son constantes de integracion.

La demostracion es inmediata. Solo hay que derivar dos veces la expresion (6.5) y
sustituir z y & en la ecuacion candnica (6.4) para ver que se cumple idénticamente.

Ay p, se denominan, respectivamente, amplitud y fase inicial y, como ya hemos
dicho, son constantes de integracion. Se pueden fijar si conocemos las condiciones
iniciales para cualquier instante t,, z(¢,) y &(t,). El argumento de la funcion trigo-
nométrica sin, p(t) = wyt+p,, se denomina fase. Asi, la fase inicial es ¢, = ¢(0).

Desde el punto de vista de su significado fisico, destacamos los conceptos siguien-
tes:

Fig. 6.2: El muelle del tren de
aterrizaje de un avién provoca
que este haga un movimiento
oscilatorio arménico iniciado en el
contacto con la pista
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= Periodo libre. Es el minimo tiempo 7|, que debe transcurrir para que se repitan
los mismos valores de x y &. Es decir, z(t + T,) = x(t) y #(t + Tp) = @(¢). Por
ello, hace falta que la fase vuelva a tener el mismo valor (modulo 27), es decir,
o(t+T,) = p(t) + 27. Obtenemos w,T;, = 27.

< Frecuencia libre. Es la inversa del periodo libre:

1 Wo

fo = f) = % (6-6)

< Amplitud. Es el maximo valor a que puede llegar la elongacion x(t). La ampli-
tud es, pues, el factor A > 0 de la funcién trigonométrica de la elongacion z(t) de
(6.5).

Ejemplo de movimiento arménico simple

Un ejemplo evidente y sencillo donde podemos aplicar todo lo que hemos apren-
dido es el de una esfera homogénea fijada en el extremo de un muelle, con el otro
extremo fijado, en presencia de la gravedad.

Dejamos que la esfera encuentre 1a posicion de equilibrio. No estamos ahora intere-
sados en saber donde se encuentra esta. Situamos el origen del sistema de referencia
alla donde esté la posicion de equilibrio, tal como se ve en la figura 6.3. La coorde-
nada z es la elongacion, puesto que = = 0 es el punto de equilibrio. En este punto,
las fuerzas que actiian son el peso mg y, en sentido contrario, la fuerza del muelle
F.,, que, al tratarse de una posicion de equilibrio, tendra el mismo mddulo que el
peso, Fj, = mg.

Damos un pequefio empujon (traslacion vertical) arbitrario a la esfera. Cuando esta
en la posicion z, moviéndose a una velocidad iz, las fuerzas que actiian son el peso y,
en sentido contrario, la fuerza del muelle F),. Esta Giltima la podemos descomponer
como F, = F,,+kx. Como F,, = mg, lasuma de fuerzas que actian, (mg— F, )i,
es —kxi. La ecuacion de movimiento de Newton es, pues, mi# = —kxz. Escrita de
forma canodnica, resulta:

PR (6.7)
m

Comparando con la ecuacion candnica del MAS, deducimos que se trata de un
movimiento arménico simple, caracterizado por la pulsacion libre w, = \/% . El
periodo es, segtn (6.6), T, = 27 \/% . Observamos que la gravedad no aparece en
la ecuacion de movimiento. La gravedad afecta la ubicacion del punto de equilibrio,
pero no el movimiento respecto a ese punto.

m .

T

Fig. 6.3: Particula fijada a un
muelle. La gravedad afecta la
ubicacion del punto de equilibrio,
pero no el movimiento con
respecto a este punto



6.3 Movimiento armdnico amortiguado (MAA)

Introducimos una fuerza de amortiguamiento viscoso, del tipo —bz, en el tren de
aterrizaje del avion (v. figura 6.4).

Ahora, las oscilaciones del cuerpo del avion se van haciendo cada vez mas peque-
fias. Decimos que es un movimiento arménico amortiguado (MAA).

Es importante observar que, debido a que la fuerza de amortiguamiento es propor-
cional a la velocidad, la posicion de equilibrio del sistema amortiguado es exacta-
mente la misma que la del mismo sistema sin la fuerza de amortiguamiento.

Tratemos de caracterizar el movimiento arménico amortiguado sin poner el foco
de atencion en la causa concreta que lo provoca en cada caso. En este caso, nos
guiaremos por la ecuacion de movimiento m & = —bt — k x.

Ecuacion canonica del MAA

Decimos que un sistema de un grado de libertad = efectiia un movimiento armoénico
amortiguado si la ecuacion de movimiento puede ser escrita en la forma candnica:

Z4+ 2y +wiz =0 (6.8)

donde w, se sigue denominando pulsacion libre. vy es el parametro de amortigua-
miento y esta relacionado, como veremos, con la fuerza de amortiguamiento.

Muchas veces, tendremos que distinguir entre el pardmetro de amortiguamiento y
y el coeficiente de friccion b. Por ello, observamos que, independientemente de lo
que sea z, las unidades de v son s'. Las unidades de b deben ser tales que bv tenga
unidades de fuerza, N. Asi, [b] = Nsm~' = kgs™"'.

Soluciéon general del MAA

Lasolucion general de la ecuacion candnica del MAA tiene diferentes formas segun
cuales sean los valores relativos de w, y 7.

Fig.6.4: El muelle y el
amortiguador del tren de aterrizaje
de un avion provocan que este
efectlie un movimiento oscilatorio
arménico amortiguado, que se
inicia en el contacto con la pista
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Movimiento oscilatorio: w, > ~

La solucion general se puede expresar como:
z(t) = A e "sin(wt + ) (6.9)

donde Ay (, son constantes de integracion y la pulsacion es:
W= /w2 —2 (6.10)

La demostracion es inmediata, aunque algo mas compleja que en el caso del MAS.
Solo hay que derivar dos veces la expresion (6.9) y sustituir x, & y 2 en la ecuacion
candnica (6.8) para ver que, teniendo en cuenta (6.10), se cumple idénticamente.

Ay ¢, se denominan, respectivamente, amplitud inicial y fase inicial y, como
ya hemos dicho, son constantes de integracion. Se pueden fijar si conocemos las
condiciones iniciales para cualquier instante ¢,, ©(t,) y &(t,). El argumento de la
funcidn trigonométrica sin, ¢(t) = wt + ,, se denomina fase. Asi la fase inicial
es o = (0).

Ahora, los conceptos analogos a los de periodo libre y amplitud no pueden ser
exactamente los mismos. Si podemos tratar de hacer una generalizacion comun.

< Amplitud variable. Es el factor A(t) = Ae ", con A > 0, de la funcién
trigonométrica de la elongacion z(t) de (6.9). La amplitud variable es la envolvente
de la elongacion: en la figura 6.5, se ve que la amplitud variable tiene un contacto
tangente cerca de cada maximo local de la elongacion.

<» Periodo. Es el minimo tiempo 7" que debe transcurrir para que se repitan los

mismos valores de relacion de elongacion %tt)) y de relacion de velocidad de

.r t(t . .
elongacion wﬁ(i). Por eso, como en el caso libre, es necesario que la fase vuelva

a tener el mismo valor (modulo 27), es decir, p(t + T') = (t) + 27. Obtenemos
wT = 2m.

< Frecuencia. Es la inversa del periodo:

T=-=2= 6.11
7 (6.11)

Movimiento sobreamortiguado: w, < v

En la figura 6.6, podemos ver que, debido al fuerte amortiguamiento, la elongacion
no llega a oscilar. La forma oscilante de la solucion general no es la adecuada.
Como w, < 7, w resulta imaginaria. Las constantes de integracion A y ¢, tendrian
que tomar valores imaginarios para hacer que la elongacion sea real. Esto se puede

Ae

Fig.6.5: La amplitud variable tiene
un contacto tangente cerca de
cada méximo local de la
elongacion

Y1 <Y <7Vs

Ya
Y2
" _
t

Fig. 6.6: Gréficas de la elongacién
para diferentes valores de -y en el
caso sobreamortiguado




hacer y la solucidn general toma, en este caso, la forma:
z(t) =C, e "Dt 4 C, e7 1Ot (6.12)

donde C, y C', son constantes de integracion que se pueden fijar si conocemos las
condiciones iniciales y

Yy =Y £ /72 — w? (6.13)

La demostracion es inmediata. Solo hay que derivar dos veces la expresion (6.12)
y sustituir z, £ y & en la ecuacidn canonica (6.8) para ver que, teniendo en cuenta
(6.13), se cumple idénticamente.

Movimiento critico: w, = v

Es el caso que separa los dos anteriores. Desde el punto de vista matematico, nin-
guna de las dos soluciones anteriores representa bien el movimiento critico, puesto
que, a pesar de no aparecer magnitudes imaginarias, solo contienen una constan-
te de integracion. Es sencillo demostrar que, si w, = 7, la solucion general de la
ecuacion (6.8), con dos constantes de integracion, es:

z(t) = (C, + C,t)e ™ (6.14)

donde C, y C, son constantes de integracion que se pueden fijar si conocemos las
condiciones iniciales.

Ejemplo de movimiento armoénico amortiguado

Siguiendo el ejemplo de la esfera homogénea fijada al extremo de un muelle, con
el otro extremo fijado, en presencia de la gravedad, ahora rodeamos la esfera con
un fluido que causa una fuerza de friccion viscosa de coeficiente b y también un
empuje de Arquimedes. Al ser la esfera homogénea, el centro de empuje coincide
con el centro de masas.

Dejamos que la esfera encuentre la posicion de equilibrio. Situamos el origen del
sistema de referencia alld donde esté la posicion de equilibrio, tal como se ve en la
figura 6.7. La coordenada x es la elongacion, dado que x = 0 es el punto de equili-
brio. En este punto, las fuerzas que actiian son el peso mg y, en sentido contrario, la
fuerza del muelle y el empuje de Arquimedes F,, + E, que, al tratarse de una posi-
cion de equilibrio, sumadas tendran el mismo moédulo que el peso, Fy, + F, = mg.

Damos un empujon (traslacion vertical) arbitrario a la esfera. Cuando esta en la
posicion x, moviéndose a una velocidad &, las fuerzas que actuan son el peso y, en
sentido contrario, la fuerza del muelle, la friccion y el empuje F), + bz + E,. Como
F, = F,, + kxy F,, + E, = mg, tenemos que la suma de fuerzas que actuan,

Fig. 6.7: Esfera homogénea fijada
a un muelle y rodeada de fluido.
El punto de equilibrio es
independiente de la fuerza
viscosa. La fuerza resultante no
depende ni de la gravedad ni del
empuje
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6 Pequenas oscilaciones

(mg — E, — F}, — b)i, es (—kx — bi)i. La ecuacion de movimiento de Newton
es, pues, m& = —kx — bz. Escrita en forma canonica, resulta:

b k
I+—c+—x=0 (6.15)
m m
Comparando con la ecuaciéon canoénica del MAA, deducimos que se trata de un

movimiento armonico amortiguado, caracterizado por la pulsacion libre w, = 4/ %

y el parametro de amortiguamiento v = % Dependiendo de los valores relativos
de w, y 7, se tratard de un movimiento oscilatorio, sobreamortiguado o critico.

Problema 6.3.1. Una polea, de momento de inercia con respecto a su eje I, efectia
pequetias oscilaciones amortiguadas girando sin friccion en el eje: la cuerda tiene
masa despreciable, se mantiene siempre tensa y en ningiin momento se desliza.
Fijados al suelo y a los extremos de la cuerda hay un par de muelles iguales, de
masa despreciable y constante recuperadora k. Un disco, de masa despreciable,
recibe por friccion aerodinamica una fuerza —bv, siendo v la velocidad del disco y
b constante. Para pequeiias oscilaciones, determina:

a) la ecuacion de movimiento,
b) la trayectoria y

¢) el periodo.

Solucion
Como elongacion, tomamos el dngulo , de forma que, en equilibrio, ¢ = 0.

a) La ecuacion de movimiento de rotacion para la polea M = [« sera:
1 =—-2kRpR — bRHYR

Esto es asi porque, cuando estamos en equilibrio, los dos muelles dan un momento
igual y de sentido contrario Mgro + Mpro = 0; cuando giramos un angulo ¢ en el
sentido positivo (v. figura), el muelle izquierdo da un momento mas pequefio, puesto
que se ha acortado Ry, Mg, = Mgro — k Rp R,y el de la derecha, més grande,
puesto que se ha alargado Ry, Mp, = Mpro —k Rp R. Asi, el momento resultante
de la accion de los muelles es Mpy, + Mg, = —2k Ry R. El momento efectuado
por la fuerza de friccion viscosa —bv = —bR¢ es —buR = —bR¢R.

Escribimos la ecuacion de movimiento de forma canonica:

bR, 2kR’
7 YT

_bR o [2kRe
Y= 2]— ’ o — I

b) La trayectoria, de acuerdo con el enunciado, es la correspondiente a un movimiento

$+

=0

y, por comparacion:

oscilante:

2 2 P2
p(t) = A, eVt sin(wt + &) W:\/W=\/Ij<2k—b4};>

Figura del problema 6.3.1

Solucién del problema 6.3.1



donde A, es la amplitud angular inicial y &, la fase inicial.

¢) El periodo es:

T2 _ 2m

w
2 (2k - ) ]

41

6.4 Movimiento armodnico forzado (MAF)

Ahora supongamos que la pista de aterrizaje del avion de los apartados anteriores
contiene una serie de vados que le confieren una forma sinusoidal (v. figura 6.8).
El cuerpo del avion recibe, como consecuencia, una fuerza de tipo sinusoidal que
prolonga el movimiento a pesar del amortiguamiento. ;Como es, a la larga, este
movimiento? ;Qué relacion existe entre el muelle, el amortiguamiento y la fre-
cuencia de los vados, por un lado, y el movimiento vertical del cuerpo del avion,
por otro? Decimos que el sistema esta forzado o que en él actia una excitacion
externa.

Tratemos de caracterizar el movimiento armoénico forzado sin poner el foco de
atencion en la causa concreta que, en cada caso, lo provoca. En este caso, nos
guiaremos por la ecuacion de movimiento mi = —ka — bz + Fy(t), donde Fi es
una fuerza de excitacion externa que suponemos sinusoidal.

Ecuacion canonica del MAF

Decimos que un sistema de un grado de libertad x efectia un movimiento arménico
forzado si la ecuacion de movimiento puede ser escrita en la forma canodnica:

&+ 2v% + wiz = Bsin(Qt + 6,) (6.16)

donde w, se sigue denominando pulsacion libre, -y es el parametro de amortigua-
miento, y aparecen tres nuevas constantes, B, {1y ,, que estan relacionadas, como
veremos, con la amplitud, la frecuencia y la fase inicial de la fuerza (o par) de ex-
citacion, respectivamente.

Solucion general del MAF

Como la ecuacion (6.16) es lineal respecto a x(t), la solucion general se puede
escribir como la suma de la solucion general de la ecuacion homogénea & + 2z +
wir = 0, z,(t), que coincide con la ecuacion de movimiento del MAA, y una
solucion particular z,(t) de (6.16): z(t) = x,, (t)+x,(t), donde z, () es la solucion
correspondiente del MAA, que, en cualquiera de los tres casos, es un movimiento
amortiguado que desaparece con el tiempo. Este tiempo, que depende del parametro
de amortiguamiento, lo podemos evaluar como ¢ > ~~*, de forma que el factor
e~ ~ 0. Decimos que z,(t) es el término transitorio. La solucion particular x,,

Fig. 6.8: La pista no es
perfectamente horizontal y plana.
Los vados que tiene le confieren
una forma sinusoidal. Ello
provoca que el movimiento
oscilatorio amortiguado del
cuerpo del avion no se acabe. El
cuerpo del avidn recibe una
fuerza sinusoidal de excitacion
debida a los vados de la pista que
mantienen el movimiento
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se encuentra por tanteo. Partimos de:
z,(t) = A, sin(Qt+ 6, — p,) 6.17)

donde A, y ¢, son constantes que hay que ajustar para que (6.17) efectivamente
cumpla la ecuacion (6.16). Si sustituimos z,(t), £, (t) y &,(¢), encontrados a partir
de (6.17), en (6.16), obtenemos:

2782
tanp, = 7w2 — O ;

0

sinp, >0 (6.18)

A = B (6.19)

52\/4’)/2 I ( = %‘2’)2

Por tanto, la solucion general del MAF (6.16) se puede escribir como un término

transitorio x,, solucion general del MAA, mas un término estacionario x,, defi-
nido segiin (6.17) con una amplitud particular A, conforme a (6.19), y una fase
inicial 6, — ¢, donde ¢, esta definido segun (6.18). ¢, puede ser entendido como
la diferencia de fase entre la excitacion y la elongacion.

Por ejemplo, en el caso oscilatorio, w, > 7, la solucidon general es:

z(t) = Ae sin(wt + ¢,) + A, sin(Qt + 0, — ¢,) (6.20)

donde A y ¢, son constantes de integracion. Al inicio del movimiento, no hay una
pulsacion definida. Se trata de una superposicion de dos movimientos armonicos
de pulsaciones respectivas w y €. Pasado un tiempo, ¢ > v~ ', podemos considerar
que el término transitorio desaparece y solo nos queda el término estacionario. El
término estacionario x, () es un movimiento oscilatorio armonico de pulsacion €2,
determinada por el excitador, y de amplitud A, y fase inicial 6, — ¢, que no estan
relacionadas con las condiciones iniciales. Estan fijadas por magnitudes presentes
en la ecuacion de movimiento y, por consiguiente, del sistema: B, wg, v, 2y 6.

Ejemplo de movimiento arménico forzado

Seguimos con el ejemplo de la esfera fijada en el extremo de un muelle, en iguales
condiciones que en el apartado anterior. Ahora, mantenemos el otro extremo del
muelle con la mano (v. figura 6.9).

Con la mano quieta, la ecuacion de movimiento sera exactamente la misma que en
el caso del muelle fijado en el techo (v. ecuacion (6.15)), que podemos escribir de
la forma:

mi = —bt — k(z — x,) (6.21)

Cx
§;c0 =

0

Fig.6.9: En lugar de fijar el
extremo superior del muelle al
techo, lo cogemos con la mano. Si
mantenemos la mano muy quieta,
el punto de equilibrio es el mismo
de antes y no se mueve zo = 0



aunque ahora es x, = 0.

Si sacudimos la mano en direccion vertical, con un movimiento sinusoidal de am-
plitud Ay y pulsacion €2, provocaremos que el punto de equilibrio se desplace al-
rededor de x = 0 seglin x, = A sin(Q¢ + 6,) (v. figura 6.10). Esta excitacion
externa provoca que la fuerza del muelle cambie a través del cambio de z,. Susti-
tuyendo el nuevo valor de z, en (6.21), obtenemos:

mi=—-bi—k(x— Apsin(Q + 6,))
que se puede escribir:
mi=—bx —kx+ kApsin(Qt + 0,)

donde vemos que el efecto de sacudir la mano es la aparicion de una fuerza que
actlia sobre la esfera F' = kA sin(Qt + 6,). Si lo expresamos en forma candnica:

b k kAp .
i+ —i+ —x=—"sin(Qt +6,) (6.22)
m m m
obtendremos las mismas expresiones para w, y v y también B = 4£
Fenomenos de resonancia

Como hemos comentado, las caracteristicas del movimiento oscilante que resulta
de aplicar un excitador a un cierto sistema no vienen determinadas por las condi-
ciones iniciales, sino por magnitudes que, son del sistema o bien del excitador. En
particular, la amplitud A, tiene un valor determinado por una cierta combinacion
de estas magnitudes seglin (6.19). Estudiaremos A, como funcion de €2, puesto que
2 es la magnitud presente en (6.19) que no pertenece al sistema, sino al excitador.
La cuestion es si, fijados los valores del sistema, w, y -y, hay algin valor de €2 que
haga que A, sea especialmente grande. Las graficas de A,(2) se pueden ver en la
figura 6.11 para diferentes valores de . En general, siempre que w? > 2%, A,(Q)
presenta un maximo. ;A qué valor de 2 corresponde el maximo? Esto es sencillo
de responder, puesto que solo tenemos que derivar A,(£2) con respecto a (2, igualar
a cero y despejar (2.

< Resonancia de amplitud. Siempre que w? > 2+?, la pulsacion de excitacion €2
que hace que la amplitud de elongacion A, tenga un maximo, denominada pulsa-
cion de resonancia de amplitud ), ,, es:

(6.23)

Ademas de la resonancia de amplitud, tiene también interés la resonancia de velo-
cidad, es decir, la pulsacion 2 para la cual la amplitud de velocidad A4, (€?) tiene
un valor maximo.

CRl
x, = Apsin (Qt + 6,)

Yo

Fig. 6.10: Si sacudimos la mano
verticalmente, con un movimiento
sinusoidal de amplitud Ar y
pulsacion €2, provocaremos que
el punto de equilibrio se desplace
alrededor de 0 seglin

o = AF Sll’l(Qt + 00)

lim A, = 00

y—0

A

P

(0.9]
4

Jw

lo

Fig.6.11: Graficas de A, (Q2)
para diferentes valores del
parametro de amortiguamiento
Y1 > 72 > 3. Se observa que,
si wg > 272, hay un maximo.
Cuando v — 0, el maximo se
sitla en 2 = wy y tiende a
infinito. Cuando © — oo, resulta
A, (c0) — 0.Cuando 2 — 0,
el sistema oscila con una amplitud
A, = %. En este Gltimo caso,

si se tratara de la esfera del
ejemplo, B = "2 y se obtiene
A, = Ap, es decir, la esfera
sube y baja sin que el muelle se
deforme
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< Resonancia de velocidad. La pulsacion de excitacion €2 que hace que la ampli-
tud de velocidad 24, tenga un maximo, denominada pulsacion de resonancia de
velocidad Q. , es

Qry = wo (6.24)

Es un hecho notable que, en resonancia de velocidad, la diferencia de fase entre
excitacion y elongacion, ¢, es, seglin (6.18), 5.

La resonancia de velocidad estd muy relacionada con las cuestiones energéticas,
como veremos en la préxima subseccion.

Energia y potencia

La expresion de la energia dependera del sistema concreto de que tratemos. Aun asi,
sabiendo que, para el MAS, E = 0 debe ser la ecuacion de movimiento, podemos
deducir que la energia de un movimiento armoénico siempre se podra escribir:

1 . 1
E = 5 [ 3 Jwax? (6.25)

donde M, es un factor que contiene la inercia. Por ejemplo, en caso de que se trate
de un cuerpo que oscila por traslacion, M, sera simplemente la masa, como en el
caso del ejemplo de la esfera fijada a un muelle que hemos tratado a lo largo de
este capitulo.

Si se trata de un MAA oscilando con v < w,, podemos escribir la evolucion
temporal de la energia de la forma aproximada:

1
5 = §M1w§A(t)2 = e 2" E(0) (6.26)

Si se trata de un MAF, la energia no se conserva debido a la presencia de la friccion
y de la excitacion externa. En este caso, podremos escribir:

E = —2M,vi* + M,Bsin (Qt + 60,) & (6.27)

puesto que, si desarrollamos E segun (6.25), (6.27) es la ecuacion de movimiento
del MAF.

Cuando estamos en la fase estacionaria, la media de la energia en un periodo, E,
se conserva, puesto que, si calculamos E:

t4+T
1 1 ‘
E= / E dt = ;M A3 (w] + ) (6.28)

podemos observar que E no depende de t. Si hay disipacién por friccion, pero la
media de la suma de la potencia de excitacion y la disipacion se anulan.



La media de la potencia de excitacion, P, es, teniendo en cuenta el término de
potencia del excitador, es decir, el segundo término del miembro de la derecha de
(6.27):

t+T
_ 1 t+T . .
P:T/Pdt =1 tf M, Bsin (Qt + 6,) @dt

(6.29)
1 . 1 .
= iMlBApQ singp, = §ZAiQQ sing,
donde Z es la impedancia mecdnica:
2= F et (oo 9B (6.30)
“aa - Y Q '

y F, = M,B.

Como vemos, si la pulsacion €2 coincide con la de resonancia de velocidad, 2 = w,
A, serda maxima y sin ¢, = 1. Asi, podemos decir:

< Potencia de excitacion maxima. En resonancia de velocidad, la potencia media
desarrollada por el excitador es maxima.

La diferencia relativa entre 25, y Q4 es:

Loy = Qna _ <7) +0 <<7> > (631)
Qny Wo Wo

Para amortiguamientos relativamente pequefios, 7 < w, tendremos 25y, = Qg ~
wo. En estos casos, es exclusivamente la pulsacion libre w, la que caracteriza el
comportamiento resonante del sistema.
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7 Ondas mecanicas

Introduccion

Hasta ahora, hemos estudiado la materia en un modelo de s6lido rigido. Ahora con-
sideramos la estructura interna de esta materia. Tomemos un bloque de material
s6lido homogéneo y demos un vistazo por dentro. {No hace falta que lleguemos
al nivel atdmico! Basta con que consideremos volimenes suficientemente gran-
des para que, en situacion de equilibrio, la cantidad de materia que contengan se
mantenga constante. Estas porciones interaccionan las unas con las otras. Podemos
construir un modelo representando cada volumen de materia por una particula. Las
diferentes particulas las unimos con muelles que, para pequeiias desviaciones del
equilibrio, sabemos que, por lo que hemos aprendido en el capitulo 6, representan
bien las fuerzas de interaccion (v. figura 7.1).

Hecho esto, si desplazamos repentinamente una de las particulas de la posicion
de equilibrio, internamente jtodo empieza a vibrar! Decimos que por el medio se
propaga una onda (v. figura 7.2).

En este capitulo, estudiaremos como tratar los movimientos internos de la materia,
cuando esta deja de ser rigida y pasa a tener propiedades elasticas.

7.1 Ondas

Si perturbamos localmente alguna de las propiedades de un medio, la perturbacion
se transmitird a todo el medio. La propagacion de esta perturbacion se denomina
onda o movimiento ondulatorio. Por el hecho de tratar con perturbaciones mecani-
cas, de algunas de las propiedades de los medios materiales, decimos que tratamos
con ondas mecanicas. Si no hay confusion, hablamos simplemente de ondas. El
punto o conjunto de puntos donde se produce la perturbacion inicial se denomina

foco.

Pensemos en algunas experiencias cotidianas relacionadas con las ondas.

Fig. 7.1: Modelo de materia mas
alla de la rigidez

2 6 0 95 o5 o o

05 03> 030505050

[ ] 4\0/‘4 L e s )
° e 00 0

L ]
o 4/0\4 9 9 ®

° o o o o ] L

o

Fig. 7.2: El desplazamiento
repentino de solo una de las
particulas provoca la propagacion
de una onda por el medio



a) Si tiramos de un punto de una cuerda tensa y lo soltamos (v. figura 7.3), ob-
servaremos que la deformacion producida se transmite a una velocidad v. Si la
cuerda esta mas tensa, la velocidad de propagacion serd mayor.

Fig. 7.3: Propagacion de una
a perturbacion en una cuerda tensa

N " VA <
T

b) Si damos un golpe de martillo a una via del tren, al poco tiempo, una persona
alejada notara la vibracion causada si toca la via con la mano.

¢) Si lanzamos una piedra al agua de un estanque, observamos que la perturba-
cion se va extendiendo circularmente por toda la superficie, a una velocidad
constante.

d) Si explosionamos un petardo, la rapida combustion de la pélvora provoca el
desplazamiento de los gases que comprimen la capa esférica de aire mas proxi-
ma al petardo. Como el aire es muy elastico, después de comprimirse se expande
y comprime la capa esférica que rodea la primera capa. Y asi sucesivamente. El
resultado es una onda sonora que se propaga esféricamente por el aire.

Todas las ondas mecénicas tienen unos rasgos comunes, que son:

< Hay un medio y una propiedad de este medio que puede ser perturbada. Esta
perturbacion se denomina funcion de onda o campo. En equilibrio, la funcién
de onda es nula.

* En el caso de una cuerda tensa, la cuerda define el eje x (v. figura 7.3). La
funcion de onda es el desplazamiento transversal y de cada punto de la cuerda
con respecto a su posicion de equilibrio, y = 0. Como cada punto de la cuerda
queda determinado por su posiciéon z y el desplazamiento y de cada punto
depende del tiempo, la onda en toda la cuerda queda caracterizada por una
funcién de dos variables, y(z, t), que es la funcion de onda de la cuerda.

< En las ondas mecanicas, las particulas que constituyen el medio, por término
medio, no se mueven; solo oscilan ligeramente alrededor de su posicion de equi-
librio. Las ondas no transportan materia. Si podemos decir que las ondas propa-
gan energia y cantidad de movimiento.
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Si la velocidad de oscilacion es perpendicular a la direccion de propagacion, deci-
mos que se trata de ondas transversales (v. figura 7.4).

Si la velocidad de oscilacion tiene la misma direccion que la de propagacion, de-
cimos que se trata de ondas longitudinales (v. figura 7.5).

Si la perturbacion es un desplazamiento longitudinal o transversal, podemos deno-
minarlo elongacion, segiin hemos visto en el capitulo 6.

Si la perturbacién inicial es muy breve, la onda que se propaga por el medio se
denomina pulso ondulatorio. Este es el caso de la figura 7.3.

Si la perturbacion inicial consiste en una oscilacion durante un cierto intervalo de
tiempo At, tendremos un tren de ondas. En la figura 7.6, se muestra un tren de
ondas armonicas. Si el intervalo At es muy grande, At — oo, el tren de ondas
armonicas se habra convertido en una onda arménica. Las ondas armodnicas, como
veremos enseguida, son un caso ideal de ondas muy importante.

(%

Frentes de onda

Un medio se denomina homogéneo si, fijada una direccion, la velocidad de propa-
gacion es independiente del punto que consideramos.

Un medio se denomina isétropo si la velocidad de propagacion es la misma en
todas las direcciones; en caso contrario, es anisotropo.

Un medio se denomina no dispersivo si, en cada punto, todas las ondas tienen la
misma velocidad.

Un medio se denomina no disipativo si el medio no absorbe la energia que trans-
porta la onda.

Se denomina medio ideal el medio que es, a la vez, homogéneo, isdtropo, no disper-
sivo y no disipativo. En un medio ideal, la velocidad de propagacion de las ondas
es constante.

Se denominan firentes de onda las regiones del medio conectadas por puntos con
un mismo valor de la perturbacion. De los puntos de un frente de ondas, se dice que
estan en fase. La direccion de propagacion es perpendicular a los frentes de onda.

@\_

Fig. 7.4: Un muelle largo
representa bien un modelo de
medio continuo unidimensional.
Podemos generar una onda
transversal desplazando
transversalmente algunas espiras
del muelle largo

iy

Fig. 7.5: Onda longitudinal
provocada por el desplazamiento
longitudinal de algunas espiras en
un muelle largo

Fig. 7.6: Un caso particular de tren
de ondas. Si la perturbacién inicial
consiste en una oscilacion
arménica que se prolonga un
tiempo At, se obtiene un tren de
ondas arménicas de longitud vAt
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En un medio ideal, si el foco es puntual o esférico, el frente de ondas sera esférico.
Si el foco es plano, el frente de ondas también lo serd. Lejos del foco, un frente de
ondas esférico resulta aproximadamente plano (v. figura 7.7). En un medio ideal,
una onda plana o unidimensional es la causada por un foco plano. En la practica,
lejos de un foco puntual o localizado, tendremos una onda plana. En un medio ideal,
una onda plana se caracteriza porque tiene una Unica direccion de propagacion con
velocidad constante.

Las ondas en una cuerda tensa o en una barra larga y estrecha son ejemplos de
ondas planas o unidimensionales, puesto que se propagan solo en una direccion.

El aire de la atmosfera, en una franja de unos pocos metros y sin gradientes de tem-
peratura importantes, se puede considerar un medio ideal para las ondas sonoras.

Los frentes de onda dan una imagen muy clara de la propagacion de las ondas. De
hecho, el estudio de las ondas empez6 en el siglo X VII cuando Christiaan Huygens
introdujo el principio que lleva su nombre.

=» Principio de Huygens. Cualquier punto de un frente de onda es susceptible de
convertirse en un nuevo foco emisor de ondas idénticas a las que lo originaron.

Este principio permite explicar y prever fenomenos como la reflexion, la refraccion
y, sobre todo, la difraccion de las ondas. Huygens estableci6 su principio para de-
mostrar que la luz es un tipo de onda, en contra de la opinion de Newton, que creia
que la luz no era mas que un haz de particulas. Ya en el siglo X1X, primero Fresnel
y después Kirchhoff mejoraron el enunciado del principio y, de hecho, Kirchhoff
demostr6 que era una consecuencia de la ecuacion de ondas, como veremos en la
seccion 7.2. Como en este texto estudiamos las ondas desde el punto de vista de
la mecénica, no trataremos del principio de Huygens. Solo al final del capitulo 8
comentaremos qué es la difraccion.

Fig. 7.7: Un foco puntual da lugar
a frentes de onda esféricos. Lejos
del foco, estos frentes de onda
son aproximadamente planos.
Lejos del foco, podemos tratar la
onda como plana

Fig. 7.8: Christiaan Huygens
(1629-1695) fue un matematico,
fisico y astronomo neerlandés



7.2 Ondas planas y ecuacion de ondas
Ondas planas: la funcién de onda

Trataremos las ondas planas en un medio ideal. Para este tipo de medio:

a) la velocidad de propagacion v es una constante caracteristica del medio y

b) la perturbacion conserva la forma mientras se propaga (v. figura 7.9)

Con estas dos condiciones, una onda plana, descrita por la funcién de onda y, que
en situacion de equilibrio vale y = 0, sera cualquier funcion y de = y ¢ de la forma:

y(x,t) = y(x — vt) o bien y(x,t) = y(x + vt) (7.1)
Yy Y
y(z)
T T
[o) 0] vt

Observando la figura 7.9, podemos ver que y(x — vt) cumple las condiciones a y b.
Los frentes de onda seran los puntos que tienen el mismo argumento de la funcion
de onda, es decir, puntos en que  — vt = C, siendo C' una constante. Asi, para
cualquier instante ¢, los frentes de onda son del tipo © = C' + vt = constante. Para
cada ¢ son planos, de ahi viene el nombre de ondas planas (v. figura 7.10). Estos
planos viajan a la velocidad & = v. Asi, y = y(x — vt) representa una perturbacion
que se propaga en el sentido creciente del eje x a velocidad v. y = y(z + vt)
representa una perturbacion que se propaga en el sentido decreciente del eje = a
velocidad v.

Debemos distinguir entre la velocidad de oscilaciéon y la de propagacion. Si la onda
es plana y viaja en la direccion del eje x, tendra la forma genérica y(z, t).

< La velocidad de oscilacién, v, es:

Oy(z,t)

Voo (2, ) = 5

(7.2)
< Lavelocidad de propagacion v,,,, para un medio ideal, es la velocidad v,,,, =
|4 tal que y = y(z(t),t) es constante. Asi:

Oy . Oy
0_8xx+5't

dy _
dt

Fig. 7.9: La misma perturbacién
en el instante inicial t = 0y en
un instante posterior ¢ en que se
ha propagado en el sentido de las
x crecientes

Fig. 7.10: Los frentes de onda de
una onda plana son planos
paralelos entre si
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de donde resulta:

9y

ot
Oy
ox

(7.3)

Uy = |2 =

Si la onda es transversal, ¥, L 4,,, ¥, si es longitudinal, ¥ ||¥,.,. Si el medio es
ideal, sabemos que la onda plana tiene la forma y(z,t) = y(z & vt) y la velocidad
de propagacion resulta ser v, = v.

Ondas planas: ecuacion de ondas

Si tenemos en cuenta los dos sentidos posibles de propagacion, una onda plana
puede tener la forma:

y(x,t) = y(x — evt) ,donde e==+l1 (7.4)

Todas las posibles ondas planas de un mismo medio se pueden caracterizar por una
ecuacion diferencial que tenga por incognita y(z,t) y que puede depender de v,
que es una caracteristica del medio, pero no de €.

Para encontrar esta ecuacion, eliminando ¢, tendremos que derivar (7.4). Ahora
bien, y(z,t) = Y (u), donde u = = + evt. Aplicando la regla de la cadena:

dy _dY du_dy Py &Y ou Y
Or du 0z du 0r2  du® 9 du?
Oy _dY ou _dy_ Py _ &Y ou_ &Y,
ot du ot du o2 dur ot dw
Como e = %1, ¢* = 1, con las derivadas segundas eliminamos <. Eliminando Cclli’; s
encontramos la ecuaciéon de ondas planas:
%y 1 0%
ZJ_ -9 _9 7.5
o0r? w2 Ot? (7.5)

que es la ecuacion de las ondas que se propagan en una sola direccion, la x. Para
ondas que se propagan en diferentes direcciones, frentes de onda no planos, hay que
considerar las tres dimensiones del espacio x, ¢, z. Denominando % la funcion de
onda, y con razonamientos parecidos a los que se han expuesto para una dimension,
la ecuacion de ondas es:

o %y Py 10%

e EA . = 7.6
0x?2 = 0y? + 022 w2 Ot? 0 (7.6)



Principio de superposicion

La ecuacion de ondas (7.5) es una ecuacion en derivadas parciales lineal. La de-
mostracion es sencilla: sean y, (z,t) y y.(z, t) dos ondas, es decir, dos funciones
que satisfacen la ecuacion de ondas:

oy, 1 0%y, —0 0%y, 1 0%y,

0x? c? Ot2 Ox? c? Ot2

Cualquier combinacion lineal de las dos, ay, +by,, con a y b constantes arbitrarias,
cumple la ecuacion de ondas (7.5):

0? (a’yl + by2) 1 82(ay1 + byQ)
D> e ot
— [62% _ 132%} [32% _ 1823/2] —0
oxz  ¢* Ot? ox2  ¢* Ot?

El hecho de que la ecuacion de ondas sea lineal significa que esta de acuerdo con
el principio de superposicion, lo cual simplifica extraordinariamente el compor-
tamiento y el estudio de las ondas.

<» Principio de superposicion de las ondas. Si por un medio se propaga mas de
una onda, cada una se propaga sin verse afectada por las demas.

Como y, (z,t) = f(z —vt) y yo(x,t) = g(x + vt) son soluciones de la ecuacion
de ondas, aplicando el principio de superposicion encontramos la solucion general
de la ecuacién de ondas:

y(z,t) = flz —vt) + g(z + vt) (7.7)
donde f y g son dos funciones arbitrarias.

Fig. 7.11: Si en una cuerda se
t=0 propagan dos pulsos de sentidos
contrarios, la elongacion de cada

punto de la cuerda sera la suma
=3 de elongaciones que producirian
- cada uno de los pulsos por

separado

En la figura 7.11, podemos ver un caso que ilustra el principio de superposicion.
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Problema 7.2.1. Enelinstante ¢t = 0, se da un golpe a una cadena larga y tensa, que
inicia la propagacion de una onda plana (pulso ondulatorio) que se puede expresar

como:

1
12 + (z + 14t)?

donde xz y y estan en m y el tiempo ¢ en s. y(z, t) es similar a la que se muestra en

y(w,t) = (1)

la figura 7.9.

a) Comprueba que esta funcion es una onda plana y encuentra la velocidad con
que se propaga. ;Cuanto valdra la maxima elongacion que experimentara cada
pequeno eslabon de la cadena a medida que se propaga la onda?

b) Si y(x,t) es un pulso, ;qué anchura aproximada podemos decir que tiene?

¢) (Cuanto vale la velocidad de oscilacion de un punto cualquiera = de la cade-
na?

d) En el instante ¢ = 0, /qué puntos tendran la maxima velocidad de oscilacion?

Solucion

a) Efectivamente, la funcion y(z, t) de (1) se puede expresar en la forma: y = f(z —
vt); por consiguiente, es una onda que se propaga a la velocidad de 14m/s en el
sentido decreciente de las x. También podemos verlo comprobando que satisface la
ecuacion de ondas (7.5).

Para una x determinada, la maxima elongacion y sera cuando el denominador de (1)
sea minimo: x + 14¢ = 0. Asi pues, para cada z, la maxima y sera: yms = 1/12 =
0,0833 m.

b) Para un valor estimativo, tomamos como anchura del pulso la distancia entre los
puntos de la cuerda que tengan una elongacion y = 1/10 Yus. Como la forma del
pulso no cambia, podemos trabajar a t = 0,

1 1 1
012 s ,de donde r~+10 m

Por tanto, la anchura del pulso es del orden de los 20 m.
c) Para encontrar la velocidad de oscilacion, tenemos que derivar y:

Oy —28(x + 141)
ot 124 (z +14t)%]°

Vose =

d) Para un t dado, el punto = del pulso que tendra la maxima velocidad de oscilacion
viene dado por:
Oose =28 14[12 4 (@ + 141)%] 4+ 112(z + 148)°

=0
ox [12 + (z + 14t)2]”

de donde (x + 14t)> = 4.Sit = 0, entonces z = +2m. Dado que la forma del
pulso se mantiene, los dos puntos con la maxima velocidad de oscilacion estan a 2 m
del maximo del pulso. n



Ondas armonicas

En la figura 7.12, la varilla de un vibrador describe un movimiento arménico simple
(MAS) de pulsacion w. Una cuerda indefinidamente larga y tensa tiene un extremo
fijado a la varilla. El movimiento se transmite a la cuerda y su propagacion es una
onda. Sino hay disipacion, pasado un tiempo, la onda alcanzara un tramo muy largo
de cuerda, de forma que podremos decir que todos los puntos de la cuerda alejados
del extremo haran un MAS. Como el MAS de la varilla no se detiene, todos los
puntos de la cuerda, en todo momento, hacen un MAS.

La onda de la figura 7.12 es una onda plana que se denomina onda arménica. Una
onda armonica que se propaga en el sentido creciente de las x es una funcion de
la forma y(x,t) = f(z — vt) donde cada punto = hace un MAS de pulsacion w.
Estos requisitos nos imponen la forma general:

y(z,t) = Asin(kzr — wt + @) (7.8)
donde A, k, w 'y ¢ son constantes, con ¢ = v. Asi, tendremos:

y(z,t) = Asin(k(z — vt) + @) (7.9)
y se cumple y(z,t) = f(x — vt).
Los parametros que caracterizan una onda armoénica son:
< Amplitud A. Es la magnitud que proporciona las dimensiones fisicas a y. Si es

una onda de desplazamiento, A tiene dimensiones de longitud. Si es una onda
sonora de presion, A tiene dimensiones de presion.

< Periodo 7 (s en el S.I.). Si filmamos un punto de la cuerda, situado horizon-
talmente en x = x,, entonces y(t) = y(z,, t) es el movimiento vertical de este
punto. En la figura 7.13, se representa y(¢). T es el periodo temporal de la onda
o simplemente el periodo.

y(t)
4/\ AT AN\,
VR VERVERVERVERV/

< Pulsacion o frecuencia angular w (rad/s en el S.I.). Podemos encontrar la
relacion con el periodo teniendo en cuenta la definicion de este ultimo:

kr—wit+T)+¢d=kr—wt+¢—27

Fig. 7.12: La varilla describe un
movimiento armonico simple
(MAS) que se propaga a la cuerda
tensa fijada por su extremo

Fig. 7.13: Movimiento arménico
simple efectuado por la
perturbacion y en el punto z, a lo
largo del tiempo ¢
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de donde encontramos:

< Frecuencia f (s™* = Hzen el S.I., Hz = hercio). f = 1/T

< Longitud de onda A\ (m en el S.I.). Si detenemos el tiempo, t = ¢,, entonces
y(x) = y(x,t,) es una “foto” de la onda. En la figura 7.14, se representa y(x).
A es el periodo espacial de la onda.

Fig. 7.14: Forma de la funcién de

y(z)
A % /\ A /\ /\ /\ /\ z onda y en el instante ¢, alo largo
| \/ \/ \/ \/ \/ \/ de la coordenada x del medio

< Nimero de ondas k (rad/m en el S.1.). Podemos encontrar la relacion entre k
y la longitud de onda teniendo en cuenta la definicion de esta tltima:

E(x+ X)) —wt+od=kx —wt+¢+27

de donde encontramos:

k=—
A
< Velocidad de propagacién o de fase v (m/s en el S.I.). Podemos encontrar

la relacion con w y k, teniendo en cuenta que la fase debe ser una funcion de

xr — vt:
w

kr —wt+ ¢ =k(z — ’

t)+o=k(zv—vt)+¢

asi

9 Fase p(z,t) (rad en el S.I). Es el argumento de la funcién seno de (7.8):
p(x,t) = kx — wt + ¢. Se mide en rad, jnunca en grados! Asi, ¢ es la fase
inicial, en ¢ = 0, y el origen x = 0. Los puntos con la misma fase presentan el
mismo estado de movimiento.

Un desfase es un incremento de la fase Ay:
* Entre dos puntos z en el mismo instante t: Ap = p(z,,t) — p(z,,1) =

k(x, —x,). Siz, = x, + nA, con n entero, estos dos puntos tienen la misma
fase, modulo 27r.

+ Entre dos instantes ¢ en el mismo punto z: Ap = @(z,t,) — o(x,t,) =
w(t, —t,).
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Con el valor adecuado de ¢, la misma onda (7.8) se puede escribir de varias
maneras. Por ejemplo:

y(z,t) = Acos(kx — wt + ¢') = Asin(wt — kz + ¢)

Para evaluar desfases entre dos funciones armonicas, las dos se tienen que ex-
presar en forma de sin o las dos en forma de cos. En este texto, optaremos por
sin.

Si la onda se propaga en el sentido contrario, decreciendo en x, comoy = f(x+uvt),
tendremos y(x,t) = Asin(kx + wt + ¢).

Problema 7.2.2. Por una cuerda se propaga la onda arménica siguiente:

y(z,t) = 3 x 10° cos {20% (t - %)} (1)

donde todas las magnitudes estan en el S.I. Para esta onda, averigua cuanto valen:

a) la amplitud, el periodo, la frecuencia, la longitud de onda y la velocidad de
fase;

b) la velocidad y la aceleracion transversales méaximas de un punto cualquiera
de la cuerda;

¢) la distancia entre dos puntos consecutivos separados por un desfase de /3 rad.

Solucion
Para hacer que (1) se asemeje a (7.8), se puede escribir como:

y =3 x 10 % sin (107r:c —200mt + g) = Asin (kx —wt+ g) 2)

a) Ahora, comparando (2) con (7.8), obtenemos:

Amplitud: A=3x10"%m
Numero de ondas: k = 107 = 31,42 rad/m
Pulsacion: w = 2007 = 628,3 rad/s
Longitud de onda: A= 2% = % =0,20m
Periodo: T= %’T = ﬁ:o =0,010s

Velocidad de fase: c=% = % =20 m/s

b) Todos los puntos de la cuerda hacen un MAS en la direccion del eje y. La velocidad
y la aceleracion de oscilacion vienen dadas por:
Vgse = % = —wAcos(kx — wt + ¢)
2

= % = —w?Asin(kzr — wt + ¢) = —w?y(z,t)
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Los maximos valen:

» Maixima velocidad: Ui = (%)miX =wA =0,6mr = 1,885m/s
» Maxima aceleracion: mix = (ngg) - =w?A=1207" = 1184m/s’

¢) La diferencia de fase vale Ay = kAx. Asi, si A¢ = 7/3 rad, tenemos:

- Ap Aap 1
Az = . =\—" 5r = 30 = 0,0333m ]

7.3 De las leyes de Newton a la ecuacion de ondas

La mecanica newtoniana predice la existencia de ondas en los medios elasticos y
da la expresion de la velocidad de propagacion en funcion de las propiedades del
medio.

Ondas en una cuerda tensa

Sea una cuerda tensa muy flexible, de densidad lineal i (kg/m en el S.I. de uni-
dades), por la cual se propaga una onda transversal. La posicion de la cuerda en
equilibrio define el eje x. En la figura 7.15, se muestra un diferencial de cuerda, el
correspondiente entre los puntos 1 y 2, en movimiento, y las dos tensiones F, y F,
a que esta sometido.

Fig. 7.15: Un diferencial de cuerda

dx

Aplicaremos la segunda ley de Newton a este diferencial de cuerda, que trataremos
como una particula. Trataremos el problema para pequeiias oscilaciones y grandes
tensiones. En consecuencia:

0 < 1lysinf ~tanf ~ 0

El diferencial de cuerda solo tiene un movimiento apreciable transversalmente.

dm = pdz.

Las tensiones F y F, tienen el mismo modulo: F, =~ F, ~ F.

La cuerda tensa en equilibrio es horizontal. La fuerza peso se puede despreciar.
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Con estas suposiciones, la suma de las fuerzas transversales que actiian sobre dm =
pdx es:

F, = F, +F, =—Fsind+ Fsin(0 + df) ~
F(—0+60+df) =Fdb

Q

Como la pendiente del diferencial de cuerda es la derivada:

dy 0Oy
tanf ~ 0 = = = =<
an dx Ox
t :
enemos . df@ o oy .
T dx T Qa2

.7 2 r
Por otro lado, la aceleracion transversal vale a, = %. Asi pues, la segunda ley

de Newton, F, = dma,, es:

0%y %y
F&C2 dx = pdx 912 (7.10)
de donde resulta la ecuacion de ondas:
Py 0y
_ P = 7.11
Ox2 F Ot? (7.11)

de la cual deducimos, por comparacion con (7.5), que la velocidad de propagacion
de las ondas es:

v =

r (7.12)
"

Si introducimos la seccion S de la cuerda en la expresion (7.12 ), obtenemos:

_E_ |F/S_ T
v\/; o \ﬁ (7.13)

donde p es la densidad voliimica. Volvemos a ver que la velocidad de propagacion

esfuerzo
densidad *

esta relacionada con las caracteristicas del medio segun

Problema 7.3.1. Un hilo recto y largo de acero, de 0,50 mm de radio, se cuelga del
techo. Si suspendemos del extremo libre un cuerpo de 10 kg de masa, determina la
velocidad del pulso que se propaga por el hilo si desplazamos transversalmente un
poco un punto cualquiera y lo soltamos.

Dato. La densidad del acero es p,., = 7,80 x 10°kg/n?’.
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Solucion

Aplicamos la formula (7.12), tomando como tension del hilo: ' = mg = (10kg) x
(9,81 m/s*) = 98,1N.
La densidad lineal del hilo es:

4 4

2
m_ P = 6,123 x 10 kg/m

Por tanto, la velocidad es v = E =126,5m/s . |
V ou

Modelo simple de barra solida

Sea una cadena muy larga, recta, de IV parejas muelle-particula idénticas, conec-
tadas entre si, como se ilustra en la figura 7.16. Los muelles tienen una constante
recuperadora k y las particulas, una masa m. h es la distancia entre particulas en
equilibrio. Fijémonos en una masa cualquiera, ¢, inicialmente en equilibrio en la
posicion x;. La masa anterior esta en x;_, y la posterior, en x, ;.

T, z, Ty
| |
1—1 l i+1
kom ) k l n k
i h . m

Cuando por esta cadena pasa una onda, las posiciones de las masas varian. La masa
1 se desplaza s;.

Ty Z; Tip
'—5 i1 '—5 —> |—5 i

ka . kO:m kOm k

Observando la figura 7.17, podemos escribir la ecuacion de movimiento de la par-
ticula ¢ aplicando la segunda ley de Newton:

d?s;
m
dt?

= +k(s;p1 — 8;) — k(s; — s,_1)

que, multiplicando y dividiendo por h, podemos reescribir como:

m sy CH}’?&) _ (Sii’jiil) (7.14)

h dt? h

Si h es muy pequeila y N muy grande, podemos dar el paso al continuo: mante-
niendo la longitud de la cadena, L. = Nh, finita, hacemos N — oo, a la vez que

Fig. 7.16: Modelo simple de barra
solida en equilibrio

Fig. 7.17: Modelo simple de barra
solida en equilibrio cuando una
onda se propaga
longitudinalmente



h — 0. En lugar de pensar que la particula ¢, de posicién de equilibrio x;, se des-
plaza s,, pensaremos que la particula de posicion de equilibrio = es desplazada s.
En este caso, s pasa a ser una funcion continua de = y del tiempo ¢, s(z, ). Asi,
podemos aproximar el miembro de la derecha de (7.14) con derivadas parciales:

Sit1—S8i \ _ [ Si—Si-1 9s 9s
; ( h ) ( h ) , (%), - (%)IM 0%s
o h —mTh e OP

Por otro lado, la derivada ordinaria del miembro de la izquierda de (7.14) la pode-
mos entender como derivada parcial, puesto que s, es ahora s(x, ¢). Por tanto, de
(7.15), (7.14) acaba quedando como la ecuacion de ondas:

0*’s 1 9%s [k
9 o 0 , con v=nh o (7.16)

Es decir, en la cadena de muelles-masas, una perturbacion longitudinal se propaga

de una masa a la siguiente como una onda de velocidad v dada por (7.16).

Como ya hemos comentado, (7.16) es correcta si la longitud h es muy pequefia con
respecto a la longitud de onda de la onda arménica que se propague por la cadena.
Si la onda que se propaga no es una onda armonica, sino un pulso ondulatorio, h
debe ser mucho mas pequefia que la anchura del pulso.

No hace falta que h sea la longitud natural del muelle. Si lo es, podemos entender
que, en equilibrio, la cadena no esta sometida a ninguna tension externa. Si no
lo es, entenderemos que, en equilibrio, la cadena estd sometida a una tension o
compresion externa constante.

A pesar de que se trata de un modelo, podemos reescribir la velocidad de propaga-
cion (7.16), introduciendo la seccion S de la cadena, como:

v:h\/zz,/%:\/f (7.17)

donde p = 7% es la densidad volimica media de la cadena y 7, = % puede
entenderse como el esfuerzo que hace que la deformacion sea AL = L. La tension
correspondiente es /' = 7,.5.

Ondas longitudinales y transversales en una barra sodlida

Consideramos una barra larga, homogénea, de longitud L, seccion recta uniforme S
y densidad volumica p (v. figura 7.18). La barra tiene un comportamiento elastico
lineal por traccion/compresion longitudinal. Ello quiere decir que, si se aplica a
cada uno de los dos extremos de la barra una fuerza F' de traccion (positiva, hacia
fuera) o de compresion (negativa, hacia dentro), la barra se alargara o se acortara,
respectivamente, una pequeiia longitud AL proporcional al esfuerzo F'/S:

L — AL
<LS Y Si»

Fig. 7.18: Barra larga,
homogénea, de longitud L,
seccion recta uniforme S'y
densidad volumica p, sometida a
una fuerza de traccion F'
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AL_LF
L YS
donde Y es el médulo de Young que caracteriza la elasticidad de la barra, tiene

(7.18)

dimensiones de presion y se suele medir en GPa = 10° Pa.

Podemos tratar la barra siguiendo el modelo de muelles-masas que hemos estudia-
do anteriormente. En particular, podemos utilizar (7.17) para la velocidad de las
ondas longitudinales en la barra. El esfuerzo 7, lo encontramos a partir de (7.18)
con AL = L, es decir, 7, = Y. La velocidad de propagacion de las ondas longitu-
dinales en la barra, v,,,,,, sera asi:

(7.19)

Ulong =

Y
p

En la tabla 7.1, se dan los médulos de Young y de cizalladura, la densidad y la
velocidad v,,, de las ondas longitudinales para barras de varios materiales.

Y G p v]ong v[ran Z
(x10° Pa) (x10°Pa) (kg/m®) (m/s) (m/s) (rayl)
Acero 200 78 7800 5064 3160  39,5x10°
Aluminio 70 26 2700 5092 3100 13,7x10°
Cobre 130 49 8900 3821 2350  34,0x10°
Vidrio ~60 ~24 ~2500 ~4900 ~3100 ~12,3x10°

La velocidad (7.19) es valida para barras delgadas y largas. En solidos extensos, la
velocidad de las ondas longitudinales viene dada por esta expresion, multiplicada
por un factor que tiene en cuenta otras caracteristicas elasticas de los materiales.
Asi, por ejemplo, para el acero, el factor de correccion es 1,15 y la velocidad resulta
ser 5824 m/s.

En los so6lidos, también se propagan ondas transversales. En este caso, la propaga-
cion depende del médulo de cizalladura o torsion, G, que relaciona el momento
de un par de fuerzas aplicadas a las caras de una “rebanada de barra” con la defor-
macion caracterizada por el angulo 4 (v. figura 7.19)

P 1F
G S
La velocidad de las ondas transversales v,,.,.,, que damos sin demostracion, es:

¢ (7.20)
p

Ut'ran =

Tabla7.1: Modulos de Young y de
cizalladura, densidad y
velocidades de las ondas
longitudinales y transversales
para barras de diversos
materiales. Z es la impedancia
acustica especifica definida en el
capitulo siguiente

Fig. 7.19: El mddulo G relaciona
el momento aplicado a una
rebanada de barra con la
deformacion caracterizada por 6



que también tiene la forma 4/ gzrfl‘:gz‘(’l En la tabla 7.1, se dan los valores de G para
algunos materiales. Se puede demostrar que, para cualquier material, G < Y. Asi:

< Para un mismo material, la velocidad de las ondas longitudinales es siempre
mayor que la de las ondas transversales.

En los fluidos, G = 0 y la consecuencia es:
= En el interior de los fluidos, tan solo se propagan ondas longitudinales.

Los terremotos son la manifestacion en la superficie de la Tierra de las ondas sis-
micas que se generan cuando, en un punto de la corteza terrestre, chocan o se mue-
ven grandes bloques rocosos. Las ondas sismicas que se crean comportan ondas
longitudinales, transversales y otras. Parten del foco, el hipocentro, y se propagan
como ondas esféricas. Sabemos que las ondas longitudinales son mas rapidas (se
conoce bastante bien la velocidad media de estas ondas) que las transversales y se
detectan facilmente por el hecho de que llegan antes a los observatorios sismicos.
Con tres observatorios que registren los terremotos, ya se puede determinar, por
triangulacion, la posicion del hipocentro.

Ondas longitudinales en un fluido

Sea una onda plana longitudinal que se propaga en la direccion del eje x por un
medio fluido. Consideramos un tubo de fluido, en la direccion de propagacion, de
seccion recta constante S que, en equilibrio, tiene una densidad uniforme p. La
onda se puede describir como una onda de desplazamiento o como una onda de
densidad.

En el primer caso, la perturbacion es el desplazamiento, s, de cada seccion recta
del tubo. Asi, la seccidn inicialmente en x pasa a estar en x + s, donde s depende
de z ydet: s(z,t).

En la figura 7.20 (a), se muestra, en equilibrio, antes de que pase la onda, el tubo y
un diferencial o “rebanada” de tubo limitado por las secciones z, y z, = x, + dx.
El volumen de este diferencial es S dx y la masa, dm = p S dz.

En la figura 7.20 (b), se muestra el mismo tubo, pero cuando esta pasando la onda.
Las secciones rectas que limitaban la masa dm en las posiciones x, y x, han pasado
aestarenz, = x, +58, y ¥, = x, + S, siendo s, = s, + ds. El volumen de esta
nueva rebanada diferencial es ahora S (dz + ds).

Como ha cambiado el volumen que ocupaba la masa dm, también ha tenido que
cambiar la densidad en el nuevo diferencial de volumen, que pasa de la de equilibrio

dm
¥ p
a) x, o
N dm
ol I
\/
b

Fig. 7.20: Tubo de fluido en la
direccion de propagacion

187



188

pap+ p,. Lamasa dm puede expresarse como:
dm= pSdr=(p+p,)S(dx+ds)

de donde resulta:
ds
po=—(p+p)
Si restringimos el estudio a pequefias perturbaciones, p, < p 'y, por consiguiente,
p+ p, ~ p. Como s es una funcion de x y de ¢, podemos escribir ds/dx como una

derivada parcial. Obtenemos asi la relacion entre la onda de densidad y la onda de
desplazamiento:

0s
Pr= =P 5= (7.21)

Una perturbacion de densidad p, provoca una perturbacion de presion p o presion

Op Op
prdp= () dp = () Py
op) op)

y, teniendo en cuenta (7.21):
__, (%) 9s
p==r op), 0z

0s
p=-B p (7.22)

donde B es una magnitud propia de cada fluido, denominada mddulo de compre-

acustica:

es decir:

sibilidad que, para pequefias variaciones de presion o densidad, es constante. El
subindice C' en la derivada anterior es para indicar como se hace el proceso de
compresion. B tiene dimensiones de presion y se mide en Pa. Tenemos:

B Op ., B Op
B=p <5P)c o también B=-V <6V)c (7.23)

Podemos escribir (7.23) para pequefias variaciones de volumen 0V ~ AV y pre-
sién Op = p (v. figura 7.21)

AV 1

= —_ = 7.24

v 5P (7.24)

En la figura 7.22, se muestra un cilindro largo de fluido, de seccion recta S. Mas
concretamente, se muestra una “rebanada” de longitud dx y masa dm. La cara de
la izquierda de la rebanada, situada en x, estd sometida a la presion p(x) y la cara
de la derecha, situada en x + d, sometida a la p(x + dx). La fuerza total sobre la
rebanada, dFF = —F' + F, vale:

dF = [ — p(x + dz) + p(z)]S = =S dp (7.25)

Fig. 7.21: Modulo de
compresibilidad B
dx
[
0 F TF
p(z) p(z + dx)

Fig. 7.22: Una rebanada de tubo
de fluido de longitud dz y masa
dm



Aplicamos la segunda ley de Newton a la rebanada, dF' = dm a:

0%s 9%s
dma:dmﬁ :deZ@
y, considerando (7.25) y (7.22):
9%s
de donde resulta:
0%s 1 9%s |B
@ — E @ =0 con v = ; (726)

que es la ecuacion de las ondas longitudinales en el seno de un fluido.

Hasta ahora no hemos especificado si el fluido es un liquido o un gas. Necesita-
mos este dato para calcular (7.23), puesto que la derivada (dp/dp). depende del
proceso C' de compresion que se haga. En el caso de los liquidos, el proceso es
puramente mecanico! y el médulo B es constante. En la tabla 7.2, tenemos el mo-
dulo By la densidad p de algunos liquidos, asi como la velocidad v de las ondas
correspondientes.

Liquido B (x10°Pa) p(kg/m®) v (m/s) Z (rayl)

Agua 2,1 1000 1450  1,45x10°
Glicerina 4.8 1261 1950 2,46x10°
Mercurio 27 13600 1400  19,0x10°

Ondas sonoras en un gas

Al comprimir un gas, aumenta la densidad, varia la temperatura y hay transporte
de calor. Los dos procesos mas importantes de compresion o expansion de un gas
son el isotérmico y el adiabatico. Segun la termodinamica, las compresiones iso-
térmicas de un gas ideal, para las cuales pl/ = constante, comportan un transporte
de calor que permite mantener constante la temperatura. En las compresiones adia-
baticas, no hay transporte de calor. Los procesos rapidos suelen representarse bien
por procesos adiabaticos.

En las ondas sonoras, las compresiones y las expansiones son tan rapidas y los
gases tan malos conductores del calor que los podemos considerar procesos adia-
baticos. La relacion entre la presion y el volumen en el caso de un gas ideal es
pV" = constante, y entre la presion y la densidad p/p” = constante, donde v
es el coeficiente adiabatico del gas. Si el gas es monoatomico, v = 5/3 y, si es
diatémico, v = 7/5. El aire puede ser considerado diatémico.

' Un proceso es puramente meca-
nico, en relacién con la termodina-

mica, cuando no hay ni variacion
de temperatura ni transferencia de
calor. Es decir, cuando el proceso
es isotérmico y adiabatico

Tabla 7.2: Modulo de
compresibilidad, densidad y
velocidad de las ondas en
liquidos. Z es la impedancia
acustica especifica definida en el
capitulo siguiente
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Para los procesos adiabaticos de un gas ideal, el mdédulo B (7.23), teniendo en
cuenta p/p” = constante, es:

dp
B=p(ZX =
p <dp>adiab pyp

Asipues, a partirde (7.26) y (7.27), la velocidad de propagacion de una onda sonora

(7.27)

en un gas ideal es:
P
p

(7.28)

De acuerdo con la ecuacion de estado de los gases ideales, p = ﬁRT , donde M
es la masa molar del gas, en kg; T’ es la temperatura absoluta, en kelvin, K; y R es
la constante universal de los gases, R = 8,314 Jmol~'K™"', la velocidad del sonido
en un gas ideal se puede escribir como:

v — [vRT
o M

Para un gas dado, la velocidad solo depende de la temperatura.

(7.29)

En la tabla 7.3, se indican los valores de la velocidad del sonido en algunos gases
ideales a 15°C'y la densidad del gas a 1 atm = 1,013 x 10° Pa.

Gas p(kg/m*) v (m/s) Z (rayl)
Helio, He 0,169 916 155
Hidrogeno, H, 0,0845 1295 109
Aire 1,23 340 418

7.4 Analisis y sintesis de Fourier

El principio de superposicion nos dice que, si tenemos dos ondas arménicas planas
en un medio de velocidad de propagacion v:

yi(z,t) = A, sin(w,t — k@ + 1) Yo(x, 1) = Ay sin(wat — ko + ©a0)

w1

donde w,, k;, w,, k, han de cumplir v = o= j:—;, la superposicion de las dos,

¥, + y., también es una onda que se propaga en este medio.

Si f(u) es una funcion periodica de u, de periodo T, entonces f(u + T) = f(u),
para cualquier u. El teorema de Fourier nos dice que toda funcion periodica de wu,
f(u), de periodo T', puede ser descompuesta como una suma de funciones armo-

nicas:2

flu) = i A, sin(w,u + ¢,,)

n=1

(7.30)

Tabla7.3: Densidad y velocidad
del sonido en gases, a

15°C = 288,2K. Z esla
impedancia acustica especifica,
que se define en el capitulo
siguiente

2 Sila funcion no es periodica, tam-
bién se puede hacer una descom-
posicion en funciones arménicas
similar a (7.30), pero la diferencia
es que, en lugar de un sumatorio
para w, = nw; lo que tendre-
mos es una integral y las w pasa-
ran a ser valores continuos



donde las frecuencias w,, son multiples enteras de la frecuencia fundamental w, =

2.
T.
W, = Nw, n=1,2,3,..
y la funcion:
fi = A;sin(w,u+ @)

es el arménico fundamental. Los otros términos, A, sin(w,u + ¢,), etc., son los
armonicos superiores.

En cuanto a las amplitudes A,,, las relaciones A, /A, (y las fases (,,) son caracte-
risticas de cada funcién f(u).

En (7.30), la funcién f(u) es una funcion periodica. Para que se trate de una onda
periddica, solo hay que hacer la sustitucion:

u=1t—

SIS

< Andlisis de Fourier. Toda onda y(x — vt

~—

periodica puede ser descompuesta

en ondas armonicas.

Dada la onda periodica y(x — vt), siempre la podemos expresar en la forma:

ylo —vt) =Y Ausin(nw,t —nk,a +0,) v % - ZZI
n 1

(7.31)

n=1

Cuando descomponemos una onda en ondas arménicas, decimos que hacemos el
analisis de Fourier de la onda. Combinandolo con el principio de superposicion,
podemos afirmar lo siguiente:

< Sintesis de Fourier. Toda onda periodica puede ser sintetizada a partir de la
superposicion de ondas armonicas.
Cuando construimos una onda a partir de ondas armonicas, decimos que hacemos

la sintesis de Fourier de la onda.

Ejemplo. Sea f(¢) la onda cuadrada positiva (v. figura 7.23) definida como:

F,, si0<t<T/2
fey=9 .’ . /
0, siT/2<t<T

2T

[
~
[

wl
=

Wl
~

Fig. 7.23: Onda cuadrada positiva
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% 7 Ondas mecanicas

Se puede demostrar que la funcion anterior se puede descomponer en la serie de
Fourier de seno siguiente:

F 2 (. sin3t  sinbt
f(t)= = +F,= (sint+ + +... (7.32)
2 s 3 )
n=4 VVVVVNVNV VNNV NN\ Fig. 7.24: Primeros términos de la
n=3 JaVaAVAVAVAVAVAVAVAVAN serie de Fourier correspondiente
ala onda cuadrada positiva
. W M

(a) (b)

En la figura 7.24, se han representado los primeros términos de la serie (7.32),
n=1,n = 2, ...,y las sumas respectivas, ) . En la columna (a), solo hay los dos
primeros términos y, en la (b), los cuatro primeros. Se observa que la suma de solo
cuatro términos es ya una buena aproximacion a la funcién (7.32). En la grafica
de la figura 7.25, se muestran las amplitudes relativas, A4, /A,, en funcidn de la
frecuencia, w,,, paran = 1, 2, 3 ... El estudio de una sefial periddica se denomina
andlisis espectral.

1 Fig. 7.25: Andlisis espectral de la

| onda cuadrada positiva
| L1
1 2

QO —
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8 Fenomenos ondulatorios

Introduccion

En este capitulo, estudiamos fenomenos relacionados con las ondas. Algunos de
estos fendmenos estan muy ligados a caracteristicas especificas de las ondas, como
el principio de superposicion. Otros estan relacionados con aspectos energéticos,
cuando entendemos las ondas como un fenémeno de propagacion y distribucion de
la energia a través del medio. Empezaremos estudiando estos tltimos.

8.1 Potencia e intensidad de las ondas planas

Sabemos que, lo que se propaga en una onda es una perturbacion de alguna de las
propiedades del medio. Ello comporta siempre la propagacién de energia.

Potencia de una onda armoénica en una cuerda

Calculemos la potencia que transporta la onda arménica y(z,t) = Asin(kz — wt)
cuando se propaga por una cuerda de densidad lineal ;» sometida a la tension F'.
Fijémonos que, si no hay pérdidas, esta potencia debe ser la misma que suministra
el foco origen de las ondas.

Como hemos visto en la seccion 7.3, la componente transversal y de la tension F'
que el tramo de cuerda de la derecha hace sobre el tramo izquierdo es (v. figura
7.15):

9y

oz

Esta fuerza transmite, hacia la derecha, una potencia de excitacion instantanea P,

F,=Fsinf~F tanf = F

dada por el producto de F,, por la velocidad transversal dy/0t de cada elemento

de | da:
€ la cuerda b _dﬂ_ @N
e

Si la onda es armonica, (8.1) se puede escribir:

dy dy

F 5 ot

(8.1)

P, = FkwA? cos’(kx — wt)
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Comov =,/ % y k = w/v, la expresion para P, se puede escribir como
P, = pw’v A? cos®(kz — wt) (8.2)

Esta potencia oscila entre 0 y pw?v A*. En la practica, tiene mas interés la potencia
media P, que podemos calcular como la integral de P, durante un periodo 7,
dividida por T', es decir:

_ 1 t+T
P.=—= P, dt 8.3
exc T [ exc ( )
Sustituyendo (8.2), encontramos:
D 1 2 A2
-Pexc = 51“’0‘) A’wv (84)

El problema siguiente trata de encontrar el resultado (8.4) de una forma alternativa
mas directa.

Problema 8.1.1. Calcula la energia por unidad de longitud que tiene una cuerda
por la cual se propaga una onda arménica y, después, la potencia necesaria que se
debe ir suministrando a la cuerda para mantener la onda.

Solucion

Consideramos la onda armonica y = Asin(kz — wt) que se propaga a la velocidad
v a través de una cuerda de densidad lineal p. Cada diferencial de cuerda puede
entenderse como una particula de masa dm = u da, sometida a un MAS de amplitud
A'y frecuencia w (v. figura).

Del estudio del MAS, sabemos que el elemento dm tiene la energia d E, dada por:
1 1
dE = 3 (w2 dm) A? = 5uw2A2 dx

Por tanto, la energia por unidad de longitud de la cuerda vale:

Para propagar una onda armonica, hay que ir cediendo la energia a lo largo del tiempo
de forma continua y sin interrupciones. Por ejemplo, atando un extremo de la cuerda
a una plaqueta vibratoria controlada por un pequefio motor. La energia que en un dt

pasard, a la velocidad v, por un punto dado sera la que tiene el elemento de cuerda

dx = v dt. Lapotencia, entendida como la energia transportada dE enun dt, P = %
serd: dE dEd 1
Xz 2 42
p=2" 2% %A
at ~ dear 20"
que coincide con la potencia de excitacion media P (8.4). |

Solucién del problema 8.1.1



Intensidad de una onda sonora plana

(Qué potencia media transporta una onda armoénica longitudinal que se propaga
por un medio contenido en un tubo muy largo de seccion recta S? El medio puede
ser solido o fluido. Como en el ejemplo anterior, nos basaremos en el MAS de un da
diferencial o “rebanada” del medio interior del tubo, situado en = y de grosor dz. Si S p }
el medio tiene una densidad p, la masa del diferencial vale dm = p S dz (v. figura | |

8.1). dm = pSdz

. . . B L. Fig. 8.1: Rebanada del medio
Debido a que la masa dm situada en = describe un MAS segiin la onda arménica  jnterior del tubo, situado en « y de

s(z,t) = Asin(wt — kz), podemos decir que: grosor dz

= Tiene una energia cinética dE,:

B = Lam (2 = L) 8drura 2(wt — k)
=—dn|=) == xw?A® cos — kx

“T 2 at) ~2' “

= Tiene una energia potencial elastica dU. La masa es dm = p S dx. Por tanto, la

energia potencial asociada es:
1 2 .2 1 2 2 (1.2
dU = idmw 5* = idexw A? sin® (wt — kx)
= La energia total es asi:

1
dE = dE, +dU = ipdxffAzS

Esta energia esta contenida en el volumen dV = S'dx = S v dt. Por tanto, dm =
pdV = pSwvdt. Asi, la energia que atraviesa S en cada dt es:

dE = %prA2 Swvdt
Definimos la impedancia acustica especifica del medio como:
Z = pv (8.5)
La energia dF anterior se puede escribir:
dE = %ZL&AZ Sdt

y la potencia de una onda plana armoénica a través de una superficie transversal .S,

como: 1
P, = §Zw2A2 S (8.6)
Definimos la intensidad de una onda como la potencia que se transmite por uni-

dad de superficie transversal:

dF. (8.7)

I =
ds
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La intensidad asociada a la potencia (8.6) es:

dp, dE 1 )

En el S.I., la unidad de intensidad es W/m?. La unidad de la impedancia aciistica
especifica (8.5) es kg/m’s = rayl (en honor a Lord Rayleigh). Las tablas 7.1, 7.2
y 7.3 proporcionan las impedancias de varios medios.

Intensidad de las ondas sonoras planas como ondas de presion

En (7.22), hemos visto que la presion acustica, p, se relaciona con la elongacién s
en la forma:
p=—-B 9s (8.9)
ox
Si la onda es arménica, s(z,t) = Asin(wt — kx) y la presion acustica sera:
Jds

p(z,t) = —-B o BAk sin(wt — kx + 7/2) (8.10)

de donde encontramos lo siguiente:

< La onda de presion p(z,t) estd desfasada m/2rad respecto a la onda de des-
plazamiento s(z,t). Cuando la elongacion s es, en valor absoluto, maxima, la
presion actstica es cero, y al revés.

< De (8.10) y (7.26), encontramos que la amplitud de la onda de presion, P, se
relaciona con la amplitud de la onda de desplazamiento A en la forma:

P:BAk;:pvQA%:pwvA (8.11)

La intensidad de las ondas sonoras, segun (8.8) con (8.5), la podemos expresar en
funciéon de P, teniendo en cuenta (8.11):
1 1P

Nivel de intensidad y decibelios

Para la especie humana, el intervalo de frecuencias audible va de 20 Hz a 20 kHz.
Los sonidos por debajo de 250 Hz se califican de graves o tonos bajos. Por encima
de 5kHz, se califican de agudos o tonos altos. Por debajo de 20 Hz, hablamos de
infrasonidos y, por encima de los 20 kHz, de ultrasonidos.

La intensidad minima audible o umbral depende de la frecuencia. Para los humanos,
entre 500 Hz y 5000 Hz es I, = 10~ W/m? y crece cuando la frecuencia esta lejos



de este intervalo. Asi, la intensidad umbral para 100 Hz o 18 kHz es del orden de
1000 veces I,.

En la practica, para expresar la intensidad sonora recibida por una persona, se utiliza
el nivel de intensidad, 3, que se relaciona con la intensidad I a través del logaritmo
decimal:
=10 logi (8.13)
I,

donde I, es la intensidad minima mencionada, de 10~'2 W/m?. /3 se expresa en
decibelios, dB.

Elnivel de intensidad 3 mas débil que se puede captar es de 5 = 0, que corresponde
a I = I,. El nivel de intensidad correspondiente al umbral del sonido doloroso es
de 120dB, correpondiente a I = 1W/m?. Entre 10dB y 110 dB, hay todas las
intensidades habituales:

= en una biblioteca tranquila, el sonido puede estar entre 30 y 40 dB;
= en la calle, con trafico moderado, entre 50 y 70 dB;

= cerca de una maquina muy ruidosa, es de unos 100 dB, etc.

En la figura 8.2, se muestra un sonémetro, aparato que mide los niveles de inten-
sidad en situaciones cotidianas.

Problema 8.1.2. Si los sonidos mas fuertes y los mas débiles que podemos oir

Fig. 8.2: Sonémetro para medir el

. . ’ nivel de intensidad del sonido en

de onda de presion actistica en el aire corresponden? las situaciones cotidianas. Los
sondmetros responden a la
presion de la onda sonora

estan entre los 120 dB y los 0dB, ¢a qué amplitudes de onda de desplazamiento y

Solucion

Teniendo en cuenta (8.12), las amplitudes A del desplazamiento y de la presion acts-
tica P en funcién de la intensidad del sonido valen:

1 oI
Afﬁ,/7 . P=V2ZI

con Z = 418rayl, como se indica en la tabla 7.3. En cuanto a la intensidad, segin
(8.13), tenemos

I=1,10°", con I, =107 W/m?
Utilizando estas expresiones, obtenemos la tabla siguiente: Tabla de la solucion del proble-
f B = 0dB 60 dB 120 dB ma 8.1.2. Amplitudes para dos fre-

cuencias Y tres niveles de intensi-

. —10 -7 —4
100Hz A(m)= 1,10 x 10 1,10 x 10 1,10 x 10 e

5kHz A(m)= 220x10°> 220x10°° 220x10°°
- P((Pa)= 289x107° 2,89 x 102 28,9
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Atenuacion por absorcion

Cuando una onda se propaga por un medio absorbente, hay una pérdida de energia
0 una atenuacién por absorcion. Experimentalmente, sabemos que la pérdida de
intensidad de una onda plana, dI, al atravesar un grosor dx, es proporcional al
grosor y a la intensidad I incidente. El factor de proporcionalidad se denomina
coeficiente de absorcion del medio, o

dIl = —aldz (8.14)

donde el signo indica que la intensidad disminuye. Integrando (8.14), tenemos:
I dI x
/ —z/ —adx = I=1,e %" (8.15)
n I

La intensidad de una onda plana disminuye exponencialmente al propagarse por
un medio absorbente.

8.2 Potencia e intensidad de las ondas esféricas

Cuando el foco suministra una potencia determinada, esta se reparte uniformemen-
te por el frente de onda. La intensidad de la onda es la potencia media transmitida
por unidad de area normal a la direccion de propagacion de la onda. La intensidad
de la onda en los puntos de la esfera de radio r, centrada en el foco, es:
P
= e

Si el medio no disipa energia, la potencia media que atraviesa la superficie de una

(8.16)

esfera de radio r, debe ser la misma que la que maés tarde atraviesa la de radio 7,
ry > 1, (v. figura 8.3). Si I, y I, son las intensidades respectivas, tendremos:

P=Anrr?I, =4nr} 1,

es decir:
=2 (8.17)

Por tanto, a pesar de que el medio no sea absorbente, una onda esférica manifiesta
una atenuacién geométrica.

<» La intensidad de una onda esférica es inversamente proporcional al cuadrado

de la distancia al foco.

Debido a que la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud, el resultado
anterior nos proporciona un argumento fisico para entender que las amplitudes de
las ondas esféricas sean inversamente proporcionales a la distancia r al foco. Si en
r = r, la amplitud es s,, entonces:

s(r,t) = % sin(kr — wt) (8.18)

X %
Ty
< Fe
Pa P
s,
P's IN

Fig. 8.3: Una onda esférica



donde hemos sustituido el kx de las ondas planas (7.8) por kr, porque ahora la
coordenada r cumple el mismo papel que x en las ondas planas. Los frentes de
onda son esferas de radio r concéntricas, con el foco situado en » = 0.

Enun medio absorbente, una onda esférica experimenta una atenuacion geométrica
y por absorcion. Teniendo en cuenta (8.18) y (8.15), tenemos:

2
I(r) = L]r—” e 7 s(ryt) = AOE
r

,r2

e /2 sin(kr — wt) (8.19)

Estas expresiones son véalidas para las ondas sonoras en el aire. Cerca del foco, la
atenuacion dominante es la geométrica. Lejos del foco, la atenuacion dominante es
por absorcion.

Problema 8.2.1. Un altavoz emite a una potencia P = 0,5 W uniformemente en
todas las direcciones.

a) /Qué nivel de intensidad tiene un punto A situado a 10 m del altavoz?
b) /A qué distancia el sonido tiene un nivel de intensidad de 100 dB?

¢) ;Cuantos altavoces, todos iguales al del enunciado, tendrian que estar juntos
para que el nivel de intensidad en el punto A se incrementara en 20 dB?

Solucion

a) Tan solo debemos aplicar las expresiones (8.13) y (8.16):

P

I =— =398x10"" W/m®
472
I 3,98 x 107

b) Utilizamos de nuevo (8.13) y (8.16), pero ahora la incognita es 7:

(42775»2)
100 = 101log 10-12

Despejando r, resulta: 7 = 1,99m .

¢) Sien el apartado a el nivel era 3, ahora sera 3’ = 3-+20. Debido a que la intensidad
I de n altavoces (no coherentes) es n veces la intensidad de un altavoz

I I
B+20= 1010g7}— = 10logn + 10log - = 10logn +
0 0

de donde obtenemos:

n =10 =10% = 100
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8.3 Transmision y reflexion de una onda en un cambio de
medio

En el medio 1, se propaga una onda arménica plana en la direccion y el sentido del
eje z. [ Qué pasa cuando la onda incide en = = 0, donde hay un cambio de medio?
Para simplificar, consideramos el caso en que la frontera entre los dos medios, 1y
2, es normal a la onda incidente. El estudio de la incidencia oblicua daria lugar al
fenémeno de la refraccion.

Analizaremos ondas longitudinales en los medios 1 y 2, que podemos caracterizar
por sus impedancias acusticas especificas Z, y Z, y velocidades de propagacion
v, Y v,, respectivamente. Los subindices I, Ry T etiquetaran las ondas incidente,
reflejada y transmitida. Las densidades de los medios son, segtn (8.5), p, = Z, /v, ! sT>
y p2 = Z,/v,, y supondremos que la frontera estd en x = 0 (v. figura 8.4). =0

Fig. 8.4: Ondas longitudinales en

Las ondas incidente, reflejada y transmitida son: ) !
un cambio de medio

si(x —wvit) = A;sin(wit —kx), sp(x 4+ vt) = Apsin(wgrt + krz + ©r)
sr(x —w,t) = Apsin(wrt — krx + or) (8.20)

con las condiciones:
v =— = — Vy = — (8.21)
Utilizando el principio de superposicion, tenemos:
sy (x,t) = s;(z,t) + sg(z,t) Sa(x,t) = sp(x,t) (8.22)

Se tienen que satisfacer las condiciones siguientes:

a) Continuidad del medio: en todo instante de tiempo ¢, en el plano z = 0 entre
medios, se debe cumplir:

$,(0,t) = $,(0,¢) (8.23)
que, teniendo en cuenta (8.22) y (8.20), es:

A;sin(w;t) + Ag sin(wrt + vr) = Ar sin(wrt + @r) (8.24)
b) Conservacion de la energia: si los medios no son disipativos, la intensidad de

la onda reflejada, mas la de la onda transmitida, han de igualar la de la onda
incidente: I; = I, + I,. Segun (8.8), tenemos:

Z\wh A%+ Zywi AL = Z,wi A3 (8.25)
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¢) Conservacion de la cantidad de movimiento: observando la figura 8.4, pode-
mos entender la situacion como una serie continua de choques, de izquierda a
derecha. En « = 0, y para todo ¢, en un dt, la masa dm, = p,Sv,dt (S es la
seccion del tubo), que va a la velocidad de oscilacion % (0,t), choca con una

masa dm, = p,Sv,dt en reposo. Debido al choque, dm, y dm, tienen veloci-

dades agf (0,t) y ‘95? (0, ), respectivamente. La conservacién de la cantidad

de movimiento se puede escribir:

72 0s,
pr Oz

B @832
py, Ox

(0,%)

(0,1) (8.26)

que, si es necesario, podemos explicitar, teniendo en cuenta las expresiones (8.20).
Con estas tres condiciones, se puede demostrar:
1) Las frecuencias wy y wy son iguales a la frecuencia incidente, w;:

W =W =Wy =W (8.27)

2) Los cambios de fase ¢ y ¢, son 0 o 7. Debido a que ¢ = 7 es equivalente
a ¢ = 0 con una amplitud negativa, tomamos ¢, = ¢, = 0y damos la
posibilidad de que A, < 0.

Teniendo en cuenta (8.24), para el caso particular wt = /2,y (8.25), encontramos
las igualdades:

A+ Ap=Ar | Z,AL+ Z,A% = Z,A° (8.28)

de las cuales obtenemos:

A Z,— 7
TS =ap ,On  ap= Zj " Zz (8.29)
A 27,

- = 8.30
L S0 eon ar=o— (8.30)

donde ar y a, son los coeficientes de reflexion y transmision de amplitud.

Las intensidades de las ondas incidente, reflejada y transmitida son:
I—lZ 2A2 I—lZ 2A2 I—lZ 2AZ
1—5 1w AL R_§ WAL T_§ WAL
Teniendo en cuenta (8.29) y (8.30), encontramos:

I Z,—7Z,\°
~=pz  .con pRza;:(‘ 2) (8.31)
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I, Zy 42,7,
T _ =—a=——— 8.32
I, pr con br Z, r (Z,+ Z,)? (8.32)

donde py y pr son los coeficientes de reflexion y transmisién de potencia.

Con estas relaciones, podemos hacer la tabla 8.1 de casos segun el valor relativo
de las impedancias Z, y Z,.

a) SiZ, ~Z,: ar ~ 0, ar~1, pp~0, pr=1
b) SiZ <KZ,: ar~—1, ar=0, pp=1l, pr=0
c) SiZ <Z,: ar <0, ar >0,
d SiZz >2Z2,: ar >0, ar >0,

Podemos afiadir los comentarios siguientes:

a) Si las impedancias son parecidas, casi toda la intensidad pasa a la onda trans-
mitida.

b) Si las impedancias son muy diferentes, casi toda la intensidad se refleja (v.
ejemplo en el problema 8.3.1).

¢) Si Z, < Z,, entonces A, < 0, es decir, la onda reflejada experimenta un
cambio de fase de 7.

Los coeficientes de reflexion y transmision para ondas armoénicas han resultado
ser independientes de la frecuencia. En consecuencia, los coeficientes obtenidos se
pueden aplicar también a ondas no armoénicas.

Problema 8.3.1. Una onda sonora plana que se propaga por el aire incide nor-
malmente en el agua de una piscina. ;Qué porcentaje de intensidad pasa al agua?
(Cuantos decibelios disminuye el nivel de intensidad al pasar al agua?

Solucion

Segun las tablas 7.3 y 7.2, la impedancia del aire es 418rayl y la del agua, 1,45 x
10° rayl. Utilizando (8.32), encontramos que la potencia que pasa al agua es:

pr = 0,00115 = 0,115%

Podemos decir que el 99,88 % de la intensidad se refleja.

Segtin (8.13), la pérdida del nivel de intensidad al pasar al agua vale:

I, I I
agua _ 10 l aire — 10 l agua
I, og - og

ApB =10log i

= 10logpr = —29,4 dB
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8.4 Interferencias y batidos 4 r,

Superposicion de dos ondas armonicas A T

P

Cuando dos ondas armoénicas de la misma frecuencia w se encuentran en un punto Fig. 8.5: Dos ondas planas

P, este oscila armonicamente (v. figura 8.5).

punto P
Si el punto P est4 a una distancia r, del foco F} y a r, del F,, las elongaciones en
el punto P pueden ser escritas:
$1(r1,t) = Ay sin(wt—kr,+¢,) 85(ra,t) = A, sin(wt—kr,+¢,) (8.33)
La elongacion resultante en P es la superposicion de s, y s,:
s(Pyt) = s,(r1,t) + 85(72, )
Utilizando la notacioén ¢, = —kr, + ¢, y ¢, = —k7r,y + 05, tenemos:
s(P,t) = A, sin(wt + ¢,) + A, sin(wt + ¢,) =
= sinwt[A, cos ¢; + A, cos ¢,] + coswit[A; sinp, + A,sing,]  (8.34)
Queremos escribir esta suma en la forma:

s(P,t) = Ag sin(wt + ¢) (8.39)
donde nos hace falta A, y ¢. Por eso, desarrollamos (8.35) e identificamos con
(8.34):

s(P,t) = sinwt Ay cos ¢ + coswt Ay sin ¢
y obtenemos:
tan ¢ = A, sing, + A, sin ¢, (8.36)
A, cos ¢, + A, cos o,
A2 = A+ A2+ 2A, A, cos(g, — @) (8.37)
En el caso mas simple, donde A, = A, = A, queda:
A, = 24cos [ L9 g Oto (8.38)
2 2
Interferencias
Suponemos que las amplitudes de las dos ondas son iguales. s(P, t) es:
s(P,t) = Agsin(wt + ¢) = 2A cos <¢1 _ ¢2> sin <wt + $u T ¢2>
2 2 " Recordemos que

Sustituyendo ¢, y ¢, y haciendo Ar =1r, —r,, Ap = ¢, — ¢,, obtenemos: 1

sin a+sin 3 =2cos

a—p

2

sin

armoénicas se encuentran en un

a+pB

2
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s(P,t) = 2Acos kar Ay sin thrw
2 2 2

s(P,t) es un MAS de amplitud:

kAr Acp) (8.39)

Ap = 2Acos ( - —
2 2

Ap, depende de la diferencia de caminos recorridos, Ar, y del desfase inicial entre
las dos ondas, A¢. Destacamos:

< Interferencia constructiva: la amplitud A, es maxima, A, = 2A, si
n=0, 1, £2... (8.40)

< Interferencia destructiva: la amplitud A, esnula, A, =0, si:

W%_%:Qn-kl)g, n=0,+1,+2.. (8.41)

También destacamos dos casos muy habituales:

< Las dos ondas estan en fase: Ap =0+ 2n7m, n = +1, £2...

Int. constructiva: Ar= 2n % (8.42)

Int. destructiva: Ar= (2n+1) % (8.43)
< Las dos ondas estan en oposicion de fase: Ap = 7 + 2n:

Int. constructiva: Ar= (2n+1) % (8.44)

Int. destructiva: Ar= 2n A (8.45)

2

Si las amplitudes no son iguales, las condiciones de interferencia son las mismas.

Ni el minimo de amplitud, A _ , serd nulo ni el maximo, A__ , sera 2A. Obten-

‘min >

dremos:

Apyy = VA2 + A3 =24, A, = |A, — A, (8.46)

Ap . = /A2 + A2+ 24, A, = A, + A, (8.47)

‘max
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Interferencias y coherencia

En todo lo que hemos dicho con respecto a la interferencia, hay un detalle funda-
mental: el desfase inicial Ap = ¢, — ¢, debe ser constante a lo largo del tiempo.
Ello se cumple si los focos son fuentes emisoras coherentes. Las fuentes coheren-
tes son focos que proporcionan ondas cuyas diferencias de fase son independientes
del tiempo.

Problema 8.4.1. Dos personas estan cantando a la misma potencia. Aunque emitan
en la misma frecuencia, las ondas emitidas no seran coherentes.

a) Si en un punto P, situado a la misma distancia de las dos personas, la in-
tensidad de una de las dos es I, ;cuanto vale la intensidad en el punto P y en
cuantos decibelios se incrementa el nivel de intensidad si cantan las dos?

Las ondas son ahora emitidas por dos altavoces coherentes de la misma frecuencia

e interfieren en P constructivamente.

b) ;/Cuanto vale la intensidad total en P? ;Cudl es el nivel de intensidad?

Solucion

a) Al no cumplirse la condiciéon de coherencia, no hay ninguna interferencia y las
intensidades son proporcionales a la energia. La intensidad total es la suma de las
dos intensidades, es decir: I,y = I + I = 21.

El nivel de intensidad, al pasar de una voz a dos voces (pasamos de [ a 21), se
incrementa en: AfS,,. = 10In2 = 3,0 dB. El subindice ,,. quiere decir no cohe-
rente.

b) En una onda armoénica, la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud
A: I = oA, Sien P hay una interferencia constructiva, la amplitud en P valdra
2A y la intensidad correspondiente sera:

Lya = a(2A)® = 4aA® = 41

y el nivel de intensidad se incrementaen: AB. = 10In2°> = 201n2 = 2A8,,. =
6,0dB . [ ]

Problema 8.4.2. Dos altavoces, A y B, coherentes y en fase, emiten ondas sonoras
de la misma frecuencia que llegan con la misma intensidad a un oyente O situado
a4dmde Aya3mde B. ;Qué frecuencias f, no podra oir bien el oyente?

Dato: La temperatura es de 15°C; por consiguiente, la velocidad del sonido es
340m/s.

A

h-i-ii r,
. Ty
|

B

Ol

Figura del problema 8.4.2
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Solucion

Debido a que los altavoces emiten con coherencia, las ondas sonoras de los dos altavo-
ces experimentaran interferencias. Las frecuencias f que el oyente tendra dificultades
para oir seran las que provoquen interferencias destructivas. Por tanto, como los al-
tavoces emiten en fase, debemos aplicar la igualdad (8.43): Ar = (2n 4+ 1)\/2,
conn =0, £1, £2...ycomo A = v/fy Ar = r, — r, = 1m, la condicion de
interferencia destructiva es:

A v
Ar = (2n + 1)5 =(2n+ Dﬁ
es decir:
v
fdesl = (2n + 1)@

Con los datos Ar = 1m, v = 340m/s,y (2n 4+ 1) = 1, 3, 5... encontramos:

faex = 170Hz, 510Hz, 850 Hz, 1190 Hz... etc. |

Batidos

Se producen batidos cuando superponemos en un punto P dos ondas armoénicas
de frecuencias ligeramente diferentes. Supondremos que, en P, tienen la misma
amplitud (v. figura 8.5 de la pagina 205):

$,(ry,t) = A sin(w,t — kyry + 1) S5(Ta, t) = A sin(wyt — kory + 1)
(8.48)
conw, 2 wy:w, = w; + Aw con Aw € w = % Sumando s, y s,, con
¢, = —kyry + o,y ¢y = —kyry, + (p,, Obtenemos la elongacion del punto P,
s(P,t):

s(P,t) = 2Acos (tiw + W) sin (wt + W) (8.49)

que es parecida a la de un MAS de frecuencia w, practicamente la misma que la de
las ondas originales, pero con una amplitud A:

A, = 2Acos (’SA;’ + ¢> (8.50)

Ay depende armoénicamente del tiempo, con una frecuencia Aw/2. ¢ es una fa-
se que contiene la dependencia en 7, y 7, y que, para un punto fijado P, es una
constante.

Fig. 8.6: Batidos. Graficas para la
elongacion y la intensidad



La intensidad I o A2 tiene un periodo que es la mitad que el de la amplitud Ap
(v. grafica de la figura 8.6). Por tanto, si, por ejemplo, se trata de ondas sonoras, el
receptor situado en P percibe la intensidad de los batidos con una frecuencia doble
que la de (8.50):

Wo = |wy — wy| = Aw (8.51)

Una forma muy simple de producir batidos sonoros es, como se muestra en la figura
8.7, haciendo sonar simultaneamente dos diapasones de frecuencias ligeramente
diferentes, por ejemplo, f = 440Hz y f' = 437Hz. Los batidos haran que la
intensidad varie con una frecuencia f,, = Af = 440 — 437 = 3Hz.

8.5 Ondas estacionarias

En la seccion 8.3, hemos visto que, cuando una onda llega a un cambio de medio,
una parte de ella se refleja. Si las impedancias son muy diferentes, practicamente
toda la onda se refleja. Esto es lo que pasa cuando una onda llega al final del medio
y el siguiente es muy diferente. Debido a que, en realidad, todos los medios son
limitados, a la propagacion de la onda inicial habra que superponer la onda reflejada
al final del medio. Esta tltima podria presentar un cambio de fase de 7 rad.

Estudiamos la superposicion de dos ondas planas arménicas de la misma amplitud
y frecuencia, pero que se propagan en sentidos contrarios. Una puede ser la inicial
y la otra, la reflejada. Tenemos:

yi(z,t) = Asin(wt — kx + ¢,) Yo(z,t) = Asin(wt + kx + ,) (8.52)

donde ¢, y ¢, son constantes. Aplicando (8.35, 8.38), encontramos que y = vy, +y»
es
y(x,t) = 2A cos(kz + ¢) sin(wt + ¢) (8.53)

donde ¢ = (1 — ,)/2, ¢’ = (1 + ,)/2. Veremos que ¢ y ¢ son irrelevantes.

La superposicion de dos ondas es siempre una onda. Por tanto, (8.53) lo es. Pe-
ro también vemos que esta onda no se propaga: todo punto x hace un MAS de
frecuencia w y amplitud Ay, que depende de = en la forma:

Ap(z) = 2A cos(kz + ¢) (8.54)

pero que no depende de ¢. Hay puntos que nunca oscilan, A, = 0; son los nodos.
Otros oscilan siempre con la maxima amplitud, 2A; son los vientres o antinodos.

Debido a que k = 27/, las posiciones de los vientres y nodos son, segiin (8.54):

Vientres: cos(kx + ¢) = +1, de donde Ty, +d=nm

Nodos: cos(kz + ¢) =0, dedonde  Fuz,+¢=(2n+1)3

Fig. 8.7: Produccion de batidos
con dos diapasones muy
parecidos
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donde n = 0, +1, £2... La distancia entre dos nodos o dos vientres consecutivos,
nyn+4+1,es:

A
Tpy1 — Tp = 3

2

(8.55)

En la figura 8.8, se muestra un medio que experimenta ondas estacionarias. Vemos
cuatro nodos (V) y tres vientres (V). La figura muestra la grafica de la perturbacion
y(z,t;) en seis instantes ¢, diferentes ¢ = 1, 2...

Ondas estacionarias en cuerdas finitas

Consideremos una cuerda de longitud L, sometida a una tensiéon F', con los dos
extremos fijos. Que los extremos estén fijos quiere decir que no se moveran. Ha-
cemos vibrar un punto de la cuerda y provocamos una onda armoénica. Es la onda
inicial. Esta onda llegara a uno de los extremos y se reflejard, superponiéndose a
lo largo de toda la cuerda las ondas inicial y reflejada. Esta superposicion es la que
hemos visto que da lugar a ondas estacionarias. Pero también tendremos que ver
qué pasa con la onda reflejada cuando llega al extremo opuesto de la cuerda: dara
lugar a una nueva reflexion, que se tendra que superponer a las anteriores. Y asi
indefinidamente. En general, en una cuerda de longitud L, no hay ondas estacio-
narias. La solucion de onda estacionaria solo se dara cuando dos de los nodos N
coincidan con los dos extremos fijos. Esto pasa solo para determinadas frecuencias.
En la figura 8.9, se muestran tres casos posibles de una cuerda con los extremos
fijos, sometida a ondas estacionarias: la longitud L de la cuerda debe ser un mul-
tiplo entero de media longitud de onda, la distancia entre nodo y nodo o vientre y
vientre. Es decir:

L=n—, donde n=1, 2, 3... (8.56)

| >

Solo las longitudes de onda A que satisfagan (8.56) son posibles. Si la velocidad
de las ondas en la cuerda es v = \/F'/u, con A = v/ f, obtenemos que las unicas
frecuencias f que produciran ondas estacionarias son:

(%

fo=ngz (8.57)

donden =1, 2, 3...

Fig. 8.8: Ondas estacionarias en
un medio. Los diferentes instantes
los hemos destacado con
diferentes colores
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< fi = 57 es la frecuencia mas baja o frecuencia fundamental. Sin = 2, n =
3... son el segundo armonico, el tercer armoénico y, en general, se denominan
armoénicos superiores. El conjunto de frecuencias f, son las frecuencias propias
y las formas de oscilar correspondientes, los modos normales de oscilacién. Las
frecuencias propias a menudo también se denominan frecuencias de resonancia.

En la figura 8.9, podemos ver un esquema de la cuerda en los modos fundamental,
segundo y tercero.

Problema 8.5.1. En la figura, se muestra una cuerda, de densidad 0,65 g/m, que
tiene un extremo fijado a una pared y el otro, después de pasar por una polea, se
le liga un peso mg. Se puede considerar que ambos extremos estan fijados. La
longitud de la cuerda hasta la polea es de L = 31,6 cm. Junto a la cuerda, hemos
colocado un altavoz A que emite un sonido que hacemos variar entre los 500 Hz
y los 1500 Hz. Observamos que la cuerda solo entra en resonancia a las frecuen-
cias 880 Hz y 1320 Hz. Halla la tension a la cual estd sometida la cuerda y a qué
armoénicos corresponden estas frecuencias.

Solucion

Si la frecuencia del altavoz A se hace variar de forma continua y solo hay resonancia
a 880 Hz y 1320 Hz, es que estas frecuencias se corresponden con dos valores con-
secutivos de las posibles frecuencias de las ondas estacionarias: la correspondiente al
modo n y al n + 1, sin saber, en principio, a qué valor natural corresponde n. Ahora

Fig. 8.9: Tres casos posibles de
ondas estacionarias en una
cuerda con los extremos fijos

Figura del problema 8.5.1
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bien, por (8.57), tenemos que:

v 1 /F
fn+l_fn—fl—i_ﬁ E
es decir:
1320 — 880 = — g

2-0,316 '\ 0,65 x 10—3
de donde encontramos que la tension de la cuerda es: F' = mg = 50,26 N
Como f; = 440 Hz, el nimero del armonico de las frecuencias de resonancia encon-

tradasesn:jigg§:2yn+1:3 |

Ondas estacionarias en tubos finitos

Estudiamos la formacion de ondas estacionarias longitudinales en un medio ga-
seoso contenido en un tubo. Si el tubo esta cerrado por los dos extremos, el aire
del tubo en contacto con sus paredes no podra vibrar. El comportamiento de las
ondas de desplazamiento en este tubo es el mismo que el de las ondas en una cuer-

da con los extremos fijos. Si L es la longitud del tuboy v = \/% la velocidad
de propagacion, las frecuencias f, que producen ondas estacionarias son las da-
das por (8.57). En la figura 8.10, se muestra un tubo de longitud L, cerrado por
los dos extremos, vibrando segun el primero y el segundo armoénico de la onda de
desplazamiento.

Si los extremos estan abiertos, a una distancia pequefia de estos, proporcional al
diametro del tubo, hay un vientre de desplazamiento. Por simplicidad, no tendre-
mos en cuenta este efecto de boca. En la figura 8.11, se muestran los dos primeros
armonicos para este caso. Se observa que las posiciones de los nodos y de los vien-
tres estan traspuestas respecto al caso del tubo cerrado por los dos extremos. Las
frecuencias posibles para las ondas estacionarias son las mismas (8.57) que las co-
rrespondientes al mismo tubo con los dos extremos cerrados.

= En los tubos cerrado-cerrado y abierto-abierto, son posibles todos los armonicos

Si uno de los extremos es cerrado y el otro es abierto, habra un nodo de desplaza-
miento en el extremo cerrado y un vientre en el extremo abierto. En la figura 8.12,
se muestran los esquemas de los tres primeros casos de longitud de onda mas gran-
de. Sin =1, 2, 3... es la secuencia de armoénicos (8.57), los posibles armonicos
n, en el tubo cerrado-abierto deben cumplir:

A A
L=(2n- 1)1 =Ny donde n,=1,3,5...
Y, como v = Af, entonces las Unicas frecuencias f que dan lugar a las ondas
estacionarias en un tubo cerrado-abierto son:

Tubo cerrado-cerrado
=0 n=1 =1L

C ne2 C
C C

Fig. 8.10: Tubo cerrado por los
dos extremos

Tubo abierto-abierto
=0 n=1 r=1L

Fig. 8.11: Tubo abierto por los dos
extremos

Tubo cerrado-abierto
=0 n=1 x=L

Fig. 8.12: Tubo con un extremo
cerrado y el otro abierto



8.5 Ondas estacionarias %

v
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< La frecuencia més baja o frecuencia fundamental, n, = 1, es f, = ;7. Las

,n.=1,3 5. (8.58)

frecuencias de los armonicos superiores se obtienen de (8.58).
= En un tubo cerrado-abierto, solo son posibles los armonicos impares.

< Como la onda de presion esta desfasada /2 rad respecto a la onda de desplaza-
miento, los nodos y los vientres de la onda de presion estan intercambiados respecto
a los de la onda de desplazamiento.

Problema 8.5.2. La longitud de la caja de resonancia de un diapasoén, cerrada por
un extremo, de frecuencia 440 Hz, es de 17,0 cm. (Es adecuada esta longitud?

Solucion
Si tomamos la velocidad del sonido como 343 m/s, correspondiente al aire a unos

20°C, aplicando (8.58), para n, = 1, 3, 5..., tenemos: Figura del problema 8.5.2

fn, =440 Hz = n, &

de donde: 343

® 4440
Para n, = 1, obtenemos 19,5cm # 17,0 cm. La longitud de la caja no parece ser
la adecuada. La longitud de la caja es la adecuada si tenemos en cuenta el efecto de
boca. |

L=n =n,0,195 m

Resonancia

De una manera muy similar a lo que sucede en los sistemas oscilantes de un grado
de libertad, que hemos estudiado en el capitulo 6 (objetos puntuales o de 0 dimen-
siones), los objetos de una, dos y tres dimensiones también pueden experimentar
fenémenos de resonancia. En este capitulo, hemos estudiado objetos de una di-
mension (cuerdas, barras, tubos...), pero lo que comentamos es extensible a otras
dimensiones.

Un objeto cualquiera es un medio limitado susceptible de vibrar por la excitacion de
las ondas que llegan de los medios adyacentes. Por las caracteristicas geométricas
y materiales, este objeto tendra unas frecuencias propias. Decimos que el objeto
entra en resonancia cuando el excitador externo vibra en alguna de las frecuencias
propias del objeto y provoca ondas estacionarias de esta frecuencia.

Un buen ejemplo lo encontramos en el comportamiento de los instrumentos musi-
cales.

< La frecuencia fundamental f; de un instrumento musical se corresponde con el
tono o nota musical. La relacion de las amplitudes de los armonicos superiores
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respecto a la fundamental, 4,/ A,, A;/A; ...
Un do de clarinete y uno de flauta tienen el mismo tono pero diferente timbre.

determina el timbre del instrumento.

1,0
Piano do,

AWAWAWARS
I wesIVAVAVAVA

10 15 20 25 kHgz
En la figura 8.13, se muestra el analisis espectral del do, de un piano y la forma

de la onda correspondiente. Fijémonos que el término dominante es el armonico
fundamental, 261 Hz, y que disminuyen rapidamente las amplitudes de los dos ar-
monicos siguientes. Hay instrumentos que son mas ricos en armonicos, es decir,
en que la sucesion A, /A, disminuye mas lentamente.

En muchos casos, las resonancias implican unas amplitudes y/o aceleraciones tan
grandes que pueden llegar a ser destructivas y que conviene evitar. En otros casos,
las resonancias pueden ser muy utiles. Asi, un sistema con varias frecuencias de
resonancia puede actuar como un filtro de frecuencias.

En la figura 8.14 se muestra un ejemplo de filtro. Una cuerda muy larga esta unida
por su extremo derecho a una barra elastica delgada, que esta cogida por el centro
con una mordaza. Al extremo simétrico opuesto de la barra, se ata una segunda
cuerda muy larga. Por la cuerda izquierda llega una onda progresiva incidente y;,
de frecuencia w;. Esta onda incidente proporciona la excitacion sobre la barra. La

w, =w
w w

=

—Yr—=> —Yr—>

barra, con el punto central fijado (nodo) y los extremos libres (vientres), puede
vibrar transversalmente con un determinado conjunto de frecuencias? f,,. Si la fre-
cuencia de la onda incidente coincide con uno de los modos de vibracion de la
barra, se produciran ondas estacionarias transversales a la barra que daran lugar a
una onda transmitida y, a la cuerda derecha. En este caso, decimos que hay reso-
nancia entre la onda incidente y la barra. En caso contrario, la barra no vibrara (al
menos de forma notable) y tampoco habra onda transmitida.

Si la frecuencia de la onda incidente coincide con una de las propias de la barra,

Fig. 8.13: Relacion de amplitudes
para el do central o do, del piano
y la onda resultante de la
superposicion

Fig. 8.14: Una cuerda muy larga
unida a una barra elastica

2 Para las vibraciones longitudina-
les, una barra en las condiciones
descritas vibra a las frecuencias
fo = nfienfi = 35y
n =1, 2, 3..., es decir, las mis-
mas a que vibra un tubo con los
dos extremos cerrados o0 abiertos.
Las vibraciones transversales son
mas complejas que las longitudi-
nales y la relacién f,, # nf1 no
es valida, pero si existen unas fre-
cuencias propias fr,



w = w,,, las ondas en las cuerdas se transmitiran, es decir:

yr(z,t) = Acos(wt — kx)
Yoama = A cos k, x cosw, t
yr(z,t) = Acos(wt — k [z — L]+ )

Si no coincide, no habra onda transmitida. Si por la cuerda de la izquierda llega
una superposicion de muchas frecuencias, la barra solo permitira la transmision a
la cuerda de la derecha de las ondas de frecuencias que coincidan con alguna de
las frecuencias propias de la barra. Cambiando la barra, cambiaran las frecuencias
propias que se transmitiran; la barra actia de “filtro”, favoreciendo el paso de unas
frecuencias e impidiendo el paso del resto.

Problema 8.5.3. En la figura, se muestran dos habitaciones, separadas por una
pared P que las aisla actsticamente excepto por un tubo delgado, abierto por ambos
lados, de longitud L que las comunica. En una de las habitaciones, cerca del tubo,
un generador de sonido D emite con frecuencia f e intensidad /,,.

P
a T I,

L
En la otra habitacion, un sonémetro M mide la I, del sonido que llega a través
del tubo. A continuacion, se repiten la emision y la medicion de [, para varias fre-
cuencias f. Suponiendo que todas las intensidades I, emitidas son iguales, ;cOmo
son las intensidades I, medidas en funcion de la frecuencia f?

Solucion

Cada intensidad recibida I, depende mucho de la frecuencia f del sonido: si esta es
la fundamental del tubo, fi = v/2L, o una de sus multiplos, f,, = n fi, habra una
resonancia y la intensidad [, serd maxima. Pero, a medida que la frecuencia f se aleja
de una de estas frecuencias propias del tubo, la intensidad I, del sonido disminuye
hasta llegar a un minimo. Si el radio del tubo es relativamente grande, las maximas 1,
seran poco inferiores a I, y las minimas, practicamente cero. El tubo actua de filtro
acustico. |

8.6 Efecto Doppler y ondas de choque

Efecto Doppler

Se denomina efecto Doppler la variacion de la frecuencia de las ondas recibidas
por un observador debida al movimiento relativo entre este y la fuente. Cuando un

Figura del problema 8.5.3

Fig. 8.15: Christian Andreas
Doppler (1803-1853) fue un
matematico y fisico austriaco
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tren se nos acerca, sentimos su silbato mas agudo que cuando esta parado, y mas
grave cuando se aleja.

En la figura 8.16, el observador O mide la frecuencia f,, de las ondas que le llegan,
emitidas por la fuente F, con una frecuencia f;.

—)

O J fo

Sea c la velocidad de la onda y sean v, y v, las velocidades constantes de F'y O
(positivas en el sentido de O hacia F).

Supongamos que la fuente F', en un determinado instante ¢,, emite un frente de onda
y, pasado un periodo T = 1/fp, en el instante t, = ¢, + T}, emite el siguiente,
etc. Si x -, es la distancia del observador a la fuente en el instante ¢,, estos frentes
de onda llegaran al observador-receptor en los instantes t/, ¢/, etc., dados por las

relaciones:
vo () —t,) = zpo—c (t.—t,) vo (th—t,) = Tpo+vpTr—c (t,—t, —T})

De aqui encontramos que el periodo 7, de la onda que llega al observador es:

c+ vp
To=t,—t, = T
c+ Vo
0, en términos de frecuencias:
fo fr

= (8.59)
Cc+ Vo Cc+ Vg

Debemos advertir que las velocidades v, y v son con respecto al medio. Si se trata
de ondas sonoras y el medio es aire y hace viento, en la expresion (8.59) deberemos
utilizar las velocidades relativas al aire, teniendo en cuenta el viento.

El efecto Doppler tiene muchas aplicaciones practicas: radares para detectar exce-
sos de velocidad en el trafico, sonars utilizados en la navegacion maritima, ecogra-
fias.... Una buena parte del conocimiento de la astrofisica esta basado en el efecto
Doppler que experimentan las ondas electromagnéticas emitidas por las estrellas y
galaxias en movimiento con respecto a la Tierra.

Problema 8.6.1. Dos estudiantes, Ay B, llevan diapasones iguales de f, = 440 Hz
en vibracion. Si A se estd quieto y B se aleja de él a vy = 6m/s, jcuantos bati-
dos por segundo, debidos al efecto Doppler, oirdn uno y otro? Supdén que no hace
viento y que la velocidad del sonido es de ¢ = 340m/s.

Fig. 8.16: Efecto Doppler



8.6 Efecto Doppler y ondas de choque %

Solucion

Aplicando la expresion anterior (8.59) sobre el efecto Doppler a los dos casos, se
concluye que las frecuencias que perciben Ay B, f, y fr, respectivamente, del
diapason del otro, son:

fo=—"1 fio =

c+ v cC

C— Up

fa

Fijémonos que, si vp es bastante mas pequefa que c, las dos frecuencias son muy
parecidas. Las frecuencias de los batidos son:

UB

bat e gl
e Ul F

fu= 7,63Hz ; g‘zfd—f}:%fd: 7,76Hz g

Ondas de choque

Las ondas de choque se producen cuando la fuente emisora se mueve mas rapida-
mente que las ondas que emite. Son ejemplos de ondas de choque las producidas
por los aviones cuando van a una velocidad superior a la del sonido, o las dos ramas
del surco que deja en el agua un barco al desplazarse.

En la figura 8.17, una fuente F' de ondas esféricas se mueve en la direccion del eje
x a velocidad constante v, superior a la de las ondas emitidas, de velocidad c. En

Fig. 8.17: Ondas de choque

el instante ¢ = 0, la fuente F estd en z, = 0 y emite un frente de onda que en el
instante ty, = NAt (en la figura 8.17, hemos tomado N = 5) serd una esfera de
radio r, = NcAt. En el instante ¢, = At, cuando esta en z = v, At, emite otro
frente, que en ¢, tendrd un radio r, = 4cAt. Y asi sucesivamente. En el instante
ty = NAt, F emite un frente que, en este mismo instante, tiene radio cero.

Como se aprecia claramente en la figura, para cualquier [V, esta sucesion de ondas
esféricas da lugar a una envolvente conica que concentra todos los frentes de onda:
es la llamada onda de choque, que viaja detrds mismo de la fuente de ondas. El
semidngulo de apertura del cono 6 cumple sin = ¢cNAt/(v-NAt), es decir:

sinf = = (8.60)

Ur
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La onda de choque se desplaza a la misma velocidad v, que la fuente F', mientras
que la onda lo hace a velocidad c.

8.7 Difraccion

Consideremos una onda plana que incide en una pared que le impide el paso ex-
cepto por un agujero. Si el agujero no es muy pequeflo, la onda pasa sin alterar la
direccion que llevaba. Muy aproximadamente, sigue siendo una onda plana. Si el
agujero es muy pequeiio, el medio situado en el agujero actiia como un foco emisor
de ondas esféricas que se propagan al otro lado de la pared. En la figura 8.18, se

(a) (b)

J]
iH—H ’

ilustran muy esquematicamente estos comportamientos, que son los casos extre-

pantalla pantalla

mos de un conjunto de fendomenos, conocidos con el nombre de difraccién, que
ocurren cuando un objeto de unas dimensiones equiparables a la longitud de onda
se interpone en el camino de esta onda.

Difraccion de Fraunhofer

Una situacién de difraccidn muy interesante es la observacion de la difraccion de
las ondas al pasar a través de una apertura circular, de didmetro D, hecha a una dis-
tancia mucho mas grande que D (v. figura 8.20). Es la difraccion de Fraunhofer.
Una onda plana de longitud de onda A incide normal a la apertura.

\ 6,
|
bAoA — 6, 0 I-
b |
’ [ ‘ 01
A
0
pantalla

La intensidad de la onda difractada, observada en la pantalla, en funcion del angulo

Fig. 8.18: Modelo para entender la
difraccion

Fig. 8.19: Joseph von Fraunhofer
(1787-1826) fue un optico aleman

Fig. 8.20: Difraccién de
Fraunhofer. La observacion del
fenémeno se hace en una
pantalla



0, se reparte desde un valor maximo a § = 0 hasta un minimo para el angulo 6,. Es
la mancha de Airy. Para valores § > 6,, la intensidad va pasando por una serie de
maximos y minimos, cada vez mas debilitados. En la mancha de Airy, determinada
por el angulo 6,, se concentra el 84 % de la intensidad difractada por la apertura.
Se puede demostrar y corroborar experimentalmente que el angulo 6, viene dado
por:

A
ing, =1,22 = 61
sin @ D (8.61)

Fig. 8.21: Sir George Biddell Airy
(1801-1892) fue un astrénomo y
matematico inglés
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Q Ecuaciones de Lagrange

Introduccion

Este capitulo solo justifica su presencia para que, quién lo desee, pueda hacer una
cata de la mecanica analitica y su relacion con la mecénica newtoniana a través de
la ecuacion general de la dinamica explicada en el capitulo 3. Partiendo de esta,
se deducen las ecuaciones de movimiento de Lagrange para sistemas con ligaduras
geométricas dependientes del tiempo, que serian la extension a L grados de libertad
de las ecuaciones halladas en el capitulo 3 para sistemas conservativos empleando
la funcion de la energia mecéanica del sistema. Veremos como podemos definir la
funcion de Lagrange o lagrangiana y, a partir de esta, encontrar las L ecuaciones
de movimiento de segundo orden que permiten hallar el movimiento del sistema.
No vamos mas alld porque el tnico objetivo es hacer de puente entre la mecénica
newtoniana y la analitica en general, que se puede encontrar en multitud de textos.

9.1 Ecuaciones de Lagrange de segunda clase

Partimos de la ecuacion general de la dindmica, explicada en la seccién 3.9:

N

3 (ﬁ - midi) 57, =0 ©9.1)

i=1

Trataremos, como mucho, con ligaduras geométricas que pueden depender del
tiempo. Supondremos que tenemos las ligaduras expresadas en forma paramétrica,
con parametros {q,, g, ... qr. }:

7 =7i(q,q2 - Gy t) 9.2)
siendo L el nimero de grados de libertad del sistema. Tenemos:

L
oF,
o7, =3 24
9q.

a=1

dg. 9.3)

Fig. 9.1: Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) fue un matematico,
fisico y astrénomo italiano que
después vivio en Prusia y Francia
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El término de (9.1) que contiene las fuerzas ﬁ se puede escribir:

L

i ﬁi : 6FL = ZQaan

a=1

donde:

N

T
Q=3 F-5 9.4)

i=1

se denominan fuerzas generalizadas, que siempre se podran expresar como fun-
cion de los parametros g, o coordenadas generalizadas. Observamos que las uni-
dades de @), no son necesariamente unidades de fuerza (es decir, newtons) ni si-
quiera todas las @), tendran, en general, las mismas unidades. Las unidades de las
@, dependeran de las unidades de ¢,. Si ocurrird que @, dg, tendra unidades de
energia (es decir, joules).

El término de (9.1) que contiene la aceleracion se puede escribir:

S (jtzmr Y i jtg;) 44.9.5)

Teniendo en cuenta:

obtenemos: )
or,  or,
L= 9.6
94,  Oq, ©.6
y .
O, <~ O o*r,  d O
i _ g . _ dor 97
50, ~ 2= 9000 " ag.0r ~ aron, 7

Con (9.6, 9.7), podemos escribir (9.5) como:

L

d <~ . OF <~ - OF . /dOE, OE,
Z (dt ;mﬂ", . a0, — ;mml . 3qa> dq, = Z (dt 7. — 8(]0,) dq.

a=1 a=1

de manera que la ecuacion general de la dinamica (9.1) toma la forma:

- d OE., OE,
Z{Q”_ (dtaqa - aqa)} 1. =0

a=1

donde E. es la energia cinética del sistema como funcion de las coordenadas ge-
neralizadas y el tiempo, es decir, F.(q., ¢, t).



Finalmente, teniendo en cuenta que dq, son desplazamientos arbitrarios, obtene-
mos las ecuaciones de Lagrange de segunda clase:

d 0E. OE,

il — = 9.8
dt 04,  Oq, 2 ©8
9.2 Ecuaciones de Lagrange
Si las fuerzas F son conservativas, tendremos:
N L
ZE-5ﬁ=—dU=— 87qua
i=1 a=1 aqa
y, por consiguiente,
ou
Q. = o 9.9)
qa

donde U ser4 funcion de las g, y quizas de ¢, pero no de ¢,. Sin necesidad de pasar
por las fuerzas F‘i, si las fuerzas generalizadas ), cumplen (9.9), con U (q,, t), deci-
mos que el sistema tiene fuerzas potenciales y U es su energia potencial. Si U(q,)
no depende del tiempo, decimos que las fuerzas generalizadas son conservativas.

Si definimos la funciéon de Lagrange L:
L=E,-U (9.10)

y tenemos en cuenta que U no depende de ¢,, podemos escribir las ecuaciones
(9.8) para sistemas con fuerzas potenciales, utilizando la funcion de Lagrange £,
en forma de ecuaciones de Lagrange:

d oL oL
- - — = (9.11)
dt 94, 0q.
Si no todas las fuerzas F. son conservativas, las ecuaciones de Lagrange adoptan
la forma:
d oL oL
— = _ = _Q, 9.12
at0q,  0g. ©12
donde @), vendran dadas segun (9.4), solo teniendo en cuenta las fuerzas no con-
servativas o, en general, las que no hayan sido incluidas en la lagrangiana a través
de la energia potencial.

Las ecuaciones de Lagrange tienen algunas propiedades importantes, que analiza-
mos a continuacion.
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Lagrangianas equivalentes

. . . . d(ga,t
Si dos lagrangianas £ y £’ difieren en una funcion de la forma %, L =
L+ %, las ecuaciones de Lagrange asociadas son iguales. La demostracion es

inmediata y equivale a demostrar la identidad:

40 (40 0 (490
dt 9q, \ dt oq, \ dt )

que se puede hacer sin aplicar las ecuaciones de Lagrange.

Conservacion de la energia

Si definimos la funcion H = > 4, % — Ly utilizamos las ecuaciones de Lagrange,

se cumple dd—t‘ = %—f. Es sencillo ver que, si las fuerzas son conservativas y las
ligaduras no dependen del tiempo, £ no dependera del tiempo, la energia mecanica
FE coincidira con H y se conservara. La funcion  es el germen de un objeto de
gran importancia, que se denomina funcion de Hamilton o hamiltoniano.

Conservacion y simetria: teorema de Noether

Dada una transformacion infinitesimal continua de coordenadas g, — ¢, + dq, la
lagrangiana se transforma £ — £ + 0L:

oL oL ..
SL=" <aqa5qa + 8%6@1)

Si usamos las ecuaciones de Lagrange, podemos escribir:

d oL

= Una transformacioén infinitesimal, ¢, — ¢, + d¢., es una transformaciéon de

simetria si deja invariante la forma de las ecuaciones de movimiento por el hecho

dsQ
dt

ciones de Lagrange. Podemos, pues, enunciar un teorema de gran importancia en

de transformar la lagrangiana en una equivalente, 0L = sin utilizar las ecua-

la fisica moderna:

< Teorema de Noether. Si la lagrangiana L tiene la simetria q, — q, + dq,
entonces hay unas cantidades que se conservan (son constantes cuando el sistema
se mueve segun las ecuaciones de movimiento).

9
Z % + 62 dq, = constante (9.13)
—\ 94, 0q.

El caso mas sencillo es cuando la lagrangiana no depende de alguna de las coor-
denadas q,, por ejemplo g,. Podemos decir que la lagrangiana es simétrica con

Fig. 9.2: Emmy Noether
(1882-1935) fue una matematica
alemana



respecto a transformaciones ¢, — ¢; + d¢; y tenemos una cantidad conservada:

D1 = constante 9.14)

~ 94,

Principio de Hamilton

Las ecuaciones de Lagrange (9.11) se pueden obtener, suponiendo que ya conoce-
mos la funcion de Lagrange £(q,, ¢.,t), a partir del principio de Hamilton. Para
enunciar este principio, primero hay que definir el funcional de accion S. Si g, (¢,)
Y ¢.2(t,) son las configuraciones iniciales y finales del sistema, el funcional de ac-
cion se define en funcion de las trayectorias ¢, (t), que van de ¢,; (1) @ g..(t,), en
la forma:

Slaa ()] = / L0 (), 4. (0). ) dt 9.15)

< Principio de Hamilton. Dado un sistema con lagrangiana L£(q,(t), 4.(t),t), la
trayectoria que seguird el sistema de q,,(t,) a q,.(t.) es un extremal del funcional
de accién Sq,(t)] con respecto a las trayectorias que pasan por estas dos confi-
guraciones:

la.] _, (9.16)

8q.(t)

El principio de Hamilton también se conoce con el nombre de principio de minima
accion y es empleado en multiples situaciones en la fisica moderna.

Veamos ahora algunos ejemplos sencillos, de un grado de libertad, que podemos
tratar con los métodos de este capitulo.

Problema 9.2.1. En la figura podemos ver un péndulo forzado, formado por una
masa m, cogida del extremo de una varilla, rigida y de masa despreciable. La mano
sujeta el otro extremo de la varilla y lo desplaza horizontalmente x,(t) con respecto
a su posicion no forzada z, = 0. Encuentra la lagrangiana y la ecuacion de mo-
vimiento del péndulo y particularizala para pequefias oscilaciones para los casos
siguientes:

a) el péndulo oscila sin friccion,

b) hay una friccion viscosa, que podemos expresar como una fuerza —bv, siendo
¥ la velocidad de la masa m.

Fig. 9.3: William Rowan Hamilton
(1805-1865) fue un matematico,

fisico y astrénomo britanico

ifandés

Zo(t)
J4

lo
A\

Figura del problema 9.2.1

X
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Solucion

Se trata de un sistema con ligaduras. Si la posicion de la masa m es ¥ = (x,y), la
ligadura es (z — z0(t))? + y* = £>. Si zy = 0, tenemos el péndulo usual.

El sistema tiene un grado de libertad, que representaremos con el angulo 6. Tenemos
7= (2o + {sinf,Lcos ) y T =7 = (io + £ cos §, —(Osin B).

La energia cinética es E. = im [(aco + 06 cos 9)2 + (—£fsin 0)2} y la potencial,

U = —mgl cos 0. La lagrangiana es, pues:
1 . .
L= §m€292 + mgl cos 0 + mao04 cos 0 (1)

Las ecuaciones de movimiento las encontramos a partir de (1):

doL 9L . . .
%% ~ %0 =ml 0 + mglsinf + mi,lcosf =0

Si consideramos pequefias oscilaciones sinf ~ 6 y cos § =~ 1, obtenemos:

59, o
9+€9— 7

y, si el movimiento forzado x,(t) es armonico, la masa m efectta oscilaciones armo-
nicas forzadas, como las que hemos visto en la seccion 6.4, pero sin friccion.

Para incluir la friccion, expresada como una fuerza —bv, tendremos, segtin (9.4):

Q= —bi- % = —bl(i&o cos b + £6) )
Y ahora obtendremos las ecuaciones de Lagrange segtin (9.12), es decir:
ml*0 + mgl sin 6 4+ miiol cos § = —bl(io cos O + £0)

que, para pequefias oscilaciones, es:

bjy9g_ T Do 3)

i b
Tl ¢ T m it

Como vemos, la friccion afecta el comportamiento del término forzado. Sera un mo-
vimiento armoénico forzado (MAF) como los descritos en 6.4, solo si el término de
la derecha de (3) tiene la forma B sin (2t 4 6,), es decir, si el movimiento de x,
cumple:

b .
.'.I.fo — 7‘%0 = ¢Bsin (Qt + 00)
m
y, esencialmente, esto quiere decir que x, tenga la forma:

mB

. mb B . -
Q(Q2m? + b2) (beos[Q2t + 0] — mQ sin[Qt + 0,))

xo(t) =

Problema 9.2.2. En la figura, podemos ver un sistema forzado, formado por una
masa m, sujeta en el extremo de un muelle, de masa despreciable. La mano coge el
otro extremo del muelle y lo desplaza verticalmente, de forma que desplaza x,(t)
la posicion de equilibrio del sistema x, = 0. Encuentra la lagrangiana y la ecuacion
de movimiento para los casos siguientes:

o i
xo(t)

Figura del problema 9.2.2



a) el sistema oscila sin friccion,

b) hay una friccion viscosa, que podemos expresar como una fuerza —bv, siendo

¥ la velocidad de la masa m.

Solucion
En este caso, no se trata de un sistema con ligaduras. La fuerza neta que recibe la
masam es F' = —k(x — zo(t))i. No es una fuerza conservativa, puesto que depende
del tiempo, pero si es potencial: U = Sk(z — xo(t))*. La energia cinética es E. =
1mi’. La lagrangiana es:

1

.2 1 2
L= S — Ek(x — zo(t)) (1)

Las ecuaciones de Lagrange resultan:

La ecuacion candnica es:
.k k
I+ —x=—uz0(t)
m m

Si tenemos en cuenta la friccion viscosa, tendremos (Q = —bi:

doL oL .. _
505w =mi + kx — kxo(t) = —bi

La ecuacion canonica es, en este caso:

b k k
T+ —2+ —x=—z0(t) [ ]
m m m
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1 Problemas y cuestiones

Problema 1.5.2. Se quiere estudiar la situacion siguiente: una bola maciza baja por
un plano inclinado un angulo « con respecto a la horizontal. Segun lo que sabemos,
la aceleracion con que baja la bola es:

=g¢g sina = g— 1
a=g¢gsina=g 17 )
de forma que el movimiento es uniformemente acelerado:
1
= Zat? 2
S 2a 2)

En realidad, la aceleracion correspondiente al movimiento del centro de la bola no
puede ser la dada por (1), puesto que la energia potencial gravitatoria no tan solo
se convierte en energia cinética de traslacion, sino también en energia cinética de
rotacidn en torno a su centro. Ello puede comportar que la aceleracion de la esfera
se reduzca en un cierto factor () < 1:

h

a=Q 97 3)
Es este factor () el que queremos determinar experimentalmente
Para un recorrido s fijado y conocido, se cronometran los tiempos de descenso
de la bola para varios valores de h. Utilizando (2), se determina la aceleracion de
bajada en cada caso. Se han llevado a cabo mediciones sucesivas incrementando h
en una cantidad constante, correspondiente a una vuelta de tornillo (paso de rosca)
d. Si la altura inicial es h, y se va aumentando en n las vueltas del tornillo (con
n =1,2,3...), la altura alcanzada para cada valor de n es:

h, =hy,+nd @)

Datos: Dimensiones del plano inclinado, s = 35,3cm; L = 48,6 cm; paso de
rosca del tornillo, d = 0,70 mm; aceleracion de la gravedad, g = 9,81 m/s?; las
mediciones realizadas se indican en la tabla.

I!/'D
")

X

\II“”
N
b«/

Figura del problema 1.5.2



a) Encuentra la aceleracion a en funcion de n, hy, Q, d, L'y g.

b) Representa los puntos (n,a) de acuerdo con las mediciones realizadas y
utilizando (2).

Tabla del problema 1.5.2. Para un

recorrido s fijado y conocido, se
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 cronometran los tiempos de des-

#(s) 4,44 3,92 3,60 3,29 3,10 2,85 2,75 2,57 248 2,36 2,30 2,23  censo dela bola para varios valo-

resden

¢) Encuentra graficamente la recta que se ajusta mejor a estos puntos.
d) Encuentra por regresion lineal la recta que se ajusta mejor a estos puntos.

e) Utilizando la recta de ajuste encontrada en d y la expresion encontrada en a,
deduce los valores del factor Q y h,.

f) Encuentra el error de la pendiente y la ordenada en el origen de la recta de
ajuste y calcula, a continuacion, el error propagado al factor Q.

Cuestion 1.7.1. Una particula describe una trayectoria caracterizada por un vector
posicion 7 = sin(t) 7 4 cos(t)j + 2tk (Unidades S.L). El radio de curvatura de la
trayectoria es:

a)5/2m

b) 2/5m

¢)5bm

d)v/5m

Cuestion 1.7.2. Una particula describe una trayectoria circular, de radio 1,5 m, con
una aceleracion tangencial 2¢ (en unidades S.1.). En ¢ = 0, la particula se encuentra
en reposo. El mddulo de la aceleracion de la particula en t = 1,2 s sera:

a) 1,38 m/s?

b) 3,10m/s?

¢) 1,44m/s?

d) 2,40m/s?

€) 2,77m/s’
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2 Problemas Y cuestiones

Cuestion 2.1.1. Sobre un cuerpo de 4 kg que se mueve en la direccion del eje x, se
aplica una fuerza en la misma direccidn, representada en la figura. En el instante
inicial, el cuerpo pasa por x = 0 moviéndose en el mismo sentido que la fuerza, a
una velocidad de 3ms~'. La velocidad en la posicion z = 8 m sera:

a) lamisma queenz =0
b) V29ms™!

¢) v20ms™!

d) 7Tms™!

e)VI1lms™'

Figura de la cuestion 2.1.1

Cuestion 2.1.2. La segunda ley de Newton afirma que:
a) Si aplicamos una fuerza variable a un cuerpo libre, esta es directamente pro-
porcional a la aceleracion producida en el cuerpo.

b) Cuerpos con masas diferentes son acelerados por una misma fuerza con ace-
leraciones directamente proporcionales a las masas.

¢) Cuerpos con la misma masa reciben aceleraciones inversamente proporcionales
a las fuerzas aplicadas.

d) La fuerza no se crea ni se destruye.

e) Ninguna de las anteriores.

A

Cuestion 2.1.3. El bloque de la figura esta atado a una cuerda, de 1,5 m y masa

despreciable, que forma un angulo de 30° con la horizontal. La velocidad angular _ 3
) Figura de la cuestion 2.1.3
vale:
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a) 7,62rad/s
b) 4,62 rad/s
¢) 5,62rad/s
d) 6,62rad/s

e) 3,62rad/s

Problema 2.1.5. Un objeto de 5kg esta sometido a una fuerza que varia con la
posicion del objeto F= 5x 72 (S.1.). Si parte de z, = 25 m, ;qué velocidad inicial
v, hara que llegue justoaz =07?

Ayuda. Para tratar de integrar la ecuaciéon de movimiento y encontrar la velocidad,

. . . . _ dx
multiplica ambos miembros por la velocidad y ten en cuenta que v = 7.

Solucién: v, = —7,07m/s

Problema 2.1.6. Un objeto de m = 4 kg esta sometido a la accion de dos fuerzas,
Fo=i-2 7y F, =i+ 7 (unidades S.1.). Calcula la aceleracion, la velocidad y
la posicién (vector y médulo) del objeto en el tiempo ¢ = 3s si, en ¢t = 0, esta en
reposo en el origen de coordenadas.

Solucién: @ = 1 (2i — ) m/s a=Ym/s;T(3) = 2(21—))m/s,v(3) =
S5, 7(3) = 3 (20— ) mi 1 (3) = 2m

Cuestion 2.2.1. Una pelota de tenis de 80 g choca normalmente contra una pared
vertical. Tanto antes como después del choque, la pelota se mueve con una veloci-
dad horizontal de modulo 30 m/s. El mddulo del impulso que hace la pared sobre
la pelota vale:

a)0

b) 9,6 N's

¢)2,4Ns

d)4,8Ns

e) Faltan datos para calcularlo.
Cuestion 2.2.2. Una pelota de 60 g se deja caer desde una altura de 2 m. Rebota

hasta una altura de 1,8 m. Calcula cuanto varia la cantidad de movimiento durante
el choque con el suelo.



a) 0,422kgm/s
b) 0,365 kgm/s
¢) 0,731kgm/s
d) 0,227kgm/s

e) 1,246kgm/s

Cuestion 2.2.3. El vector posicion de una particula de masa m = 2kg es 7(t) =
(3t* 4+ 1, 2t, 0) (unidades S.1.). Es cierto que:

a) la direccion de la fuerza no es constante.

b) el movimiento es rectilineo.

¢) en ¢t = 0, el momento angular con respecto al origen es nulo.

d) ent = 0, la cantidad de movimiento de la particulaes 5= (0, 2, 0).

e) el impulso suministrado por la fuerza en el primer segundo es I= (24,0, 0).

Cuestion 2.2.4. Un cuerpo de 3 kg se mueve rectilineamente segiin 7(t) = (1250+
20t — 0,5t%)7, para t > 0 (unidades S.1.). Es cierto que:

a) la velocidad inicial es 1250 3.

b) la velocidad inicial es nula.

¢) la cantidad de movimiento inicial es 60 2.

d) la fuerza aplicada en el cuerpo es 3 7.

e) la fuerza aplicada en el cuerpo es —1,5 7.

Problema 2.2.3. Una particula de 2 kg esta inicialmente en el punto 7#(0) = (0; 0),
donde tiene una velocidad ¥(0) = (0; 2) m/s. Si, a partir de este punto, empieza a
actuar una fuerza F\(t) = (8; —4) N, calcula:

a) 7(t), o(t) y a(t)
b) (Donde estara la particula cuando ¢t = 5s?
¢) (Para qué tiempo la velocidad en el eje y sera nula?

d) Escribe la ecuacion de la trayectoria de la particula.
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Solucidén: a) d@(t) = (4,—2); 0(t) = (4¢, 2 — 2t); 7(t) = (2t%, 2t — ¢?); b) 7(5) =
(50, —15);¢) 1s;d)y = 2(2)"” -

z
2

Cuestion 2.3.1. La trayectoria de una particula de masa 2 kg es 7#(¢t) = —3t* i +
(5t + 4) 7 (unidades S.I.). El momento angular con respecto al origen de coorde-
nadas vale (unidades S.I.):

a) L(t) = 6t(5t + 28) k

b) L(t) = 30¢* k
o) L(t) = (5t +8) k
d) L(t) = (30t +8) k

e) L(t) = 6t(5t +8) k

Problema 2.3.3. La pastilla, de masa m, efecta una trayectoria circular, de velo-
cidad angular w, atada a la cuerda, de longitud ¢, que tiene el otro extremo fijado
al pasador, que puede girar sin friccion alrededor del eje, a una altura h = ¢/2. Si
aumentamos h en Ah = h/5, jcudl serd el aumento Aw?

Solucién: Aw = Hw

Problema 2.3.4. Una pequeiia pastilla de 250 g se desliza por una mesa horizon-
tal mientras se mantiene atada a un hilo inextensible, que pasa por un orificio y
que cogemos por el otro extremo. La pastilla describe una trayectoria circular de
500 mm de radio. Vamos estirando del hilo y, consiguientemente, reducimos el ra-
dio de la trayectoria hasta dejarlo en 200 mm. Si la velocidad inicial de la pastilla
es de 5m/s, determina la velocidad al final.

Solucién: 12,5m/s

Problema 2.3.5. Una masa puntual de 2kg describe la trayectoria: x = ¢*; y =
t — 2t*; z = t*/4, donde t es el tiempo. Calcula a los 2 s:

a) los vectores velocidad y aceleracion.
b) el vector cantidad de movimiento.
¢) el momento angular con respecto al punto P = (7; —7; 3).

d) la fuerza que actlia sobre la masa puntual.

[,

AR
w
h

Figura del problema 2.3.3

—

" <

Figura del problema 2.3.4
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Solucién: a)u—12z—73+82 124 4]+12k b)p=247—14 j+ 16k;
)Ly =300+87—38k;d)F =247—8j+ 24k

Problema 2.3.6. Una particula atada a una cuerda, de masa despreciable y longitud
£, oscila en el plano vertical. \
lg

a) Encuentra la ecuacion de movimiento utilizando la ley de movimiento del 14 ‘
momento angular. \
m,

b) Especifica el resultado para pequeiias oscilaciones. Figura del problema 2.3.6

Solucién: a) § = —4 7 sin0; b) 6= —20

Cuestion 2.4.1. Una particula de masa 2 kg se mueve en la direccion del eje x, so-
metida a una fuerza conservativa cuya energia potencial es U = z* —8x* (unidades
S.1.). Es cierto que:

a) la fuerza es nula para x = +1.

b) la aceleracion en x = 0 es maxima.

¢) la fuerza que actia sobre la particula tiene por expresion F' = —zx* + 8x>.

4 r : :x _ z° 8,.3
d) la fuerza que actta sobre la particula tiene por expresion F' = — % + S2°.

e) la aceleracion en x = 1 vale 6 m/s.

Cuestion 2.4.2. En la figura, se muestra una curva de energia potencial en funcion
de una variable x. ;Cual de las graficas siguientes de la fuerza en funcion de esta
variable es compatible con la grafica U(z)?

F
Figura de la cuestion 2.4.2
| €
0/1 23
a)
F
1 T
0 3
b)
F
1 1 T
0 2\ 3
¢)
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) Sino se conoce la energia cinética, no se puede determinar la fuerza a partir de
U(x).

Cuestion 2.4.3. La fuerza que se ejerce sobre un cuerpo de 15 kg que se desplaza
en la direccion del eje x varia con la posicion en la forma indicada en la figura. Es
cierto que:

Figura de la cuestion 2.4.3

I A ) IR IR I R o
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(m)

a) cuando el cuerpo pasa de la posicion x = 0 a x = 50 m, la energia potencial
disminuye en 2600 J.

b) cuando el cuerpo pasa de la posicion z = 80 ma x = 100 m, la energia cinética
disminuye en 4001J.

¢) en el tramo desde x = 50 m hasta x = 80 m, el movimiento es uniforme.

d) la velocidad méxima alcanzada por el cuerpo se da en el tramo desde x = 20 m
hasta = 30 m.

¢) Ninguna de las otras cuatro afirmaciones es cierta.

Cuestion 2.4.4. Un cuerpo de 0,15 kg de masa se mueve a lo largo del eje 2 en un
campo de fuerzas cuya energia potencial U se representa en la figura. Dejamos el
cuerpo en el punto C' con una velocidad de 4 m/s en el sentido positivo del eje .
Es cierto que:

a) la energia mecanica del cuerpo es 0,3J.

b) la velocidad en el punto B es 3,4m/s. Figura de la cuestion 2.4.4
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¢) la velocidad en z = 0 es nula.
d) en el punto B, la energia mecanica del cuerpo es minima.

e) el cuerpo no puede llegar al punto D.

Cuestion 2.4.5. Una particula de 80 g se mueve a lo largo del eje x por accion de
una fuerza conservativa. Su energia potencial vale U = x* — 2z* (unidades S.L.).
Si la energia mecénica de la particula vale 3 J, su velocidad méxima sera:

a)2,4m/s

b) 10m/s

¢)8m/s

d) 6,79 m/s

e) 3,8m/s

Cuestion 2.4.6. Una particula se mueve por efecto de una unica fuerza conserva-
tiva. Podemos afirmar que:

a) en cualquier trayectoria, la variacion de energia potencial entre las posiciones
inicial y final de la trayectoria es siempre nula.

b) si la particula describe un movimiento circular uniforme, la variacion de la
energia potencial entre dos puntos de esta trayectoria es nula.

¢) el incremento de la energia mecénica de la particula puede ser positivo o ne-
gativo, dependiendo del signo del trabajo de la fuerza.

d) la energia potencial de la particula aumenta si el trabajo de la fuerza es positivo.

e) Ninguna de las otras cuatro afirmaciones es correcta.

Cuestion 2.4.7. Si dejamos caer una piedra desde la torre de un castillo y despre-
ciamos la resistencia del aire, es cierto que:

a) el trabajo de la fuerza gravitatoria es nulo.
b) la energia potencial de la piedra no varia.

¢) la energia cinética de la piedra no varia.

239



S

d) la energia mecanica de la piedra no varia.

e) el trabajo de la fuerza gravitatoria es negativo.

Cuestion 2.4.8. La energia potencial de una particula de 5kg de masa, que se
mueve en la direccion del eje x, estd indicada en la figura. Podemos afirmar que:

a) la posicion x = 0 es de equilibrio estable.

b) la posicion x = 0 es de equilibrio inestable.
0 2 z(m)

¢) laaceleracion en z = 0 es —0,4m/s’.

. Figura de la cuestion 2.4.8

d) la aceleracion en z = 2mes —2m/s’. S

e) el trabajo de la fuerza cuando la particula pasade x = 0ax =2mes 4J.

Cuestion 2.4.9. La fuerza que actua sobre una particula, de masa 4 kg, es F =
6z k. Si v es el modulo de la velocidad, la energia mecanica es, excepto en una

constante (todas las unidades se expresan en el S.1.):

a) £ =2v*> -3z
b) E = 4v> — 32°
¢) F =20 —3z2°
d) £ =2v>+ 3z

e) F =20 — %23

Problema 2.4.5. Una particula de masa m se mueve en un campo de fuerzas de
energia potencial asociada U = 16 — (z* + y°), en unidades S.I.

a) Determina las ecuaciones de las superficies equipotenciales en que U = 0;
U =12y U = 18. ;Son todas posibles? Dibuja la primera.

b) Encuentra el lugar geométrico de los puntos con U maximo. ;Cuanto vale
la energia potencial maxima?

¢) Encuentra la expresion analitica del campo de fuerzas cuya energia potencial
es la dada.

d) ;Qué fuerza actua sobre la particula en el punto P, = (1;1;0)? Si parte de P,
en reposo, /cudl es la velocidad mas alta que puede alcanzar en algin instante

posterior?
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e) Calcula el trabajo realizado por la fuerza para llevar la particula desde P,
hasta P = (22;22;0).

Solucién: a) x> + y*> = 16; °> + y*> = 4; no existe; b) x> + 4> = 0, U,x = 167;
) F =221+ 2yj;d) F =20+ 2j,v = o0; ) W = 966]

Problema 2.4.6. Una particula esta sometida a una fuerza ' = —kx + a/x®.
Encuentra la expresion de la energia potencial U.

Solucién: U = Lka? + 5% + cte.

Problema 2.4.7. Dada la fuerza F = (32 — 4y)i + (4z + 2y) J, calcula:

a) el trabajo realizado por F al llevar la particula de A a B y el realizado en

una vuelta completa a lo largo de la elipse, siendo a y b, respectivamente, los
2
semiejes mayor y menor: Z—i +4&H=1

b) ;Es conservativa la fuerza F' ? ;Por qué?

Nota. Forma paramétrica de una elipse centrada en el origen:

7(A) = (z,y) = (acos A, b sin)\)
Solucién: a) M + 2mab, 8mab; b) no

Problema 2.4.8. La fuerza que actua sobre una particula se expresa como F =
—ax?® 7, donde a es una constante. Calcula la funcion energia potencial tomando
U = 0 para z = 0 y dibuja el grafico de U en funcion de x.

Solucién: U = %ax®
Problema 2.4.9. Un cuerpo de 2 kg de masa se puede desplazar por el plano hori-
zontal xy, donde actua la fuerza F= 2zy 1+ 2°).

a) Calcula el trabajo de esta fuerza en el camino que vade A = (1;1) a B =
(5;9) siguiendo la recta que une ambos puntos.

b) Calcula el trabajo entre A y B cuando el camino pasa por C' = (5;1), si-
guiendo las direcciones de los ejes z y y en los trayectos AC' 'y C B, respecti-
vamente.

¢) ;Se puede asociar una energia potencial a esta fuerza?

Sustituimos la fuerza anterior por otra F=—2zi. Dejamos el cuerpo en el punto
A con una velocidad de 8 m/s en la direccion del eje x en sentido positivo.

Figura del problema 2.4.7

8
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d) Determina el incremento de energia potencial en el desplazamiento AC.
e) ;Hasta qué punto llegara el cuerpo en su movimiento?
f) (Con qué velocidad pasara por la posicion de equilibrio?

Nota. Las fuerzas estan expresadas en N y las distancias, en m.

Solucion: a) W = 453,3J; b) W = 1024 J; ¢) Fuerza no conservativa, no se puede
definir una energia potencial; d) AU = 2417; ¢) Llega hasta el punto (8,06; 1) m;
f)v =8,06m/s

Problema 2.4.10. Un cuerpo de 2kg de masa parte del reposo y se mueve sin

friccion hacia arriba en un plano inclinado de 30° con respecto a la horizontal,

desplazandose 10 m. Sobre el cuerpo actian, ademas del peso, las tres fuerzas, tal

como se indica en la figura. Calcula el trabajo total realizado por el sistema de A0 y
fuerzas que actua sobre el cuerpo y la potencia de estas fuerzas en funcion de la \NF \
distancia z recorrida.

Solucion: W = 27,26 J; P = 4,50/, en unidades S.I. Figura del problema 2.4.10

Problema 2.4.11. Un objeto de 5kg esta sometido a una fuerza que varia con la F(N)
posicion del objeto, tal como se muestra en la figura. Si parte del reposo en z = 0, 10
(cual sera su velocidaden z = 25myen z = 50m?
L x(m)

25 50

Solucién: v,; = 7,07ms™"; v, = 12,25 ms™' .
Figura del problema 2.4.11

Cuestion 2.5.1. Presionamos una caja de masa m contra una pared vertical con
una fuerza horizontal de magnitud F'. Si el coeficiente estatico de rozamiento con
la pared es p, el valor minimo de F' para que la caja no deslice hacia abajo es:

a) mg

b) pmg

¢)v1— pu*mg

mg

d) =

€) mg./1
Cuestion 2.5.2. Una particula de masa m se mueve sobre el eje  y es atraida hacia
el origen de coordenadas por una fuerza F' = —k/x, donde k es una constante

positiva. Si parte del reposo desde el punto x,, ;qué velocidad llevara cuando pase
por el punto x = x,/2?
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a)’U: m

b)v=1/21n2
c)v:\/%

k.’L‘o

_ k.
d)U—Tne m

¢) Ninguna de las anteriores.

Cuestion 2.5.3. La figura representa un plano inclinado de 30° con dos muelles
idénticos de constante k¥ = 20N/m, una en la parte superior y la otra en la parte
inferior del plano. Un cuerpo de 2 N de peso se suelta sin velocidad inicial desde la

posicion indicada en la figura, estando el muelle de la parte superior comprimido k

una distancia x; (en metros). Al inicio del movimiento, el cuerpo se encuentra W " -

50 cm por encima del extremo del muelle inferior. ;Cual debe ser el trabajo de OOCHZ
la fuerza de friccion (en joules) existente entre el cuerpo y el plano para que la

compresion maxima del muelle inferior sea también x,? Figura de la cuestion 2.5.3

AW, =—(z,+1)
b) W, = —(a} +1)
C) Wf _ (47"21(;}-2)

d) W, = —20a2

¢) Sin conocer la longitud natural de los muelles, no se puede saber.

Cuestion 2.5.4. Una particula estd sometida a una fuerza central dirigida a un punto
O. Podemos afirmar que:
a) la energia cinética de la particula se mantiene constante.

b) la trayectoria de la particula esta contenida en un plano y su cantidad de mo-
vimiento se mantiene constante.

¢) el momento angular de la particula con respecto al punto O es nulo.
d) el impulso angular de la fuerza con respecto al punto O es nulo.

e) la trayectoria de la particula es circular.
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Cuestion 2.5.5. Dadas las fuerzas siguientes, indica cuales son conservativas:

A) fuerza de friccion seca que actiia sobre una caja que se desliza.
B) fuerza que actua sobre un cuerpo debida a un muelle que sigue la ley de Hooke.
C) fuerza de la gravedad.

D) La fuerza sobre un coche debida a la resistencia del aire.

a)A,ByC
b)AyD
¢)ByC
dCyD

e)A,CyD

Problema 2.5.4. El cuerpo P de la figura adjunta tiene una masa m = 5kgy gira
a una velocidad angular de 20 rev/min alrededor del eje EE’ sobre una superficie
(fija) conica lisa. El cuerpo esta sujetado al eje mediante una cuerda, de masa des-
preciable y longitud 0,5 m, paralela a la superficie cuando P la toca. Si o = 45°,
determina:

a) la reaccion de la superficie sobre el cuerpo.
b) la tension de la cuerda.

¢) la velocidad angular del cuerpo a la cual se separara de la superficie.

Solucion: a) 29,6 N; b) 40,13 N; ¢) 5,26 rad/s

Problema 2.5.5. Un cuerpo pequeilo de masa m = 5kg cae desde el punto A sin
velocidad inicial, por el carril representado en la figura.

Solo hay friccion en el tramo BC, de longitud 4 m, y el punto A esta situado a
una altura h, = 2m. Sabiendo que el cuerpo se para en el punto C, calcula el
coeficiente de friccion entre el cuerpo deslizante y el suelo en el tramo BC.

Solucién: ;. = 0,5

Problema 2.5.6. Dejamos libre un bloque de 2kg sobre un plano inclinado sin
friccion a 4 m de un muelle de constante & = 100 N/m. El plano est4 inclinado
30°.

Figura del problema 2.5.4

A

ha
B
I
Figura del problema 2.5.5

Sy i
i

Figura del problema 2.5.6
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a) Calcula la compresion maxima del muelle, suponiendo que no tiene masa.

b) Si hay friccion y el coeficiente de friccion entre la masa y el plano es 0,2,
calcula la compresion maxima.

¢) En el ultimo caso, donde hay friccion, ;hasta qué distancia recorrera el bloque
por el plano después de separarse del muelle?

Solucion: a) 0,989 m; b) 0,783 m; ¢) 1,54 m

Problema 2.5.7. Para desviar los electrones en un osciloscopio, se utiliza un campo
eléctrico constante de 2000 N/C. Teniendo en cuenta que al inicio los electrones
tienen una velocidad de 10° m/s, calcula la desviacion cuando han recorrido 1 cm
en la direccion normal al campo eléctrico.

Solucion: 1,76 cm

Problema 2.5.8. En 2009, se inauguro el gran colisionador de hadrones (LHC) en
Ginebra para estudiar las propiedades de las particulas subatomicas.

Histoéricamente, esto se ha hecho en camaras de niebla, donde las particulas dejan
un rastro de gotitas de condensacion. Para determinar la carga de estas particulas y
su masa, se han utilizado campos magnéticos. La fuerza que percibe una particula
cargada al atravesar un campo magnético es F = q(v x E), donde g es la carga
de la particula, v es su velocidad y Besel campo magnético. Demuestra que una
particula cargada dentro de un campo magnético, uniforme y normal al plano del
movimiento describe una orbita circular de radio R = %, donde m es la masa de
la particula y v es su velocidad.

Problema 2.5.9. Las nubes estan situadas a unos 2 km de distancia de la superfi-
cie terrestre. Calcula la velocidad con que caerian las gotas a tierra si no existiera
rozamiento con el aire. Repite el calculo teniendo en cuenta el rozamiento con el
aire (b = 10~*kg/s) y que la masa de las gotas es de unos 0,1 g.

Solucion: 197m/s; 9.8 m/s
Problema 2.5.10. Una particula de 4 kg de masa se mueve a lo largo del eje =
segiin z:(t) =t + 2t%, (x enmy ¢t en s). Calcula:

a) la energia cinética en funcion del tiempo,

b) la aceleracion de la particula y la fuerza que actua sobre ella en funcion del
tiempo,

¢) la potencia suministrada a la particula en funcién del tiempo,

IAALAATAA

Figura del problema 2.5.7

Figura del problema 2.5.8. Trayec-
torias de particulas subatémicas
en el seno de un campo magnético
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d) el trabajo realizado por la fuerzadet =0at = 2s.

Solucion: a) (2 + 24¢> + 72¢t*) J; b) 12t m/s*; 48t N; ¢) (48t + 288t%) W; d) 1248]

Problema 2.5.11. Sobre un tablero horizontal se colocan dos pastillas, A y B, de
masas m, y mg, con coeficientes de friccion pastilla-tablero i, y pp (friccion
dinédmica = estatica). Vamos inclinando el tablero.

a) ;Cual es la condicion necesaria para qué A inicie el movimiento antes que
B?

b) ;Cual es la condicion necesaria para qué los dos cuerpos se deslicen juntos?

¢) Cumpliéndose la condicion anterior, calcula el valor de # que hace que el
movimiento de A y B sea uniforme.

d) Calcula la aceleracion del movimiento cuando 6 es mas mayor que el valor
encontrado en c.

Solucion: a) 1, < f15;b) iy = pp;c)tand = py = pp;d)a = g(sinf — pcos b)

m

&z s

V' 4

27\ 1B

Figura del problema 2.5.11









3 Problemas Y cuestiones

Cuestion 3.2.1. Un alambre semicircular homogéneo de masa m se sujeta, tal
como indica la figura, mediante una articulacion en O. En equilibrio, 6 vale:

a) 25,1°

b) 23,0° ! .
Figura de la cuestion 3.2.1

¢) 32,5°

d) 39,5°

¢) No puede estar en equilibrio.

Cuestion 3.2.2. Un alambre homogéneo esta doblado en forma de triangulo, tal
como indica la figura. Las coordenadas del C' M son:

3/2;2) Figura de la cuestion 3.2.2

e) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

Cuestion 3.2.3. El objeto de la figura esta constituido por dos alambres de longitud
L y densidad lineal ), situados en el plano xy, y por un cuarto de circunferencia
de densidad lineal 2\, situado en el plano yz. La coordenada z del centro de masas
vale:

a)2L/(2+ ) Figura de la cuestion 3.2.3
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b) 2L /7
¢)2L/(4+ )
d) L/2

e)L/4

Cuestion 3.2.4. ;Cual es la coordenada z del C'M del cuarto de cono homogéneo,
de altura h, de la figura?

a) h/16
€,
b) h/8 /
Figura de la cuestion 3.2.4
c) h/4
d)h/3
e)h/2

Cuestion 3.2.5. Una lamina rectangular homogénea de 4 x 8cm de lado tiene
un agujero circular de 1 cm de radio. El centro C' del agujero se encuentra a una
distancia b del centro O del rectangulo y esta situado sobre el eje de simetria, tal

como se puede ver en la figura. Para que el centro de masas de la lamina sea un g
punto de la periferia del agujero, b debe valer:

a) 0,90 cm

Figura de la cuestion 3.2.5

b) 0,50 cm
¢) 0,30 cm
d) 0,70 cm

e) 0,85cm

Cuestion 3.2.6. Un coche de 1500 kg se mueve hacia el oeste a una velocidad de
20m/s y un camion de 3000 kg se mueve hacia el este a una velocidad de 16 m/s.
Calcula la velocidad del centro de masas del sistema.

a) 10m/s hacia el oeste

b) 4 m/s hacia el este
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¢) 2m/s hacia el este
d) 5m/s hacia el oeste

e) 8m/s hacia el este

Cuestion 3.2.7. Las coordenadas del C'M de la pieza homogénea de la figura, en
forma de sector circular de radio R, son:

a)r =y =0,50R x
Figura de la cuestion 3.2.7

b)x =y =0,33R

¢)x=y=0,58R

d)z=y=0,62R

er=y=R

Cuestion 3.2.8. La pieza de la figura tiene una densidad volimica uniforme. La

parte superior es un cilindro de radio 7 y altura &, y la inferior es una semiesfera
de radio 2r. Para conseguir que el C M de la pieza esté en la base del cilindro, se '
debe cumplir: V
a)h = V2r Figura de la cuestion 3.2.8
b)yh=1/2
¢)h=2r
dh=r
e) h=2\2r

Cuestion 3.2.9. ;Cuales son las coordenadas del centro de masas de la chapa ho-
mogénea de la figura, formada por un cuadrado y un circulo?

) Toy = R Yo = 1L44R
Figura de la cuestion 3.2.9

b) zon = R yorr = 2R

¢) Toy = 2,52R; yorr = 1,76R

d) zon = 1,88R; yorr = 2R
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e) oy = 1,88R; yor = 1,44R

Cuestion 3.2.10. La distancia del centro de la base del sombrero de copa, hecho

de lamina homogénea, al centro de masas es:

H2r oo
a) 75 , -
Figura de la cuestion 3.2.10
R%*r+r%R
b) H24+2Rr
H?r+r*H
C) R242Hr
H?R+R*H
d) r24+2HR

2
e) RHT

Problema 3.2.3. Determina el C'M de la varilla homogénea de la figura (unidades
S.I1).
3

Solucion: Con el origen de (z, y) alaizquierda del inicio del semicirculo: (3,13; 0,8) Figura def problema 3.2.3

Problema 3.2.4. Un rodillo macizo tiene la forma indicada en la figura. El rodillo
estd construido a partir de un cilindro homogéneo al cual sacamos un trozo semi- l’y

a
esférico de una base y lo afiadimos a la otra base. Halla el centro de masas en caso :
dequea =40cmyd = 20cm. J (. z
Solucién: zcy = 40/3 cm Figura del problema 3.2.4

Problema 3.2.5. En la figura, se muestra un tren formado por tres vagones cuyas
masas son m, = 21 x 10°kg, mp = 18 x 10°kgy m = 24 x 10°kg. Los tres

e —_— - F
) ) - Mo — Mg _— 1y
vagones estan unidos por dos cadenas de masas despreciables.

Figura del problema 3.2.5
Si sobre el primer vagon se aplica una fuerza paralela a la via F = T0kN, y su-
ponemos que no hay fricciones y que la via es recta, determina la aceleracion con
que se desplazan los tres vagones y las tensiones de las dos cuerdas:

a) si la via es horizontal,

b) si la via esta inclinada un angulo 8 = 15° hacia arriba.

Solucion:

a)a = 1,11m/s*; T, = 46,7kN; T = 26,7kN

b)a' = —1,43m/s*; T, = 46,7kN; T . = 26,7TkN



Cuestion 3.3.1. La condicion necesaria y suficiente para que la cantidad de movi-
miento de un sistema de particulas se conserve exige que:

a) se conserve la energia mecanica del sistema.

b) el centro de masas del sistema esté en reposo.

¢) las fuerzas externas que actien sean conservativas.

d) la resultante de las fuerzas externas sea nula.

e) las fuerzas internas del sistema sean conservativas.

Problema 3.3.2. Imaginemos que a un astronauta de 75 kg, que lleva una herra-
mienta de 5 kg (total = 80 kg) en un “paseo espacial” fuera de la nave, se le rompe
el cable que lo une con la nave. ;Habria alguna manera de volver? Si se aleja de la
nave a una velocidad de 2m/s, jseria factible volver, o para siempre permaneceria
en el espacio?

Solucion: Lanzando la herramienta a una velocidad con respecto a lanave > 32m/s.

Problema 3.3.3. Un niflo de 40kg se halla en el extremo de una plataforma de
80kg y 2m de longitud. El nifio se desplaza hasta el extremo opuesto de la plata-
forma. Suponemos que no hay rozamiento entre la plataforma y el suelo.

a) ;Cuanto se desplaza el centro de masas del sistema formado por la plataforma
y el nifio?

b) (Cuanto se desplaza el nifio con respecto al suelo? ;Cuanto se desplaza la
plataforma con respecto al suelo?

¢) Si el nifio corre sobre la plataforma a una velocidad constante de 0,5m/s
(con respecto a la plataforma), ;con qué velocidad se mueve la plataforma?

Solucién: a) No se desplaza; b) El nifio se mueve 4/3 m y la plataforma, 2/3 m en
sentido opuesto; ¢c) v = —1/6 m/s

Cuestion 3.4.1. Un sistema esta formado por dos particulas de la misma masa m.
En un instante determinado, una de ellas estd en reposo en el punto (0;0;0) y la
otra, situada en (0, L, 0), se mueve a una velocidad ¥ = v 4. El momento angular
del sistema con respecto al punto (0; L/2;0) es:

a)2mlv 1

40kg
80kg ‘
(<] [+]
2m

Figura del problema 3.3.3
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Cuestion 3.4.2. Dos particulas de masas m, = 10kgy m, = 20 kg se mueven con
respecto a un sistema de referencia inercial segun i, = 2t*> 1+ 3jy 7, = 4t*> 1 —3).
(Cuanto vale el momento angular del sistema con respecto al origen?

Nota. Todas las unidades estan expresadas en el S.I.

oL=12tk
d) L = 360t k
e L=—12tk

Cuestion 3.4.3. Dos particulas de masas m, = 10kgy m, = 20 kg se mueven con
respecto a un sistema de referencia inercial segun 7, = 2¢* i +3jy 7, = 4¢* i — 3].
(Cuanto vale el momento resultante de las fuerzas con respecto al origen?

Nota. Todas las unidades estan expresadas en el S.1.

a) M =12k
b) M = 600t k
¢) M =360 k
d) M = —600 k
e) M = —360t k

Problema 3.4.3. En patinaje artistico, es comtn aumentar la velocidad angular
encogiendo los brazos. En una primera aproximacion, podemos suponer que los
brazos tienen una masa despreciable por el hecho de llevar unas pesas en cada
mano y que el resto de cuerpo estd muy proximo al eje de giro. Calcula la relacion
entre la velocidad angular inicial y final, si la patinadora encoge las manos desde
una distancia de 1 m del cuerpo a 20 cm.

Solucion: wy,/w;; = 25



Problema 3.5.3. Un niflo de masa m = 35 kg se halla en el extremo de una carreti-
lla de masa M = 70kg que inicialmente esta parada y que puede rodar libremente
(v. figura). En un instante determinado, el nifio da un salto con una velocidad de
salida v, = 5m/s y un angulo # = 30° con el suelo, y cae justamente en el otro
extremo de la carretilla.

Despreciando cualquier tipo de friccion, determina:

a) la velocidad con que se desplaza hacia atras la carretilla mientras el nifio esta

. m
en el aire durante el salto;

b) la distancia que recorre el nifio con respecto al suelo; M
¢) la distancia que recorre la carretilla y su longitud; - 0o
Figura del problema 3.5.3

d) la velocidad de la carretilla una vez el nifio ha aterrizado en el otro extremo.

Solucion: a) 2,17m/s; b) 2,21m;¢) 1,11my 3,31 m; d) 0

Problema 3.5.4. Un bloque de 50 kg esta en contacto con un muelle de constante
elastica 300N/m y de masa despreciable y comprimida 0,2 m. El conjunto esta
sobre una vagoneta de 75 kg (las ruedas son de masa despreciable) y lo soltamos.
Determina las velocidades del bloque y de la vagoneta a partir del instante en que

el bloque, deslizandose sin friccion sobre la vagoneta, pierde el contacto con el . 50kg
muelle. O Iokg O

Figura del problema 3.5.4
Solucion

v: velocidad del bloque, positiva hacia la derecha. V': velocidad de la vagoneta, po-
sitiva hacia la izquierda.

Conservacion de la cantidad de movimiento: 0 = 50v — 75V
Conservacion de la energia: 300 - 0,2° = 1500° + 175V2
Resolviendo el sistema y tomando la solucion positiva, que es la que esta de acuerdo

con el hecho de que el muelle esté inicialmente comprimido:

v=0,3795m/s ; V =0,2540m/s |

Problema 3.6.2. Una bola de 8 kg de masa, con una velocidad de 5 m/s, choca sin
friccion con otra, de igual radio, de 6 kg y en reposo, sobre un suelo horizontal liso.

Determina la velocidad y la direccion de la segunda bola, si la primera es desviada,
a consecuencia del choque, 30° con respecto a la direccion inicial, suponiendo que
el suelo y las bolas son lisas y el choque es elastico.

Solucion: Dos soluciones son posibles, 5,68 m/s; —5,9° y 3,35m/s; —54,1° (los
angulos, con respecto a la direccion inicial).
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Problema 3.6.3. Una bola de masa m = 0,5kg se sujeta mediante una cuerda
inextensible y de masa despreciable, de longitud L = 1 m. Se separa la masa 90°
con respecto a la posicion de equilibrio y se deja caer. Al llegar a la parte inferior
de la trayectoria, la bola choca de forma inelastica con un bloque de masa M =
3 kg, que se halla en reposo sobre una superficie. Sabiendo que el coeficiente de
restitucion entre la bola y el bloque es e = 0,8 y que el coeficiente de friccion entre
el bloque y la superficie horizontal es i = 0,2, determina:

a) la velocidad del bloque y de la bola después de la colision;

b) el trabajo realizado por la fuerza de friccion hasta que el bloque de masa M
se para, y

¢) la altura alcanzada por la bola después de la colision.

Solucion: a) m retrocede a una velocidad de 2,40 m/s y M avanza a una velocidad
de 1,14m/s; b) —1,95J; ¢) 0,29 m

Problema 3.6.4. Un bloque de 13 kg se halla en reposo sobre una superficie hori-
zontal. Lanzamos horizontalmente contra ¢l una masa de 400 g de arcilla, que queda
adherida. El bloque y la arcilla deslizan 15 cm sobre la superficie. Si el coeficiente
de friccion es 0,4, jcudl es la velocidad inicial de la arcilla?

Solucién: 36,4 m/s

Problema 3.6.5. Un objeto de 11kg explota en tres trozos de masas m, = 4kg,
m, = 6kgy ms, con velocidades coplanarias ¢, = (vy,,3), U, = (4,0,,) Y

—

U3 = (0;2). Calcula vy, y v,,.
Solucién: v,, = —6,00m/s; v,, = —2,33m/s
Problema 3.6.6. Un pajarito de 125 g que vuela a 0,6 m/s esta a punto de capturar

una abeja de 5 g que vuela perpendicularmente a 15m/s. ;Cual sera la velocidad
del pajarito justo después de capturar la abeja?

Solucién: 0,816 m/s
Problema 3.6.7. Soltamos una esfera de 1 kg desde una altura 1,8 m, que rebota
sobre una placa de 5 kg y llega a una altura maxima de 1,5 m. Determina:

a) el coeficiente de restitucion en este caso y

b) la altura maxima a que llegaria la esfera si la placa estuviera soportada por
dos muelles de constante elastica k' = 2kN/m cada una y el choque fuera
completamente elastico.

Figura del problema 3.6.7



¢) Calcula la maxima deformacion de los muelles.

Solucion: a) 0,913; b) 0,8 m; ¢) 0,07m

Problema 3.6.8. Desde una torre de 95 m de altura, se deja caer una piedra y, un
segundo mas tarde, se lanza una segunda piedra idéntica desde el suelo hacia arriba
y por la misma vertical. Ambas chocan frontalmente y eldsticamente en el punto
medio de la torre. Calcula:

a) las velocidades de las piedras justo después del choque,
b) la altura a que llega la primera piedra después del choque y

¢) la altura a que llegaria la segunda piedra si no hubiera chocado.

Solucion: |¥  a)30,5m/sy —12,32m/s; b) 7,74 m; ¢) 55,225 m

Problema 3.6.9. Una bola de 4kg de masa se mueve sobre un suelo horizontal
perfectamente liso, a una velocidad, con respecto al sistema de referencia (z, y) fi-
jado al suelo, de (20;0) m/s y choca con otra de 6 kg que se mueve a una velocidad
de (10;10) m/s.

a) Si ambas bolas salen enganchadas a consecuencia del choque, determina la
velocidad (vectorial) del conjunto.

b) Calcula, en este ultimo caso, la energia (de traslacion) disipada en el choque.

¢) Las dos bolas son lisas y tienen el mismo radio. El choque es totalmente

elastico. Encuentra las dos posibles velocidades (vectorial) de la segunda bola,
V3 1)

si sabemos que la primera sale en direccion y sentido { 5>; 5 ).

Solucién: a) (14;6) m/s; b) 2407; ¢) (9,81;2,19) m/s y (19,39; 7,72) m/s

Problema 3.7.2. Se denomina velocidad de escape asociada a un planeta (o estre-
lla) la velocidad minima para que un cuerpo se escape de €l (eso es, que saliendo
de la superficie del planeta, llegue hasta el infinito con velocidad nula). Demuestra
que esta velocidad es v = \/2GM /R, donde G es la constante gravitatoria, M es
la masa del planeta y R es su radio.

Se denomina agujero negro un astro con velocidad de escape igual a la velocidad
de laluz (¢ = 3 x 10® m/s). {Nada se puede escapar! Calcula, utilizando la meca-
nica newtoniana, qué radio deberia tener el Sol (M, = 2 x 10°0kg) para que se
comportara COmo un agujero negro.

Solucién: Ry, = 2,93 km
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Problema 3.7.3. Demuestra que la energia total de un cuerpo en orbita circular al-
rededor de un planeta (el planeta se puede considerar fijo) es la mitad de su energia
potencial.

Problema 3.7.4. La vida en el planeta Tierra, tal como la conocemos, desaparecera
de aqui a 10° afios porque la brillantez del Sol crecera hasta eliminar toda posibili-
dad de supervivencia. Para evitarlo, tenemos dos posibilidades (segiin Korycansky
et al.): emigrar a otro planeta o aumentar el radio de la 6rbita del planeta Tierra de
1,5 x 10" m hasta 2,2 x 10" m (aproximar la 6rbita de la Tierra a una circunferen-
cia con el Sol fijo en el centro). La primera posibilidad implica que toda la biomasa
del planeta (que supondremos de masa m,, = 10°° kg) abandone la ligadura con
el campo gravitatorio terrestre, es decir, que logre la velocidad de escape. A par-
tir de estos datos, ;qué método es mas factible energéticamente (“cuesta” menos
energia): hacer emigrar toda la biomasa o cambiar la drbita del planeta?

Datos: My, =2 x 10°°kgy Ryera = 6 X 10°m

[Problema inspirado en el articulo “Astronomical engineering: a strategy for modif-
ying planetary orbits”, publicado en la revista Astrophysics and Space Science, de D.
G. Korycansky et al. A su vez, el autor se inspira en unos calculos de Carl Sagan en
1993 (Pollack y Sagan,1993).]

Solucion: Coste energético de cambiar la orbita de la Tierra: 8,4 x 10%?J. Coste
energético de emigrar de la Tierra: 6,57 x 10°"J

Problema 3.7.5. Se puede calcular el campo gravitatorio en la superficie terrestre
a partir de datos de la orbita de la Luna, tal como hizo Newton. Calcula este valor
a partir de los datos de la Luna que se proponen: T' = 28 dias, Ry = 3,8 X
10*m, Ry = 6,37 X 10°m. Compara este resultado con el valor conocido de
g = 9,81 m/s” para la superficie terrestre.

Solucién: g = 9,1 m/s

Problema 3.7.6. Calcula la fuerza de atraccion gravitatoria que siente un nifio re-
cién nacido, de 2kg de masa, debida a la comadrona, que supondremos de 70 kg
de masa, si estd a una distancia d = 0,5m del bebé. Calcula la atraccion gra-
vitatoria que siente el mismo nifio, debida al planeta Marte, de masa M. =
6,4185 x 10*° kg, si estd a una distancia d = 5,9 x 107 km. A partir de los datos
obtenidos razona si, segun la astrologia, los planetas vendrian a definir el caracter
de las personas. Podria esto ser debido a la interaccion gravitatoria?

Solucion: Fli—comutons = 3,7 X 107* N; Flio e = 7,92 X 107N



Cuestion 3.10.1. La particula de la figura, de masa 1kg, estd obligada a pasar
por el alambre sin friccion. En todo momento, actia la resultante de las fuerzas
externas: F' = —44* 7. Si la soltamos sin velocidad inicial en el punto A, ;qué
velocidad tendra cuando pase por B? Nota. Todas las unidades se expresan en el
S.I.

a) 19,20m/s
b) 27,17 m/s
¢) 13,58 m/s
d) 11,04 m/s

€) 7,81m/s

Problema 3.10.7. Una corredora de 3 kg cae sin velocidad inicial y se desliza sin
rozamiento en un plano vertical por la guia de la figura. El muelle a que esta unida
tiene una constante recuperadora de 4N/cm. La longitud natural del muelle es
de 60 cm. Encuentra la velocidad de la corredora cuando pasa por B. ;Dénde se
pararad?

Solucién: v, = 7,18 m/s. Se para en el punto C, BC = 1,72m

Problema 3.10.8. Un cuerpo de masa m, de pequefias dimensiones, se deja caer
desde el punto A por el carril de la figura. Si el cuerpo se desliza sin friccion y
h, = 3R, donde R es el radio de la circunferencia, encuentra:

a) la fuerza que ejerce el cuerpo sobre el carril en los puntos By C, y

b) el valor de la altura del punto A para que la fuerza en el punto C sea nula.

Solucién: a) I, = m% +mg="TmgyF. = m% —mg=mg;b)h/,=3R

Problema 3.10.9. Una bolita de masa 0,1 kg esta ensartada en una guia en forma

de elipse siendo @ = /2y b = /3, respectivamente, los semiejes de la elipse:
2 2 -

% 4 % = 1. Ademas, hay un campo de fuerzas F' = (3z — 4y)i + (4= + 2y) j.

La bolita sale del punto A a una velocidad v, = 10 7 (v. figura). Calcula:

a) la velocidad con que la particula pasa por el punto B 'y

b) la velocidad con que vuelve a pasar por el punto A.

Nota 1. Todas las magnitudes estan expresadas en el S.I.; Nota 2. Ecuacion para-
métrica de una elipse: 7(A) = (acos A, bsin \)

€T

Figura de la cuestion 3.10.1

e60cm--
Figura del problema 3.10.7

Figura del problema 3.10.8

Figura del problema 3.10.9
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Solucién: a) v; = 20,2m/s; b) v/, = 36,5m/s.

Problema 3.10.10. Un carrito, de masa m, es acelerado sin friccion a través de la mugV i lg
fuerza proporcionada por la cuerda (de masa despreciable) atada a la bola, de masa I- Im «—V H ]
m, que cae deslizdndose por el tubo. La polea (pequeiia y sin friccion) y el tubo son V‘Zlm
solidarios a la plataforma por donde se desplaza el carrito y, junto con esta, tienen  Figura del problema 3.10.10
una masa 2m y se deslizan por una guia horizontal. Encuentra la velocidad V' de

la plataforma en funcion de la coordenada y de la bola (v. figura) si, estando todo
parado, soltamos el carrito cuando la bola esta en y = 0.

Nota. Las velocidades de la figura estan referidas a un observador en reposo.

Solucién: V = /L gy

om —V

Problema 3.10.11. El carrito de masa m es acelerado sin friccion por la fuerza que (my, k
le proporciona el muelle (de masa despreciable) fijado a la plataforma, de masa 2m, I— —l

que se desliza por una guia sin friccion. Halla la velocidad v del carrito cuando el Figura del problema 3.10.11

alargamiento del muelle vale x < L, si, estando todo parado, soltamos el carrito
cuando el alargamiento del muelle es z = L.

Nota. Las velocidades de la figura estan referidas a un observador en reposo.

Solucién: v = |/ 25 (L2 — 2?)

Cuestion 3.12.1. Un cilindro homogéneo de radio R se desplaza en un plano ver-
tical por una superficie horizontal rodando y deslizdndose. Si, en un instante dado,
la velocidad del centro de masas es v hacia la derecha y la del punto de contacto
con la superficie es 5, también hacia la derecha, el modulo de la velocidad angular
en este instante es:

a) 2¢
b) %
©)s5p
d) 3%
e) 32

Y
m,
Problema 3.13.3. Dos particulas de masas m, = 3kgy m, = 6kg estan unidas 3m N‘F

2
por una barra rigida de masa despreciable. Inicialmente, se encuentran en reposo o
. . ., 4m my
y son sometidas, respectivamente, a la accion de las fuerzas, ambas expresadas en  _.
Figura del problema 3.13.3

260



Problemas y cuestiones %

N, F‘; =37y ﬁl = 67 — 67, tal como se muestra en la figura. Determina el CM y
la cantidad de movimiento del sistema en funcion del tiempo.

Solucion: R, = (% + %) i+ (1 - %) 7(m)y P(t)=6ti—3tj (kgms™)

Problema 3.13.4. El cuadrado de la figura tiene el C'M en el centro. Si aplicamos
solo dos fuerzas de 2 N, tal como se indica en la figura, ;girara en sentido horario
o en sentido antihorario?

2N
Figura del problema 3.13.4

Solucioén: El cuadrado no gira.

Problema 3.13.5. Una barra homogénea de 1kg y 80 cm de longitud se sitiia en
un plano vertical entre dos paredes paralelas lisas, separadas 40 cm. La barra se fija
a un muelle, de constante recuperadora k£ = 50 N/m, como se indica en la figura.

Con la barra situada de modo que el muelle esté relajado (longitud natural), la
dejamos caer. Cuando llega al punto en que inicia la subida, determina:

mg

a) la distancia que ha recorrido la barra;

40 cm

b) la fuerza que ejerce el muelle sobre la barra y la aceleracion de esta, y Figura del problema 3.13.5

¢) las fuerzas que las paredes ejercen sobre la barra.

Solucién: a) 39,2 cm; b) 19,62 N (ascendente); 9,81 m/s” (ascendente); c) iguales
y de sentido contrario, de modulo 2,83 N
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L, Problemas y cuestiones

Problema 4.2.1. La pieza de la figura esta hecha con dos alambres diferentes. El
de la parte horizontal tiene una densidad lineal doble del de la parte semicircular.
(Qué relacion debe existir entre a y 7 si se quiere que, cuando se cuelgue la pieza
del punto P, se mantenga en equilibrio, tal como se ve en la figura?

Solucién: a = V2 r

Cuestion 4.3.1. El piston de la figura, de superficie S, exento de rozamiento, se
halla en equilibrio bajo la accion de la fuerza que ejerce sobre el agua. El gas dentro
del recipiente tiene una presion P. Sabiendo que la densidad del agua es p, y si P,
es la presion atmosférica, el peso del piston es:

a) (H — h)pgS

b) (P — Pa)S + hpgS

¢) (P — Pa)S + (H — h)pgS
d) HpgS

e) hpgS

Cuestion 4.3.2. El cuerpo macizo de la figura esta constituido por dos cubos A y
B, homogéneos y de 900kg/m’ de densidad, soldados entre si de forma que sus
centros de masa estén en la misma vertical. Los volumenes de Ay Bsonde 1 m’ y
8 m’, respectivamente. El cuerpo est4 en equilibrio flotando en el agua con el cubo
B totalmente sumergido, tal como se puede ver en la figura. El centro de empuje
en esta situacion de equilibrio se encuentra a una distancia de la superficie libre del
agua, que vale:

Figura del problema 4.2.1

gas

H agua
h

Figura de la cuestion 4.3.1

A |
agua
B

Figura de la cuestion 4.3.2



a) 1,115 m
b) 1,087 m
¢) 1,057 m
d) 1,500 m

) 1,322m

Cuestién 4.3.3. Un cubo de arista a y 600 kg/m’ de densidad flota en un liquido
estando la tercera parte de la arista sumergida en el liquido. Sabemos que, si sobre

el cubo afiadimos un cilindro de la misma densidad pero de 2m’ de volumen, el a
cubo estara totalmente sumergido con su base superior enrasada con la superficie
del liquido. {Cual sera longitud de la arista a? Figura de la cuestion 4.3.3
a) 3m
b) 1,bm
¢)lm
d) 0,5m
e)2,5m
Cuestion 4.3.4. En el recipiente de la figura, la presion manométrica del gas 2 es gas 1 gas 2
P, = 51300 Pa. Sabiendo que las densidades de los liquidos son p, = 3g/cm’ y
p. = 1lg/cm’, la presion del gas 1 serd (g = 9,81 m/s?): 90 o9 cm lig. 2
[ lig. 1
a) 60129 Pa Figura de la cuestion 4.3.4
b) 72240 Pa
¢) —20340 Pa
d) 54328 Pa
e) 129354 Pa
2
Cuestion 4.3.5. El cuerpo de la figura, de 1,5 m de anchura, esta formado por
dos cuerpos de densidades diferentes, tal como se indica en la figura. El centro de p 2
empuje se halla a una profundidad: 2 3
2

a) 4,96 m

Figura de la cuestion 4.3.5
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b) 6,05 m
) 4,74 m
d) 5,22 m

e) 5,47 m

Cuestion 4.3.6. El cuerpo esférico de la figura estéa constituido por dos semiesferas
macizas de densidades una el doble de la otra. Lo atamos a una cuerda y lo sumer-
gimos en un liquido hasta la mitad, tal como se ve en la figura. En esta situacion,
la distancia entre el centro de empuje y el centro de masas del cuerpo vale:

a) R/7
b) R/2
¢) R/6
d) R/4

e) R/8

Problema 4.3.4. Dejamos caer una gota de mercurio de 13 g en un vaso lleno de
agua de 20 cm de profundidad. Calcula cuanto tardara la gota en llegar al fondo del
vaso:

a) si no tenemos en cuenta el empuje de Arquimedes y
b) teniendo en cuenta el empuje de Arquimedes.
Datos: p,, = 13 x 10°kgm™; p,,., = 10°kgm™

Solucién: a) a = g, t = 0,202s;b) a = g(1 — Pogua/Pre) t = 0,210

Problema 4.3.5. La red de alcantarillado de dos poblaciones estd unida por una
serie de conductos enterrados. Un dia, la presion atmosférica en el pueblo A es de
P, = 1,035 x 10° Pay en la poblacion B, de Py = 1,03 x 10° Pa. Haz el esquema
de la figura e indica en qué pozo la altura del agua sera mayor y por qué. Calcula
la diferencia de altura del agua del pozo de la poblacion A y del de la poblacion B.

Solucion: 0,051 m

Problema 4.3.6. Cuando un barco como el de la figura flota en el agua, una parte
de ¢l queda sumergida. Si denominamos h la altura del agua con respecto al fondo

-

P
"R

2p

Figura de la cuestion 4.3.6

Figura del problema 4.3.5
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del barco, ;en qué caso la altura h serd mayor, si el barco esta en agua dulce o en
agua salada?

El barco de la figura tiene un volumen total de 100 m* y una masa de 2000 kg.
Calcula qué porcentaje del volumen del barco estard sumergido en el mar . Si el
mismo barco se encuenta en agua de rio, calcula qué porcentaje del volumen estara
ahora bajo el agua.

Datos: p,., = 1,025 x 10*kgm—, p,;, = 10°kgm™’

Solucion: En agua de mar, 1,95 %; en agua de rio, 2,00 %

Problema 4.3.7. Un recipiente contiene agua y aire, como se ve en la figura. ;Cual
es la presion manométrica, P,,,en A, B,C'y D ?

Nota: P, =P — P,,

Solucion: P,,, = 11760Pa, P,,, = P, = —2940Pa, P,,, = —17600 Pa

Cuestion 4.5.1. El cilindro de la figura (de masa M) se mantiene en equilibrio
debido a la fuerza F' de la cuerda (solidaria con el cilindro) y a la friccion entre el
cilindro y la pared (de coeficiente ). Indica cual de las respuestas es cierta:

a) En equilibrio, se verifica que F' < Mg.
b) En equilibrio, se verifica que F' > Mg.
¢) Solo habra equilibrio si p > 1.

d) Si F' es mucho mayor que Mg, la fuerza de friccion y el peso del cilindro
tienen el mismo sentido.

e) Es imposible que haya equilibrio porque sobre el cilindro actuan tres fuerzas
coplanarias no concurrentes.

Cuestion 4.5.2. El bloque triangular homogéneo de la figura de peso P tiene una
altura h y una base b. El coeficiente de friccion entre el suelo y el bloque es p. En
condiciones de deslizamiento y vuelco inminente, indica cual de las respuestas es
cierta:

g

a)pu =

b) =3¢

<o

¢) Si @ = 0, el bloque no puede estar nunca en equilibrio.

aire | D
B

90 cm

30 cm

Cv

30.cm

90 cm

agua agua

P,
Figura del problema 4.3.7

Figura de la cuestion 4.5.1

 =1,013 x 10° Pa

Figura de la cuestion 4.5.2



d) Si h > b, el bloque siempre girara antes de deslizarse.

e) Las afirmaciones anteriores son erroneas.

Cuestion 4.5.3. Se quiere hacer volcar sin deslizar el cuerpo homogéneo de peso
W, aplicando la fuerza F, tal como se muestra. El coeficiente de rozamiento p
entre el bloque y el suelo horizontal ha de ser:

Figura de la cuestion 4.5.3
a) < 5

b) =

o

S

c) >

d)p=

SIE

==

e) Ninguna de las respuestas anteriores.

Cuestion 4.5.4. Indica cual de las respuestas es cierta: A D
a) La fuerza del agua sobre la pared AB del depésito de la figura es horizontal y B L c

li na altur .
se aplica a una altura h/3 Figura de la cuestion 4.5.4

b) El empuje del agua sobre un cuerpo que flota en equilibrio puede tener una
direccion arbitraria, dependiendo de la forma del cuerpo.

¢) Ninguna de las otras respuestas es cierta.

d) Si la barrera C'D de la figura se apoya sobre el fondo en C, sin rozamiento,
es posible mantenerla en equilibrio mediante una fuerza F' adecuada, aplicada
auna altura h/2.

e) La fuerza del agua sobre el fondo BC del deposito tiene una componente ho-
rizontal hacia la izquierda.

Cuestion 4.5.5. El muro de un embalse tiene la seccion trapezoidal indicada en la
figura. La altura es h y la longitud en la direccion transversal de la figuraes £. Si g
es la aceleracion de la gravedad y p es la densidad del agua, el modulo de la fuerza

que ejerce el agua sobre el muro es: , .
Figura de la cuestion 4.5.5

_ pgh®e
a) F= 2sin 0

_ pgh’t
b) F = 22
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_ pgh’t
o) F'= 55

d) F = seit

2cos 6

e) No se puede calcular con los datos proporcionados.

Cuestion 4.5.6. Una bola de 0,3 kg de masa se engancha al punto A de un alambre
que tiene forma de semicircunferencia de 50 cm de radio y centro C'. El alambre es
homogéneo y tiene una masa de 0,2 kg. Cuando colgamos el conjunto de la forma
indicada en la figura, el angulo 6, una vez alcanzada la posicion de equilibrio, sera:

a) 14.4°
b) 17,6°
¢) 40,5°
d) 32,5°

e) 30,3°

Cuestion 4.5.7. Una esfera maciza homogénea de peso W y radio R esta suspen-
dida de la pared por medio de un hilo de masa despreciable y longitud 5/3R, tal
como se ve en la figura. El punto A, unién de la esfera con el hilo, estd sobre la
vertical que pasa por el centro de la esfera. En el contacto entre la pared y la esfera
en el punto B no hay friccion. Si T es la tension del hilo y B es la reaccion de la
pared, podemos afirmar que:

a)T =SW
b) B =W
¢)B=3w

d) La reaccion de la pared en B es nula, debido a que no hay friccion.

e) La esfera no puede estar en equilibrio en la posicion que se indica en el enun-
ciado.

Cuestion 4.5.8. Una anilla delgada y homogénea de radio R y peso P, situada
sobre el plano inclinado de la figura, se aguanta con un cable C'B, paralelo al plano
inclinado, siendo su tension 7'. Si p es el coeficiente de friccion entre el plano
inclinado y la anilla, y esta se encuentra en condiciones de movimiento inminente,
indica cual de las respuestas es cierta:

Figura de la cuestion 4.5.6

Figura de la cuestion 4.5.7

Figura de la cuestion 4.5.8



a) = 0,29
b) = 0,45
c)u=0,84
d) 4 = tan 60°
e) i = tan 30°

Cuestion 4.5.9. La tension maxima que soporta el cable de la figura es de 600 N. La
barra, articulada en el punto A con la pared, tiene un peso de 800 N y una longitud
de 8 m. Para mantenerla en equilibrio en posicion horizontal, la distancia maxima
de su C' M al extremo A ha de ser:

a)4dm

b) 3,51 m

¢) 4,63 m

d) 3,25m

e) 3,86 m

Cuestion 4.5.10. Sobre un bloque cubico homogéneo de 3 m de lado y peso P se
aplican dos fuerzas horizontales de modulo F' = 160N con sus lineas de accion
paralelas y desplazadas 0,3 m de la posicion del centro de masas del bloque, tal
como se ve en la figura. El coeficiente de friccion con el suelo es 0,2. Indica cual
de las respuestas es cierta:

a) Para que el bloque esté en equilibrio, el valor minimo de P ha de ser 192 N.

b) Para que el bloque esté en equilibrio, el valor minimo de P ha de ser 64 N.

¢) Estando en equilibrio, la componente normal de la fuerza de contacto con el
suelo pasa por el centro de masas del bloque.

d) Si P = 80N, el bloque esta en equilibrio y la componente normal de la fuerza
de contacto con el suelo pasa por el punto A.

e) Si P = 80N, el bloque esta en equilibrio y la fuerza de friccion vale 16 N.

Cuestion 4.5.11. El sistema de la figura estd en equilibrio. La tension del hilo
horizontal BC' (en N) es, si la barra AC tiene una masa despreciable con respecto
a 100 kg:

50°

A

Figura de la cuestion 4.5.9

Figura de la cuestion 4.5.10

100 kg

E =40cm
A BC=30cm

Figura de la cuestion 4.5.11
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a) 735,75
b) 981,00
¢) 490,50
d) 1226,25

e) Ninguna de las anteriores.

Cuestion 4.5.12. Si una viga se apoya simplemente por los extremos Ay B,y
soporta dos cargas verticales de 1000 N, una aplicada en el punto medio y la otra
sobre el apoyo A, es cierto que:

a) la viga no esta en equilibrio porque el momento resultante con respecto a B no
es nulo.

b) la viga no esta en equilibrio porque el momento resultante con respecto a A no
es nulo.

¢) la reaccion en A es triple que en B.
d) la reaccion en A es el doble que en B.

e) la reaccion en B es de 1000 N.

Cuestion 4.5.13. Una compuerta articulada en el punto A sin friccion, de anchura

a, separa dos liquidos de densidades p y p/2. ;Cual debe ser la relacion entre las H
’ . 1 P P
alturas H, y H, de los liquidos para que la compuerta no se mueva? : H, 2
AO
a) % =2 Figura de la cuestion 4.5.13
1
b) 72 = /2
0 ® =12
Hy _ 1
7 =3
) 7 = g5

Cuestion 4.5.14. La compuerta, de masa m cuadrada y articulada sin friccion, se

aguanta en equilibrio, inclinada un angulo 6 debido al fluido de densidad p. En esta . m, p

situacion, tan 6 es: 9
O —
Figura de la cuestion 4.5.14

3
a) 2 pTES



3m
b oLF

m
c) L3

2m
d) 5,75

e) 3;%3'

Cuestion 4.5.15. Cual ha de ser la tension minima de la cuerda para que la com-
puerta de la figura, de peso despreciable, anchura L, y articulada sin friccion por
la arista inferior, aguante el liquido de densidad p del depdsito abierto por la parte
superior, tal como se indica en la figura.

a)T = 3pgL?
b) T = pgL?
)T = %ngS
d)T = LBpgL?
e)1 = %ngS

Cuestion 4.5.16. La escalera homogénea de la figura estd apoyada por el punto
A en la pared lisa y por el B en el suelo rugoso. Se sabe que se desliza cuando
6 < 30°. El coeficiente de friccion con el suelo vale:

a) 11 = 0,766
b) 1 = 0,866
¢) i = 0,666
d) 1o = 0,566
e) 11 = 0,966

Cuestion 4.5.17. Dado el sistema de la figura, determina el coeficiente de friccion
1 que hace que el cuerpo 2 esté en condiciones de movimiento inminente de bajada,
sim, =m,m, =2my 6 = %. La cuerda tiene una masa despreciable y el eje de
la polea no presenta friccion.

a) 1,23

Problemas y cuestiones %

Figura de la cuestion 4.5.15

Figura de la cuestion 4.5.16

Figura de la cuestion 4.5.17
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b) 1,46
¢) 0,32
d) 2,46

e) 0,73

Problema 4.5.3. El bloque homogéneo de masa m, de dimensiones a x b X b, esta
en equilibrio, en la posicion que se indica en la figura, pues esta medio sumergido
en un liquido, de densidad p, y atado a una cuerda por el centro de la arista inferior.
Encuentra la masa m del bloque.

Datos: a =4m,b=3my p = 10° kg/m’

Solucion: m = 12000 kg

Problema 4.5.4. Una barra pesada, uniforme, de longitud 2a y peso W, se apoya
tal como se indica en la figura, en una semiesfera vacia, lisa, de radio 7. Halla el
angulo ¢ de equilibrio y las reaccionesen Ay C.

.r 2 2
Solucién: cos ¢ = ¢EVa 32—, = Wa A — |V tan¢

2r 2

Problema 4.5.5. Una barra homogénea de 5m y peso P esta colocada entre dos
paredes verticales, separadas 4 m. La pared A es lisa y el coeficiente de friccion
estatica entre la barra y la pared B es 0,9. Un objeto de peso 3P se puede fijar
sobre diferentes puntos a la barra. ;A qué distancia = de la pared B se puede fijar
el objeto sin que se pierda el equilibrio?

Solucion: x > 3,78 m

Problema 4.5.6. El extremo de un canal de agua estd formado por una compuerta
de peso despreciable ABC, articulada sin friccion en B y de 1,2m de anchura.
Calcula la relacion h/b para la cual la reaccion en A es cero.

Solucion: % =3

Problema 4.5.7. Un bloque A uniforme de 1kg de masa esta situado sobre un
plano horizontal rugoso, de coeficiente 4 = 0,2. Este bloque est4 atado a una
cuerda horizontal a una altura h. La cuerda pasa por dos poleas C'y D, sin masa ni
friccion.

a) Si h = 0,3 m, determina el minimo valor de la masa del cuerpo B que hace
que el cuerpo A pierda el equilibrio.

| cuerda

Figura del problema 4.5.3

Figura del problema 4.5.7. Todas
las unidades estan expresadas en
el S.I.



b) Haz lo mismo que en el apartado a, si h = 4m.

Solucion: a) mz = 0,400kg; b) mp = 0,125kg

Problema 4.5.8. Un armario de 60 kg estda montado sobre unas ruedas que se pue-
den bloquear para evitar que rueden. El coeficiente de friccion con el suelo es 0,3.
Si h = 80 cm, determina, en lo posible, el médulo de la fuerza P necesaria para
mover el armario hacia la derecha:

a) Si todas las ruedas estan bloqueadas.
b) Si las ruedas B estan bloqueadas y las A pueden girar libremente.

¢) Si las ruedas A estan bloqueadas y las B pueden girar libremente.

Nota: Comprueba en todos los casos que el armario no vuelque.

Solucién: a) P = 176,4N; b) P = 147,0N; ¢) P = 63,0N

Problema 4.5.9. Determina la tension del cable AB que aguanta un palo BD sin
deslizarse. El palo tiene una masa de 18 kg. Supén que no hay friccion.

Solucién: 7" = 46,4 N

Problema 4.5.10. La barra de la figura esta sujeta al suelo mediante el cable AH.
Lamasa de la barra es de 1 kg y estd formada por dos tramos homogéneos de densi-
dad diferente (BC tiene densidad lineal doble que AB). Del extremo C cuelga un
cuerpo de 5 kg. El sistema esté equilibrado y el soporte en B no es liso. Determina:

a) La tension del cable.
b) La fuerza de friccion entre la barra y el suelo en B.

¢) (Habria equilibrio si el coeficiente de friccion en B fuera de 0,5?

Solucion: a) T = 40,3N; b) F' = 64,3 N; ¢) No

Problema 4.5.11. Un disco de radio R y masa M esta sobre una superficie ho-
rizontal, apoyado contra un escalon de altura h = R/2. Se quiere hacer subir el
disco por el escalon mediante una fuerza de médulo F' aplicada a su eje (v. figura).
Determina el valor minimo de F' para que el disco suba por el escaldn, asi como el
moédulo y la direccion de la fuerza que el escaldn ejerce sobre el disco.

Solucién: F = Mg\/3, N = 2M g, angulo de N con la horizontal: 30°

Figura del problema 4.5.8

Figura del problema 4.5.9

AB=0,6m
BC=0,3m

Figura del problema 4.5.10

Figura del problema 4.5.11
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Problema 4.5.12. Una placa rectangular uniforme AB, de 1600kg, separa dos
depdsitos que contienen agua. La placa esta articulada en la parte inferior, tiene
una anchura de 3 m y se halla en equilibrio por la accion del cable BC'. Determina
la tension de este cable.

Solucion: 7" = 12512 N

Problema 4.5.13. Una compuerta de altura AB = 1,2 m, peso de 5000 N, anchura
de L = 3 my articulada sin friccion en el punto A separa un recipiente en dos
partes. En la primera parte, hasta una altura H, = 0,6 m, hay un fluido de densidad
pr = 1,3 g/cm’. En la segunda, hasta una altura H, = 1,5 m, hay un fluido
de densidad p, = 1,8 g/cm’. Para mantener la compuerta en equilibrio, se hace
intervenir un muelle de constante recuperadora k = 3 x 10° N/m. Determina:

a) la fuerza que cada fluido ejerce sobre la compuerta y...
b) sus respectivos puntos de aplicacion,
¢) la fuerza que la articulacion ejerce en el punto A de la compuerta y

d) la fuerza que, para mantener el equilibrio de la compuerta, hace el muelle y
el alargamiento o acortamiento que experimenta.

¥

Solucién: Con los ejes +=:
a) F, = (6,887;0) x 10°N, F, = (—57,212;0) x 10°N
b) 7y = (0;0,20) m, 7, = (0;0,467) m

¢) A =(29,201;5) x 10° Nd) F, = (21,117;0) x 10° N, Al = —0,070 m

Problema 4.5.14. El deposito de la figura tiene 3 m de anchura. ;Qué altura de
mercurio h dara lugar a un momento con respecto a C' sobre la compuerta C'B por
la accion de los dos liquidos, de valor 2 x 10° N m, en sentido horario?

Datos: Densidad del mercurio: 13,6 g/cm’. Distancia CB = 2,5m

Solucion: h = 0,23 m

Cuestiéon 4.7.1. Una particula de 20 kg de masa recibe la accion de una fuerza
conservativa de energia potencial U(z) = 5(z —2)>+25 (zenmy U en]J). ;Cudl
de las afirmaciones siguientes es cierta?

a) La posicion de equilibrio de la particula es x = —2m.

b) La energia potencial en la posicion de equilibrio es 25 J.

Figura del problema 4.5.13

C
Figura del problema 4.5.14



¢) La posicion de equilibrio de la particula es inestable.

d) Si dejamos la particula sin velocidad en la posicion x = 0, se desplazara en el
sentido negativo del eje x.

e) La energia mecanica de la particula puede ser negativa para determinados va-
lores de x.

Cuestion 4.7.2. Dado un sistema conservativo con un grado de libertad, de energia
potencial U(x), ;cual de las afirmaciones siguientes es cierta?

a) Para tener un equilibrio estable en z = x4, hace falta que en esta posicion
U(z,) =0.

d*U
pre) =0.
—

b) La posicion x = x4, no puede ser de equilibrio estable si

¢) Para que una posicion x = x4 sea de equilibrio indiferente, es condicion ne-
d*U =0

cesaria y suficiente que 53

T=xT A

d) En una posicion de equilibrio inestable, la energia mecanica es maxima.

e) Ninguna de las cuatro afirmaciones anteriores es cierta.

Cuestion 4.7.3. La barra articulada sin friccion de la figura es homogénea y pesa
P = 200 N. El muelle tiene constante elastica k y longitud natural £, = 0,5 m.
(Cual ha de ser el valor de k para que §f = 7 sea una posicion de equilibrio?

a) 144,2N/m
b) 288,4N/m
¢) 576,8N/m
d) 96,3N/m

e) 192,3N/m

Problema 4.7.4. La figura representa la seccion vertical de una puerta de ventila-
cion, homogénea y de 60 kg de masa, articulada, sin friccion, en O. La puerta esta
controlada por un cable accionado por el resorte que pasa por la pequefia polea sin
friccion, situada en A. La constante recuperadora del resorte es 160 N/m y su de-
formacion es nula cuando 6 = 0. Determina el angulo 6 de equilibrio y analiza el
tipo de equilibrio.

Solucién: § = 0,9202rad = 52,72°, estable

Figura de la cuestion 4.7.3

L=14
k=160
Oy=0
" (unidades S.I.)

Figura del problema 4.7.4
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Problema 4.7.5. En el mecanismo que se indica en la figura, exento de friccion,
A es una articulacion y C puede deslizarse por la pared. Encuentra la posicion y
de equilibrio y la tension 7' del muelle AC. La longitud en reposo del muelle es h
y k es su constante recuperadora.

Solucién: y = h+ 4; T =%
Problema 4.7.6. Dado el potencial U(z) = 2* — 42* 4+ 62* — 42 + 10 (unidades
S.1.), el punto = = 1 jes de equilibrio estable, inestable o indiferente?

Solucion: Estable

Problema 4.7.7. Se usan dos barras AB y BC, de 0,6 m, para sostener un peso de
500 N.

Determina el valor de la constante recuperadora k para ambos muelles sabiendo
que hay equilibrio para # = 30°. Supdn despreciables los pesos de las barras y las
fricciones. Los muelles tienen su longitud natural para # = 0. Demuestra que el
equilibrio es estable. Entre C'y el suelo no hay rozamiento. El extremo superior
del muelle vertical puede deslizarse horizontalmente, por eso mantiene siempre la
posicion vertical.

Solucién: £ = 1029,6 Nm™'

Problema 4.7.8. El dibujo representa una ventana homogénea AB de peso 100N,
que puede girar, sin friccion, alrededor de A y que se aguanta por la accion de un
hilo que, atado a B, pasa por una polea C' sin friccion y esta fijado a un muelle
horizontal de constante recuperadora & = 100 N/m. El muelle tiene su longitud
natural si § = 30°. Si AB = AC = 1,20m, encuentra el angulo # de equilibrio
del sistema.

Solucién: 0 = 180° y 4 mm. 6§ = 52,7°

Problema 4.7.9. Cuatro barras, de masa despreciable, articuladas sin friccion, for-
man un rombo ABC D sostenido por A y sometido a la accion de las fuerzas dadas
Py @, tal como se ve en la figura. Determina la configuracion de equilibrio del
sistema, definida por el angulo 6.

Solucion: P = Qtand

Problema 4.7.10. En el sistema de la figura, sin friccion y siendo la barra AC de
peso despreciable, encuentra el angulo 6 de equilibrio.

Datos: a = 50 cm, k = 100 N/m, longitud natural del muelle = 50 cm, P = 10 N.

Figura del problema 4.7.5
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Solucion: 0 = 77,4° y § = 180°

Problema 4.7.11. Determina la posicion de equilibrio del sistema. Las barras tie-
nen un peso despreciable, AD es la longitud natural del muelle y no hay friccién.

TY S _ ;P . —_ _P
Solucion: sinf = 0y, si 53— < 1;cos0 = 1~

Problema 4.7.12. Se aplica una carga vertical W al mecanismo de la figura. La
constante recuperadora del muelle es k; su longitud natural se corresponde a cuando
AB y BC estan horizontales. Suponiendo que las barras no pesan y que no hay
friccion, encuentra la expresion que relaciona 6, W, a y k, cuando el mecanismo
estd en equilibrio.

Solucién: (1 — cosf)tand = %

Problema 4.7.13. Una bolita, de masa m, se puede mover sin friccion por la guia.
Esta sometida a la gravedad y, a través de una cuerda inextensible y de masa des-
preciable que pasa por la pequeiia polea O (exenta de friccion), a la accion de un
muelle de masa despreciable y constante recuperadora k. El muelle esta relajado
cuando el extremo de la cuerda que coge la bolita lo desenganchamos y lo llevamos
al punto O.

a) Halla la posicion (z,y) de equilibrio en funcién de m, g, k'y L.
b) Determina el tipo de equilibrio.

Solucién: a) z,, = £ (£ + 1); b) estable

Problema 4.7.14. La barra uniforme AB de la figura, de 150N de pesoy L =
0,9 m de longitud, puede deslizarse por una guia vertical sin friccion. El muelle de
constante & = 250 N/m, unido al punto B de la barra, tiene su longitud natural
cuando 6 = 0. Despreciando las fuerzas de friccion con el suelo, determina:

a) las posiciones de equilibrio.
b) el tipo de equilibrio.
¢) la reaccion en A para las diferentes posiciones de equilibrio.

d) ;Cual seria el trabajo que haria el muelle si el sistema se desplazara desde la
posicion § = 10° hasta 6§ = 30°?

Solucion: a) 6, = 0°y 6, = 48,2° ; b) 0, inestable y 6, estable; ¢) A, = 150N,
A, =T75N; d) Woae = —1,791]

Problemas y cuestiones %

Figura del problema 4.7.11

Figura del problema 4.7.13

Figura del problema 4.7.14
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Problema 4.7.15. El sistema de la figura esta en equilibrio. Las barras tienen un
peso despreciable y esta exento de friccion. Expresa la relacion entre Py F' en
funcién del angulo 6.

Solucién: £ = 2tan6

Problema 4.7.16. Un tentenpié es un mufieco con simetria de revolucién y con la
base semiesférica, de forma que después de golpearlo siempre vuelve a la posicion
vertical inicial. ;Qué condicion debe cumplir el centro de masas del conjunto?

Solucion: el C'M debe estar por debajo de la base de la semiesfera.

Problema 4.7.17. El sistema de la figura esta formado por dos muelles de cons-
tantes kK = 100 N/m y una barra homogénea de 30 kg de masa y 2 m de longitud.
El extremo A de la barra se puede mover sin rozamiento en la direccion horizontal
x 'y el otro extremo B sobre una pared vertical, también exenta de friccion. Ambos
muelles presentan la misma longitud natural, que corresponde a la posicion vertical
de la barra. Calcula:

a) Los valores de = correspondientes a las dos posiciones de equilibrio que
presenta el sistema.

b) El trabajo del muelle de la derecha (WW,,) cuando la barra se desplaza, en
el sentido negativo del eje x, entre estas dos posiciones.

¢) El trabajo de la fuerza gravitatoria (W) en este desplazamiento.

Solucién: a) 0y 1,8598 m ; b) 172,92J; ¢) —186,03 ]

Problema 4.7.18. Un carro de masa M (ruedas de masa despreciable), con una
sobrecarga M, y M,, se sitlia en un plano inclinado y se fija por un extremo a un
muelle (constante k y longitud natural ¢, )y, por el otro, a una cuerda (siempre
tensa) que pasa a través de una polea (masa despreciable y sin friccion), de la cual
cuelga una masa m.

Figura del problema 4.7.17

Figura del problema 4.7.18



a) Escribe la expresion de la energia mecanica del sistema en funcion de la
coordenada y (la energia puede tener una constante aditiva, independiente de

Y)-
b) Halla la posicion de equilibrio y,.

¢) Imponiendo la conservacion de la energia, encuentra la ecuacién de movi-
miento.

d) Escribe la ecuacion de movimiento en funcion de la coordenada z, para la
cual la posicion de equilibrio es z = 0.

e) ;Como se mueve el carro si lo soltamos desde 5 cm por debajo de la posicion
de equilibrio? ;Y si lo hacemos 5 cm por encima?

f) (Cual es la distancia maxima (con respeto la posicion de equilibrio) desde la
cual podemos soltar el carro sin que la cuerda se arrugue?

Datos: M = 0,487kg;, M, = 0,494kg, M, = 0,289kg;, L = 60cm, H, =
8,13 cm, H, = 1,22 cm, m = 105g, k = 3,63N/my ¢, = 9,5cm
Solucién:

a) E = L (M + M, + M, +m)y* — (M + M, +M,)gysina—mgy+ k(y — £,)?
sina = 0,115

M+Mi+Ms) sina+m)g+kl,
b) yo = « 1 2)k )g )

M+ M, +M,+m)§j=((M+M +M, sina+m)g—Fk(y—=~¢,)
HM+M+M,+m)i=—-kzx

e) z(t) = 0,05 coswt; z(t) = —0,05 coswt; w = ,/m

f) distanciad = A < %

Problema 4.7.19. U(z) es la funcion energia potencial de una fuerza en funcion
de la coordenada cartesiana x.

a) En el grafico adjunto, indica esquematicamente el modulo, la direccion y el
sentido de las fuerzas en diferentes puntos de la curva.

Indica, haciendo uso del grafico:

b) (Dénde sera maxima la fuerza, donde sera cero, donde sera atractiva y re-
pulsiva?

¢) ;Qué puntos de equilibrio hay y como son estos puntos?

Figura del problema 4.7.19
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Si suponemos que esta curva representa el potencial de interaccion entre dos ato-
mos:

d) ;/Para qué energia quedaran ligados los dos atomos?

Problema 4.7.20. Una varilla homogénea de masa m y longitud Rv/3 se apoya
sin friccion en el interior de una cavidad esférica de radio R. Se fija en un extremo
de la varilla una masa m/2. ;Cuél es el angulo « de equilibrio? (De qué tipo de
equilibrio se trata?

Solucion: o = 30°, estable.

Problema 4.7.21. Determina las posiciones de equilibrio de la barra homogénea
de longitud L = 1 my peso 10 N sobre la cual actiia un muelle de constante recupe-
radora k = 10N/m. ¢, es la longitud natural del muelle, siendo lisos los contactos
con la pared y el suelo.

Solucién: x =0y x = 0,866 m

Figura del problema 4.7.20

Figura del problema 4.7.21









5 Problemas Yy cuestiones

Cuestion 5.2.1. Sobre la cinematica del solido rigido en general, ;cual de las afir-
maciones siguientes es la cierta?

a) Si un sélido hace un movimiento de traslacion pura, ningun punto del sélido
puede describir un movimiento curvilineo.

b) Dos puntos de un mismo so6lido pueden tener velocidades angulares diferentes.

¢) La condicién cinematica de la rigidez solo es aplicable a movimientos planos.

d) La velocidad relativa de dos puntos de un sélido en movimiento no puede ser
nunca nula.

¢) Todas las afirmaciones anteriores son falsas.

Cuestion 5.2.2. En la figura, se muestra un disco de radio R que rueda sin desli-
zarse sobre una superficie plana. La velocidad del centro O del disco es constante
y vale v,. (Cual de las afirmaciones siguientes es falsa?

a) La velocidad angular del disco es w = 5.

b) La velocidad del punto A del disco es cero.

¢) La velocidad del punto B es vy = V2u,.

d) La aceleracion del punto A del disco es cero.

e) A pesar de que en el punto de contacto A puede haber friccion, esta no trabaja.

Cuestion 5.2.3. Sabemos que los puntos Ay B de un sélido rigido (v. figura) que
efectuia un movimiento en el plano (z,y) tienen, en un instante determinado, las
posiciones y velocidades siguientes (en my m/s ):

B Y Yo
R
I S

Figura de la cuestion 5.2.2
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Figura de la cuestion 5.2.3
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Fa=(0;0); 04 = (0;3); 75 = (3;2) ; U = (v5;0)

Con relacion a la velocidad angular w del solido (en rad/s) y v, (en m/s), cual de
las respuestas siguientes es cierta:

AV, =3yw=2

b)vy =2yw=2

)vg=2yw=1

d) vy = \/ﬁ yw=1

e) Sin conocer previamente v, no se puede deducir nada.

Cuestion 5.2.4. Un disco de masa m baja rodando sin deslizar por un plano incli-
nado una distancia d. Si el angulo del plano con la horizontal es « y el coeficiente
de rozamiento disco-plano es i, la energia disipada por el rozamiento vale:

a)0

b) dumg cos o

¢) dumgsin o

d) dumgtan

e) dumg

Cuestion 5.2.5. Un triangulo equilatero de masa total m estd formado por tres
varillas homogéneas de longitud b y esta dispuesto seglin se muestra en la figura.
Su momento de inercia con respecto al eje z es:

a)@
b)
c)me2
d) 2mi”

2
e) —mf

Y

Figura de la cuestion 5.2.5
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Cuestion 5.2.6. Un anillo de radio » y masa m baja rodando sin deslizar por un
plano inclinado un dngulo «. En un instante dado, su centro de masa tiene una
velocidad v. En ese instante, el médulo del momento angular del anillo con respecto
al punto O (v. figura) es:

a) mur
b) Smer
¢) 2muor
d) =5~

€) mur sin

Cuestion 5.2.7. Una bailarina que quiera aumentar su velocidad de rotacion debe
acercar los brazos al cuerpo porque asi:

a) aumenta el momento angular.

b) reduce el esfuerzo.

¢) aumenta la cantidad de movimiento.

d) reduce el momento de inercia.

e) aumenta la resistencia fisica.
Cuestion 5.2.8. Cuatro particulas, m, = ms; = 3kgy m, = m, = 4kg, estan en
los vértices de un cuadrado, unidas por varillas de masa despreciable. La longitud

del lado del cuadrado es L. = 2m. El momento de inercia con respecto a un eje
perpendicular al plano de las particulas y que pasa por m, vale:

a) 88 kgm’
b) 40kgm’
¢) 56 kgm?
d) 20,5 kgm’

e) 19.8kgm’

Problemas y cuestiones %

Q

Figura de la cuestion 5.2.6

Figura de la cuestion 5.2.8
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Cuestion 5.2.9. Una barra de longitud L esta en reposo, en posicion horizontal, a H(T
una altura H con respecto a una mesa (v. figura). Se suelta y cae manteniendo su P
orientacion. Cuando ha bajado una distancia H, uno de sus extremos topa con uno

de los extremos de la mesa y la barra empieza a girar, de forma que su extremo —— =2
queda fijado a la mesa y permite que gire sin friccion. La velocidad angular con la ‘\“4

cual la barra inicia la rotacién es:
Figura de la cuestion 5.2.9

a) V2T

b)

)3\/T

d) V222

3 /gH
e) =47

Cuestion 5.2.10. Un levantador de pesas levanta la pesa m, para cambiarla, mien-
tras mantiene la m, tocando al suelo. Cuando forma un angulo de 30°, le cae de ; my

las manos. ;Cuanto vale la aceleracion angular « del conjunto en ese instante? - 30°
1

Datos: Las pesas se pueden considerar puntuales, la masa de la barra es desprecia-
bley L =2m.

Figura de la cuestion 5.2.10.

a) 2,5 rad/s?
b) 9,8 rad/s?
¢) 4,2 rad/s?
d) 19,2 rad/s?

e) 4,9 rad/s?

Cuestion 5.2.11. Cual de las afirmaciones siguientes es cierta:
a) Si dos cuerpos tienen las mismas dimensiones y la misma masa, su momento
de inercia con respecto al mismo eje es igual.

b) El teorema de Steiner demuestra que el momento de inercia con respecto al eje
que pasa por el C'M es menor que con respecto a cualquier otro eje paralelo a
este.

¢) Como la masa, el momento de inercia es una cantidad caracteristica del cuerpo.



d) El momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje depende de la velo-
cidad angular del cuerpo.

¢) Dos cuerpos de masa diferente tienen siempre un momento de inercia diferente
con respecto al mismo eje.

Cuestion 5.2.12. El bloque cubico y homogéneo de la figura se desliza sin fric-

cion a una velocidad v por el suelo horizontal hasta que encuentra un tope al cual b — L
queda enganchado, pero que no le impide girar libremente. La velocidad angular e —
del bloque, justo después del choque con el tope, es: Figura de la cuestion 5.2.12

a) 5

b) 3¢

v

97w

d) 7

e) 3
Cuestion 5.2.13. Un disco de radio R = 25 cm gira alrededor del eje de simetria, ‘m
fijo y sin friccion, con una velocidad angular de w, = 37rad/s. El momento de R
inercia con respecto al eje vale I = 0,5 kgm’. Para pararlo, aplicamos una fuerza 5 Hi
F = 2N a la pastilla de freno de coeficiente de friccion 1 = 1,5. El tiempo que ! m

tarda el disco en pararse es: Figura de la cuestion 5.2.13

a) 34,7s
b) 54,7s
c) 14,7s
d) 44,7 s
e)24,7s 1y B
h
) 2
Cuestion 5.2.14. Una barra homogénea, de longitud » = 0,8 m y masa m = 0A
0,40 kg, puede girar sin friccion alrededor del punto fijo A. Un objeto puntual de
masa m, = 0,05 kg y velocidad v, = 10 m/s impacta horizontalmente y queda m
incrustado en el extremo superior de la barra. El modulo de la velocidad del extremo
inferior de la barra justo después del impacto sera: Figura de la cuestion 5.2.14
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a) 1,73 m/s
b) 3,73 m/s
¢) 5,73 m/s
d) 4,73 m/s

€) 2,73 m/s

Cuestion 5.2.15. ;Cuanto vale el momento de inercia de la polea con respecto al

eje normal al plano de la figura que pasa por el punto A? La polea estd formada R
por una anilla, de radio R y masa m, y una barra, de longitud R y masa m. A4 m
a) 13/12 mR? m
b) 4/3 mR2 Figura de la cuestion 5.2.15
¢) 5/6 mR?
d)7/12 mR?
e) mR?
Cuestion 5.2.16. El momento de inercia con respecto al eje, indicado en la figu- eix
ra, de un cilindro macizo de radio R y densidad p, con un agujero longitudinal R &
cilindrico de radio R/2, vale: r H
a) % pnHR*
b) %pﬂ'HR4 Figura de la cuestion 5.2.16
c) % pmHR?
d) 33 prR*
e) 2prHR'
Problema 5.2.4. Una pequena esfera de masa m y de velocidad 20 m/s horizontal -6F
impacta y se queda adherida en el extremo de una pieza rigida, que reposa colgada 60 cm 20 em
verticalmente de la articulacion sin friccion A, formada por una barra y un disco, LS
H m
ambos homogéneos de masa m (v. figura). ;Cuanto vale la velocidad angular del m  40cm
conjunto justo después del impacto? 20m/s

Figura del problema 5.2.4



Solucion
El momento de inercia con respecto al punto A después del impacto I, es:
1 1
I, = Eml2 +m0,5% + §m0,22 +m0,6°> +m1® = 1,713333m

Utilizando la conservacion del momento angular con respecto al punto A antes y
después del impacto:

m-20-1= T, w
de donde obtenemos:

w = 11,6732rad/s

Problema 5.2.5. Determina la ecuacion de movimiento de una anilla de radio R
que rueda sin deslizarse por un plano inclinado.

Problema 5.2.6. En las Olimpiadas de Barcelona (1992), se desplazé una gran
cantidad de gente de todo el mundo a esta ciudad. Si imaginamos la Tierra como
una esfera homogénea de masa M = 6 x 10** kg y acudieron un total de un millon
de personas, con una media de 80 kg masa:

a) demuestra que la relacion entre los periodos antes (7') y durante las Olim-

piadas (T).) es 22 = 1+ 2% (3cos?0 — 1), donde m es la masa del conjunto

de personas desplazadas y 6 es la latitud.

b) calcula numéricamente esta relacion para el caso de las Olimpiadas de Bar-
celona.

Solucién: b) % <1

Problema 5.2.7. Una esfera maciza homogénea de masa m rueda sin deslizarse

por un plano horizontal acelerada por una fuerza F' paralela al plano y aplicada en o
el CM. Calcula:
m
a) la aceleracion de la esfera. I

Figura del problema 5.2.7

b) la fuerza de friccion seca con el plano.

Solucion: a)%; b) —%

Problema 5.2.8. En el juego de bolos, una bola se puede asimilar a una esfera
uniforme de 7kg y 300 mm de diametro. Lanzamos una bola con una velocidad
inicial v, = 6m/s y una velocidad angular inicial w, = 0. Si el coeficiente de
friccion dindmico bola-pista es de p = 0,1, determina:

a) el tiempo ¢, que tarda la bola en empezar a rodar sin deslizarse.

b) la velocidad v, y la velocidad angular w, en el instante ;. Figura del problema 5.2.8
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Solucién: a) t, = 1,747 s; b) v, = 4,286 m/s; w, = 28,57rad/s

Problema 5.2.9. Un volante montado sobre un eje se pone en rotacion mediante
un cuerpo de masa m. El momento de inercia total con respecto al eje del volante
vale I y M, es el valor del momento de las fuerzas de resistencia de los cojinetes
del eje.

a) ;Cual es el valor de la aceleracion angular de la rueda?
b) ;Cual es la velocidad angular cuando el cuerpo ha bajado una distancia h?

mRg—My | _ mRg—My ph
Timrr D)W =\ 2R B

Solucién: a) o =
Problema 5.2.10. Una barra uniforme de 60 cm de longitud y 15 N de peso cuelga
de un pasador sin friccion. Una bala de 22,7 g impacta a una velocidad de 540 m/s
y queda incrustada. Determina la velocidad angular de la barra inmediatamente
después del impacto.

Solucién: w = 29,3 rad/s

Problema 5.2.11. Un cilindro homogéneo de radio R = 0,4m esta libre sobre
el extremo de la cabina de la plataforma de un camion inicialmente en reposo. El
camion se pone en marcha con una aceleracion constante ¢ = 0,7 m/s’.

Si hay bastante friccion entre la plataforma y el cilindro para que este ruede sin
deslizarse, determina cuanto tiempo tarda en caer del camion si la longitud de la
plataformaes L = 4,5m.

Solucion: 4,19 s

Cuestion 5.3.1. La barra homogénea de la figura puede girar libremente alrededor
de la articulacion fija del extremo izquierdo. Si parte del reposo en posicion hori-
zontal, ;cual sera el modulo de su velocidad angular cuando llegue a la posicion

vertical?
3
a) /3
2
b) \/ %
3
DRVE
3
d) 5—2

Figura del problema 5.2.9

Figura del problema 5.2.11

Figura de la cuestion 5.3.1
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Cuestion 5.3.2. Un cilindro vacio y uno macizo, del mismo radio y masa, estan
situados en lo alto de un plano inclinado. Se sueltan en el mismo instante y los dos
ruedan sin deslizarse. Es cierto que:

a) los dos llegan a la base del plano simultaneamente, puesto que tienen la misma
masa, el mismo radio y bajan desde la misma altura.
b) en cada instante, los dos tienen la misma energia cinética.

¢) como debe haber friccion para que rueden sin deslizar, no se puede conservar
la energia mecanica en ninguno de los dos cilindros.

d) en la base del plano, los dos tienen la misma energia cinética.

e) como el peso se aplica en el C M, el momento angular de cada cilindro se
conserva mientras bajan rodando sin deslizarse por el plano.

Cuestion 5.3.3. Un aro rueda sin deslizarse. Cuanto vale el cociente entre su ener-

gia cinética de rotacion y su energia cinética de traslacion, 5“" ?
rans

a)l

b) 1
)
d) 2
) V2

Cuestion 5.3.4. Indica cual de las afirmaciones es cierta:

a) La variacion de la energia cinética de un sélido rigido es igual al trabajo de las
fuerzas externas.

b) La energia cinética de un sélido rigido que se mueve en un plano se puede

2

expresar como F, = % I, W

cM

¢) La variacion de la energia cinética de un sistema de particulas es igual al trabajo
de las fuerzas internas.

d) La energia cinética de un sistema de particulas, de masa total m, se puede

expresar como E, = % mvZ,,.
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e) La variacion de la energia cinética de un sistema de particulas es igual al trabajo
de las fuerzas externas.

Cuestion 5.3.5. La energia cinética de una carretilla de cuatro ruedas, de masa
M + 4m, siendo m la masa de cada rueda, de radio R y momento de inercia con
respecto a su eje %mR{ que se mueve rectilineamente sobre un plano a velocidad
v, sin que ninguna rueda se deslice, es:

a) (M + tm)v?

b) 1(3M + Tm)v?
¢) 1(2M + 3m)v?
d) 1(2M + 9m)v?

e) (M + tm)v?

Cuestion 5.3.6. La barra rigida de la figura cuelga de la articulacion A, exenta de *
friccion. Una bala impacta y queda incrustada en B. La magnitud que se conserva A
durante el impacto es:

a) El momento angular con respecto al punto B. >— B

b) La energia mecanica. Figura de la cuestion 5.3.6
¢) La cantidad de movimiento.
d) El momento angular con respecto al punto A.

e) La componente horizontal de la cantidad de movimiento.

Problema 5.3.6. Un cilindro de masa M esta unido mediante una cuerda inexten-
sible y sin peso, a un cuerpo de masa m. La polea puede considerarse sin masa y

sin friccion en el eje. El angulo del plano inclinado es 45°. El cilindro rueda sin R
deslizarse por el plano inclinado. m M
Datos: M = 20kg, m =5kg, R=0,3m

Calcula: Figura del problema 5.3.6
a) La aceleracion con que se mueve el sistema.

b) La tension de la cuerda.

Solucion: a) a = 2,56 m/s*; b) T = 61,85 N
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Problema 5.3.7. Una polea, de eje fijo sin friccién, homogénea, de masa M y
momento de inercia I con respecto al eje, tiene dos cuerdas de masa despreciable e
inextensibles, enrolladas sin deslizar: la primera, en el radio r, con el otro extremo
fijado a un bloque de masa m,, y la segunda, en el radio r, con el otro extremo
fijado a un bloque de masa m,.

a) Escribe la energia mecanica del sistema en funcion de y,, 4», Y1, Y, @ ¥ q’)
b) Encuentra las relaciones de ligadura entre ¢, 9, y ¢

¢) Encuentra la energia del sistema en funcion de y,, y», ¢ y ) y la ecuacion de
movimiento para ¢.

Con los datos numéricos: r, = 40cm, r, = 30cm, m, = 15kg, m, = 40kgy
I =4,6kgm*:

d) Encuentra la aceleracion angular de la polea y la aceleracion lineal de los
bloques. Indica, para cada bloque, si la traslacion es ascendente o descendente.

e) Partiendo del reposo al mismo nivel, y,, = y,,, cual sera la distancia entre
los bloques, pasados 0,8 s.

Solucion
a) La energia mecénica del sistema en funcioén de y1, Y2, Y1, Y2, @ y ng es:

1 . 1 . 1.
E= imlyf + §m2y§ + §I¢2 — M1gY1 — M2gY2

b) Las ligaduras son 7, = —rlé Y Yo = rzd)

¢) La energia mecanica del sistema en funcion de y1, Y2, ¢ y ¢ es:

E = (mlrf + mars + I) (ﬁz — M1gY1 — M2gyYo

N =

Aplicando la conservacion de la energia, tenemos:
E=0= (mlrf + m27‘§ + 1) ¢¢ + mléﬂ"lﬁi5 - m2gr2q5
de donde, despejando é, encontramos la ecuacion de movimiento:

MaT2 — MiTy
myri +mars + 1

b=

d) ¢ =5,55283rad/s” ; i1 = —r¢ = —2,22113m/s’ ; por consiguiente, sube.
Yo = 7’2(&5’ = 1,66585 m/s2 ; por consiguiente, baja.
e) Con los datos iniciales en ¢t = 0, y1(0) = Y10, Y2(0) = y20 y 1:1(0) = 0, 92(0) =

0, y teniendo en cuenta que las aceleraciones son constantes, tenemos:

Y1 = Yo + %Zjth
Yo = Y20 + %Z'l.zﬁ

Figura del problema 5.3.7
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de donde obtenemos: 1
Y2 — Y1 = 5 (2 —yl)tQ

sustituyendo las aceleraciones y ¢t = 0,8s:

‘yz - y1| = 1,24383111 [}

Problema 5.3.8. Calcula la velocidad final del C'M de una esfera homogénea que
se deja caer rodando sin deslizar por un plano inclinado hasta un desnivel h. Realiza
el calculo...

a) aplicando las ecuaciones de movimiento del solido rigido:
b) aplicando la conservacion de la energia.

Solucion: ve,, = 1/ 2gh

Problema 5.3.9. Un disco homogéneo de 20 cm de radio y 5kg de masa puede
girar sin friccion en un plano vertical alrededor de su eje fijo. Una cuerda de ma-
sa despreciable esta enrollada a su alrededor y de ella cuelga una masa de 2kg
que soltamos. La cuerda no desliza. Calcula la aceleracion angular del disco y la
aceleracion de caida de la masa de 2 kg.

Solucién: o = 21,8 rad/s*; a = 4,36 m/s

Figura del problema 5.3.10

1

)

Vista lateral Vista frontal

Problema 5.3.10. Soltamos rodando (sin deslizarse) con una velocidad angular
inicial w, el rodillo de la figura, homogéneo, de masa m y momento de inercia
Ty = %mRQ, por la guia (1) desde una altura y = 3R. En todo momento, rueda
sin deslizarse y no hay ninguna friccion disipativa. ;Qué velocidad del CM, v,, y
velocidad angular, w,, tendra el rodillo después de entrar en contacto con el plano
horizontal (2)?

Nota: Expresa los resultados en funcion de w,, R y de la gravedad g.
. ) 3
Solucion: v, = \/3gR + LRw? w, = /¥ + Lw?
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Problema 5.3.11. Una pequeia pelota de masa m = 100 g rebota eléstica y hori-
zontalmente con el extremo inferior B de una barra de masa M = 6 kg y longitud
L = 50 cm, articulada sin friccion en el extremo superior A. La barra esta inicial-
mente en reposo. Si la velocidad de la pelota justo antes del choque es de 30m/s y
sale en direccion horizontal, determina:

a) el moédulo de la velocidad de la pelota y la velocidad angular de la barra justo
después de rebotar;

b) el angulo maximo, con respecto a la vertical, a que llega la barra (el angulo
inicial es cero), y

¢) el moédulo de la velocidad del centro de masas de la barra cuando vuelve a
pasar por la posicion inicial.

Solucidén: a) 27,143 m/s; 5,714 rad/s; b) 63,56°; ¢) 1,43 m/s

Problema 5.3.12. Una rueda de Maxwell es un artilugio como el que se ve en la
figura. La cuerda tiene masa despreciable; el eje tiene un radio 7; el momento de
inercia de la ruedateje es I y sumasa, m. Si, partiendo del reposo, baja una altura
h, (cuénto valen las velocidades finales de rotacion y traslacion?

e 2mgh 2mgh
Solucion: v = \/m“/rz y W\/mm

Problema 5.3.13. Halla la ecuacion de movimento de la barra homogénea de masa
m y longitud L cuando oscila alrededor de un eje que pasa a una distancia d de su
centro de masas.

ian.e ) gd n ) —
Solucion: 6 + Tir® sinf =0

Figura del problema 5.3.11

Figura del problema 5.3.13
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6 Problemas y cuestiones

Cuestion 6.2.1. Una particula de masa m se deja caer desde una altura h sobre un dm
platillo de una balanza donde queda adherida (v. figura). El platillo tiene masa m
y la balanza equivale a un muelle de constante k. El periodo de las oscilaciones
posteriores sera:

a)T =2m,/7F

8m
b)T:T(' &

)T =2m, /5
— h
d) T =2m, /% + 22

QT =2m /% + 2

Cuestion 6.2.2. Los tres sistemas de la figura constan de muelles de la misma m
constante eldstica, de masa despreciable, unidos a un mismo cuerpo de masa m.

No hay rozamiento en ningin contacto. En todos los casos, el cuerpo de masa m

Figura de la cuestion 6.2.1

puede realizar un movimiento armoénico simple. Si designamos por 75, T, y 75 los
periodos de oscilacion en cada caso, se cumplira:

Figura de la cuestion 6.2.2

a)T, >T, =T,
BT, =T, <T,
OT, =T, =T,
T, <T,=T,

e) Deberiamos conocer el valor de la constante elastica para ordenar los periodos.
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Cuestion 6.2.3. Una masa colgada de un muelle oscila tal como se indica en la
grafica, que representa la elongacion en funcion del tiempo. En el instante ¢, la
masa tiene:

a) velocidad & positiva y aceleracion & positiva.
b) velocidad & positiva y aceleracion & negativa.
¢) velocidad 2 negativa y aceleracion & positiva.
d) velocidad & negativa y aceleracion & negativa.

e) velocidad z positiva y aceleracion & nula.

Cuestion 6.2.4. La masa M = 10kg de la figura oscila sobre una plataforma
horizontal sin friccion, unida a dos muelles de constantes k; = 100N/my k, =
50 N/m. ;Cual de las afirmaciones siguientes es cierta?

a) El periodo de oscilacion es 2,81 s.

b) El periodo de oscilacion es 3,44 s.

¢) El periodo de oscilacion es 1,86 s.

d) Si inclinamos la plataforma girandola 30° con respecto de la horizontal y en
sentido horario, el periodo de oscilacion sera el mismo que cuando estd en po-
sicion horizontal.

e) Ninguna de las otras cuatro respuestas es correcta.

Cuestion 6.2.5. Un péndulo simple oscila de forma que:

a) A mayor longitud, el periodo es mas grande.
b) A menor longitud, el periodo es mas grande.
¢) A mayor longitud, el periodo es mas pequefio.

d) El periodo no depende de la masa, salvo que esta sea pequeiia, de forma que
aumenta con ella.

e) Todas las respuestas anteriores son falsas.

Figura de la cuestion 6.2.3

Figura de la cuestion 6.2.4



Problema 6.2.1. Una esfera homogénea de radio r y masa m rueda sin deslizarse
enun plano vertical por la superficie interior de un semicilindro fijo de radio R > r.
Halla la energia mecénica y el periodo de las pequeiias oscilaciones en funcion de
R,ryg.

Solucion
Se trata de un sistema conservativo de un grado de libertad:
1 1
E= §mv2 + §Iw2 —mg (R —r)cos6

conl=imryv=wr=(R-r) 6. Obtenemos:

£(0,6) = %m(R — 1) 6% — mg (R — ) cos 6

La ecuacion de movimiento la podemos extraer de F:
E=0= gm(R—r)Qéé—kmg(R—r)sinGé

que, para pequeiias oscilaciones, podemos escribir:

.. 5¢
0+ -———0=0
+ T(R—r)
Comparando con la expresion canodnica del MAS:

Wy =

7(R—r)

que corresponde a un periodo:

Problema 6.2.2. Un cuerpo presenta un movimiento armoénico simple de 5,2 cm
de amplitud. Se sabe que, cuando la elongacion es de 3,4 cm, la velocidad es de
49,8 cm/s. Se pregunta por la fase del movimiento. jHay suficiente informacion?
.Y para el calculo del periodo? Encuentra todos los datos que puedas a partir de la
informacion que tienes.

Solucion: 7' = 0,50s; § = 0,7121rad (z = Asin#6)

Problema 6.2.3. Un cuerpo de 2kg de masa estd en reposo sobre un plano ho-
rizontal liso y esta sujeto a dos resortes horizontales de constantes recuperadoras
k, = 100N/my k, = 200N/m. La longitud de cada uno de los dos resortes no
deformados es de 40 cm. Se estiran los extremos libres de los resortes y se suje-
tan a dos paredes fijas, separadas 120 cm. Determina la posicion de equilibrio del
cuerpo. (Cual es la frecuencia de oscilacion en torno a la posicion de equilibrio?

Solucion: 66,7cm; f = 1,95Hz

Figura del problema 6.2.1
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Problema 6.2.4. Una particula que se mueve con movimiento arménico simple
tiene una velocidad de 16 cm/s y de 12 cm/s cuando pasa a 3 cm y 4 cm del centro
de vibracion, respectivamente. Calcula su amplitud y periodo.

Solucién: A =5cm; 7T = 1,57s

Problema 6.2.5. Una masa puntual realiza un movimiento armoénico simple. Cuan-
do la elongacion es +10 cm moviéndose hacia el punto de equilibrio, su energia
cinética vale 107°J y su energia potencial también vale 10~°J. Si la masa es de
2 g, halla la amplitud, el periodo y la fase del movimiento.

Solucién: A = 14,1cm; T = 6,285s; 6 = 37 /4rad (x = Asin6)

Problema 6.2.6. Una boya cilindrica de 4 m de altura, 2m de radio y 40000 kg
de masa flota verticalmente en el agua. Si hace pequefias oscilaciones verticales,
encuentra el periodo de oscilacion.

Solucién: 7' = 3,58 s

Problema 6.2.7. Dos cilindros idénticos de masa M y seccion .S estan dispuestos
como indica la figura y estan sumergidos parcialmente en agua. Despreciando la
masa de la polea, las fricciones y la inercia del agua, determina el periodo de os-
cilacion del sistema de pesos cuando son separados ligeramente de su posicion de
equilibrio.

Solucion: 7' = 27 51‘—4
gp

Problema 6.2.8. En un tubo en U de seccion constante, colocado de forma que
ambas ramas estan verticales, se introduce un liquido que ocupa una longitud L
de ¢l. Inicialmente, se desequilibra y, en consecuencia, empieza a oscilar alrededor
de su posicion de equilibrio. Suponiendo que el liquido sea incompresible y que
no haya fricciones, demuestra que el liquido oscilara con movimiento armoénico y
halla el periodo correspondiente.

Solucion: 7' = 27 2%

Problema 6.2.9. Un cuerpo de 100 g cuelga de un largo resorte. Si lo estiramos
haciéndolo bajar 10 cm por debajo de su posicion de equilibrio y lo soltamos, vibra
con un periodo de 2s.

a) ;Con qué velocidad pasa por su posicion de equilibrio?

b) (Qué aceleracion tiene cuando esta 5 cm por encima de esta posicion?

Figura del problema 6.2.7



¢) En el movimiento ascendente, ;cudnto tiempo necesita para desplazarse des-
de un punto situado 5 cm por debajo de su posicion de equilibrio a otro punto
situado 5 cm por encima?

d) (Cuanto se acortara el resorte al sacar el cuerpo?

Solucion: a) sentido 1y modulo v = 31,4cm/s ; b) sentido | y mddulo a =
49.3cm/s* ; ¢) t = 0,33s; d) AL = 99,3cm

Problema 6.2.10. Un cuerpo de 12kg de masa cuelga de un resorte. Se sabe que,
si lo estiramos hasta que la longitud aumenta 10 cm y lo soltamos, se inicia un
movimiento de oscilacion de 1,45 s de periodo. Se pide:

a) Al realizar oscilaciones, jcuanto tiempo tarda, moviéndose hacia abajo, en
desplazarse desde un punto situado 3 cm por encima de su posicion de equilibrio
hasta otro que esta 6 cm por debajo de esta posicion?

b) ;Cual es la velocidad del cuerpo al pasar por esta ultima posicién?

¢) (Cuanto se acortara el resorte si, estando en reposo, sacamos el cuerpo de
12kg?

Solucion: a) t = 0,22s; b) v = —0,347m/s; ¢) Al = 0,52 m

Problema 6.2.11. Dos resortes, de constantes recuperadoras k; = 1200N/m y
k, = 600N/m, se unen en serie. El extremo libre de &, cuelga de un punto y del
extremo libre de £, se cuelga un cuerpo de m = 10kg. Halla:

a) El periodo de las oscilaciones libres que puede realizar el cuerpo.
b) Calctilalo también suponiendo que los resortes estan conectados en paralelo.

Solucion: a) "= 0,99s; b) T = 0,47 s

Problema 6.2.12. Por la garganta de una polea, cuya masa se puede considerar
concentrada en su periferia, pasa un hilo inextensible y de masa despreciable. De
uno de sus extremos cuelga una masa M y el otro esta fijado a un muelle vertical
cuyo extremo esta fijado en el suelo (v. figura). Si la masa de la polea es m = 800 g,
la del cuerpo que cuelga es M = 200 g y el muelle, de masa despreciable, tiene
una constante k¥ = 16 N/m, calcula el periodo de las pequefias oscilaciones del
sistema.

Solucion: 1,57s

Figura del problema 6.2.12
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Problema 6.2.13. Al colgar una masa M de un muelle (que suponemos sin masa y
no deformado al principio), se alarga 2,5 m. En esta posicion le damos un empujon
hacia arriba, de forma que sale con una velocidad v = 2m/s. Halla la trayectoria
de la masa M.

Solucion: y = 1,01 sin(1,98¢) (S.1.)

Problema 6.2.14. Un cuerpo de 1kg unido al extremo de un muelle empieza su
movimiento cuando esta en la posicion z = 1m, con una velocidad inicial v =
2m/s. Si el periodo (T") del movimiento es 7 s, calcula la elongacion maxima del
muelle (A) y halla la trayectoria. Calcula la velocidad y la aceleracion maximas y
para qué posiciones se producen.

Solucién: (S.1.) A = v/2; z = V2sin(2t + 7/4); Vo = £2v2 (2 = 0); Gy =
+4V2,(z = £V2)

Problema 6.2.15. Un modelo sencillo utilizado actualmente para describir las
proteinas presentes en nuestro cuerpo consta de bolas, que constituirian los ami-
nodacidos (de unos 10~** kg de masa), unidas por muelles de constante elastica
kE = 5 x 1072 N/m. Calcula la frecuencia de vibracion de los aminoacidos uti-
lizando este modelo.

Solucion: f = 71 Hz

Problema 6.2.16. Construimos un péndulo a partir de dos varillas uniformes idén-
ticas a y b, cada una de longitud L y masa m, unidas en angulo recto en forma de
T, uniendo el centro de la varilla a con el extremo de b. Colgamos el péndulo por
el extremo libre de la varilla b, haciéndolo oscilar en un plano vertical.

a) Calcula el momento de inercia con respecto al eje de rotacion.

b) Halla las expresiones de la energia cinética y potencial en funcion del angulo
del eje del péndulo con respecto a la vertical.

¢) Halla la ecuacion de movimiento.
d) Halla el periodo de las pequefias oscilaciones.
Solucién: a) I = ImL*b) E. = {ImI20°, U = 295(1 — cosf); ¢) 0 +

2
18 9 o . 17L
17Lsm9—0,d)l =27 18g

Problema 6.2.17. El movimiento de un oscilador arménico simple viene descrito
por la ecuacion x (t) = 4sin (0,2¢ + 0,3),conxz enmy ¢ ens.

Figura del problema 6.2.15



a) Calcula la amplitud, el periodo, la frecuencia y la fase inicial del movimiento.

b) Determina la velocidad y la aceleracion en funcion del tiempo, asi como las
condiciones iniciales.

¢) ;Cual es el desfase entre la elongacion y la velocidad? ;Y entre la elongacion
y la aceleracion?

d) Calcula la posicion, la velocidad y la aceleracionent = 5.

Solucién: a) A = 4 m; ¢, = 0,3 rad; f, = 0,032 s7';b) v (¢t) = 0,8 cos (0,2t + 0,3);

a(t) = —0,16sin (0,2t + 0,3) (unidades S.1.); x (0) = 1,18 m; v (0) = 0,76 M/;
¢) Moy m; d) 2 (5) = 3,85 m ;v (5) = 0,21 M; a (5) = —0,154 W

Problema 6.2.18. Una particula de 1 kg realiza un movimiento armonico simple
de amplitud 0,5 m. En el instante ¢t = 0, pasa por la posicion de equilibrio con una
velocidad de ©(0) = +2m/s.

a) Calcula la frecuencia y el periodo.
b) Determina la elongacion y la velocidad en funcion del tiempo.

¢) Calcula la fuerza y las energias cinética y potencial cuando la particula esta
a 0,2 m de su posicion de equilibrio.

Solucién: a )f, = 0,637Hz; T, = 1,57s; b) x = 0,5sin (4¢); v = 2 cos (4t); ¢)
F=32N;E =1,68J,U=032]

Problema 6.2.19. En el mecanismo de la figura, la constante recuperadora del
muelle vale & = 100 N/m; la masa de la polea, cilindrica y homogénea, es M =
4kg, y el radio es R = 30 cm. La masa del bloque es m = 1kg. La cuerda no se
desliza en ninglin momento y no hay friccion en el eje. Encuentra la ecuacion de
movimiento y el periodo.

Solucion: & + 33,33 x = 0 (unidades S.I.); 1,088 s

Problema 6.2.20. La polea, los muelles (de constantes 3k y k£ ) y la cuerda, inex-
tensible, tienen masa despreciable. La barra, de masa m, se desplaza poco ver-
ticalmente con respecto a la posicion de equilibrio horizontal. El periodo de las
oscilaciones vale:

Solucion: 27/ %

Cuestion 6.3.1. La amplitud de la vibracion de un oscilador amortiguado dismi-
nuye de 75 mm a 70 mm en un ciclo. La masa oscilante es de 1,2 kg y el tiempo que

Figura del problema 6.2.19
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m
Figura del problema 6.2.20
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tarda en ir del centro al extremo de la oscilacion es 0,5s. La constante de amorti-
guacion de la fuerza de rozamiento viscoso es:

a) 82,8 x 107> Ns/m

b) 165,6 x 107*Ns/m

¢) 34,5 x 10*Ns/m

d) 331,2 x 107*Ns/m

e) 69,0 x 10°N's/m

Cuestion 6.3.2. Lamasa M de 100 g puede oscilar horizontalmente con respecto a
su posicidn de equilibrio, sin friccion con el suelo, bajo la accidon de cuatro muelles
de constantes recuperadoras k; = 10N/m, k, = 20N/m, k; = 10N/my k, =
15N/m, y dos dispositivos de amortiguacion de constantes b, = 1/2Ns/m y
b, = 1N's/m. Podemos afirmar que:

a) En el S.1., la ecuacion de movimiento es & + 152 + %x =0

b) En el S.1., la ecuacion de movimiento es & + 13—01’ + 550z =0
¢) En el S.I., la ecuacion de movimiento es & + %x + %x =0
d) La constante de amortiguacion equivalente valdra 1/3N's/m.

e) El periodo de las oscilaciones sera de 0,283 s.

Cuestion 6.3.3. Un sistema que puede oscilar presenta amortiguacion critica. En

este caso:

a) la pulsacion es pequeiia.

b) todas las oscilaciones tienen la misma duracion.

¢) el movimiento es aperiodico.

d) la elongacion es funcion exponencial positiva del tiempo.

e) Ninguna de las respuestas anteriores es valida.

Problema 6.3.2. Un oscilador amortiguado tiene una masa de 50 g y un periodo de
oscilacion de 2 s. Su amplitud disminuye un 5 % cada ciclo. Suponiendo la ecuacion

de movimiento en la formam & + b2+ kx =0, hallaby k.

Solucion: b = 2,56 g/s; k = 0,49N/m

M
k, o
2 o

Figura de la cuestion 6.3.2



Problema 6.3.3. Una particula de 0,5 g ejecuta un movimiento oscilatorio, siendo
la amortiguacién proporcional a la velocidad. La frecuencia de vibracion es de
0,5Hz y la amplitud se reduce a la mitad después de 10s. Calcula:

a) El factor de amortiguacion.

b) Si el movimiento fuera provocado por un muelle, la constante recuperadora
k de este.

¢) La frecuencia que tendria si no existiera la amortiguacion.

Solucion: a) v = 0,069 s™*;b) k = 4,94 x 10*N/m; ¢) f = 0,5Hz

Problema 6.3.4. De un muelle suspedido verticalmente, se cuelga una masa m,
con la cual el alargamiento es de 9,8 cm. Se tira de la masa hacia abajo y se suel-
ta, con lo cual se producen oscilaciones. Se pregunta el valor que debe tomar el
coeficiente b de amortiguacion para que:

a) Las oscilaciones acaben después de 100 s (considera que han acabado cuando
la amplitud se ha reducido a la milésima parte del valor inicial).

b) El periodo de las oscilaciones sea el doble del periodo natural.
¢) La masa vuelva aperiédicamente a la posicion de equilibrio.

Solucion: Enel S.I,a) b=0,138m; b) b = 17,3m; ¢) b > 20m;

Problema 6.3.5. Un soélido cuelga de un resorte capaz de oscilar verticalmente.
Sin amortiguacion, el periodo vale 2 s y, cuando se conecta la amortiguacion, tiene
un periodo de 2,7 s.

a) Determina la ecuacion de la elongacion suponiendo que, en el instante inicial,
esta vale 10 cm y la velocidad es nula.

b) Se pide el factor a por el cual se debe multiplicar la constante de amortigua-
cion para que se logre el valor critico.

Solucién: a) z(t) = 13,5 e~ > sin(2,33t + 0,83); b) a = 1,49

Problema 6.3.6. Un péndulo simple, de 10 g de masa, tiene un periodo de 2 s y una
amplitud de 2°. Debido a la friccion con el aire, actiia sobre el péndulo una fuerza de
friccion, —bv, proporcional a la velocidad. Calcula la constante de amortiguacion b
sabiendo que la amplitud se reduce a 1,3° después de diez oscilaciones completas.

Solucion: b = 4,31 x 107*Nsm™'
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Problema 6.3.7. Un péndulo esta formado por un hilo de 1 m de longitud y masa
despreciable, del cual cuelga una esfera maciza de 1 cm de radio y 8 g de masa. El
péndulo se mueve sumergido en un liquido de 1 g/cm’® de densidad. La esfera esta
sometida a su peso, al empuje de Arquimedes, a la tension del hilo y a una fuerza
de friccion viscosa —bv, donde b = 1,6 x 10~* N's/m. Halla:

a) El periodo de las pequeiias oscilaciones suponiendo que b = 0.
b) El periodo de las pequefias oscilaciones con el valor de b del enunciado.

¢) El tiempo que debe transcurrir para que la amplitud del movimiento pase de
mw/36rad a /72 rad.

d) El valor de b para que la amortiguacion sea critica.

Solucion: a) T, = 2,91s;b) T'= 2,915s; ¢) At =69,31s;d) b =0,034Nsm™'

Problema 6.3.8. Una masa esta sometida a una fuerza elastica F' = —kZ ya
una fuerza viscosa F, = —bconb = 5Nsm~". La elongacion viene dada por
z(t) =0,8e 2% sin(nt —0,3),conzenmytens.

a) Calcula la masa y la constante recuperadora elastica.
b) Calcula la posicion y la velocidad cuando t = 1,2s.

¢) Determina los instantes en que la masa pasa por su posicion de equilibrio con
velocidad positiva y negativa.

d) Determina los instantes en que la masa se encuentra en los extremos con x
positiva y negativa.

Solucion: a)m = 1kg; k = 16,1 g;b)x(l,Q s) = 1,28cm; v (1,28) = —0,0862ms™*;
o)t =22 £ N;d)t = L(arctan = +0,3) £ N = 0,81538 £ N

™

Problema 6.3.9. Una particula de 2 kg estd sometida a una fuerza elastica de cons-
tante k. = 10 Nm~"'. Si introducimos el sistema oscilante en un medio viscoso, el
periodo aumenta en un 10 %.

a) Determina las expresiones de la elongacion, la velocidad y la aceleracion en
funcion del tiempo, tomando el origen de tiempo cuando x > Oy v = 0y
sabiendo que la elongacion en este instante es de 5m.

b) Calcula el valor de la amplitud después de un ciclo y su relacién con la
amplitud inicial.

¢) (Cual deberia ser el valor de la constante de amortiguamiento para que no
oscilara?
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Solucién: a)

z (t) = 5,5e~0935% gin (2,03t + 1,14)

v(t) =4 =11,2e709% cos (2,03t + 1,14) — 5,14 e=%935 5in (2,03t + 1,14)

a(t) =2 = —17,9e 093 sin (2,03t 4 1,14) — 20,9935 cos (2,03t + 1,14)

b) A(T) = 0,304m; 0,055; ¢) b > 41/5 kgs™'

Cuestion 6.4.1. La ecuacion de movimiento de un oscilador forzadoes & = — gab—

9z + sin4t. Es cierto que, en régimen estacionario:

a) El sistema esta en resonancia de velocidad.

b) La amplitud de la elongacion decrece exponencialmente.
¢) La clongacion tiene la forma z = A, sin(4¢ — 27).

d) La velocidad tiene la forma & = v, sin(4t + 7).

e) La elongacion tiene la forma z = A, cos(3t + ).

Cuestion 6.4.2. Al cabo de cinco oscilaciones, la amplitud de un oscilador es un

1

factor e~" mas pequeia. Si w, es su pulsacion natural, la pulsacion de resonancia

de amplitud sera:
a) Qr, = 0,999w,
b) Qr4 = 0,5w,
¢) Qra = 1,125w,
d) Qps =0,2w,

1
e)(Qp, = 3Wo

Cuestion 6.4.3. Para un oscilador forzado, con una fuerza de amortiguacion pro-
porcional a la velocidad, de constante b, una vez alcanzado el régimen estacionario,
es cierto que:

a) en resonancia de elongacion, la impedancia mecanica es b.

b) en resonancia de velocidad, la potencia media disipada por la fuerza de friccion
en un ciclo es minima.
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¢) en resonancia de elongacion, la diferencia de fase entre la fuerza armoénica
aplicada y la elongacion es nula.

d) en resonancia de velocidad, la diferencia de fase entre la fuerza armonica apli-
. -
cada y la elongacion es 7 rad.

e) la frecuencia de resonancia de velocidad es mas pequefia que la de resonancia
de elongacion.

Cuestion 6.4.4. Una particula de masa 0,2 kg recibe una fuerza elastica de cons-
tante & y una amortiguadora proporcional a la velocidad de constante 4 N's/m. Se
aplica a la particula una fuerza F' = Fj cosw,ty, una vez alcanzado el régimen
estacionario, la particula oscila con una elongacion z = 0,6 cos(w,t — 5 ) (todo en
unidades S.I.). Podemos afirmar que:

a) si aumentamos la frecuencia de la fuerza F', la amplitud de la elongacion x de
la particula aumentara.

b) la impedancia mecénica vale 4 N's/m.

¢) faltan datos para calcular la impedancia mecanica.

d) si aumentamos la frecuencia de la fuerza F', la amplitud de la velocidad de la
particula aumentara.

e) la velocidad maxima de la particula ha de ser 0,6 m/s.

Cuestion 6.4.5. Una particula de 2 kg de masa realiza oscilaciones forzadas en un
medio viscoso bajo la accion de una fuerza externa armonica F' = 5 cos(3t) (todas
las unidades en el S.1.). En régimen estacionario, podemos afirmar lo siguiente:

a) La elongacion podria ser z = Acos(3t + 7).
b) La aceleracion de la particula podria ser a = 2,5 cos(3t).
¢) La velocidad podria ser v = v, cos(2t).

d) Si la aceleracion fuera a = —0,2 cos(3t — 7 ), la particula estaria en resonancia

de velocidad.

e) Si la velocidad fuera v = 0,5sin(3t), la particula estaria en resonancia de
velocidad.
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Cuestion 6.4.6. Si a un oscilador armdnico amortiguado se le aplica una fuerza
F(t) armonica y la amplitud de las oscilaciones que hace es maxima, la frecuencia
de la fuerza es:

a) algo mas grande que la propia de vibracion del sistema sin amortiguacion.

b) mas grande que la frecuencia de vibracion del sistema sin F'(¢), estando amor-
tiguado.

¢) mas pequena que la frecuencia de vibracion del sistema sin F'(t), estando amor-
tiguado.

d) igual a la frecuencia con que oscilaria el sistema cuando estd amortiguado y
sin fuerza aplicada.

e) igual a la de vibracion libre del sistema.

Cuestion 6.4.7. Cual de las afirmaciones siguientes es cierta:

a) En un sistema de masa-muelle-amortiguador excitado con una fuerza armo-
nica, las pulsaciones de resonancia de amplitud y de velocidad coinciden si la
fuerza viscosa es despreciable.

b) La impedancia mecanica de un sistema de masa-muelle-amortiguador es igual
al coeficiente de proporcionalidad entre la fuerza viscosa y la velocidad.

¢) La potencia media disipada por las oscilaciones armonicas forzadas es maxima
cuando hay resonancia de amplitud.

d) El periodo de las oscilaciones arménicas amortiguadas depende de la amplitud.

e) Ninguna de las cuatro afirmaciones anteriores es cierta.

Cuestion 6.4.8. En el movimiento amortiguado, siendo x la elongacion y F; =
—ba la fuerza de friccidn, cudl de las respuestas siguientes es cierta:

a) Si es oscilatorio, el periodo es mas pequefio que el que tendria el sistema sin
amortiguacion.

b) Si el factor de amortiguacion y fuera igual a la pulsacion que tendria el sistema
sin amortiguacion, el movimiento no seria oscilatorio.

¢) Si es oscilatorio, cuanto mas pequeflo es el factor de amortiguacion -, mas
rapidamente disminuye la amplitud.
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d) Ninguna de las otras cuatro afirmaciones es cierta.

e) Si el sistema fuera subamortiguado y, ademas, aplicaramos una fuerza armo-
nica externa de forma que estuviera en resonancia de elongacion, en estas con-
diciones también oscilaria con la misma pulsacion que la del movimiento su-

bamortiguado.

Cuestion 6.4.9. Una masa de 1 kg unida a un amortiguador y a un muelle de cons-
tantes 2N's/m y 5 N/m, respectivamente, entra en resonancia por el efecto de un
agente externo que le aplica una fuerza Fj sin(€2t). Podemos afirmar que:

a) si Q) = 2rad/s, el sistema esta en resonancia de amplitud.
b) si < 1rad/s, el sistema no oscila.
¢) la impedancia mecénica del sistema es 2 N 's/m si la resonancia es de amplitud.

d) la elongacion estd desfasada % rad con respecto a la fuerza aplicada por el

agente externo si la resonancia es de amplitud.

e) la elongacion estd en fase con la fuerza aplicada por el agente externo si la

resonancia es de amplitud.

Problema 6.4.1. Una masa de 1 kg esta sujeta a una estructura mediante un muelle
elastico. Se la somete a una fuerza F' = F, sin(Qt), con F, = 2,5N y 2 variable.
Se observa la relacion de la tabla entre €2 y la amplitud A, de la masa. Haz una
estimacion de la constante recuperadora k del muelle y la constante b de amorti-

guacion.

Q@)

14

20

26

32

36

40

A, (cm)

0,31

0,42

0,78

1,10

0,85

0,41

Solucion: £ = 1089Nm~"'; b6 =6,9Nsm™'

Problema 6.4.2. Una masa de 3 g esta sometida a una fuerza restauradora de

Tabla del problema 6.4.1

1N/my aunaamortiguadora de 0,1 N's/m. Si se le aplica una fuerza F' = 0,1 cos(107t)

(unidades S.1.), calcula la amplitud y la diferencia de fase entre la fuerza y la ve-
locidad. Calcula la impedancia mecéanica y halla la frecuencia de resonancia de

velocidad.

Solucién: A, = 2,70cm; § = 32,0°; Z = 0,12Nsm™'; fr, = 2,91 Hz



Problema 6.4.3. Una particula de 10 g esta sometida a la accién de una fuerza
recuperadora de 0,05N/m y una fuerza amortiguadora de 0,03 N's/m. Si sobre
esta particula actua una fuerza periddica de 50 rad/s de pulsacion y de 0,001 N de
amplitud, halla, en el régimen estacionario:

a) la impedancia mecanica.

b) la velocidad maxima.

¢) la frecuencia de resonancia de velocidad.
d) la amplitud de velocidad en este caso.

Solucién: a) Z = 0,5Nsm™'; b) v, = 0,20ems™"; ¢) fry = 0,36 Hz; d) v, =
3,33cms™!

Problema 6.4.4. Del extremo de un muelle cuelga un cuerpo de masa 5kg. Se
separa de su posicion de equilibrio y se observa que hace un MAS vertical que
tarda 0,4 s en ir de un extremo al otro de la oscilacion. La energia mecénica de la
particula es de 100J.

a) Calcula el tiempo que tarda el cuerpo en ir de la posicion 0,5 m por enci-
ma del centro de oscilacion a 0,2m por debajo del centro, en el movimiento
descendente.

Si hacemos oscilar el sistema anterior en un medio viscoso, la frecuencia pasa
a ser el 90 % de la que tenia en el MAS.

b) Calcula el factor de reduccién de la amplitud en un intervalo de 0,5s.

Aplicamos al sistema una fuerza armoénica de la misma frecuencia que la de la
oscilacion amortiguada. Se observa que, en estado estacionario, el sistema alcanza
una velocidad maxima de 1,5ms—'.

¢) ;Qué vale la amplitud de la fuerza aplicada?

Solucién: a) t = 0,117s; b) A% =0,181;¢) F, = 52,8N

Problema 6.4.5. Una masa de 3 kg experimenta un movimiento arménico simple
en la direccion del eje = de amplitud 10 cm y periodo 3s. Por ¢ = 2,55, la masa
pasa por la posicion de equilibrio, z = 0, con velocidad positiva.

a) Determina la elongacion y la velocidad en ¢ = 0.

En un instante en que la masa pasa por la posicion de equilibrio, desplazandose en
el sentido positivo del eje z, se pone en marcha un dispositivo amortiguador que
proporciona una fuerza de friccion viscosa proporcional a la velocidad, de coefi-

311



S

312

ciente I0N's/m.

b) Tomando como nuevo origen de tiempo (¢ = 0) el momento en que se pone
en marcha el amortiguador, escribe la expresion de la trayectoria y determina
todos los parametros que intervienen.

¢) Calcula la energia cinética del sistema al finalizar el primer ciclo de oscila-
cion.
Finalmente, se aplica sobre la masa una fuerza peridédica F' = 5 cos(§2t) (unidades

S.1.) también en la direccion del eje x.

d) (Cuadl seria la amplitud de las oscilaciones forzadas si el sistema estuviera
en resonancia de velocidad?

Solucion: a) z, = 0,087 m, v, = 0,105m/s
b)z = 0,165 e 167 cos (1,27t + 37/2);¢c) E. = 4,4 x 107°J;d) A = 0,239m

Problema 6.4.6. Este cuerpo de masa m = 3 kg situado sobre un plano horizon-
tal sin friccion esta unido a dos muelles de constantes k, = 7N/my k,, y a un
amortiguador de constante b = 10 N's/m. Se aplica al cuerpo una fuerza armoénica
F = 45in(2t), en unidades S.I.

a) Determina el valor de k., para que, en el movimiento oscilatorio del cuerpo,
la diferencia de fases entre la fuerza armonica y la elongacion sea Frad.

Eliminamos el muelle de constante k..

b) Escribe la ecuacion de la elongacion en funcion del tiempo y determina todos
los parametros que intervienen.

¢) ;Cual es la velocidad maxima que alcanza el cuerpo en su oscilacion?

Cuando el cuerpo se halla en el extremo derecho de la oscilacion, eliminamos la
fuerza armonica.

d) ;/Qué tipo de movimiento amortiguado realizara el cuerpo?

¢) Determina la ecuacion que da la posicion del cuerpo en funcion del tiempo
y calcula todos los parametros que intervienen.

Solucién: a) k, = 5 N/m; b) z = 0,194 sin (2t — 1,82); ¢) v, = 0,388 ms™';
d) el sistema esta sobreamortiguado; €) x = 0,340 e~ — 0,146 e~233¢

Problema 6.4.7. Un tubo en forma de U, con una seccion de 1,8 cm de diametro,
contiene 120 g de etanol (p = 787,4kg/m’). En una de las ramas, se provoca un
pequeiio desplazamiento del liquido.

F=4sin(2t)
Figura del problema 6.4.6



a) Si no hubiera friccion del liquido con las paredes del tubo, encuentra la pul-
sacion natural de sus oscilaciones.

De hecho, cuando se observan estas oscilaciones, se comprueba que su amplitud
disminuye un 3,5 % en cada periodo.

b) ;Cual es el periodo de las oscilaciones amortiguadas?

¢) ;Con qué frecuencia se deberia soplar el liquido del tubo para que el movi-
miento oscilante tuviera la maxima amplitud?

Solucion: a) 5,72rads™'; b) 1,15; ¢) 0,91 Hz

Problema 6.4.8. Un disco D de masa m,, al cual se ha afiadido una masa m,,
estd sujeto a un muelle (de constante recuperadora k y masa equivalente m,,) v,
a través de una cuerda y una polea P,, a una segunda masa m,. El disco provoca
una friccion aerodinamica de coeficiente b. El sistema puede ser forzado a oscilar
mediante un motor que mueve armonicamente el muelle con una pulsacion €. Las
poleas P, y P, tienen masa despreciable.

Con el motor parado, desplazamos verticalmente la masa m, y soltamos:
a) Halla la ecuacion de movimiento utilizando la coordenada y.

Ponemos en marcha el motor de forma que y,, = ¥, + R sin(Qt + 6,).
b) Halla la nueva ecuacién de movimiento.

¢) Escribe la ecuacion de movimiento de forma canénica (denomina x la nueva
coordenada) e identifica todos los parametros.

d) Grafica la amplitud de las oscilaciones forzadas estacionarias en funcion de
la pulsacion del motor.

Datos: m = m; + mp, + m, + m, = 0,80kg; &k = 9,7N/m; R = 4cm; b =
1,5N's/m

Solucion: unidades S.I.
AMY+by+ k(Y — Ym — L) =0,C0NYog — Y — Loy =0
b) My + by + k(Y — Ymo — beg) — kRsin(Q +6,) =0

c) &+ 2 <b> T+ <k> xr = (kR) sin(Qt + 6,)
2m m m
—— —— ——

2
Y wg B

- 0,48
d) AP(Q) - \/3752Q2+(QZ—12,13)2

Figura del problema 6.4.8
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Problema 6.4.9. Un cuerpo de 2 kg de masa se mueve en un plano horizontal en la
direccion del eje x, bajo la accion de una fuerza recuperadora de constante 18 N/m
y en presencia de una fuerza de friccion viscosa de coeficiente 16 N's/m.

Mediante un motor, se aplica una fuerza armonica F' = F; sin )¢ sobre el cuerpo,
también en la direccion del eje x. En condiciones estacionarias, la expresion de la
trayectoria del cuerpo es z = 0,01sin(Q2t — 7/2) (xrenmytens).

a) Calcula la pulsacion €2, la impedancia mecéanica y la amplitud de la fuerza.

b) Expresa la velocidad del cuerpo en funcion del tiempo y calcula el desfase
entre esta y la fuerza.

Se desconecta el motor:

¢) ;Qué tipo de movimiento hace el cuerpo? Razona y justifica numéricamente
la respuesta.

Solucién: a) 3 rad/s; 16 kg/s; 0,48 N; b) 0,03 sin 3¢; 0

Problema 6.4.10. Considera el sistema de la figura. Cuando estd en equilibrio,
¢ = /.. La polea gira en torno a un eje fijo que pasa por O respecto al cual el
momento de inercia vale I. Presenta una friccion de tipo viscoso que la afecta con
un momento con respecto al eje My o) = —f qi), donde qu es la velocidad angular
y una 3 constante.

Suponemos que, en todo momento, la cuerda se mantiene tensa y no se desliza. Con
el motor parado, I = cte., desplazamos verticalmente la masa m y la soltamos:

a) Escribe la ecuacion de movimiento utilizando la coordenada y.

Ponemos en marcha el motor de forma que L deja de ser constante y se puede
expresar L = CO,,, + rsin(2t + 6,) por el hecho de que CO,,, > r (C es el
punto de contacto cuerda-polea, que en esta aproximacion se mantiene en reposo).

b) Encuentra la nueva ecuacion de movimiento. Figura del problema 6.4.10

¢) Escribe la ecuacion de movimiento de forma canonica (denomina x la nueva
coordenada) e identifica todos los parametros.

d) Grafica la amplitud de las oscilaciones forzadas estacionarias en funcion de
la pulsacion €2 del motor.

Datos:
R=14mm; I =6,0 x 107° kg m*; r = 20 mm

m=107g; k=350N/m; =181 x10"*Nms
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Solucién (unidades S.I.):
a) (gz +m) i+ 2y + k(y + 6, — L) =0

b) (£ +m) i+ 9 + k(y + Ly — CO,,) — krsin(Qt + 6,) = 0

. B . k kr )
of — 2 )iy - Ot + 6,);
c) &+ <2R2(R12+m)>x <R12+m>x <R12+ )sm( + 6,)
———

2
¥ wg B

r=y + éeq - @mot

B 0,169
d) A4,(Q) = /53,0002 +(Q2—8,47)2

Problema 6.4.11. Una boya lastrada por su parte inferior, de masa total m =

R
20 kg, se mantiene en equilibrio en y = 0, donde y es una coordenada vertical, g =
en un liquido de densidad p = 10°kg/m’. Para evitar oscilaciones excesivas, se
ha disefiado de forma que presente un amortiguamiento —80 ¢ (unidades S.I.). La L
parte cilindrica de la boya, de radio R = 0,25 m, siempre toca el nivel del agua. p
Determina:
a) la ecuacion diferencial de movimiento para la coordenada y;
b) el periodo de las oscilaciones, y
m

¢) la posicion en funcion del tiempo, y(¢) , si le damos un empujon cuando esta
en equilibrio de forma que la velocidad inicial es g, = —10 m/s.

. . . . .y . Figura del problema 6.4.11
Debido a un suave y persistente oleaje, recibe una fuerza de excitacion vertical ‘ P
F =100 sin(10t) (unidades S.I.). Determina:

d) la posicion en funcion del tiempo, y(t), para el movimiento estacionario.

Solucion: a) §j+47+96,3y = 0;b) T = 0,654 s;¢) y(t) = 1,041 e 2! sin(9,60 t+
7); d) y(t) = 0,1244 sin(10¢ — 1,66)

Problema 6.4.12. Una particula de 2 kg, unida a un muelle de constante recupera-
dorade 18 N/my a un amortiguador con parametro de amortiguamiento y = 3 s~',
hace un movimiento rectilineo en la direccion z, siendo = = 0 su punto de equili-
brio.

a) Escribe la ecuacion de movimiento.

En el instante inicial, la particula se halla en la posicion z = 0,3 m, con una
velocidad & = —0,2 m/s.

b) Escribe la expresion de su trayectoria.
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Aplicamos a la particula una fuerza armoénica en la direccion x, para que oscile con
una amplitud constante de 0,1 m, y tarda 0,25 s en ir de un extremo al otro de la
oscilacion:

¢) (Cual debe ser el valor de la amplitud de esta fuerza?
d) (Qué velocidad méaxima alcanzara la particula en estas condiciones?

Solucién: a) 7 + 62 + 9z = 0; b) x(t) = (0,3 + 0,7t) e~3%; ¢) F, = 33,383 N; d)
1,257 m/s









7 Problemas y cuestiones

Problema 7.2.3. La fotografia de un pulso ondulatorio en una cuerda en el instante
t = 0 indica que la forma de este es (unidades S.I.)

18 x 10~

y(x70) = 8 + x2

Si la elongacion de la cuerda en el punto x = 5,20 m y en el instante ¢ = 0,40 s
es de 2,25 mm, ;a qué velocidad se propaga esta onda? Si la densidad lineal de la
cuerda es 0,280 kg/m, ja qué tension esta sometida?

Solucién: 13,0m/s; 47,3N

Problema 7.24. Si A, B, C, k, w y ¢ son constantes, ;cual de las funciones si-
guientes representan ondas? ;Cual es la velocidad de propagacion en los casos

afirmativos?
a)y(x,t) = Acos?(kx —wt + ¢) b)y(z,t) = Acoskx coswt
) y(2,1) = FarepT &) y(2,t) = o=t

Solucion: Son ondas las funciones a, b y ¢. Las velocidades son: paraay b, v =

_c
parac,v = %.

Problema 7.2.5. Responde las cuestiones encadenadas siguientes.

a) Escribe una onda armonica que se propague hacia las = decrecientes, de
8,0 mm de amplitud, 230 Hz de frecuencia y 145 m/s de velocidad.

b) ;Qué distancia hay entre dos puntos que, en un instante dado, estan desfasa-
dos m/3rad?

¢) ;Cual es la diferencia de fase de la elongacion en el mismo punto entre dos
instantes de tiempo separados 1,5 x 1072 s?
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Solucién: a) y = 8,0 x 1072 sin(9,966x + 1445¢); b) 0,1051 m; ¢) 2,168 rad

Problema 7.2.6. Dos puntos z, y x, de una cuerda, separados 1,20 m, por la cual
pasa una onda armonica vibran, respectivamente (en unidades S.1.):

1
y; = 0,020sin7 <3t — 2) , Yy, = 0,020 sin7 (3t — 1)
Calcula la velocidad a la cual se propaga la onda, la longitud de onda y la funciéon

de onda.

Solucién: 7,20m/s; 4,80 m; y(x,t) = 0,020 sin 3= (t — z/7,20 — 1/6)

Problema 7.2.7. Considera la onda y(z,t) = 4cos [27 (£ + 555)], donde y y «

se expresan en cm y ¢ en s. Calcula:

a) la diferencia de fase, en un instante dado, entre dos particulas del medio
separadas 210 cm.

b) la diferencia de fase entre dos posiciones y el mismo instante sabiendo que
la particula del medio emplea 1,0s en ir de una de estas posiciones a la otra.

¢) Si una particula determinada, en un momento dado, presenta una elongacion
de 3,0 cm, ;cual sera su elongacion 2,0 s mas tarde?

Solucion: a) 7/4x rad; b) 7/3 rad; ¢) —3,79 cm

Problema 7.2.8. Una onda armoénica transversal se propaga por una cuerda indefi-
nida con una velocidad de 4,0 m/s. En todo instante de tiempo, la distancia minima
entre dos puntos que estan en fase es de 20 cm. Se sabe que, en el origen, x =0y
en el instante inicial, t = 0, la elongacioén es maxima de valor 20 cm. Halla:

a) la amplitud, la longitud de onda y el periodo.

b) la elongacion y la velocidad de un punto z = 0,25 m, una vez transcurridos
t=5/16s.

¢) la distancia minima entre dos puntos con diferencia de fase de 7/3 rad.
d) la diferencia de fase entre dos puntos separados Az = 5cm

Solucion: a) 20 cm; 0,20 m; 0,05s; b) 20 cm; 0m/s; ¢) 3,33 cm; d) /2 rad

Problema 7.2.9. Una onda arménica plana avanza a una velocidad de propagacion
de 32m/s. La amplitud vale 2,3 cm y la frecuencia, 60 Hz. Suponiendo que en el
origen x = 0y en el instante inicial ¢ = 0 la elongacion es maxima, /cuanto valen



la elongacidn, la velocidad y la aceleracion en un punto x = 15,3 m, una vez han
transcurrido ¢ = 2,60 s?

Solucién: —0,88 cm, —8,01 m/s; 1251 m/s”

Problema 7.3.2. Una cuerda larga, de densidad lineal 0,10 kg/m y sometida a 25 N
de tension, se hace vibrar a la frecuencia de 20 Hz y provoca que se propague una
onda armoénica de amplitud 1 cm.

a) Calcula la velocidad a la cual se propaga la onda y su longitud de onda.

b) Escribe una funcion de onda para esta onda sabiendo que, en el instante
inicial £ = 0, la elongacién de la cuerda en el origen x = 0 es 0,50 cm.

¢) Ent = 4s, ;qué elongacion, velocidad y aceleracion transversal tiene el
punto de la cuerda situado a z = 90 cm?

Solucién: a) 15,81 m/s; 0,7905 m; b) y = 1x 1072 sin(wt—kx+7/6); 125,66 rad/s;
7,948 rad/m; ¢) —0,3383 cm; 118,3cm/s; 53,42 m/s?

Problema 7.3.3. Utilizando el analisis dimensional, averigua como pueden ser las
expresiones que proporcionan las velocidades v de la propagacion de estas dos
ondas:

a) las ondas para una cuerda muy larga, de densidad lineal i y sometida a una
tension F';

b) las ondas en la superficie del agua, sobre un estanque o el mar, causadas
por el peso del liquido, cuando la amplitud vertical de las ondas es mucho mas
pequeiia que la profundidad % del agua. Las magnitudes de las cuales pueden
depender estas ondas superficiales son la densidad del agua p, la aceleracion g
de la gravedad y la profundidad h.

Solucion: a) v = k:\/g ; b) v = k+/gh, donde k es una constante sin dimensiones
(un estudio fisico detallado muestra que, en ambos casos, vale 1).

Problema 7.3.4. Se cuelga del techo una cadena larga y pesada, de longitud L y
masa m. Se da una sacudida con la mano a uno de los dos extremos y se provoca
un pulso ondulatorio que sube arriba, llega al techo, se refleja y baja hasta el otro
extremo. Calcula cuanto tiempo tardara el pulso en subir y bajar.

Solucion: At = 4\/§
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Problema 7.3.5. Lavelocidad de las ondas sonoras en el aire viene dada por (7.29):

v [vRT
VM

donde~y = 1,40, R = 8,314 J/molK y M, la masa molar del aire, vale 0,0290 kg /mol.
Haciendo las aproximaciones necesarias, encuentra una expresion simple de la ve-
locidad del sonido en funcion de la temperatura ¢ del aire en grados Celsius, °C,
para temperaturas proximas a los 0°C.

Solucién: En m/s, v(t.) = 331 + 0,606t., si t en °C.

Problema 7.3.6. Cuando un tubo de acero de 200 m de longitud es golpeado en
un extremo, una persona situada en el otro extremo percibe dos sonidos, como
resultado de dos ondas longitudinales, una que se propaga por el tubo y la otra por
el aire, a T' = 20°C. ;Cual es el intervalo de tiempo entre ambos sonidos?

Solucion: 0,549 s

Problema 7.4.1. Con algin programa de matematicas, comprueba graficamente
que las dos funciones periodicas siguientes son equivalentes a los desarrollos en
las series de Fourier indicados:

a) Valor absoluto del sin(wt): f(t) = |sinwt]

() = 2 4 COS2wt+cos4wt+cos6wt+
T 1-3 3.5 5.7

b) Sierra triangular positiva: f(t) =¢, 2rn <t <2n(n+1),n=0,1...

1 1
fit)y = 7—=2 <sint+ isin2t+ gsin3t+ >









8 Problemas y cuestiones

Problema 8.1.3. Hacemos vibrar un alambre tensado de forma que se generan
ondas transversales de 120 Hz de frecuencia y 2,30 mm de amplitud. La densidad
del alambre es 0,010 kg/m y estd sometido a una tension de 100 N.

a) ;Cuanto valen la pulsacion y el nimero de onda?

b) (Cuanta energia por unidad de longitud tiene el alambre? ;Cual es la mi-
nima potencia que debemos suministrar para que la amplitud de las ondas se
mantenga constante?

Solucién: a) 754,0rad/s, 7,540rad/m; b) 0,01504 J/m, 1,504 W
Problema 8.2.2. Por una barra de acero de 4 cm de didmetro, se propagan ondas
longitudinales de amplitud 1,0 x 107°> m y frecuencia 30 Hz. Calcula:

a) La funcion de onda que se propaga a lo largo de la barra.

b) La energia de la barra por unidad de volumen.

¢) La potencia media y la intensidad que se propagan a través de la barra.
Solucién: a) s = 1,0x107° sin(0,03722 z—188,5t) (unidades S.1.); b) 0,0139 J /m’;
¢) 88,2mW; 70,2 W/m’
Problema 8.3.2. Responde las cuestiones encadenadas siguientes:

a) (Cual es la intensidad y el nivel de intensidad de una onda sonora en el
aire que tiene una amplitud de presion acustica de 0,20 Pa? ;Qué porcentaje
representa esta amplitud con respecto a la presion atmosférica?

b) (A qué amplitud de la onda sonora de desplazamiento se corresponde si la
frecuencia del sonido es de 440 Hz?

Nota: Supon que la impedancia acustica del aire es de 418 rayl.
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Solucidén: a) 4,6 x 107°W/m?; 76,6 dB; 2,0 x 107*%; b) 1,73 X 10~"m

Problema 8.3.3. Una onda sonora plana en el aire, de 100 Hz de frecuencia, tiene
una amplitud de 7,7 x 10~°m. Si la presion del aire es de 1 atm = 1033 hPay la
temperatura es de 15°C, determina:

a) la impedancia acustica del aire.

b) la intensidad y el nivel de intensidad de la onda sonora.

¢) la amplitud de la onda de presion acustica correspondiente.
Solucion: a) 425 rayl; b) 4,97 x 1072 W/m?; 97,0dB; c) 2,06 Pa
Problema 8.3.4. Sabiendo que las impedancias acusticas del aire y del agua son
418rayl y 1,45 x 10° rayl, respectivamente:

a) (Cual es la razon de las amplitudes de las presiones acusticas de dos ondas
de la misma frecuencia, una en el agua y la otra en el aire, que tienen la misma
intensidad?

b) Si las amplitudes de las presiones acusticas de ambas ondas fueran iguales,
(cudl seria la razon de sus intensidades?

Solucion: a) 58,9; b) 2,88 x 10~*
Problema 8.3.5. El sonido de una explosion de 0,25s de duracion deja de ser
percibido a partir de los 80 km del punto donde se ha producido. La intensidad

umbral para este sonido es 8 x 107*2 W /m?. Suponiendo que el sonido se propaga
como una onda esférica sin pérdidas de energia, determina:

a) la energia acustica involucrada en el sonido de la explosion.
b) la distancia a la cual el nivel de intensidad es de 50 dB.

¢) ;Cuantas explosiones juntas y simultaneas serian necesarias para que el nivel
de intensidad, a la distancia del apartado b, fuera de 70 dB?

Solucion: a) 0,161 J; b) 253 m; ¢) 100
Problema 8.3.6. La intensidad de una onda plana se ha reducido en un 30 % des-
pués de atravesar 12 cm de un material absorbente.

a) ;Cuanto vale el coeficiente de absorcion del material para este tipo de onda?

b) (Qué distancia habia atravesado la onda en el instante en que la intensidad
era el 90 % de la inicial?



Solucién: a) 2,97m~'; b) 3,55 cm

Problema 8.3.7. Dos cables, de densidades diferentes, se sueldan uno a continua-
cion del otro y se someten a una tension determinada. Se propaga una onda por el
primer cable y, al llegar a la soldadura, una parte se refleja y la otra se transmite.
Sabiendo que la amplitud de la onda reflejada es la mitad que la de la onda trans-
mitida y que la velocidad de las ondas del primer cable es el doble de la de las del
segundo:

a) ;Qué relacion existe entre las amplitudes de las tres ondas?

b) ;Qué porcentaje de la potencia incidente se transmite? ;Qué porcentaje se
refleja?

s, _ Arp __ 1. _ _ 2. _ 1. —
SOluclon.a)aR—T}j—E,GT—ﬁ—g,b)pR—ﬁ—g,pT—ﬁ—§

kS

Problema 8.3.8. Una onda armdnica longitudinal atraviesa una interfaz acero —
cobre. La onda incidente tiene un periodo de 1,0 x 10~* s y una longitud de onda
de 5,05 m, siendo su amplitud 2,0 x 10~° m. Si se observa que la onda transmitida
tiene una longitud de onda de 3,71 m, calcula:

a) la velocidad de propagacion de las ondas en cada medio.
b) los coeficientes de transmision y reflexion acero — cobre.
¢) la proporcion de energia que se refleja y transmite.

d) la amplitud de la onda reflejada.

Datos: Las densidades del acero y el cobre empleados son p,.., = 7850kg/m’,
Pe = 8960 kg/m?, respectivamente. Los modulos de Young los encontraras en la
tabla 7.1.

Solucion: a) v,.,, = 5050m/s; v, = 3710m/s; b) 1,088; 0,0878; c) 0,771 %;
99,23 %: d) 1,76 x 10~ m

Problema 8.3.9. En un sistema de ecografia de un hospital, el transductor —la
parte que emite los ultrasonidos— es de aluminio.

a) Considerando que los ultrasonidos salen del aluminio, pasan por el aire y
llegan al cuerpo, (qué porcentaje de la potencia de los ultrasonidos entra en el
cuerpo?

b) Si ahora interponemos glicerina, en lugar de aire, entre el transductor de
aluminio y el cuerpo, ;cuanto vale ahora el porcentaje de la potencia de los
ultrasonidos que entra en el cuerpo?
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Datos: Toma la impedancia acustica del cuerpo como la del agua, 1,45 x 10° rayl;
para las impedancias del aire y del aluminio, toma 418 rayl y 13,7 x 10° rayl, y para
la glicerina, 2,46 x 10° rayl.

Solucion: a) 1,41 x 107°%; b) 48,2 %

Problema 8.3.10. Consideramos dos cables, de secciones S, y .S, y densidades
lineales 44, y j4,, soldados en un punto y sometidos a una tension F'. Las expresiones
para las amplitudes y potencias transmitidas y reflejadas de las ondas transversales
se rigen por las mismas expresiones que en el caso longitudinal, con la impedancia

: . _ 7] F o Vi
correspondiente: Z;, = p,v;, = 5y /E = \/FTi'
Aplica estos conocimientos al caso siguiente:

Dos cables, uno de cobre y el otro de acero, de 1 mm de radio cada uno, se unen
para formar un cable mas largo. La tension del conjunto es de 50 N. Una onda de
10 Hz se propaga desde el cobre hacia el acero con una amplitud de 2,0 mm.

a) Calcula la longitud de onda de la onda en cada cable.
b) Calcula los coeficientes de transmision y de reflexion.
Datos: Densidad del cobre: p., = 8900 kg/m’; densidad del acero: p,, = 7800 kg/m*

Solucién: a) 4,23 m; 4,52m; b) 1,033; 0,033

Problema 8.4.3. Una onda armoénica de 1 cm de amplitud se superpone a otra onda
de 2 cm de amplitud, desfasada con respecto a la primera en —7 /3 rad. ;Cuéles son
la amplitud y el desfase de la onda resultante con respecto a la primera?

Solucién: 2,646 cm; —0,7137 rad

Problema 8.4.4. En los puntos S; = (0,3) y S, = (4,0) (unidades S.1.), hay
dos fuentes coherentes de ondas sonoras esféricas de 100 Hz. Las amplitudes a una
distancia de 1 m de las fuentes son 1 x 1072 Pay 3 x 1077 Pa, respectivamente. El
sonido se propaga a 340 m/s.

a) Si las fuentes emiten en fase, ;cuanto valdra la amplitud de la presion actstica
en el origen (0,0)?

b) (Cuanto se deberia avanzar la segunda fuente con respecto a la primera para
que, en el origen (0,0), hubiera una interferencia constructiva?

Solucion: a) 0,190 x 10~* Pa; b) 1,85 rad
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Problema 8.4.5. Como se muestra en la figura, el sonido de un diapason de 440 Hz
entra en un tubo por A, se bifurca en dos ondas que van por dos caminos, el ABD y
el AC D,y después se vuelven a juntar en el punto D, donde interfieren. La longitud
del camino ABD es 250 cm, mientras que la longitud maxima inicial del camino
ACD es también 250 cm, pero se va reduciendo lentamente —mientras suena el
diapason— hasta los 75 cm.

A

JTITIVIVIYATYYFNVARARTRITY C

Si la velocidad del sonido es de 340 m/s, /por cudntos minimos y maximos pasa
la intensidad del sonido resultante durante la reduccion de la longitud AC D?

Solucion: Maximos, 2: ACD = 173 cm; 95 cm; minimos, 2: ACD = 211cm;
134 cm

Problema 8.4.6. Dos altavoces alineados con una persona emiten coherentemente
ondas planas sonoras de la misma frecuencia 440 Hz. La velocidad del sonido es
de 340 m/s.

a) Si emiten en fase, ja qué distancia uno del otro deben estar los altavoces para
que la persona no oiga nada?

b) Si siguen emitiendo coherentemente, pero ahora la fase del altavoz mas pro-
ximo esta avanzada /3 rad con respecto al otro, en cudnto cambian las dis-
tancias anteriores?

Solucion: a) 0,39m; 1,16 m; 1,93 m...; b) Todas 0,13 cm menos.

Figura del problema 8.4.5

Figura del problema 8.4.7
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Problema 8.4.7. Enun laboratorio, en el cual la velocidad del sonido es de 340 m/s,
dos altavoces Ay B, que emiten ondas sonoras planas de 791 Hz, estan encarados
y separados 11 m, tal como se ve en la figura. Un sondémetro C' esta situado so-
bre la recta que los une, a 5m de B. El altavoz A proporciona una intensidad de
0,75W/m*y B, de 0,25 W/m’.

a) Si los dos altavoces emiten sin coherencia, /cuanto vale el nivel de intensidad
B, registrado por el sondmetro C?

b) Si los altavoces emiten coherentemente y en fase, ;qué diferencia de fase
habra entre el sonido de Ay B al llegar al sonémetro C'?

¢) ;Qué distancia minima 9, tendriamos que desplazar el sonémetro C hacia B
para que experimentara un maximo de intensidad? Y qué d, para experimentar
un minimo?

d) ;Qué nivel de intensidad medira el sondmetro en el maximo y en el minimo?

Solucion: a) 120dB; b) 2,051 rad; ¢) 6, = 14,5cm; 6, = 3,7cm; d) 122,7dB;
111,3dB

Problema 8.4.8. , en y = +d/2, como se ve en la figura. Por medio de un ampli-
ficador de audiofrecuencia, emiten en fase sonidos de frecuencia f.

y P(D, U)g Figura del problema 8.4.8
sl =
| . Y
d/2 ﬁ ’
— 3 D >d z
d/QL }Ci oo
S|

Un observador se desplaza desde y = 0 por una recta paralela al eje y, situada a
una gran distancia D de este eje. Sid < Dy y < D:

a) Demuestra que el observador percibira los primeros maximos de intensidad
sonora a las distancias:

Do

Yeonst = 1 d f amb TL:07 13 2.

siendo v la velocidad del sonido.

b) Cond = 2my D = 80m, y suponiendo v = 340 m/s, ;para qué frecuencia
la distancia entre dos maximos consecutivos de intensidad es de 3,0 m?

Solucion: 4,53 kHz
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Problema 8.4.9. En los puntos A = (0;4;0) y B = (8;0;0) (unidades S.I.) del
aire libre hay dos focos sonoros puntuales de 1 mW y 2mW de potencia, respecti-
vamente, que pueden emitir en fase ondas esféricas. Si la velocidad del sonido es
de 340 m/s, averigua:

a) la diferencia de fase con que llegan las dos ondas en su origen si la frecuencia
de ambos focos es 200 Hz.

b) las frecuencias comprendidas entre 200 Hz y 1500 Hz con que tendrian que
emitir simultaneamente los dos focos para que hubiera una interferencia des-
tructiva en su origen.

¢) (Cuales son las intensidades con que llegan las dos ondas —por separado—
al origen?

d) Si los focos emiten con una frecuencia para la cual hay interferencia des-
tructiva en el origen, ;cuanto vale la intensidad del sonido? ;Y si emiten dando
lugar a una interferencia constructiva?

Solucion: a) 14,784 rad; b) 212,5 Hz; 255,0 Hz, ..., 1,445 kHz; 1,488 kHz;
) 4,97 uW/m?; 2,49 uW/m?; d) 0,427 uW/m?; 14,50 uW/m?

Problema 8.5.4. La frecuencia fundamental de una determinada cuerda de un vio-
lin, de longitud L, es 196 Hz. Si el violinista quiere obtener una frecuencia funda-
mental de 440 Hz, qué longitud ha de tener la cuerda?

Solucion: 0,445L

Problema 8.5.5. La primera y la tltima cuerdas de un piano estan afinadas a 33 Hz
y 4186 Hz, con longitudes de 198 cm y 5,1 cm, respectivamente. Si ambas cuerdas
estan sometidas a la misma tension, jcuanto vale el cociente entre las densidades
lineales efectivas de ambas cuerdas?

Solucién: 10,68

Problema 8.5.6. En la figura, se muestra una varilla F' que efectia vibraciones
sinusoidales de 100 Hz que excitan la cuerda horizontal AB de longitud 120 cm,
tensionada por la masa M, de peso 2,25 N, que se mantiene practicamente inmavil.
Se obtiene asi un sistema de ondas estacionarias que presentan un nodo en la pro-
ximidad inmediata de la extremidad A de la varilla y otro nodo en el punto B que
estd en contacto con la polea. Entre estos dos nodos, se encuentran cuatro vientres.
La amplitud de las vibraciones de los vientres es de 10 mm.

Determina:
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a) la longitud de onda de las vibraciones y su velocidad de propagacion.
b) la velocidad maxima de un punto de la cuerda que corresponde a un vientre.

¢) la amplitud de las vibraciones del punto de la cuerda situado a 35cm de la
extremidad A.

d) ;Cual tendria que ser el peso de una nueva masa M’ suspendida de la cuerda
si se quisieran obtener tres vientres en lugar de cuatro?

Solucién: a) 0,60 m; 60m/s; b) 6,28 m/s; ¢) 5mm; d) 4N

Problema 8.5.7. Una onda estacionaria en una cuerda eléstica de 6,00 m de lon-
gitud viene descrita por la funcién (unidades S.I.):

LT
y(x,t) =2,0 x 1072 sin (530) cos(mt)
a) Representa esquematicamente la onda estacionaria, indicando las posiciones
de los nodos y de los vientres. {En qué armoénico vibra la cuerda?
b) Calcula la velocidad de propagacion de la onda en la cuerda.

¢) Escribe las funciones de las ondas arménicas que generan esta onda estacio-

naria.
d) ;En qué instantes estara la cuerda completamente recta?

e) (En qué puntos de la cuerda y para qué instantes la velocidad transversal sera
maxima? ;Qué valor tendra esta velocidad?

f) ;Cuando sera cero la velocidad transversal de la cuerda?

g) (En qué porcentaje se tendria que aumentar la tensiéon para que se formaran
ondas estacionarias con un vientre menos?

Solucién: a) 3, armonico; b) v = 2,00m/s; ¢) y, (x,t) = 1,0x 1072 sin(x/2—7t);
y (z,t) =1,0 x 107* sin(z/2 + 7t); d)t =n+1/2s,n =0, 1, 2, 3...;e) En
los vientres, z, = 1,3, 5m, parat = n + 1/2s; v = 6,28m/s; f) t = ns; g)
125%

Figura del problema 8.5.6



Problemas y cuestiones %

Problema 8.5.8. Dos cuerdas idénticas, fijadas por los extremos, de 100 g de masa
y 1 m de longitud, estan sometidas a tensiones de 200 N y 205 N, respectivamente.

a) Si las dos cuerdas vibran en el tercer armonico, calcula la frecuencia de los
latidos resultantes de la superposicion de los sonidos generados por cada cuerda.

A continuacion, se hace vibrar inicamente la cuerda de tension 200 N con el armo-
nico fundamental. Si la amplitud en un punto situado a 20 cm de un extremo es de
1,0 cm, determina:

b) la velocidad maxima del movimiento transversal de este punto de la cuerda.

¢) la elongacion en este punto en el instante ¢ = 0, sabiendo que en este instante
la elongacion en el centro de la cuerda es maxima.

Solucion: a) 0,833 latidos/s; b) y = 1,41 m/s; ¢) y = 1,00 cm

Problema 8.5.9. El extremo A de una cuerda horizontal esta fijado en la pared y
el B pasa por una polea sin friccion y se le cuelga un cuerpo de masa M.

S B Figura del problema 8.5.9

La frecuencia del sonido fundamental emitido por la cuerda es 392 Hz. Si el cuerpo
se sumerge totalmente en agua (v. figura), la frecuencia baja a 343 Hz. Calcula la
densidad del cuerpo.

Solucién: 4270 g/cm’

Problema 8.5.10. Una cuerda de 28,28 cm de longitud y 0,050 kg/m de densidad
lineal se une a una segunda cuerda de densidad lineal la mitad que la de la primera.

Figura del problema 8.5.10

Uno de los extremos se fija a una pared y el otro se hace pasar por una polea y se
le cuelga un peso de 100 N. La longitud de esta segunda cuerda, entre la union S
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y la polea P, es de 100 cm. Queremos que a lo largo de ambas cuerdas se formen
ondas estacionarias, de forma que en el punto de union S haya un nodo, tal como

se muestra en la figura.

(Cual es la frecuencia mas baja que podemos aplicar a las cuerdas? En este caso,
(cuantos vientres habra a lo largo de las dos cuerdas?

Solucion: 158,1 Hz; 7 vientres.

Problema 8.5.11. Una cuerda de 1,40 m de longitud y 2,00 g de masa se une a otra,
de 1,00 m de longitud y 4,98 g de masa. El conjunto se hace vibrar a 120 Hz.

a) ;A qué tension maxima se deberia someter para que se formaran ondas es-
tacionarias estando la soldadura en un nodo? ;Cudntos vientres habra en cada

cuerda en este caso?
b) ;/Qué otras tensiones inferiores también satisfacen esta condicion?

Solucion: a) 17,9N; 3y 4 vientres; b) 4,48 N; 1,99 N...

BN

i

7 0 Figura del problema 8.5.12

=
N
>

Lt o b

Problema 8.5.12. Queremos medir la velocidad del sonido en el aire. Por eso, co-
mo se muestra en la figura, disponemos de un altavoz A, que emite sonido armdnico
del cual podemos controlar la frecuencia entre 400 y 1200 Hz, y de un tubo 7" de
1 m de longitud lleno de agua hasta una altura, que podemos modificar subiendo o

bajando un deposito D.

La longitud de aire del tubo, y, la medimos con una regla paralela al tubo. Con
el altavoz funcionando a 700 Hz, vamos bajando el nivel del agua y observamos
que, cuando y; = 20,3 cm, hay resonancia. Si continuamos bajando, la posicion
siguiente del nivel para el cual hay resonancia es y, = 44,6 cm.

a) ;Cuanto vale la velocidad del sonido en el aire del interior del tubo?

b) Con una frecuencia de 1000 Hz y con el agua llenando totalmente el tubo,
vamos bajando el nivel hasta llegar a la primera posicion de resonancia y, =
10,0 cm. Halla todas las demas posiciones para las cuales resonara el tubo.
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¢) Si, después, se deja el tubo con una columna de aire fija, y = 50 cm, ;a qué
frecuencias resonara?

Solucion: a) v = 340,2m/s; b) y, = 27,0cm; y; = 44,0cm; y, = 61,0cm;
ys = 78,0 cm; ys = 95,0cm; ¢) 510 Hz; 851 Hz; 1191 Hz

Problema 8.5.13. Disponemos de un tubo cilindrico abierto por los dos extremos
que excitamos con ondas sonoras de frecuencia variable. Se observan dos frecuen-
cias de resonancia consecutivas: 360 Hz y 540 Hz.

a) Si cerramos uno de los dos extremos y lo excitamos de nuevo: ;cuales son
las tres primeras frecuencias a las cuales resonara ahora?

b) Si el tubo tiene 0,950 m, ¢cudl es la temperatura del aire interior?

Solucién: a) 90 Hz, 270 Hz; 450 Hz; b) 18,2° C

Problema 8.6.2. Un dia en que la temperatura es de 35°C, el conductor de un tren
exprés, que circula a 110 km/h, ve mas adelante un tren de cercanias que va por la
misma via. Para determinar la velocidad a la cual va el de cercanias, hace sonar su
silbato de 1000 Hz y escucha el eco de 1060 Hz de frecuencia.

a) ;A qué velocidad se propaga el sonido?

b) Suponiendo que no hace viento, ;ja qué velocidad se desplaza el tren de cer-
canias?

Solucion: a) 352 m/s; b) 73,3 km/h

Problema 8.6.3. En un dia que no hace viento y la velocidad del sonido es de
340 m/s, una sirena que emite un sonido de 1000 Hz se mueve alejandose de un ob-

servador en reposo y dirigiéndose hacia un acantilado a una velocidad de 36,0 km /h.

(Cuanto vale la diferencia entre las frecuencias de las dos ondas sonoras —la direc-
ta y la reflejada por el acantilado— que llegaran al observador? ;A qué velocidad
tendria que ir la sirena para que se pudieran oir latidos de 8,0 Hz ?

Solucion: 58,9 Hz; 4,90 km/h

Problema 8.6.4. Un detector de movimiento de un objeto podria consistir en una
fuente de ondas armonicas de frecuencia f, y un detector de frecuencia de los lati-
dos f, que se obtienen al superponer las ondas directas de la fuente con las ondas
reflejadas por el objeto. Si el objeto no se desplaza con respecto a la fuente, f, = 0.
Si se acerca a la fuente o se aleja a una velocidad v, mucho mas pequefia que la
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velocidad c de las ondas en el medio, demuestra que la frecuencia de los latidos es

fo= 2f0%~

Problema 8.6.5. Un avion supersonico que se desplaza horizontalmente a Mach
= 1,50, pasa por la vertical de un observador que se encuentra al aire libre un
dia en que la velocidad media del sonido es 335 m/s. Si este observador ha debido
esperar 3,20 s para oir el avion desde que lo ve pasar por encima, ja qué altura esta
volando el avién?

Solucion: 1438 m

"Mach = M es la relacion entre
la velocidad de un objeto, v, y la
velocidad de las ondas en el medio
M= %









Soluciones a las cuestiones

Capitulo 1

1.7.1:¢,1.7.2: e.

Capitulo 2

2.1.1:b,2.1.2:a,2.1.3: e.

22.1:d,222:¢,2.2.3:¢,2.24: ¢.

2.3.1:e.
24.1:e,242:a,243:a,24.4:¢,24.5:b,2.4.6:b,24.7:d,2.4.8:¢,2.4.9: c.

25.1:d,2.52:b,2.53:a,2.54:d,2.5.5: ¢.

Capitulo 3

32.1:¢,322:b,323:a,324:¢,3.25:a,32.6:b,327:¢,3.28: e 3.29: e,
3.2.10: c.

3.3.1:d.
34.1:b,3.4.2:d,3.43:¢c.

Capitulo 4

43.1:¢,432:b,433:¢,43.4:a,43.5:a,43.6:d.



% Anexos

451:a,452:a,453:¢,454:¢,4.55:a,456:¢,457:e,458:a,45.9: e,
45.10:b,4.5.11:a,4.5.12: ¢,4.5.13: ¢,4.5.14: b,4.5.15: ¢,4.5.16: b, 4.5.17: e.

4.7.1:b,4.7.2:e,4.7.3: b.

Capitulo 5

52.1:e,522:d,523:¢,524:a.525:¢,52.6:¢,52.7:d,528:¢,529: ¢,
52.10:¢,5.2.11: b,5.2.12: ¢,5.2.13: ¢,5.2.14: ¢,5.2.15: b, 5.2.16: e.

53.1:a,532:d,533:a,53.4:a,53.5:d,5.3.6:d.

Capitulo 6

6.2.1:b,6.22:¢,62.3:d,62.4:d,6.2.5: a.
6.3.1:a,63.2:e,633:c.

64.1:¢,642:b,643:d,64.4:b,64.5:d,64.6:¢,64.7:a,64.8:b, 6.4.9:d.
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Relaciones trigonomeétricas

Tablas

sina + cos’a =1

sin o

tana = cosa

sin(a £ ) = sina cos B £ cos « sin 3

_ tanattanf
tan(a + B) ~ 1Ftan o tan B

cos(aw = ) = cos cos § F sina sin 8

: 3 ogin (LB a—p
sina + sin § = 2sin (T) cos (T)

sina — sin 3 = 2 cos ("‘+B
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Derivadas

Funcién: F(z)

Derivada: 22 (”:)

af(zx) +9(z)

df(»b) + dg(»b)

f()g(x) dfi g(x >+ng ())
583 = f(x)g(x)™" s g(aug)(y{(dn) g

f(x)n TLf( )n 1df ac)

f(gixi) WT(Q‘J)(x) dili(;)
iy

f~*(z) es la funcion inversa de f; por ejem-

plo, y = arcsin x es inversa de z = siny

_1_
daf (y)
W ly=r=1)

o o
a” a® Ina
sinx cosx
cos T —sinx

1
tan x oz
Inz 1

X

1
log Zina

Integrales

Funcién: F(z)

Integral: [ F(z)dx

af(z)+g(z) a [ f(z)dz+ [g(x)dx
xz" conn # —1 %_Hx”“
L=z Inx

e’ e’

a”® %

sinx —Ccosw

cosx sinx

tan x —In(cos z)

Inx —r+xlnzx
[FEme=)) =)
ﬁ arcsin

s In(z 4 V2% — a?)




Centros de masa

(sin la tapa

Arco de cir- L = 2Ra ]
cunferencia Fog = R sino , 0
@
Sector de S = Ra )
circulo Fog = M 0
3a ’
_1
S=35bh
Triangulo ar- La distancia de una base 14
bitrario al C'S es 3 de la correspon-
diente altura h;
Caparazon
semiesférico

inferior)

27 R?
Semiesfera Vo= 3

i 3R
(maciza) Fos = (0, 0, = )
8

TR?h

Cono (maci- v = 3
. h

ZO) Tcs = <07 07 Z )

Anexos %

Tom de cuerpos homogéneos
simples con respecto a los siste-
mas de referencia indicados
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Reacciones de los soportes

Cable o cuerda tensa. La fuerza que hace el cable va
en la direccion del cable. El sentido siempre es el del
lado del cable o la fuerza se anula (cable no tenso).

Contacto regular liso. Reaccion N normal al plano
tangente a la superficie regular en el punto de contac-
to.

Contacto regular/singular liso. Reacciéon N normal
al plano tangente a la superficie regular en el punto de
contacto.

Contactos rugosos. A la reaccion normal IV, hay que
afiadir una fuerza de friccion F';. En caso de que los
cuerpos no se muevan, |F;| < u |N|, donde y es el
coeficiente de friccion. Al maximo valor de |F|, se
llega cuando hay inminencia de movimiento.

Contactos extensos. Reaccion N normal a la super-
ficie de contacto. No tiene por qué pasar por el centro
de masa.

Contactos extensos (vuelco inminente). Reaccion NV
normal a la superficie del soporte aplicada en el punto
donde se concentra el contacto.

Carretes (sin friccion). Es el mismo caso que los con-
tactos lisos.

Articulacion. Reaccion ﬁ, en general desconocida,
que en 2D son dos componentes. Si hay friccion (en-
tre las superficies en contacto en la zona de la articu-
lacion) o no hay articulacion sino empotramiento, hay
que afiadir un par de momento M. Su valor maximo
dependera de la naturaleza del contacto.

=)

Guias. Reaccion normal a la guia. Si el contacto es ru-
g0s0, debemos afiadir la friccion F'; y puede que tam-
bién un par de friccion M.

NNKREM A




Anexos %

Momentos de inercia

1 de cuerpos homogéneos sim-
ples con respecto a los ejes indi-

grueso: cados

1
I= §m (R?+ R3)
Cilindro disco: H =0
macizo: R, =0

delgado: R, = R,

maciza: I = ngz
5

Esfera 9

vacia: [ = ngz

ortoedro / rectangulo:

Ortoedro

barra:a=01i¢=0
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Constantes

Nombre de la constante:

Valor:

Numero

3,1415926536

Nomero e = lim (1 + %L)"

n—o0o

2, 718281285

1

Constante de Coulomb, k = —
[0]

8,987551788 x 10° Mo

Carga elemental, e

1,602177 x 10~*°C

Numero de Avogadro, N,

6,022137 x 10%

Constante de Boltzman, k

1,380658 x 10% &

Constante de los gases ideales, R = N, k

8,31451

mol K

Constante de gravitacion, G

6,6726 x 10*“%

Masa del electron, m.,

9,109390 x 10" kg

Masa del proton, m,

1,672622 x 10~*" kg

Masa del neutrén, m,

1,674929 x 10~*" kg

Velocidad de la luz, ¢

2,99792458 x 10° 7

Aceleracion de la gravedad en la superficie
de la Tierra, g

Valor estindar: 9,81 3.
En Barcelona: 9,804 3

Radio de la Tierra, R,

6370 km

Masa de la Tierra, M

5,08 x 10* kg
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