EDICIONS VIRTUALS

Joan Rodriguez Jordana

Ajust d’observacions
El metode dels minims quadrats amb
aplicacions a la topografia

EDICIONS UPC



Joan Rodriguez Jordana

Ajust d’'observacions

El metode dels minims quadrats
amb aplicacions a la topografia



Primera edici6: maig de 1999

Aquesta publicacié s'acull a la politica de normalitzacio linguistica
i ha comptat amb la col-laboracié del Departament de Cultura i
de la Direccié General d'Universitats, de la Generalitat de Catalunya.

En col-laboracié amb el Servei de Llengues i Terminologia de la UPC
Disseny de la coberta:  Edicions UPC
© Joan Rodriguez Jordana, 1999

© Edicions UPC, 1999
Edicions de la Universitat Politecnica de Catalunya, SL
Jordi Girona Salgado 31, 08034 Barcelona
Tel. 93 401 68 83 Fax 93 401 58 85
Edicions Virtuals: www.edicionsupc.es
e-mail: edupc@sg.upc.es

Produccié:  CBS - Impressio digital
Pintor Fortuny 151, 08224 Terrassa (Barcelona)

Diposit legal: B-27704-99
ISBN: 84-8301-318-5

Son rigorosament prohibides, sense I'autoritzacié escrita dels titulars del
copyright, sota les sancions establertes a la llei, la reproduccié total o
parcial d'aquesta obra per qualsevol procediment, inclosos la reprografia
i el tractament informatic, i la distribucié d'exemplars mitjangant lloguer o
préstec publics.



Introduccio

El tractament de les observacions topografiques destinades a calculs altimetrics o de coordenades
mitjancant procediments com les triangulacions o els itineraris, ha estat, tradicionalment, objecte
d'estudi. Els manuals classics de topografia estan dedicats, en gran part, a descriure sistemes, més o
menys enginyosos, per analitzar, compensar i corregir els errors en les observacions.

Aquests metodes, si bé tenen el merit de treure conseqiiencies de 1'experiéncia i articular-les en forma
de protocols sistematitzats, no sén, en general, rigorosos en l'analisi de la transmissié de 1'error de les
observacions als resultats calculats a partir d'aquestes observacions.

En els nostres dies no hi ha dubte que I'enfocament adequat consisteix a considerar les observacions
com variables aleatories i a aplicar 1’analisi estadistica a la propagaci6 de l'error. Els metodes basats
en el criteri dels minims quadrats permeten articular una teoria coherent en torn d'aquest problema, i la
prevencié que han suscitat en una altra &poca, a causa que es tradueixen en forca operacions matricials,
actualment ha desaparegut gracies als moderns sistemes de calcul automatitzat.

Aquest manual €s el fruit de 1’experiencia docent en els estudis d’Enginyeria Técnica en Topografia de
I'Escola Universitaria Politecnica de Barcelona, on la formacié matematica t€ dues vessants. Una de
matematiques generals, on s’introdueixen els temes imprescindibles d’algebra i calcul, practicament
comuns a qualsevol enginyeria, i una altra, on s’emmarca 1’ajust d’observacions, dedicada a la
introduccié de conceptes matematics propis de la topografia la geodesia, la cartografia o la
fotogrametria. En aquest sentit, el temari esta dissenyat d’acord amb la utilitat especifica en aquestes
materies.

A causa de 1’escassetat de literatura que tracti 1'ajust d'observacions per metodes de minims quadrats
aplicats a la topografia en llengua castellana i, molt menys en llengua catalana, i que les referéncies més
corrents en aquest ambit no sén gaire assequibles, s’han anat elaborant uns apunts, cada any més
complets, que han desembocat en el present manual. Estd pensat com la continuacié natural d’un curs
(imprescindible) de fonaments d’estadistica per a estudiants de materies relacionades amb la topografia
i, en aquest sentit, pot ser d’utilitat per a estudiants de qualsevol enginyeria que inclogui aquestes
materies en els seus programes.

L’enfocament que s’ha donat €s el de la inclusi6 seqiiencial de conceptes seguint la metodologia de la
majoria de tractats en la materia com, per exemple, [LAU83] i [LIN63]. El capitol primer
d’observacions directes serveix per fer la connexio entre els metodes estadistics i el metode dels
minims quadrats, i per introduir els conceptes d’observacié ponderada i de matriu de covariancia. En el
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capitol segon, dedicat a observacions indirectes, s’estudia 1’aplicacié del metode dels minims quadrats
a problemes com la compensacié d’anivellacions, el calcul de coordenades mitjangant triangulacions o
I’estimaci6 dels parametres d’una transformacié de semblanca. La distincid, aparentment innecessaria,
entre observacions ponderades i equiprobables és ttil per il-lustrar diferents formes d’incloure pesos
en les equacions. El capitol tercer esta dedicat a 1’ajust d’observacions mitjangant equacions de
condicid i té com a principal aplicacid, en I’ambit de la topografia, la compensacié d’itineraris. En
aquest cas ja no es fa la distincid entre observacions ponderades i equiprobables.

En tots tres capitols s’ha procurat mantenir 1’equilibri entre el rigor formal propi d’un text de
matematiques i el punt de vista practic, enfocat a les aplicacions, d’un text de topografia, ja que aquest
manual no pretén ser ni una cosa ni 1’altra, pero si recollir certes caracteristiques d’ambdues.

En I’aspecte matematic, la finalitat principal és la d’explicar el significat analitic (de minim local
condicionat o no), probabilistic (de maxima versemblanga) i estadistic (d’estimacié parametrica) del
criteri dels minims quadrats, aixi com la utilitat de 1’analisi estadistica per a 1’estudi de la propagacié
de I’error. D’altra banda, des del punt de vista formal, s’ha posat especial interés que 1’exposicié sigui
clara i les idees que s’introdueixen siguin facilment identificables en forma de definicions o enunciats
de proposicions, a banda dels comentaris en forma d’observacions. Quant a les demostracions, només
es fan aquelles que son senzilles i no suposen conceptes matematics allunyats de 1’ambit dels temes
tractats. En altres casos se substitueixen per justificacions més o menys intuitives o s’obvien perque es
tracta d’enunciats prou coneguts de I’estadistica o perque, en algun punt anterior del llibre, s’ha
demostrat un resultat analeg.

En I’aspecte practic, s’ha posat especial émfasi en la utilitat dels conceptes matematics introduits, i en
el fet que cada una de les possibles aplicacions estigui il-lustrada amb exemples. En un material docent
de les caracteristiques d'aquest manual, per tal de no perdre credibilitat en les aplicacions concretes, €s
important que, tant com sigui possible, les dades provinguin de casos reals. Per aix0, en general estan
tretes de llibres i, en aquests casos, es dona la referéncia. Els calculs i algunes representacions
grafiques que surten en aquests exemples, encara que siguin acadeémics, serien impossibles de fer sense
la utilitzaci6 d’algun assistent informatic. S’ha escollit MAPLE V perque, a més del seu alt nivell de
prestacions, és el programa per al qual la UPC t€ llicencia de Campus i, per tant, esta disponible en la
majoria de sales de calcul a que tenen accés els estudiants d’aquesta Universitat. S’han mantingut les
sentencies del llenguatge MAPLE, evidenciant-les mitjancant un canvi de format de lletra, per
incentivar els estudiants que utilitzin aquests tipus de programes, sense els quals dificilment podrien
practicar amb els exercicis proposats.
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1 Observacions directes 1

1 Observacions directes

1.1 Introduccio

Sigui U el valor d'una magnitud fisica desconeguda que volem mesurar. Per exemple, una distancia.
Suposem que fem n mesures ui, uo, ...,u, d'aquesta quantitat. Evidentment, si no es vol una bona
precisié i s'arrodoneixen les mesures a una unitat gran, com per exemple el metre, els n valors
resultaran iguals. Pero si busquem una bona precisié i arrodonim al mil-limetre obtindrem, en general,
n valors diferents.

Aix0 és degut a que tota observacié esta sotmesa a error. Encara que s'hagin eliminat els errors
sistematics deguts, per exemple, a la temperatura ambient o a les caracteristiques de 1'aparell utilitzat,
sempre hi ha multitud de factors imponderables que contribueixen a I'existencia de fluctuacions
estadistiques en el resultat de la mesura i que fan que dues mesures diferents de la mateixa magnitud,
fetes per la mateixa persona en les mateixes circumstancies, donin resultats diferents.

Hem de distingir, doncs, entre la magnitud observable, el vertader valor de la qual, U, és
intrinsecament desconegut, i les observacions ui, que son conegudes perd que només soén
aproximacions puntuals del vertader valor 4 que volem mesurar.

1.2 Mesures directes d'igual precisio

Siguin n mesures independents ui, ua, ...,u, d'una certa magnitud fisica Y. Des del punt de vista
estadistic, si totes les mesures tenen igual precisid, es pot considerar una variable aleatoria U normal
de mitjana U i desviaci6 tipus O, U ~ N(UL , O), consistent en el conjunt de les infinites mesures
possibles de la magnitud de vertader valor L, de la qual el conjunt d'observacions ui, uy, ..., u, és una
mostra de grandaria n. Perd també es poden considerar realitzacions de n variables aleatories

independents Ui, U, ..., U, normals, totes amb mitjana U i desviaci6 tipica O, U; ~N(U , 0),i =1, 2,

..., n, amb funcié de densitat
]
e N O (1.1)

respectivament. Es tracta d'establir un criteri per estimar el parametre [ a partir de la mostra u1, uo, ...,
un. Com que les n variables Ui, Us, ..., U, sén independents, la funcié de densitat conjunta del vector

1
f(ui)zr

2mo
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2 Ajust d'observacions

aleatori normal (Ui, U, ..., U, ) és el producte de funcions de densitat

1 & 5
InI 1 — )

f(ul,uz,...,un)= f(”i)=—e pLou (12)

i=1

(21’5) n/2 Gn

Aquesta funcié també rep el nom de funcio de versemblanca de la mostra i depen dels dos parametres
uio.

1.2.1 Minims quadrats i maxima versemblanca

Un criteri estadistic d'estimacié parametrica €s 1'anomenat criteri de maxima versemblanca, que
consisteix, donada una mostra ui, u, ..., u, de n mesures independents, a prendre, com a estimadors
dels parametres, aquells valors que facin maxima la funcié de versemblanga.

En el nostre cas és immediat que, per a qualsevol valor O de la desviaci6 tipus, el maxim de la funcié

de versemblanca correspondra a aquell valor del parametre {4 que faci minim el sumatori de
l'exponent:

;(”i_:u)z (1.3)

Veiem, doncs, com el criteri de maxima versemblanca per a l'estimacié de U coincideix amb
I'anomenat criteri dels minims quadrats, que consisteix, donada una mostra ui, ua, ..., 4, de n mesures
independents, a prendre, com a estimador del parametre U, aquell valor m que faci minima la suma
dels quadrats de les desviacions respecte de les observacions. Aquest criteri ens indica, com veurem
en la segiient proposicid, el cami per trobar I’estimador corresponent.

Proposicio 1

L'estimador minimoquadratic d'una magnitud K, de la qual es disposa d'una mostra ui, us, ..., u, de n
mesures directes independents i d'igual precisid, és 1a mitjana mostral:

==l (1.4)
Demostracio

Considerem la suma dels quadrats de les desviacions de les observacions u; respecte d’un cert
estimador e com una funci6 de e:

n

Fl)= 2 — &) = 2ou] —2edu; +ne’
i=1 i=1

i=l
Anul-lant la derivada respecte de e,
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1 Observacions directes 3

n

Zui

=1

=-m

n
Fl)==2Du +2ne=0= ¢=
. i=1 n
Es immediat que la derivada segona f"'(e) = 2n és positiva i que, per tant, es tracta d'un minim.

Observacio

Hem vist que 1'estimacié d'una magnitud fisica, a partir d'una mostra d'observacions directes, pel
criteri dels minims quadrats, ha conduit a una operacié comuna en l'estadistica inductiva: estimar una
mitjana poblacional { per una mitjana mostral m. I per l'estadistica sabem que aquest estimador és no
esbiaixat i consistent, com estableix la proposicié segiient:

Proposicio 2
L'esperanca matematica de la mitjana mostral és la mitjana poblacional
E(m) =4 (1.5)
i la seva variancia és la poblacional dividida per la grandaria de la mostra
2

VAR (m)= 67 (1.6)

1.2.2 Error en I'estimacié per minims quadrats
Definicio 1 Errors absoluts i residus
Anomenarem errors absoluts les diferéncies entre la magnitud U i les seves observacions u;:

E=U-u;
Evidentment, ates que el vertader valor # de la magnitud que volem calcular es manté sempre
desconegut, les correccions als errors absoluts no es podran calcular mai. Per aix0 definim les
correccions aparents o residus v; com les diferéncies entre 1'estimador m i les observacions:

Vi=m- u (1.7)
Es tracta, doncs, de les correccions que cal fer a les observacions perque donin el valor estimat m del
vertader valor U:

ui+vi=m

Observacio

De la seva definici6 es dedueix que la suma dels residus és nul-la:

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



4 Ajust d'observacions

255=0 (1.8)

Efectivament,

Dm= ;) =nm= Du; =0
i=1 i=1

Aquest resultat és intuitivament immediat, ja que si la distribucié de les observacions u; esta centrada
a m, en fer la correccié vi = m - u; la distribuci6 corresponent estara centrada a 1'origen. Dit d'una altra
manera, la mitjana de les correccions és zero. D'altra banda, aix0 ens indica que el sistema de n
residus té n - 1 graus de llibertat, ja que estan sotmesos a la lligadura (1.8).

Per tenir una mesura de la desviaci6 de les observacions respecte de 1'estimador m, podem utilitzar la

n n
suma dels valors absoluts Zlvil o bé la suma dels quadrats Zviz .
i=1 i=1

Definici6 2 Error estadistic associat a una operacié de mesura

Es defineix l'error estadistic associat a una mesura u; de la quantitat £ com la desviacié tipus O de la
variable aleatoria U que representa les mesures del seu valor. Aquesta magnitud també és
desconeguda i l'estimarem per la desviacié tipus mostral corregida

i(ui —my? D
_ i=1

5= e (1.9)
n—1 n—1

Observacié
Com que, en aquest context, farem servir habitualment la desviacidé tipus mostral corregida S..1 en
comptes de la desviacid tipus mostral S, = \/((n-l)/n) Si-1, anomenarem desviacié tipus mostral, sense

més especificacions, la desviaci6 tipus mostral corregida i la designarem S.

Es defineix 1'error estadistic associat a I'estimador mitjana mostral m com la seva desviacio tipus

¢, =c/\n

S, =S/n (1.10)

que, al seu torn, estimarem per

Per I'estadistica sabem que S és un estimador no esbiaixat de O:
Proposicio 3
L'esperanca de la desviacid tipus mostral S és la desviacio tipus poblacional O:

ES)=0 (1.11)

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



1 Observacions directes 5

Observacio

Cal no confondre aquest error estadistic S, que en molts contextos s'anomena "error mitja quadratic",

amb I'error absolut € = U - ; comes en mesurar la magnitud (. D’altra banda, ates que el seu quadrat
esta relacionat amb la suma de residus al quadrat segons

n
2
ZW
g2 = 4=
n—1
0, equivalentment,

n
2 2
(=1’ =2, (1.2)
i=1
la magnitud m que fa minima la suma dels quadrats dels residus també fa minima la variancia §% o, el
que és el mateix, fa minim I'error S.
Hi ha una infinitat de conjunts de residus v; que porten a diferents estimadors:
e =Ui+vi
Hem vist que el criteri escollit per triar els residus adients és que la quantitat
n
T 2
viv= 2 Vi
i=1
sigui minima.
Exemple 1 Mesures directes d’igual precisid

Considerem els segiients resultats en la mesura d'un angle 6:

Observacié u;  Valor mesurat Mitjana m Residu v; Vi Error S Error S/Nn
u 50°15'30",3  50°15'31",77 1",47 2"16  2",05 0",65
75} 50°15'33"5 -1"73 2",99
us 50°15'35",1 -3"33 11,01
72 50°15'28",6 3".17 10",05
us 50°15'32"4 -0",63 0",40
us 50°15'34",2 -2",43 5",90
uz 50° 15'29",7 2",07 4"28
us 50°15'31".8 -0",03 0",00
Uy 50° 15" 30",9 0",87 0",76
u1o 50°15'31",2 0",57 0",32

0",00 37".87

Taula 1 Mesures angulars

Si, com a estimador del vertader valor de l'angle, prenem una mesura qualsevol, 6 = 50° 15' 29",7,
l'error estadistic corresponent €s S = 2", mentre que si prenem la mitjana 0 = 50° 15' 31",8, aleshores
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6 Ajust d'observacions

I'error estadistic corresponent és SAn = 0",6. Amb els calculs fets podem dir, doncs, que l'angle
mesurat val € = 50° 15' 31",8 £ 0",6. Perd quina probabilitat hi ha que el vertader valor de l'angle
estigui dins d'aquest interval, és a dir, que 50° 15' 31",2 < 6< 50° 15' 32",4?

1.2.3 Estimacié per intervals

Fins ara hem fet una estimacié puntual de la mitjana poblacional  d'una variable aleatoria U per la

mitjana mostral m, i de la desviaci6 tipus poblacional 0 per la desviacié tipus mostral S. Podem fer
una estimacio per intervals de confianca d'aquests parametres poblacionals tenint en comte que U €és

N(H,0) i els resultats estadistics enunciats en la proposicié segiient:
Proposicio 4

La variable aleatoria
n n
2 2
2w-m’ D,
_ =l

y =8t

2 2 2
(¢} (o) (o}

segueix una llei x> amb n-1 graus de llibertat, mentre que la variable aleatoria

= H
S/n
segueix una llei ¢ de Student amb n-1 graus de llibertat.

a) Intervals de confianca per a la mitjana poblacional u o vertader valor de la magnitud
mesurada

Amb un nivell de significacié & o coeficient de confianga 1-0¢

S S
m=ty10 i <SU<m*t,_ 14 In

o bé

s
H=mtty gy = (1.13)

on t,.;,, és el valor de la variable ¢ de Student amb n-1 graus de llibertat tal que
P(-th1,<t<twi,)=1-0C

Si n és prou gran (a la practica s'acostuma a considerar n 2 30), aleshores la variable ¢ de Student amb
n-1 graus de llibertat es confon amb una normal tipificada i la variable aleatoria
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1 Observacions directes 7

m— MU
Z =
S/n
segueix una llei normal estandard N(0,1). Per tant, amb un nivell de significacié @ o coeficient de
confianga 1-0¢ :

S S
O

o bé
u=m*7z, —
L (1.14)
on Z, és el valor de la variable Z N(0,1) tal que
P(-Z,<Z<Z,)=1-0
b) Intervals de confianca per a la desviaci6 tipus poblacional ¢ o vertader valor de 1'error

Amb un nivell de significacié & o coeficient de confianga 1-:

Vn—18 Vvn—18

\/E <0< \/Z (1.15)

on Xza i Xzb son els valors de la variable X2 , amb n-1 graus de llibertat, tals que

POC>A) =02 i PO > ) =1-0/2
Exemple 2 Estimacio per intervals en mesures directes d’igual precisié
a) Fem una estimaci6 per intervals de 1'angle calculat a 1'exemple 1 i del seu error, amb un nivell de
significacié de I’ 1%, o nivell de confianga del 99%. Per establir els limits de confianga corresponents,

hem de buscar els segiients valors:

to,0.01 = valor de la variable t de Student amb 9 graus de llibertat que deixa 1'1% de l'area sota la funcié
de densitat en les dues cues plegades = 3,25

X0 = valor de la variable X amb 9 graus de llibertat que deixa a la dreta el 99,5% de 1'area sota la
funcié de densitat = 1,73

X’op = valor de la variable X~ amb 9 graus de llibertat que deixa a la dreta el 0,5% de l'area sota la
funcié de densitat = 23,6

L'interval del 99% de confianga per al vertader valor de I'angle és
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8 Ajust d'observacions

S
U=mxtgp9— =50°1531"8%2"1
Jn
Observacio

Quan, a I'exemple 1, hem fet I'estimacié puntual del vertader valor de I'angle per a m i de 1'error per a
SAn i hem escrit
S
u= miT =50°15'31",8+£0",6
n

ens hem preguntat quina probabilitat hi ha que el vertader valor de 'angle estigui entre 50° 15' 31",2 i
50° 15' 32",4. Observem que, en escriure vertader valor = mitjana * error, estem establint 1'interval
de confianga del tipus (1.13) corresponent a f9o = 1. Consultant les taules de la ¢ de Student amb 9
graus de llibertat, es troba que la probabilitat que -1 < 79 < 1 és del 65,66%. Aquest és el corresponent
nivell de confianga.

L'interval del 99% de confianga per al vertader valor de I'error és

Vos oo Vos

1"3<0<4"7

Fent els calculs, déna

b) Es tracta d'estimar, amb un nivell de significacié del 5%, o nivell de confianga del 95%, 1'algada H i

la seva desviacié tipus Oy d'una estaci6 que, mesurada des de tres punts diferents, ha donat els
resultats segiients:

h1=495,751 m

h2=495,714 m

h3=495,701 m

Els estimadors puntuals de les magnituds H i Oy son, respectivament,

3

o T _ 49551495714+ 495701 _ o0
3 3
1
3
Z(hi_m)z 2 2 2
5= :\/0,029 +0,0;)8 +0021® _ o

Per establir els limits de confianga del 95% hem de buscar els valors segiients:

t2,005 = valor de la variable t de Student amb 2 graus de llibertat que deixa el 5% de l'area sota la
funcié de densitat en les dues cues plegades = 4,3027.
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1 Observacions directes 9

X2 = valor de la variable X amb 2 graus de llibertat que deixa a la dreta el 97,5% de l'area sota la
funcié de densitat = 0,0507.

X’2p = valor de la variable ¥ amb 2 graus de llibertat que deixa a la dreta el 2,5% de l'area sota la
funcié de densitat = 7,3790.

Sabem que

S
<H<m+tity005—=

S
m=—15,0,05 E \/5

495,658 m< H <495,786 m

1, substituint, obtenim
amb un nivell de confianga del 95%. D'altra banda, per a la desviaci6 tipus tenim 1'interval
V25 V25
<0<
2 2
VX2 VX 24

14 mm < Oy < 163 mm

1, substituint, obtenim

amb un nivell de confianga del 95%.

1.3 Deteccio d'errors grollers

Suposem que, en la mostra de n mesures independents ui, uo, ...,u, d'una certa poblacié N(U, 0), n’hi
ha una, u;, que destaca netament de les altres, ja sigui per sobre o per sota. Es tracta de detectar si

aquest valor, aparentment andmal, és una realitzacié de la variable N(U , O) i, per tant, 'haurem
d'acceptar com a producte de l'atzar que permet, encara que amb probabilitat petita, valors allunyats de
la mitjana, o si, al contrari, es tracta d'una mesura afectada d'algun error groller. Per aix0 cal tenir en
compte el resultat estadistic segiient:

Proposicio 5

Donada una mostra de n mesures independents ui, uo, ..., u» d'una certa variable U~ N(U, O), amb
mitjana mostral m i desviacié tipus mostral S, aleshores la variable

= ——— (1.16)

on
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10 Ajust d'observacions

es comporta com una variable # de Student amb n-2 graus de llibertat.

Basant-nos en aquest resultat, el metode per detectar mesures afectades d'errors grollers consistira en
el procediment descrit pels passos segiients:

Primer fixarem un nivell de significaci6 o
Segon, calcularem el valor ¢, de la variable # de Student amb n-2 graus de llibertat tal que
Pt<t,)=1-«

Tercer, decidirem que la mesura u; esta afectada d'errors grollers si ; > ¢, és a dir, si

on

i, aleshores, I'eliminarem de la mostra.

Quart, recalcularem la mitjana i la desviaci6 tipus mostrals un cop eliminada 1’observacié aberrant, i
repetirem el procés en cas que hi hagi, encara, alguna observacié que destaqui netament de la resta de
la mostra.

Exemple 3 [LIN63] Deteccié d’errors grollers

Considerem les segiients 20 mesures d'una subdivisi6 d'escala:

3,68,3,11,4,76,2,75, 4,15, 5,08, 2,95, 11,5, 3,78, 4,49
2,81,4,65,3,27,4,08, 4,51, 4,43, 3,43, 3,26, 2,48, 4,84

La mitjana mostral és

i la desviaci6 tipus mostral

=1,841

El valor més allunyat de la mitjana és 11,5, que esta per sobre.
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1 Observacions directes 11

1. Fixem el nivell de significacié & = 0,05.
2. El valor de la variable ¢ de Student amb 18 graus de llibertat tal que P(f <f,) =095 ést,=1,734.

3. Calculem els parametres
u, —m

=3965

. \n—2r
- yr—1- r,»z

Podem considerar, doncs, que es tracta d'una mesura afectada d'errors grollers. La traurem de la
mostra. Repetim el procés amb les 19 mesures restants:

=1919>1,734

3,68, 3,11, 4,76, 2,75, 4,15, 5,08, 2,95, 3,78, 4,49
2,81,4,65, 3,27, 4,08, 4,51, 4,43, 3,43, 3,26, 2,48, 4,84

La mitjana mostral és

i la desviaci6 tipus mostral

El valor més allunyat de la mitjana és 2,48, que esta per sota. Encara que no destaca netament de la
resta de la mostra, aplicarem igualment el metode de deteccid d’errors grollers per veure un exemple
d’observaci6 no rebutjable.

1. Fixemel nivell de significacié @ = 0,05.

2. El valor de la variable ¢t de Student amb 17 graus de llibertat tal que P(¢ < ¢,) = 0,95 és 1, = 1,740.

3. Calculem els parametres r; = 1,704 i t; = 1,015<1,740.

1.4 Observacions ponderades

En l'apartat anterior, en considerar n mesures d'una magnitud {4, hem suposat que totes estaven fetes
en les mateixes circumstancies. Aix0 ens permetia tractar-les com n observacions independents i, uz,

..., un d'una variable aleatoria U~N(L,0) o, equivalentment, com n observacions de n variables
aleatories independents U; , i = 1, 2, ..., n, totes seguint la mateixa llei de distribuci6 de probabilitat
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12 Ajust d'observacions

que la variable poblacional: N(i,0). En aquests casos es pot dir que totes les observacions tenen el
mateix pes (=1) i indicar que, donades dues qualssevol, no podem dir que I’una sigui més fiable que
I'altra.

Tanmateix, pot esdevenir-se que les n mesures ui, us .., un duna magnitud U es facin en
circumstancies diferents, per persones diferents i/o amb aparells diferents. En aquest cas, hem de
suposar que es tracta de n observacions de n variables aleatories independents U; seguint lleis de

distribucié de probabilitat N(I,G;) ,i =1, 2, ..., n, respectivament, totes amb la mateixa mitjana U perd
amb desviacions tipus diferents O; . Evidentment, sén més fiables les mesures amb desviacid tipus més
petita. Aixo0 ens porta a la definici6 segiient:

Definicié 3 Pes d'una observacio. Variancia de referéncia

Siguin n observacions ui, u, ..., un de n variables aleatories independents U; que segueixen lleis de
distribucié de probabilitat N(I,5;), i = 1, 2, ..., n, respectivament, totes amb la mateixa mitjana [ perd
amb desviacions tipus diferents O; . Considerem que una de les observacions, u; té "fiabilitat
estandard" i 1i assignem pes unitat: p; = 1. A la corresponent variancia o j = o’ li direm variancia
estandard, variancia de referéncia o variancia de les observacions de pes unitat, i definim el pes
d'una observacio u; qualsevol com
g
Pi= 2 (1.17)

Q

1
Observacio

La definicié 3 només es pot aplicar si es coneixen les desviacions tipus ;. Quan no és aixi, per posar
pesos s'utilitzen, moltes vegades, criteris subjectius que depenen de les circumstancies i/o raons
tecniques fora de 1'abast d'aquest manual. En qualsevol cas, haurem de tenir en compte que, en aplicar
un pes a una observacid, implicitament estem establint la seva desviacio tipus, salvat el factor de
proporcionalitat que és la variancia de referéncia.

Observem, a més, que el pes p; d'una observacié u; t€ les unitats de I’observacié u; (de fiabilitat
estandard o de pes unitat) al quadrat, dividit per les unitats de u; al quadrat. Per exemple, si u; és un
angle enradiants i u; és una distancia en metres, les unitats de p; seran rad’/m’.

1.4.1 Minims quadrats i maxima versemblanca

Igual que en el cas d'observacions no ponderades, es tracta d'establir un criteri per estimar el
parametre [ a partir de la mostra ui, ua, ..., u,. Com que les n variables Ui, U, .., U, sbén
independents amb mitjana U i desviacid tipus

o
0. =—

“Tn

la funci6 de densitat conjunta del vector aleatori normal (Ui, U, ..., U, ) és el producte de funcions de
densitat, que en aquest cas s'escriu
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1 Observacions directes 13

1 & 2
AN PiP2- Dy . 202,:2.”"(”" W (1.18)

(27'[) n/2 Gn

f(u]rqu”"un)=Hf(ui)=
i=1

Aquesta és la funcio de versemblanca de 1a mostra i depeén dels dos parametres U i O. Per a qualsevol
valor O de la desviaci6 tipus de referéncia, el maxim correspondra a aquell valor del parametre U que

faci minim el sumatori de 1'exponent:
2

zn,pi(ui—ﬂ)z 202i u—H (1.19)
i=1 i=1 o,

En el cas d'observacions ponderades, el criteri de maxima versemblanca per a 1'estimacié de U torna a
coincidir amb el criteri dels minims quadrats, que, en aquest cas, porta a prendre com a estimador del

parametre [ aquell valor m que faci minima la suma ponderada dels quadrats de les desviacions
respecte de les observacions. En aquest cas, 1’estimador corresponent és la mitjana ponderada de les
observacions.

Proposicio 6

L'estimador minimoquadratic d'una magnitud U de la qual es disposa d'una mostra ui, ua, ..., u, de n
mesures directes amb pesos pi, pa, ..., Pn, respectivament, és la mitjana ponderada:

=L (1.20)

Demostracio

Es analoga a la de la proposici6 1. Considerem la suma ponderada dels quadrats de les correccions de
les observacions u; respecte d’un cert estimador e com una funcié de e:

n n n n n
2 2 2 2
f(e)=ZPiVi =2Pi(ui —e) =2Piui _2621?%“"6 2171‘
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Anul-lant la derivada respecte de 1'estimador e,
n
Z pil;

f'(e)=—22piui+2ezp,~ =0=e= i:;lz =my,

i=1 i=1 z p;
l

i=1

Es immediat que la derivada segona f"'(e) és positiva i que, per tant, es tracta d'un minim.
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14 Ajust d'observacions

Proposicio 7

La mitjana ponderada mj, és un estimador no esbiaixat i consistent del vertader valor [ de la magnitud
que volem calcular. La seva esperanga matematica és

E(my) = U (1.21)
i té per variancia
2

VAR(m,)=0,, = 5 (1.22)

o
Di
0, el que és equivalent,

o
O, = T=—
' \/Zpi

Per demostrar la primera afirmacié només cal aplicar la linealitat de 1'esperanca,

i Zp,-u,- _ Zp,-E(u,») _ zpi# y
Di Zp,- Zpi

Demostracio

mentre que per a la variancia tenim

AR Y pui | X pVARw) Y, piiol

Di ) (ZP:’)Z ) (ZP:‘)Z )

2

¢ (o2
renen i= o .
4
)
2 4oi 2
o (o2

Observacio

Els resultats

o

n
Zpiui
i=1 .
m]’ :n— 1 Gl‘)‘l[) =
Zpi 21?[

i=1

coincideixen amb els corresponents a observacions no ponderades fent tots els pesos iguals a 1 i, per
tant, 2p; = .
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1 Observacions directes 15

1.4.2 Error en I'estimacié per minims quadrats
Definici6 4 Errors absoluts i residus amb observacions ponderades
Igual que en el cas d'observacions no ponderades, anomenarem correccions vertaderes els errors
absoluts, és a dir, les diferéncies entre la magnitud U i les seves observacions ui: & = U - u;, i
correccions aparents o residus les diferéncies entre 1'estimador m i les observacions

Vi =My - Ui (1.23)
Es a dir, les correccions que cal fer a les observacions perque donin el valor estimat m, del vertader
valor U:

ui+vi=ny

Observacio

De la seva definici6, es dedueix que la suma ponderada dels residus és nul-la:

Zpivi =0 (1.24)
i=1

Efectivament,
n n n
Epi(mp —u;) :mpzpi _zpiui =0
i=1 i=1 i=1

Per tenir una mesura de la desviaci6 de les observacions respecte de I'estimador mitjana ponderada i,

prendrem la suma ponderada dels quadrats Z piviz .
i=1

Definicio S Error estadistic associat a una operacié de mesura amb observacions ponderades

Es defineix 1'error estadistic associat a 1'estimacié d'una magnitud per la mitjana ponderada m, com la

seva desviacio tipus:
(o2
Oy = "
N Z Pi

Ates que la desviacid tipus de referéncia 0 és desconeguda,. 'haurem d'estimar a partir d'un estadistic
mostral. Per aix0 definim I'error mitja quadratic d'un conjunt d'observacions ponderades com la
desviaci6 tipus mostral ponderada:

Dopi—m) | X pv] (1.25)
4= _qli=t

S, =

n—1 n—1
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16 Ajust d'observacions

Proposicio 8
La variancia mostral ponderada sz és un estimador no esbiaixat de la variancia de referéncia 0':
2 =62 1.26
E(S,)=0 (1.26)
Demostracio

Partim de la igualtat segiient:
Zpi(ui - .U)2 =2p,-{(ui —my,)*(m, _.U)}2 =
2
20 =m,) +2m, = 1) 2 py ;= m, )+ (my = 1) 2 p,

Per tant, tenint en compte (1.24) i la linealitat de 1'esperanca, es pot escriure

2 1 2 Di 2
E(Sy)=——2pE(u; = 1)’ === E(m, - 1)
n—1 n—1
o bé
VAR (u;)—
d’acord amb (1.17) i (1.22):
O'
) Zl?z -2
Di

Observacio

Ates que O és desconegut i I'estimem per Sy, 1'error associat a 1a mitjana ponderada I'estimarem per

_ Sp
= 1.27
S (1.27)
ipiviz
i=1

n—1

D'altra banda, atés que

i que, per tant,

(n— I)S Zp,, (1.28)

la magnitud m, que fa minima la suma ponderada dels quadrats de les correccions també fa minima la
[3N . 2 2 . .
variancia S, 0, el que €s el mateix, fa minim I'error S,.
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Exemple 4 Observacions ponderades

Es vol determinar I'altura d'una estacié P des de 4 estacions A, B, C, D, d'altura coneguda. Els resultats

d'aquests mesuraments sén

w1 =1946,535 m amb pes p1 = 1,433
u2=1946,560 m amb pes p>= 0,470
u3=1946,447 m amb pes p3 = 3,050
u4=1946,459 m amb pes ps = 14,409

L'estimador puntual de 1'altura de I'estacié P i el corresponent error sén, respectivament:

Z pil;

m, = = 1946,465 m
g 2171'

n
2
Zpi(ui —my)
=)

S _ 0,065

Spp = b = n_l =222 0015

N " \19.362 "
Zpi Zl?i
i=1 i=1

1.4.3 Estimacio per intervals

Fins ara hem fet una estimacié puntual del vertader valor 4 d’una magnitud mesurada repetidament,
per la mitjana ponderada m,, i de la desviaci6 tipus de referéncia O, per la desviacié tipus mostral
ponderada S,. Per fer una estimacié dels parametres L i O per intervals de confianga, cal tenir en
compte que cada mesura u; és una realitzaci6 d'una variable aleatoria U; normal N(K,0), i el resultat
presentat a la proposicié segiient, analoga a la proposicié 4 prou coneguda en l'estadistica, que

enunciarem sense demostracié (una demostraci6 es pot trobar a [LIN63], Teorema 5.3.1, p. 130).

Proposicio 9

La variable aleatoria

n 1
2 2
( —I)SZ zpi(”i —my,) Zpivi
n P =l _ =l

2 - 2 = 2
1o} 1o} 1o}

segueix una llei x> amb n-1 graus de llibertat. Com a conseqiiencia, la variable aleatoria

m, — U

__mpH
Smp S,,/,lZpi

z‘:
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18 Ajust d'observacions

segueix una llei f de Student amb n-1 graus de llibertat.

a) Intervals de confianca per al vertader valor y de la magnitud mesurada

Amb un nivell de significacié & o coeficient de confianga 1-&¢
Sp

Ihla ,—Zpl —,—Zpi
H=m —tnla\/z—p (1.29)

on t,.;,, és el valor de la variable ¢ de Student amb n-1 graus de llibertat tal que
P(-thi1,<t<twi,)=1-0C

<:u<mp+tn l,a

o bé

Si n és prou gran (a la practica s'acostuma a considerar n 2 30), aleshores la variable ¢ de Student amb
n-1 graus de llibertat es confon amb una normal tipificada i la variable aleatoria

mp—

~ u
Syl D i

segueix una llei normal estandard N(0,1). Per tant, amb un nivell de significacié @ o coeficient de
confianga 1-¢¢,
Sp

\[Zpi
L (1.30)
’ \/zpi '

P(-Z,<Z<Z)=1-a

</l<mp+Z

m”@

M=m,*Z

o bé

on Z,és el valor de la variable Z N(0,1) tal que

b) Intervals de confianca per a la desviacié tipus poblacional o o vertader valor de 1'error

Amb un nivell de significacié & o coeficient de confianga 1-&
vn—1§, vn—18§,

<0< (1.31)
) Vx?
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on Xza i Xzb sén els valors de la variable Xz , amb n-1 graus de llibertat, tals que
2.2 . 2.2
POC> 1) =02 i POC > Y ) =1-002
Exemple 5 Estimacio per intervals amb observacions ponderades

Els intervals de confiangca, amb coeficient del 95%, per als vertaders valors de l'altura i l'error de
I'exemple 3, calculats segons els criteris expressats més amunt, sén

1946,465 - t 0,065 / \/19,362 <M < 1946,465 + 10,065 /\/19,362
La ¢ de Student amb 3 graus de llibertat i nivell de significacié del 5% val ¢ = 3,1824. Per tant, es té

1946,418 < U < 1946,512
Quant a I'error,
3 Ny ) 0,065 < 6 < (V3 Ny’ ) 0,065
Els valors de Xza i Xzb, per a un nivell de significacié del 5%, sén respectivament 0,2158 i 9,3484.
Substituint-los, obtenim 1'interval
0,037 <06 <0,242

La taula segilient permet la visié comparada de les diferents magnituds que intervenen quan les
observacions son equiprecises o ponderades.

Observacions equiprecises Observacions ponderades

2
o .
UL, Uy ety —> N(U,0) up > N(H,0;) P = o2 i= 1,2,..n

i

i(“i _/-1)2 ZPi(ui _H)z
i=1 i=1

n
u z Dil;
2”5 m. =L ——

i=1 4 n

m= Zl?i

i=1

=
=
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Sp

S
:u=mitn—lﬂ T ‘u=ml7 it”*l’a—
\/; VZPi

vn—18 Vvn—18 Vn—18 \/n—lSp

P
\/E<G<\/E \/7<6<\/7;

1.5 Matriu de variancia-covariancia

Tot vector aleatori n-dimensional u =(u1, ua, ...,u), com per exemple un vector de n observacions, té
associat el corresponent vector de desviacions tipus (O, Oo, ..., O,) i, fixada la variancia de referéncia
62, el corresponent vector de variancies normalitzades (021/62, 622/62, ey 62,1/62) i el corresponent
vector de pesos format pels respectius valors inversos de les variancies normalitzades (p1, p2, ..., pn) =
(62/621, 62/622, e 62/62,1). Pero si les variables aleatories u; no sén independents, cal considerar també
les corresponents covariancies, cosa que dona lloc a la definici6 segiient:

Definicib 6 Matrius de variancia-covariancia, cofactor i pes

Tota variable aleatoria n-dimensional u =(u1, us, ..., u,) té associada una matriu de variancia-
covariancia.
2
(0_1 O . O ]
I : I
O 0y ... Oy
Z,=| | (1.32)
2
O-ln 0-211 O-n

on l'element ij és la covariancia de les variables u;, u; i 'element i-esim de la diagonal és la variancia
de la variable u;.

Anomenem matriu cofactor la matriu de variancia-covariancia normalitzada dividida per la variancia
de refereéncia:

1
O, =?Zu (1.33)

I matriu pes la inversa de la matriu cofactor

W.=Q'=02, (1.34)
Observacions

® Els errors o desviacions tipus associats a una variable aleatoria n-dimensional u =(u1, ua, ..., Un)

s6n determinats per la seva matriu de variancia-covariancia Z,. Coneguda la matriu cofactor, per
trobar aquests errors només hem de multiplicar-la per la variancia de referéncia

5 =0 (1.35)
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e Si les variables ui, u2, ..., u, sO6n independents, aleshores aquestes matrius sén diagonals. En
particular, la matriu pes W, coincidira amb la matriu diagonal P de pesos:

(pl 01

Wu=P=|O pr - 0
LO an

1.5.1 Propagacié de la matriu de variancia-covariancia en expressions lineals

(1.36)

Per I’estadistica sabem que I'esperanca matematica és un operador lineal, és a dir que, ateses dues
variables aleatories X i Y, se satisfa
E(aX + bY) =aE(X) + bE(Y)

mentre que per a la variancia es té

VAR(aX + bY) = a’VAR(X) + b°VAR(Y) + 2abCOV(X, Y)
Aquest resultat es generalitza en termes de la matriu de variancia-covariancia o de la matriu cofactor
segons la segiient proposicié, una demostracié de la qual es pot trobar, per exemple, a [MIG81].
Proposici6 10
Si u és una variable aleatoria n-dimensional representada matricialment per la columna

[

l
uy |
|

)

i w és una variable aleatoria s-dimensional que s'obté de u mitjangant la relacié matricial
w=Au+b (1.37)
on A és una matriu nXh i b és una matriu columna de % elements, ambdues de constants, aleshores el
vector esperanga matematica de w esta relacionat amb el vector esperanga matematica de u segons
I'equacié matricial
E(w)=AE(u) +b (1.38)
La matriu cofactor de w esta relacionada amb la matriu cofactor de u segons 'equacié matricial

On = AQ.A" (1.39)

i analogament amb la matriu de variancia-covariancia
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> =AZ AT (1.40)

Les expressions (1.39) i (1.40) es coneixen com a llei de propagacio de la matriu cofactor i llei de
propagacio de la matriu de variancia-covariancia, respectivament.

Exemple 6 Propagacio de la matriu de variancia-covariancia en expressions lineals

Siguin x; i x2 dues mesures longitudinals de camp independents amb desviacions tipiques Oy = 0,01 i
0,2 = 0,02 mrespectivament. Calculeu les desviacions tipiques de la seva suma

yi= x1+x2
ila seva diferéncia
Y2= X1-X2

aixi comla covariancia de les dues variables yi1 1 y».

La relaci6 matricial del tipus (1.37) que relaciona les variables y1, y> amb les mesures xi , x2 és

Y| 1 1 X1
y2 1 -1 X2

2 T
Oy Oy |_(1 1 O Oue (11
1 -1)o,, o5, |1 -1

Aplicant (1.40),

Esadir,
ol Oy :[1 1 Yoo01>! o Y1 1)
1 -1} 0o 002° )1 -1
Fent operacions,
s Oy |_(0,017+0,02° 0,01 -002

Gyye Oy | (0,01°-002> 0,01°+0,02°

Per tant, les desviacions tipiques de la suma i la diferéncia sén
0y1 = 0,2 =0,0005 = 0,022 m
ambdues iguals, mentre que la seva covariancia és
2

Oy1y2 =- 0,0003 m
Observem que, encara que les variables x1 i x2 siguin estadisticament independents, la seva suma y; i
la seva diferéncia y2 no ho sén, ja que la seva covariancia és no nul-la. Aix0d és aixi perque, tant per
calcular y; com per calcular y, intervenen les dues variables x; i x2. Per mesurar el grau de

dependencia és més adient el coeficient de correlacid, que és adimensional i no depen de les unitats
emprades:
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Oy1y2
p =L=—0,6
Gy10'y2

Exemple 7 Matriu de variancia-covariancia en I’ estimacié de la mitjana ponderada

Anem a deduir I’expressi6 (1.22) que dona la variancia de la mitjana ponderada m,, mitjancant la llei
(1.40) de propagacié de la matriu de variancia-covariancia.

La mitjana ponderada m, s'obté a partir del vector u d'observacions segons 1'equacié matricial

mp = Au (1.41)
on A és la matriu fila
( p V4% DPn
A=l 22 | (1.42)
sz. S, z,,J
=t =t i=1 !

Es a dir,

Pi P2 )4 _

n
f ul) Zpiui
| n i
L o 2p Do ; J Do
i i=1 n i=1

La mitjana ponderada m, és un nombre real. Per tant, la seva matriu de variancia-covariancia %, té
una sola fila i una sola columna on hi ha la variancia sz,:

0 =Cmp

Les observacions u; sén independents i, per tant, la matriu de variancia-covariancia és la matriu
diagonal que conté les variancies respectives.

2
o
) — 0 .. 0
(Gl 0o . 01 14
2
lo ol 0 | o
2 .o R
s, =| =0 0
Lo 0 .. cr,fJ o
0 0 —
Pa

Segons la 1lei (1.40) de propagaci6 de la matriu de variancia-covariancia,

Emp = AZMAT
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I, segons l'expressid (1.42) de la matriu A,

5 P1
O' n
- 0 0 zpi
( D1 =1
2 P2
o2 —| -2 D2 Dn 0 o 0 i _GZZPz _ o’
mp ~ | n n n D> k pl - 2 = 2
=1 . D
li—lpi E‘lpi E“lpi 5 ! (Zpl) i
- B N o
0 0 — |-
Pn
2 p;

1.5.2 Propagacié de la matriu de variancia-covariancia en expressions no lineals

Siguin u = (u1, ua, ..., u,) una variable aleatoria n-dimensional i w una variable aleatoria h-dimensional
que s'obté de u mitjancant la relacié

w=F(u) (1.43)
on F és una funci6 vectorial de components
wi=fi(ur, uz, ..., Un)
w2 =f(ur, uz, ..., Un) (1.44)
wh = fu(ur, uz, ..., Un)

i onles & funcions f; s6n no lineals,

Per tal de poder aplicar les lleis (1.39) i (1.40) de propagaci6 de les matrius cofactor i de variancia-
covariancia, haurem de linealitzar el sistema desenvolupant per Taylor les & funcions f; fins a primer

0 0 0 0
ordre en’entorn d’unpuntu = (u1,u2 ,.., U n ).
Anomenant
0 0.
wi = fi(u)
0
Aui = ui-u

0
AW,'ZWi—Wi

i fent els desenvolupaments, s’obtenen les expressions lineals en els incre ments

0 0 0
Aw, = Iy (u )AMIJF&fl(M )Au2 +_“+%01(M )Au,,
Uy 3142 aun
_u®) ¥ w") I>w”)
AWz = aul Aul + 8u2 Au2 +_,,+TAL[” (145)
0 0 0
Ay = T o Hn @)y Faw)
i, iy Ou,
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Pressuposant que els increments Au; son petits i, per tant, negligint els termes d’ordre superior,
matricialment escriurem

Aw = dF, 0 Au (1.46)

que és una expressio analoga a (1.37) canviant w per Aw, u per Aui A per dF . Aplicant les lleis

(1.39) i (1.40) a I’expressi6 (1.46) per a Au i Aw, dins de ’aproximaci6 que suposa la linealitzacié de
la funcid F, s’ obté
Oaw = dF,0 QuudFo "

I, analogament amb la matriu de variancia-covariancia,

Zpw = dr o Zpu dF T

Ates que la dispersi6 de I'increment Au és igual a la de la variable u, i analogament amb w, podem
escriure les mateixes lleis per a les matrius cofactor

Qw= dF, QudF," (1.47)
i de variancia-covariancia
T, = dFp Z.dFo’" (1.48)

de wide u.
Exemple 8 Propagacio de la matriu de variancia-covariancia en expressions no lineals
Es mesura la hipotenusa a i un catet b d’un triangle rectangle amb els resultats

a=380,143 m
b=215,030 m
i amb desviacions tipus
0,=0,015m
0, =0,010 m
respectivament.

Es vol calcular el catet ¢ i I’angle B oposat al catet b, la seva desviacié tipus i la correlacid entre els
dos.

La relaci6 entre les dades a i b1 les incognites ¢ i B és donada per les funcions no lineals

_ [

2
c=Na —-b

. b
B =arcsin—
a
Fent els calculs s’obté

c=313,482 m

B =0,6012279956 rad = 34° 26’ 527,18
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Per calcular les desviacions tipus O i Op calcularem la matriu de variancia-covariancia

2
s [0 0w
w 2
Op Op

de les variables c i B tot aplicant la relaci6 (1.48), on

s _[od ow)_[225%107 0
"o, o? 0 1,00x107*

dc dc| (a =b
dFo=|9%a 9b|=| ¢ ¢ |= 1,213 3 —0,6863
“w loB 9B | |-b 1 | |1,804x107> 3,190%10"
da 9b ac ¢

Per tant, 1a matriu de variancia-covariancia de ¢ i B sera
3779%107%  =7,111%x107 J

Z,=dFyZ,dF," = . i
-7,111x107"  1,750x10

Aixi, les desviacions tipus de ¢ i B s6n

0, =+/3,779%10* =0,019 m
05 =41,750x10° = 4,1835%10 " rad = 8”,63

respectivament, mentre que el coeficient de correlacié entre ambdues variables és la magnitud
adimensional

GCB
p= =-0,.874
0. 0p

Observem que, encara que els observables a i b sén estadisticament independents, les magnituds
calculades c i B estan fortament correlacionades. Aixo és degut que, tant en el calcul de c comen el de
B, intervenen les mateixes dues variables ai b.

1.6 Exercicis

1. Es mesura una distancia 4 vegades amb els resultats segiients:

50,348, 50,352, 50,354 1 50,349 m.
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Doneu una estimacié puntual del vertader valor d'aquesta distancia i de l'error mitja quadratic
d'aquestes mesures i una estimacio per intervals del 95% de confianca d'aquests dos parametres.

2. Es mesura un angle 6 vegades amb els resultats segiients:

25°15'3",36, 25° 15' 5",99, 25° 15' 10",52
25°15'7",25,25° 15' 6,981 25° 15' 8",04

Doneu una estimacié puntual del vertader valor d'aquest angle aixi com de l'error mitja quadratic
d'aquestes mesures i una estimaci6 per intervals del 99% de confianca d'aquests dos parametres.

3. Es mesura una distancia 16 vegades amb els resultats segiients (en metres):

510,220, 510,230, 510,228, 510,236,
510,272, 510,233, 510,231, 510,229,
510,237, 510,234, 510,238, 510,232,
510,234, 510,237, 510,236 1 510,238

Detecteu, amb un 95% de confianga, si hi ha alguna mesura afectada d'errors grollers.
Doneu I'interval del 95% de confianga per al vertader valor d'aquesta distancia.

4. Sis persones diferents mesuren un azimut amb el mateix aparell i en circumstancies similars. Els
resultats son:

15' 13",51 com a mitjana de 7 mesures
15' 12",23 com a mitjana de 3 mesures
15' 13",87 com a mitjana de 6 mesures
15' 13",01 com a mitjana de 4 mesures
15" 14",22 com a mitjana de 2 mesures
15'13",32 com a mitjana de 5 mesures

Doneu una estimacié puntual del vertader valor d'aquest azimut i de la variancia de referéncia
d'aquestes mesures angulars i una estimaci6 per intervals del 99% de confianca d'aquests dos
parametres.

5. A continuacié es donen els resultats, expressats en metres, de la mesura de 1'altura d'un cert punt
per diferents mitjans, acompanyats dels pesos corresponents.

15,617 1,0
15,592 0,3
15,620 2,5
15,650 0,2
15,630 0,6

Doneu una estimacié puntual del vertader valor d'aquesta altura i de la variancia de referéncia
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d'aquestes mesures i una estimacié per intervals del 90% de confianca d'aquests dos parametres.

Siguin x1 1 x2 dues mesures longitudinals de camp independents amb desviacié tipica de 31 5 cm
respectivament. Calculeu la matriu de variancia-covariancia, les desviacions tipus de les magnituds

yi=2x1+x2

y2=3x1+ 5x2

z=2y1+ 3y
Sén y11i y: estadisticament independents?

Estan fortament o feblement correlacionats?

7. Es mesuren els dos catets b i ¢ d’un triangle rectangle amb els resultats

b=124,501 m
c=210,314m
i amb les desviacions tipus
0p = 0,006 m
0.=0,015m
respectivament.

Calculeu la hipotenusa a i 1’angle B oposat al catet b, aixi com la seva desviacié tipus i la
correlaci6 entre les dues magnituds.

8. Considerem tres mesures A1, A2 1 A3z d’un angle A. Suposem que A ha estat calculat com la mitjana

de 3 observacions, A2 com la mitjana de 5 observacions i A3 com la mitjana de 7 observacions.
Suposem, a més, que totes les observacions estan fetes amb el mateix aparell i sota les mateixes
condicions. Quins sén els pesos P; corresponents a les mesures A;?
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2 Observacions indirectes

2.1 Introduccio

Considerem n observacions ui, uy, ..., u, de n magnituds, destinades a esbrinar el valor de / parametres
X1, X2, ...,.xp- Les observacions y; no els mesuren directament, com era el cas del capitol anterior, sind
que la vinculaci6 entre les unes i les altres s'expressa a través d'un sistema de n equacions /ineals amb
h incognites:

anxiy tapxt..dagpx, = u

anxy tanxat.tayx, =u, 2.1)

apmxr tappxst.Fayx, =u,

La discussid6 de la solucié d'aquest sistema es fara sota les hipotesis segiients:

1. El nombre d'observacions és superior al nombre de incognites a determinar: n > h. Per tant, aquest
sistema, que matricialment escriurem
Ax=u (2.2)

té més equacions que incognites i sera, en general, incompatible, a causa de la inevitable imprecisi6 de
les observacions. Suposarem, a més, que la matriu A és de rang maxim h i que, per tant, si les
observacions fossin exactes, aleshores el sistema seria determinat. Es precisament a causa de la
inexactitud de les observacions que se'n fan més de les / estrictament necessaries per trobar els valors
de les incognites x;. La relacié (2.2), que expressa les observacions i en funcié de les incognites x, rep
el nom de model matematic del problema d’observacions indirectes.

2. Mentre no s'especifiqui el contrari, totes les observacions sén independents i estan distribuides
normalment. El que és el mateix, es tracta de n observacions u; de n variables aleatories U;

independents que segueixen lleis N(i;,0;) ,i =1, 2, ..., n, respectivament. U = (Ui, Uy, ..., Un) és, per
tant, un vector aleatori normal de dimensié n amb esperanca E(U) = U = (Ui, Uo, ..., Un). Donar la
desviacio tipus 0;,i =1, 2, ..., n, de cada observacié suposa establir I’anomenat model estocastic del
problema d’observacions indirectes.

Draltra banda, anomenarem § = ({y, &, ..., §, ) els vertaders valors dels parametres que volem estimar,
de forma que Ax = U seria un sistema determinat amb solucié inica § = (&, &, ..., &).
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Dit d'una altra manera, suposarem que es verifica la igualtat Al=u perd que { i [ sén vectors
desconeguts.

Els vertaders valors 1 de les magnituds observables estan estimats mitjancant observacié directa i

donant i com a valor aproximat, i els vertaders valors § dels parametres s'estimaran pel métode dels
minims quadrats que es desenvolupara en aquest capitol.

Exemple 1 [LAUS3] Determinacié de I'altura sobre el nivell del mar de tres estacions a partir de
l'observacio de desnivells

ds ds d>

Fig. 2.1 Anivellacio

Es vol determinar les altures xi, x> i x3 sobre el nivell del mar de tres estacions D, E i F,
respectivament, conegudes les altures Ha, Hb i Hc de tres estacions de referencia A, B i C,
respectivament, i mesurant els sis desnivells di de AaD, d» de B aE, etc., tal coms'indica a la figura
2.1. S'obté el sistema de 6 equacions amb 3 incognites

[ X1 = Ha+ d1
X2 = Hb+d,
x3 = Hc+tds
—Xx1 *tx2 = dy
X2 —X3 = d5
| —X1 +x3 = de

El vertader valor § = ({1, &, &) de les altures és intrinsecament desconegut. Només el podriem

determinar si les observacions fossin exactes (d; = U; ), amb la qual cosa el problema quedaria resolt
amb les 3 primeres equacions:

$i = Ha + 1
&L =Hb + b
&G=He + U3

Les 3 restants serien combinacions lineals seves. Pero, a causa de la inexactitud de les observacions,
aquest sistema és incompatible. Matricialment, 1'escriurem Ax = u, on la matriu del sistema és

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



2 Observacions indirectes 31

0 0
01 0
0 0 1

A
0 1 -1
10 1

i el vector d'incognites i el de termes independents, on hi ha les observacions, son, respectivament,

ui Ha +d1

U Hb+d»
X1

u3 Hc+ds

X=1 X2 1 u= =

Ug d4
X3

us ds

Uug de

Moltes vegades, a més de la inevitable fluctuacié estadistica de l'error en les observacions, en la
incompatibilitat del sistema intervé el fet que les relacions lineals

aixt + aipx2 + ..+ amxn =ui i =12, .., n

entre les observacions ui, uo, ..., u, 1 les incognites xi, x2, ..., x» sOn models que aproximen una realitat
massa complexa per ser expressada matematicament d'una forma operativa.

El segiient exemple il-lustra aquest fet i com I'aplicacié del metode de minims quadrats abasta camps
molt diversos.

Exemple 2 [LIN63] Ajust de coeficients en un model parabolic

La qualitat d'una produccié de blat és determinada pel contingut en proteines (p) i en “globoides” (g)
del gra. S'ha estimat empiricament que hi ha una relacié entre aquests dos continguts que s'ajusta
bastant bé per una funci6 parabolica de la forma

2
g =X1+x2p +x3p

Els valors dels 3 parametres xi, x21 x3 es determinen fent n (més de 3) observacions del contingut g en
n grans de contingut p conegut, cosa que déna lloc a un sistema de n equacions en aquestes 3
incognites:

2
I p pi 81
1 2 g2
p2 P2 X |=
2 [\X3
1 pn pn g"
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El sistema és incompatible tant per 1’aleatorietat en la imprecisi6é de les observacions g; com pel fet
que la funcié parabolica que relaciona les dues variables no expressa la relacié real exactament sind
que és un model matematic que la simplifica, perd que és ttil operativament.

En aquest capitol establirem quina €s la soluci6 d'aquests tipus de sistemes sobredeterminats "en el
sentit minimoquadratic", aixi com l'error que associarem a aquesta soluci6 tant en el cas que totes les
observacions tinguin el mateix pes comen el cas d'observacions ponderades.

Considerarem tnicament els casos en que, com a l'exemple 1, la matriu A de coeficients és ben

coneguda i només estan sotmeses a error les observacions contingudes al vector de termes
independents y.

2.2 Solucié per minims quadrats d'un sistema d'equacions lineals sobredeterminat

Sigui el sistema incompatible Ax = u de n equacions amb }; incognites onn > h. La matriu A1 el
vector y son constants, i no existeix cap vector x que verifiqui aquesta igualtat matricial.

Perd sempre podrem trobar unes correccions v = (vi, v, ..., v») al vector y d'observacions tals que el
sistema

Ax =u+v (2.3)
tingui solucié m = (m1, my, ..., mp).

Definicié 1 Vector de correccions o residus

Donat el sistema incompatible Ax = u de n equacions amb / incognites, on n > h, anomenarem vector
de correccions 0 vector de residus €l vector y definit per

v =Ax-u (2.4)
2.2.1 Minims quadrats i maxima versemblanca
El vector v depen de x en el sentit que per a cada vector x hi ha un vector y donat per la definici6 1. Hi
ha, doncs, una infinitat de parelles {x, v} que satisfan 1'expressi6 (2.3). Es tracta d'establir un criteri
per escollir una d'aquestes parelles com a solucié del sistema. Vegem com el criteri de maxima
versemblanga de les observacions condueix, igual que en el cas d'observacions directes tractat en el

capitol anterior, al criteri de minims quadrats per als residus.

Tenint en compte que les observacions y; sén normals, independents, de mitjana

i suposant que totes tenen la mateixa desviacid tipus o, aleshores la funcié de versemblanca del
conjunt d'observacions és el producte de funcions de densitat normals
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12 ,
Inl 1 - zz(ui_za,‘,'xl-)

f(ul’MZ;u.,un): f(ui)=—€ 26 i (25)

i=1

(27[) n/ZGn

1 sera maxima quan el sumatori de 1’exponent

2
n

h
2 u; — zal;,-xj
Jj=1

i=1

2z T . . . s
que és la suma v’y dels residus al quadrat, sigui minim.

Definicio 2 Estimador per minims quadrats

Anomenarem estimador per minims quadrats dels vertaders valors { = ({1, &, ..., §,) dels parametres
el vector m = (mi1, my, ..., my) solucio del sistema Ax = u + v que fa minima la suma dels quadrats dels
residus, és a dir, que fa minima la quantitat v'y amb v = Ax-u.

Proposicié6 1

El vector m = (mi, ms, ..., my) solucié del sistema Ax = u + v, que fa minima la quantitat v’y , és

determinat per 1'expressio:

m=(A"A)"'A"u (2.6)
Demostracio

La magnitud
vy = (Ax - ) (Ax - u)

és funci6 del vector x, ja que A i u s6n constants:
T
vy =flxy, X2 ..., Xn)

Es tracta de trobar el vector x que anul-la les seves derivades parcials. Fent tis de resultats de calcul
matricial,

avrv_ . Oy ;O

=2y —=2,"4A—=0
o v o Y Aaxi
i tenint en compte que
ax _ T ax _ T ax _ T
—=(10,..,0)" ,—=(0,1,...,0)" ,....,— = (0,0,...,1)
ax] axz axh

resulta
VA =(0,0,..,0) = Av=(0,0,..,0 =0
I per la definici6 de v:
AlAx-u)=0=A"Ax=A"u
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Observacié
En l'anterior demostracié només es veu que els candidats a extrems son les solucions del sistema
d’equacions A"Ax = A'u. Com que la matriu N = A’A és no singular, el candidat és tnic i donat per
I’expressio (2.6).
Sembla raonable pensar que un maximde v’y no té massa sentit, doncs sempre podrem trobar vectors
x tals que Ax s'allunyi de y tant com volem i que, en canvi, de tots els casos possibles si que n'hi ha
d'haver un de minim quadratic, que haura de ser 1'inic candidat que tenim. De totes maneres, es pot
veure que el candidat és un minim comparant ([LIN63] p. 146) el valor de v'v calculat a partir
d'aquesta solucié amb qualsevol altre possible valor.
Definicio 3 Sistema d'equacions normals
Donat el sistema incompatible sobredeterminat Ax = u, s'anomena sistema d'equacions normals al
sistema compatible determinat

Nx=A"u, on N=A"A (2.7)
Les propietats estadistiques de I'estimador m es resumeixen en la segiient proposicid

Proposicio 2

La solucié minima quadratica m del sistema sobredeterminat Ax = u, és un vector aleatori normal de
dimensi6 h, estimador no esbiaixat dels parametres .

Demostracio

Per veure que m és un vector aleatori normal de dimensié s només cal tenir en compte que y és un
. . S 14T 4 :
vector aleatori normal de dimensié nique m = Huon H = N A" és una matriu 1Xn de rang h.

Per a demostrar que €s un estimador no esbiaixat dels parametres  recordarem que, al principi del
capitol, hem establert les convencions: E(u) = i i Al = 4. Com que la matriu H és constant, tenim

E(m) = E(Hu) = HE(u) = Hu = (ATA)'ATAC = ¢

Exemple 3 Determinacio de l'altura sobre el nivell del mar de tres estacions, a partir de l'observacié
de desnivells (Anivellacio 2)

Solucionem el problema plantejat a I'exemple 1 donant dades numeriques.

Les altures conegudes s6n

Ha=746.239 m
Hb=789.417 m
Hc =754.219 m
i els desnivells observats
di=12,005 m
d2= 8,205 m
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dz =30,004 m
d+=39,413 m
ds=13,398 m
de =26,026 m

Amb aquestes dades, el sistema Ax = u s'escriu

10 0 758,244

0 1 0 797,622

0 0 1] [784223

—1 1 0 |77 39413
X3

0 1 -1 13,398

~10 1 26,026

Si les observacions fossin exactes, les tres primeres equacions donarien la solucié

¢\ (758,244
o |=|797,622
cy | | 784,223

Vegem com la resta d'observacions modifiquen aquesta solucié aproximada. El sistema d'equacions
T4
normals Nx =A" u és

3 -1 —1Yx ) (692805
~1 3 —1|x |=|850433
-1 -1 3 ]|x | (796851

Invertint la matriu d'aquest sistema

05 025 025
N'=|025 05 025
025 025 05

podem calcular la solucié amb el producte matricial

mi 05 025 0,25Y692,805 758,223
my |=10,25 0,5 0,25]850433 |=| 797,630
m3 0,25 025 0,5 | 796851 784,235

Observem que, en aquest cas, el metode de minims quadrats introdueix modificacions de l'ordre dels
centimetres.
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Exemple 4 Recta de regressio

Anem a veure, a partir d'un exemple qualsevol, que el problema classic de trobar la recta de regressid
lineal d'un niivol de punts és un cas particular del problema d'observacions indirectes.

Sigui y la quantitat, en grams, d'una certa substancia que es dissol en un litre d'aigua a temperatura X.
S'observa que, en augmentar la temperatura, augmenta la quantitat de substancia que podem dissoldre.

a+ bx;

Vi

Xi
Fig. 2.2 Recta de regressio
Per donar una llei senzilla que relacioni aquestes dues variables, considerem n parelles de valors
observats (x1, y1), (x2, y2), ..., (xs, y») que donen lloc a un nivol de punts (Fig 2.2) del qual volem

deduir la recta d'equacié
y=a+bx

viy= ZV/Z =z(a +bx; —y,)2
i=1 i=l1

tal que

sigui minim.

En termes del problema d'observacions indirectes, tenim el sistema de n equacions

a+xib =y
a+xb=y2
a+ xpb = yn

amb les 2 incognites a i b. Matricialment s'escriu

RN
e e
I x, i

La matriu del sistema i el vector d'observacions son, respectivament,
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[t ()
1
RREEI A EY

A lu=
L ! an LyJ
Fent les operacions matricials, el sistema d'equacions normals A’ Ax =A"y queda

- TR
DT VY R DI

(a) w2 [ 2

la soluci6 del qual és

b)” 2x 2 )\ Xxy
on
- _
z ! ( xz - ’“2)
,|= T ,1= n Xi :| nSi i’lSX |
AR 0 YD x 1
nSf nSf

Fent els calculs, obtenim el conegut resultat

b= nzxiyi _in Zyi :L
”sz?%ZXi)z Sz

IS 5
nyx—(2x) S,

2 . . . . - . . . . .
on S’ i Sy s6nla variancia i la covariancia mostrals, respectivament, mentre que la barra indica la
mitjana mostral de la variable corresponent.

=

2.3 Precisio en l'estimacio per minims quadrats

En aquesta seccié suposarem que totes les observacions estan afectades pel mateix error. Es a dir,
suposarem que cada observacié u; és un valor que pren una variable aleatoria U; i que totes les
variables aleatories U; ,i = 1, 2, ..., n, son independents i amb la mateixa desviaci6 tipus o. Dit d'una
altra manera, la matriu de variancia-covariancia (model estocastic) del vector aleatori i d'observacions
és

3, =01 (2.8)

on ] és la identitat d'ordre n i, per tant, les matrius cofactor i pes sén ambdues la propia identitat, com
d'altra banda cal esperar, ja que totes les observacions tenen pes unitat. Si bé el parametre poblacional
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o és, en general, desconegut, sempre podrem calcular (veurem com fer-ho) el corresponent estimador
S que, per tant, suposarem conegut, i escriurem

Z"u"Sz 1
Qu = ‘/Vu =1 (29)

2.3.1 Errors associats a I'estimador per minims quadrats

Es tracta de determinar els errors 0, associats a l'estimador m calculat a partir de la proposicié 1, com
a conseqiiencia de la propagaci6 de 1'error o de les observacions.

Proposicio 3
Si les observacions u; s6n independents i tenen el mateix pes, aleshores la matriu cofactor del vector
aleatori m, solucié minima quadratica del sistema Ax = u, és la inversa de la matriu del sistema

d'equacions normals:
On=N'=@"n" (2.10)

Demostracio
Cal aplicar la llei de propagacié de la matriu cofactor al procés que permet calcular 1'estimador m a
partir de les observacions u:
m=N"A"u
Primer es calcula el vector
t=A"u=0 =A"0.AN"=A"A=N
Després es fa
m=N'"t=0n = NoW ) =N'NW") =N
on hem fet ds que N és simetrica per ser-ho N.
Com a conseqiiencia directa de la proposicié 3 tenim la

Proposicio 4

La matriu de variancia-covariancia %, de la solucié6 minimoquadratica m s’estima a partir de la
desviaci6 tipus 0 de les observacions u; segons la relacié

.= O On
i, en particular, (2.11)
szi = Qm ii GZ

onQui;,i=1,2,.. h sénels elements de la diagonal principal de la inversa de la matriu del sistema
d'equacions normals.

Exemple 5 Error en els parametres de la recta de regressié lineal

En el calcul dels parametres de la recta de regressié lineal, hem vist que la matriu cofactor és
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==

1
nSf nSf

Per tant, si anomenem S l'error de cada una de les observacions y;, segons la proposicié 4 tenim que
I'error de 'ordenada a I'origen és

i que I'error de la pendent és

2.3.2 L'error en les observacions. Calcul de la variancia de referencia

Hi ha la possibilitat que es conegui, per experieéncia previa, el valor de l'error ¢ associat a les
observacions y;; en general, pero, aquesta dada és desconeguda i el seu calcul forma part del procés
d'estimacié de la precisi6 dels resultats.

Hi ha una forma molt senzilla d’estimar la variancia de les observacions de pes unitat, o variancia de
referéncia, a partir dels resultats de I'estimacid; esta basada en el comportament estadistic dels residus,
resumit en la proposici6 segiient:

Proposicio 5
La magnitud
vViv 1S 2
Y = — Vi
o’ o’ 21’ l

és una variable aleatoria que segueix una llei )(2 2-n amb p-h graus de llibertat.

Demostracio

La demostracié formal d'aquest resultat (per exemple, a [LIN63] p. 155) és bastant llarga i
complicada. S'ha de veure que v’y es pot escriure com a suma dels quadrats de n-h variables aleatories
independents i N(0,0). Per aixd0 cal fer, a més de forca calculs, un estudi complet de les
caracteristiques del vector aleatori y. Tot plegat ens faria desviar massa dels objectius fixats. Ens
limitarem a fer una justificacio intuitiva.

La magnitud Yes pot escriure
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2
S -g[am

1 O 1
que és un sumatori de magnituds que consisteixen en el quadrat d'un valor observat y; menys el seu

PT)

valor “mitja” (Am); segons el model u = Ax, partit per I'error o.

Expressions d'aquest tipus sovint es tracten com a variables ¥ en estadistica; per tant, encara que no
es demostri formalment, sembla raonable que la magnitud Y segueixi aquesta llei de probabilitat.
Observem, a més, que, en aquest sentit, podem dir que 1'ajust minimoquadratic és un ajust per minim
khi quadrat.

Quant al nombre de graus de llibertat, també sembla raonable considerar que és igual a l'excés
d'observacions n-h. Si es fes el mateix nombre d'observacions y; que incognites x; es tenen, aleshores
el sistema Ax = u seria determinat i els residus v nuls, amb la qual cosa la quantitat v’y no seria una
variable aleatdria siné una constant nul-la. Per tant, es pot dir que la quantitat v’y és una variable

aleatdria en la mesura que hi ha excés d'observacions i que, com que segueix una llei ), els graus de
Ilibertat seran, precisament, aquest excés.

Com a conseqiiencia immediata d'aquest resultat es dedueix la

Proposicio 6

La magnitud

(2.12)

és un estimador puntual no esbiaixat de I'error en les observacions O.
Demostracio

Només cal tenir en compte que l'esperanca matematica d'una variable ¥° és el nombre de graus de
llibertat. Per tant, segons la proposicié anterior i utilitzant la linealitat de l'operador esperanca

matematica, es té
vy b vy o
= n —_ =
o’ n—h
vy
s’ =
(n —h )

prengui valors propers a la variancia de referéncia o.

Cal esperar, doncs, que

Observacio

Segons les proposicions 4 i 6, es pot establir el metode per avaluar els errors en 1’estimacié
parametrica mitjangant el vector m, en cas que la variancia de referéncia sigui desconeguda.
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La matriu de variancia-covariancia %, de la solucié minimoquadratica m s’estima a partir de la
desviaci6 tipus § de les observacions y; segons la relacié

2
Z:m - S Qm
i, en particular,

2 2 2
G)ni~Sn1i=Qmii S

onQui,i=1,2, .. h sénels elements de la diagonal principal de la inversa de la matriu del sistema
d'equacions normals.

Exemple 6 Determinacio de l'altura sobre el nivell del mar de tres estacions a partir de l'observacié
de desnivells (Anivellacio 3)

Calculem, en aquest cas, 1'error en les observacions aplicant el resultat (2.12).

En primer lloc hem de trobar el vector de residus v = Am - u a partir de les observacions u, la matriu
A el resultat de 1'estimacié per minims quadrats m:

1 0 0 758,244 -0,021
0 1 0 797,622 0,008
758,223
0 0 1 784,223 0,012
797,630 - =
-11 0 39,413 —-0,006
784,235
0 1 -1 13,398 -0,003
-1 0 1 26,026 -0,014

El nombre de graus de llibertat és n-h = 6-3 =3. Aplicant la proposici6 6 s'obté

{ 2
Vi
= z _ ’0’00089=0,017m
n—h 3

2.3.3 Estimacié per intervals

Recordem que cada component m; de la solucié minima quadratica m és un estimador puntual del
parametre corresponent &; i que l'error en les observacions S és un estimador puntual de la desviacié
tipus poblacional o.

Com a conseqiiencia de la proposicié 5, podem afirmar directament que, fixat un nivell de significacid
o, l'interval de confianga per al vertader valor de O és

(2.13)
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on }(za i Xzb son els valors de la distribucié khi quadrat amb n-h graus de llibertat, amb el significat
habitual pel corresponent valor de c.

Per exemple, si el nivell de significaci6 és del 5%, és a dir, el nivell de confianca del 95%, aleshores
X i sénels valors de la distribucié khi quadrat amb n-# graus de llibertat tals que P <)) =
PP > x) =0,025.

Quant a I'estimaci6 per intervals del vertader valor dels parametres §; a partir dels resultats m; , es pot
fer a partir de la proposici6 segiient:

Proposicio 7

La variable

m; —6G;

S V Qmii

segueix una llei ¢ de Student amb n-A graus de llibertat.

ti =

Demostracio

Segons les proposicions 2,4 i 5, la magnitud
és N(0,1), i la magnitud

segueix una llei y* amb n-h garus de llibertat. Per tant, la magnitud
/ Z;
ti =Vn— h T
Y

seguira una llei s de Student amb n-A graus de llibertat.

Ara estem en condicions d'afirmar que, fixat un nivell de significacié &, l'interval de confianca per a
U'estimacié dels parametres &; és

m; =t S\ Qi <Gi <m; 155 Opii 2.14)

i=1,2,..,h,onT,és el valor de la variable t de Student amb -/ graus de llibertat tal que
P(-t,<tyn<t,) =1-0
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Exemple 6 Determinacio de l'altura sobre el nivell del mar de tres estacions a partir de l'observacié
de desnivells (Anivellacié 4)

Calculem, en aquest cas, els intervals del 95% de confianca per a les tres altures i per a I'error en les
observacions.

Amb tres graus de llibertat i un nivell de significacié ot = 0,05 (95% de confianga), tenim 7, = 3,1824.
Recordemque Q,;; = 0,5,i =1,2,3185=0,0172. Per tant,

m; —3,1824x0,01724/0,5 < ¢; <m; +3,1824><0,0172\/E
obé
& =m £0,039
Fent els calculs,
758,185 < £ < 758,262
797,592 < & < 759,669

784,196 < {3 < 784,274

Observem la major precisié de 1'estimacid per intervals. Sense el concepte d'interval de confianca
només podiem dir que, per exemple, 1'estacié D es troba a una altura d’"aproximadament” 758,223 m
sobre el nivell del mar. Ara podem dir que, amb una probabilitat del 95%, l'estacié D es troba a una
altura sobre el nivell del mar d’entre 758,185 1 758,262 m.

Calculem, ara, l'interval de confianga per al vertader error en les observacions 0. Amb 3 graus de

Ilibertat i nivell de significacié o = 0,05, tenim Zzu =0,2158 1 }(Zb = 9,3562. Per tant, recordant que vy
=0,00089 podem dir, amb un 95% de confianga, que

0,00089 0,00089
— <0< [——
9,3562 0,2158

0,01 <o < 0,064

o bé que

2.4 Observacions ponderades

Suposem que tenim el mateix sistema sobredeterminat Ax = u amb la mateixa definicié de
correccions O residus v = Ax — u, pero que, ara, no totes les observacions estan fetes en les mateixes
circumstancies i que, per tant, s’han de ponderar de manera diferent.

Aix0 equival a considerar que el vector aleatori n-dimensional u =(u1, ua, ..., un), t€ associat un vector
de desviacions tipus (01, 0y, ..., 0,) de components 0; diferents o no necessariament iguals i, fixada la
variancia de referéncia o , el corresponent vector de variancies normalitzades (02 1/02 s o 2/02 Y ey
00 i el corresponent vector de pesos format pels respectius valors inversos de les variancies

normalitzades (p1, pa, ..., pn) = (G/G°1, GO s, ..., TG ).
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Com que suposem que les observacions ui, u, ..., u, sOn independents, la matriu de variancia-
covariancia (model estocastic) sera diagonal:

fo% 02 0)

Zu=|0 o; ... 0|
0 0 .. o
La matriu cofactor sera
1
0, = ?Zu (2.16)

Ila matriu pes
Wu = Qilu = Gzzlu
sera la matriu diagonal

D1 0
0 w0

W, =p= p2 (2.17)
0 Pn

2.4.1 Minims quadrats i maxima versemblanca

Deduim el criteri de minims quadrats a partir del de maxima versemblanca, corresponent al cas
d’observacions ponderades. Considerant, en I’expressi6 (2.5) de la funcié de versemblanca, que cada
observacié y; té variancia

0-21' =62/pi
s’obté
12 5
n A/ Dy 5 2, il =3, ayx;)
f(ul’uz""7un):Hf(ui):%e 26° 4 (2.18)
iol (2m)" "o

que sera maxima quan el sumatori de 1’exponent

2

n h
T —
R EDWA ITEDWIES
i=1 j=1

que és la suma ponderada dels residus al quadrat, sigui minim.

Amb una demostracié analoga a la de la proposicié 1 s'estableix la segiient proposicié per al cas
corresponent a observacions ponderades.

Proposicio 8

El vector m = (m1, mo, ..., my) solucié del sistema Ax = u + v que fa minima la quantitat Vv Py, és

determinat per 1'expressio

s
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m=N"A"Pu (2.19)
on
N=APA (2.20)

Definicié 4 Sistema d'equacions normals per a observacions indirectes ponderades

Donat el sistema incompatible sobredeterminat Ax = u, on les observacions del vector u sén
ponderades amb matriu de pesos P, s'anomena sistema d'equacions normals €l sistema compatible
determinat

Nx=A"Pu (2.21)
Observacio

Si en el sistema inicial Ax = u es multiplica cada equaci6 per l'arrel quadrada /p; del pes de la
corresponent observacio y;:

J[\/Eanxl + 1/;1112)62 +. -ﬂ/Zalhxh = \/;Ml

NDP2aziXxy Talpranxat. .ty prar,x, =4/ pauz
| (2.22)

lvpn anpx1 \ Pn apaXot . AN Pu@upXp =/ Prlty

i es considera com un sistema d'observacions no ponderades, amb els nous coeficients
Gij =N Pidj

Ui = pild

aplicant la proposicié 1 (sense matriu de pesos) s'obté el mateix resultat que aplicant la proposicié 8
(amb matriu de pesos), ja que anomenant

an  an amn
i- a» an as
5n1 EinZ anh
i
u
- |u2
u =
Uy
es té
. ATPa=ATA (223)
i
ATPu=A"7 (2.24)
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Per tant, els sistemes amb observacions ponderades es poden tractar com sistemes amb observacions
no ponderades (sense la matriu de pesos) un cop transformades les equacions de la forma indicada.
Aixi, el resultat de la proposicié 1 és equivalent al de la proposicié 8, i per tant valid per a

observacions ponderades, substituint la matriu A per A iel vector u per i . Dit d'una altra manera, és
equivalent considerar una matriu de pesos diagonal amb elements p; i multiplicar 1'equaci6 j-¢sima per

Jp;i > 1a qual cosa, salvat el factor de proporcionalitat o, és el mateix que dividir-la per 1’error o
desviacid tipus 0; de la corresponent observacio u; .

Per aquest motiu prescindim de les demostracions en les segiients proposicions, que seran les mateixes
que les corresponents a observacions no ponderades, un cop multiplicada cada equacié per 1'arrel del

pes escaient.

Primer resumirem les propietats estadistiques de 1'estimador m. A continuacié veurem com es propaga
la matriu de variancia-covariancia X', de les observacions u, és a dir, com es propaguen els seus errors,
a la solucié m per minims quadrats donada per la proposicié 8.

Proposicio 9

La solucié minima quadratica m del sistema sobredeterminat Ax = u és un vector aleatori normal de
dimensi6 h, estimador no esbiaixat dels parametres

E(m)={ (2.25)
2.5 Precisio en I’estimacié per minims quadrats amb observacions ponderades

Enunciarem els resultats analegs als establerts en [’apartat 2.3 perd corresponents al cas
d’observacions ponderades.

2.5.1 Errors associats a I’estimador per minims quadrats

Es tracta de determinar els errors 0,, associats a l'estimador m calculat a partir de la proposicié 8 com
a conseqiiencia de la propagacid de 1'error o de les observacions.

Proposicio 10
Si la matriu cofactor de les observacions u és Q, = P'l, aleshores la matriu cofactor Q,, de la solucié
per minims quadrats (m = N " ATPu) del problema d'observacions indirectes donada per la proposicié
8 és

On=N"=A"PA)" (2.26)
Observacio
La matriu de variancia-covariancia de la solucié m sera

3, =00n=0N"=0cA"Pa"

on ¢ és la variancia de referéncia.
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Notem que, encara que la matriu de variancia-covariancia %, de les observacions y; sigui diagonal, en
general la matriu de variancia-covariancia X, dels resultats m; no ho sera. Aixo vol dir que, encara que
les observacions y; siguin independents, en general els resultats m; no ho seran. I aixo és logic, ja que
per calcular cada m; intervenen totes les observacions ;.

Segons la proposicié 10 es poden establir els errors o les desviacions tipus associades a I’estimacid
parametrica mitjangant el vector .

Proposici6 11

La desviaci6 tipus 0,,; de cada component m; , i = 1, 2, ..., h, de I'estimador minim quadratic m esta
relacionada amb la desviaci6 tipus ¢ de referéncia de la forma

szi = Qm ii 02 (227)

onQui,i=1,2,.., h sénels elements de la diagonal principal de la inversa de la matriu del sistema
d'equacions normals.

2.5.2 L’error en les observacions. Calcul de la variancia de referéncia

Si la variancia o” de referéncia és desconeguda s'haura d'estimar a partir de magnituds observables, la
qual cosa es podra fer segons la proposicié segiient:

Proposicio 12

La magnitud

T n
viPy 1 2 2
Y: = —_— p.v.

0_2 0_2 1 v

és una variable aleatoria que segueix una llei ){2 +-n amb p-h graus de llibertat.

Com a conseqiiencia d'aquest resultat, i ates que 1’esperanca matematica d’una variable )(2 wn €s el
nombre n-h de graus de llibertat, es dedueix la proposici6 segiient:

Proposicio 13
La magnitud

(2.28)

és un estimador puntual no esbiaixat de la desviacid tipus de referéncia 0.
Observacio

Segons les proposicions 11 i 13, es pot establir el metode per avaluar els errors en 1’estimacid
parametrica mitjangant el vector m en el cas que la variancia de referéncia sigui desconeguda.
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La matriu de variancia-covariancia %, de la solucié minimoquadratica m s’estima a partir de la
desviaci6 tipus § de les observacions y; segons la relacié

Z:m - SZ Qm
i, en particular, (2.29)

szi - Szmi = Qm ii S2
onQui,i=1,2, .. h sénels elements de la diagonal principal de la inversa de la matriu del sistema
d'equacions normals.
2.5.3 Estimaci6 per intervals

Com a conseqiiencia de la proposicié 12, podem afirmar directament que, fixat un nivell de
significacid &, l'interval de confianca per al vertader valor de O és

VVTPV <o < VVTPV

on )(2 . 1 ){2 » son els valors de la distribuci6 khi quadrat amb n-h graus de llibertat, amb el significat
habitual per al corresponent valor de .

(2.30)

Per exemple, si el nivell de significaci6 és del 5%, és a dir, el nivell de confianca del 95%, aleshores
)(2 o 1 ){2 » sonels valors de la distribucié khi quadrat amb n-h graus de llibertat tals que P(}(z < )(2 2) =
PO’ > 1) = 0,025.

Quant a I'estimaci6 per intervals del vertader valor dels parametres ; a partir dels resultats m; , es pot
fer a partir de la proposici6 segiient:

Proposicio 14

La variable

_ m —G;

SO

segueix una llei ¢ de Student amb n-4 graus de llibertat.

Ara estem en condicions d'afirmar que, fixat un nivell de significacié ¢, l'interval de confianca per a
U'estimacié dels parametres &; és

m; = tgSNQmii <Gi <m; +14S~ Qi (23D

i=1,2,.., h,onrt,és el valor dela variable t de Student amb n-4 graus de llibertat tal que

P(-t, < twn <t,) =1-ct
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Exemple 8 [MIGS81] Anivellacié amb observacions ponderades

Es volen calcular els nivells Hb, Hc 1 Hd de tres punts B, C i D, respectivament, conegut el nivell Hg
=281,130 md'un punt A de referéncia i observats els desnivells segiients (Fig. 2.3 ):

Des de Fins a Desnivell Distancia Pes de
punt més baix punt més alt observat entre els punts 1'observacié
B A m =11,973 20 1,400
D B h2 =10,940 12 2,333
D A hs =22,932 15 1,867
B C hs =21,040 28 1,000
D C hs =31,891 20 1,400
A C he = 8,983 26 1,077
Taula 2.1

Els pesos s'han posat de forma que resultin inversament proporcionals a la distancia entre els punts
corresponents al desnivell respectiu.

h

Fig 2.3 Anivellacié

Escrivint les dades en forma de sistema d’equacions, tenim

Ha - Hb = h
Hb - Hd = h2
Ha - Hd = h3
-Hb + Hc = ha
Hc — Hd = hs
-Ha+ Hc = hs

Pero, com que Ha és coneguda, el sistema és de 6 equacions amb 3 incognites, i s’escriura
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Hb = Ha - h1
Hb - Hd = h»
Hd = Ha - h3
-Hb + He = hs
Hc - Hd = hs
Hc = Ha + he

La resolucié d'aquest exemple esta feta amb el programa MAPLE V, amb els paquets d’algebra lineal
1 estadistica.

Es defineix la matriu de coeficients del sistema sobredeterminat d’observacions indirectes:

> A:=matrix(6,3,[1,0,0,1,0,-1,0,0,1,-1,1,0,0,1,-1,0,1,0]1);
> At:=transpose(a) :

[1 0 O]
[1 0 -1]
[0 0 1]
A=[1 1 0]
[0 1 -1]
[0 1 0]

Graus de llibertat del sistema:

> gdl:=6-3:

Vector de termes independents que conté les observacions.

> u:=vector(6, [269.157,10.94,258.198,21.04,31.891,290.113]);

u :=[269.157, 10.94, 258.198, 21.04, 31.891, 290.113]
Matriu de pesos:

> P:=diag(1.400,2.333,1.867,1.000,1.400,1.077);

[1.400 O 0 0 0 0]
[0 2333 O 0 0 0]
[O 0 1867 0 0 0]
P=[0 0 0 1.000 O 0]
[0 0 0 0 1400 0]
[0 0 0 0 0 1.077]

Matriu del sistema d’equacions normals:

> N:=evalm(&* (At,P,A));
[4.733 -1.000 -2.333]
N:=[-1.000 3.477 -1.400]
[-2.333 -1.400 5.600]
Termes independents del sistema d’equacions normals:
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> atpu:=evalm(&* (At,P,u));

atpu = [381.302820, 378.139101, 411.885246]
Matriu cofactor de m = inversa de N:
> Qm:=inverse (N) ;

[.3379 .1710 .1835]
Om:=[.1710 .4064 .1728]
[.1835 .1728 .2982]

Estimador minimoquadratic dels nivells = solucié del sistema d’equacions normals:
> m:=evalm(&* (Qm, atpu)) ;

m :=[269.136, 290.125, 258.206]
Calcul dels residus:

> un:=evalm(&* (A, m)) :
> v:=evalm(un-u) ;
> vt:=transpose (V) :

v:=[-.0204, -.0098, .0084, -.0515, .0275, .0120]
Calcul de la variancia de referéncia:

> vtpv:=evalm(&* (vt,p,Vv));
vipy :=.0048
> vref:=vtpv/gdl;
vref :=.0016
Matriu de variancia covariancia del vector m:
> sigm:=evalm(vref*Qm) ;
[.00054 .00027 .00029]

Sigm :=[.00027 .00065 .00027]
[.00029 .00027 .00047]

Desviacions tipus de la soluci6 m:
> sml:=sqgrt(sigm([1,1]);

> sm2:=sqgrt (sigml[2,2]) ;
> sm3:=sqgrt (sigm(3,3]);

sml :=.023
sm2 :=.025
sm3 :=.022
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Estimacié per intervals del 95% confianca o nivell de significacié 0.05:

> t:=statevalf [icdf, studentst [gdl]] (0.975) ;
t:=3.182446

Errors de la solucié m amb nivell de significaci6 0.05:

> dl:=sml*t;

> d2:=sm2*t;
> d3:=sm3*t;

dl :=.07
d2 :=.08
d3 :=.07

Els nivells dels punts B, Ci D amb un 95% de confianga sén

Hb=269.14 £0.07 m
Hc=290.12£0.08 m
Hd=258.21%0.07 m

Observem que, si I’error és de I’ordre dels centimetres, no té sentit donar els nivells amb més precisid.
2.6 Ellipse d'error

Moltes vegades, la solucié per minims quadrats del problema d'observacions indirectes consistira en
les coordenades m = (mi, mo, ..., my) = (xa, ya, X, ys, ...) d'un conjunt de punts A, B, ..., en un cert
sistema de referéncia, acompanyades de la seva matriu de variancia-covariancia %, que déna l'error
de cada coordenada i la correlacié entre si, en aquest sistema de referéncia.

La pregunta que ens fem en aquest apartat és: Com afecta un canvi de sistema de referéncia (per
exemple, passar d'un sistema de coordenades local a coordenades UTM) els resultats i els seus errors?

Considerarem el problema per a un sol punt P de coordenades (x, y) en el sistema inicial amb
desviacions tipus S, i S, i covariancia S.,. Suposem que el nou sistema s'obté de I'inicial mitjangant un
gir d'angle o (Fig. 2.4). Recordant la matriu de la transformacié ortogonal del pla consistent en un gir

d'eixos d'angle o, sabem que la relacié entre les coordenades (x, y) en el sistema inicial i les
coordenades (x', y') en el nou sistema és determinada per

x| (cosa —sina ) x'
y - sin  coso ) y'
x| [ cose  sino | x
y' | =sina cosa y

o bé per
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) y
" ,—/'7
y e
(24)]
Y
o
X
Fig 2.4 Gir d’eixos
Seguint la llei de propagaci6 de variancies i covariancies, podem escriure
2 . 2 ;
Sy Sey | [ cose  sine | S¢Sy, [cosa —sinO
2 |7 . 2 .
Sx,y, Sy, —sin® Ccos& Sx), Sy sin0  cos¢
Es a dir,
2 2 o2 . L2 02
Se"=cos S + 2sinC cosO Sxy + sin QL Sy
2 L2 L2 . 2 o2
Sy' =sin &S, - 2sin0 coso Sxy + cos OlSy
. 2 2 .2 . 2
Syy = -cosO sinQ Sy + (cos O - sin” 0)Sy, + sin® cosQ S,
Observacié

N . 2 2 . . . , . .
Les variancies §,, Sy~ i la covariancia S,y son funcions de I'angle de gir . Prenent coordenades
polars, les corbes

S (@) = cos’ 0 S, + 2sinC cos® Sy + sin' LS,
i (2.32)

2 L2 L2 . 22
Sy" (@) =sin"0 S, - 2s5in0 cosO Sy + cos O Sy

, . 2. 2 N
s6n dues corbes amb radis vectors Sy~ 1 Sy, anomenades corbes de variancia (o “corbes pedal” en
alguns contextos), iguals i amb els eixos perpendiculars (Fig. 2.5).
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Fig. 2.5 Corbes de variancia

o 2 Coo 2 . . .
Donat un angle ¢, les dues variancies Sy~ ()1 Sy~ (&) s6n els radis vectors respectius de cada una
d'aquestes "corbes de variancia". O bé, amb una sola corba, s6n els radis vectors perpendiculars, ja

que S,” (@) = S (a+772) (Fig. 2.5).
Traient 1’arrel quadrada

Se (0) =V (cos"0 S’ + 2sin0cosO Sy + sin @ S,)
i (2.33)

Sy (@) =V (sin"0 Sy - 2sin cose Syy + cos’ol S_vz)

S’obtenen corbes de desviacié tipus de forma semblant a les corbes de variancia. Les desviacions
tipus maxima i minima sén els semieixos de 1'anomenada el-lipse d’error i corresponen a un cert angle

de gir o (fig. 2.4). Aquests parametres s6n determinats per la proposici6 segiient:
Proposicio 15
Sigui m = (m1, ma, ..., my) la solucié per minims quadrats d'un problema d'observacions indirectes.

Siguin (m;, mi+1) = (x, y) les coordenades d'un punt qualsevol de la solucié. Sigui la corresponent
submatriu

Qxx Qxy
Qxy ny
de la matriu cofactor de la solucid
On On ST S
On 0O» S S;
a4 033 QOun 1 S Sy
N'=0,=| .. == - A
Q3 Qu S S  Si
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Els semieixos (al quadrat) de 1’el-lipse d'error sén

2 o2 2 o232
Sy +S Sy =S,
Snzmx: - +\/va+( })
2 ’ 4
i (2.34)
. _Si+s] _\/S2 L (Si-s))’
min 2 xy 4
orientats segons un angle o tal que
2 2
tan20y = 2.35
S:-S; (2:39)

El quadrant on es troba o es determina analitzant el signe de numerador i denominador en (2.35).
Demostracio
Derivant I'expressi6 de erz (@) o bé de Syr2 (o) respecte de oriigualant a zero, en ambdds casos s'obté
Syy' = -cosO. sin0l SC + (cos'ot - sinzOC)Sxy + sino cosO Sy2 =0
Tenint en compte les identitats trigonometriques
2sin0 cosO = sin20 1 (cosza - sinza): cos2a

queda
(S,”- S sin20 + 28y, cos20 = 0

d’on es dedueix 1'expressié proposada per a ran20p. Introduint aquest valor de ¢ en les expressions
2 . 2 . .. . . . N . .
de S.” i de Sy, i mitjancant les identitats trigonometriques adients, s'obtenen les expressions
2.2
proposades per a S, 1.8 max -
Observacions
. ., . e, s . 2 2 . . N s
1. Enl'anterior demostraci6 es veu que la condicié que la variancia S,” o S, sigui maxima o minima
equival que la covariancia Sy sigui nul-la o, el que és el mateix, que les variables x'i y’ estiguin no

correlacionades.

2. Les expressions (2.34) de Szmm i Szmx son els valors propis de la matriu de variancia-covariancia
del vector (x, y),

segons es dedueix calculant les arrels del polinomi caracteristic.
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3. En termes de la matriu cofactor, els semieixos de 1’el-lipse d'error s’escriuen

2 2 Qxx+ny +\/Q2 +(Qxx_ny)2

Smaxzs X
2 Y 4
i (2.36)
0. +0 Qw—0y)°
St = 57| L2 g} 4 LB

orientats segons un angle o tal que

2 Qxy

tan 20y = 9.
0 Qxx - ny ( 37)

Exemple 9 [MIGS81] El-lipse d’error

L’error en el posicionament d’un punt d’estacié en un aixecament topografic és determinat pels
parametres

o,=022m

o,= 0,14m

0, = 0,0246 m’
Es tracta de dibuixar la corba de desviacié tipus, calcular els parametres (semieixos i orientacid) de
I’ellipse d’error i dibuixar aquesta el-lipse. Per fer els calculs i les representacions grafiques

utilitzarem MAPLE V amb el paquet grafic Plottools.

Introduim les dades del problema:

> sX:=.22:

> 8x2:=8%x"2:

> sy:=.14:

> sy2:=sy"2:

> sxy:=.0246:
> sxy2:=sxy 2:

Calculem els semieixos i la inclinacié de 1’el-lipse d'error segons (2.34) i (2.35)

> smax:=sgrt ( (sx2+sy2) /2+sqrt ( (sx2-sy2) *2/4+sxy2)) ;
smax = .250

> smin:=sqrt ( (sx2+sy2) /2-sgrt ( (sx2-sy2) *2/4+sxy2)) ;

smin :=.074
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> theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-sy2))/2;
theta := 0.5206

Com que numerador i denominador en (2.35) son tots dos positius, I’angle theta esta en el primer
quadrant.

Dibuixem la corba de desviacio tipus:

plot ([sgrt (sx2*cos (t) *2+2*sxy*cos (t) *sin(t) +sy2*sin(t) "2) ,t,t=0..2*P
i], coords=polar) ;

0.15
0.1
0.05

0.05
0.1
0.15

02 010010z
Fig. 2.6 Corba de desviacid tipus
Dibuixem1’el-lipse d'error:

> elli:=ellipse([0,0],smax,smin) :plots[display] (rotate(elli, theta)) ;

0.1

0.05

Fig. 2.7 El-lipse d’error
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2.7 Cas particular d'observacions directes

Suposem que observem n vegades una certa magnitud x amb resultats ui, uo, ..., u,. Podem plantejar el
problema de trobar el millor estimador per minims quadrats en els mateixos termes que ho hem fet per
a observacions indirectes, considerant que tenim el sistema de n equacions amb 1 incognita

X =ul
X=u
X = Un
que, matricialment, s'escriu
Ax=u

on Ai u sén les matrius columna

En aquest cas tenim

ATA =n
A" = 1/m
Alu = Zu;

Per tant, aplicant la proposici6 1, la solucié per minims quadrats del sistema és la mitjana aritmetica
m=(A"A)" A'u = (Su/n
Per a observacions ponderades, considerant la matriu de pesos
(pl e . 0 1
| 0 P2 ... 0
L 0 ... ... p, J
A'PA =2P;

A'PA)" = 1/ZP;
A"Pu = ZPu;

P=

tenim

Per tant, en aquest cas, aplicant la proposicié 8, la solucié6 per minims quadrats és la mitjana
ponderada

my =(A"PAY" A"Pu = (ZPus)/ ZP;

A més, aplicant la proposicié 11, prenent
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0=(A"PA)" = 1/ZP;
s'obté 1'error de la mitjana ponderada
Oy = G, IZP;
que, en cas d'observacions no ponderades (P; =1), s'escriu
o m = o, /n
2.8 Equacions no lineals

Fins ara hem suposat que el model matematic que estableix la relacié entre el vector d’observacions
u = (ui, u, ..., un ) 1 el vector d’incognites x = (x1, x2, ..., xp ) S’ expressava mitjangant un sistema
d’equacions lineals

Ax=u

on els termes independents contenen les observacions. Perd, en general, aquesta relacié és
determinada per un sistema de n equacions amb /4 incognites de la forma

u1 = filxy, x2, ..., Xi)
u2 = fox1, x2, ..., Xn) (2.38)

un = fulx1, X2, ..., Xn)
on les n funcions f; sén no lineals (vegeu, com exemple, 1’exercici 5).

Per poder aplicar la teoria exposada fins ara, haurem de linealitzar el sistema desenvolupant per
Taylor les n funcions f; fins a primer ordre en I’entorn d’un punt

= 6 o x%)
Anomenant
Wi = fi ()
Au,- = U - uOi
A Xi =Xi- xol‘

i fent els desenvolupaments, s’obté el sistema lineal en els increments amb els observables en els
termes inde pendents:
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0 0 0
puy = DG g BOD § oy G DG
o, O p)

2 Xn
0 0 0
Auz _ (%(‘Z(X ) AX] + %(‘2()6 )Ax2 + ...+MAX]1 (2 39)
X1 X2 Xh .

0
UACR Y

+..+
8)(;,

0 0
PO ACO PN AES I
8x1 8)62

Observacio

Es molt important que les observacions estiguin en els termes independents del sistema lineal, tal com
s'ha obtingut en 1'anterior linealitzacid, per tal de poder aplicar les lleis de propagacié dels errors i
donar l'error de l'estimador a partir dels errors de les observacions.

2.8.1 Iteracions

. . c s 4 <1 0 . )3 . 9%
Sabem que la linealitzaci6 és valida en un entorn de x . Si aquest punt és una bona aproximacié a la
solucié que busquem, aleshores la solucié

Ax=(Axi, Axa,..., Axp)

per minims quadrats del sistema lineal en els increments ens proporcionara una solucié acceptable del
problema:

0
x=x +Ax

Si el punt x” no és una bona aproximacio, aleshores es pot iterar el metode fins a obtenir
I’aproximaci6 volguda. Partim del punt x"i anomenem A’ la soluci6 per minims quadrats del sistema
lineal en els increments i x' = x” + A’ la solucié del problema corresponent. Aleshores, si repetim el
procés partint del punt x', obtenim la nova aproximacio x> = x'+ A'x, i aixi successivament.

Aquesta iteracid es pot considerar com una generalitzacio, per a sistemes d’equacions, del metode de
Newton per trobar les arrels d’equacions u = f(x) no lineals. La convergencia de la successié (') cap a
la solucié correcta dependra del punt inicial x. Si aquest punt és més o menys raonable com a
aproximaci6 de la solucié buscada, amb poques iteracions s’arribara a una bona solucié.

El problema resideix a establir el nombre d’iteracions o, el que és el mateix, a donar un criteri per
aturar el procés iteratiu. El criteri més directe i intuitiu consisteix [MIG81] a aturar el procés quan la
correccid Afx sigui d’un ordre de magnitud inferior a la tolerancia préviament establerta, o també quan
el valor f(x') dels observables calculat a partir de la solucié x' corresponent a la iteracié j-ésima se
sembla prou als valors observats u.

Tanmateix, no hem de perdre de vista que el metode dels minims quadrats empleat per obtenir la
correccié A’y de cada iteracié es basa en el criteri de fer minima la suma ponderada v'Py dels residus
al quadrat. Per tant, si la iteraci6 és convergent, aquesta magnitud ha de ser cada vegada més petita, i
el criteri més consistent amb el métode [LEI95] sera el d’aturar el procés quan v' Py pari de decréixer
o s’estabilitzi.
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El test estadistic més important per establir la bondat de 1’ajust [KOC87], [LEI95] es basa en la
proposicié 12: si o és la variancia de referéncia o de les observacions de pes unitat (variancia de
referéncia a priori) i s = vTPv/(n-h) és el seu estimador (variancia de referéncia a posteriori),
aleshores el quocient (n-h)S’10> = v'Py/&® és una variable aleatdria que segueix una llei ){z amb n-h
graus de llibertat.

El test es basa en la suposici6 que, a I’hora de considerar la desviacid tipus o; de les observacions i
donar els pesos corresponents P; = o /Giz, hem fet alguna hipotesi sobre el valor de la variancia de
referéncia o corresponent a les observacions de pes unitat (variancia de referéncia a priori).
Acceptarem que 1’ajust ha estat bo si, fixat un nivell de significacié ¢, la magnitud v Pv/0® es manté
entre els valors )(2 al )(2 b de la variable )(2 amb n-h graus de llibertat que deixen una area /2 a cada
extrem de la distribuci6, essent la probabilitat P()(Za < }(2 < )(zb) =1-a.

2.8.2 Triangulacié. Equacions d'angle
Es tracta de determinar les coordenades d'un conjunt de punts a partir d'observacions d'azimuts. Es a
dir que, en aquest cas, els observables son angles. No farem distincions innecessaries entre

interseccions directes i inverses, de manera que, en principi, considerarem desconegudes les
coordenades dels dos punts que intervenen, el punt d'estacié A(x4, ya) 1 el punt visat B(xs, ys)-

A més, també considerarem desconeguda la desorientaci6 %, del punt d'estaci6. Anomenant 6, p
I’azimut de la recta AB (Fig. 2.8) i Ls g la lectura amb aparell desorientat, s'escriu

Osp=Lag+2a (2.40)

Fig. 2.8 Mesura d’angle

La relaci6 que lliga 1'observaci6 L, amb les 5 incognites xa, ya, xs, ygi 24 és

tg Oap = (xa- xA)Ays - ya)

o bé

XB— XA
Lap =arctg -z
e ye=ya (241)

que és una expressio no lineal de la forma
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Las =f(xa, ya, xB, y8, 24)
. . . 0 0o 0 0 0 .
Per a linealitzar-la, considerarem un vector x = (x 4, y 4, X B, ¥ B, 30 a) de coordenades conegudes i
anomenarem

LOA,B = ﬂxo)
ALsp = Lap - LOA,B
Axa = x4 - x4

Ayx = ya-y's
AxB = XB -xOB

0
Ayg =y -y s
AS, =3, -3,

Do=(x"s -xu) + (yOB -yOA )’

Fent el desenvolupament de Taylor fins a ordre 1 s'obté l'equacié lineal en els increments amb
l'observable al terme independent

yo_yo yo_yo 00 0,0
AL p=—"2"2 AN, 428 FA N 428 AN, =B AN _AY 242
AB D2 A D2 B De YA D? VB A (2.42)
que també es pot escriure
cosO, cos9, g sin®, 5 sin®4 5
ALyp =~ X A Xp . Va ~ Dy Ay —AX, (2.43)

Correccio d’orientacio

. 0 0\ . 0 0 . . .
En general es parteix d'unes coordenades (x4, y4) i ( x5 y p) aproximades i es calcula I’azimut
aproximat

0 0
0 Xp — X
045 = arctg ~—g——¢- (2.44)
Y~ YA
L’orientaci6 aproximada s’escriu
0
Lip=6s-2%

Per tant, al introduir els increments
Alpp=1Las- d)A,B +2,

AZ, = 3,.- 3

en les equacions linealitzades (2.42) o (2.43), es cancel-la la desorientacié aproximada py 4 1 resulta el
segiient:

Si es tracta d'una interseccié directa, aleshores no intervenen les variables Ax, , Ays i Ay, ja que les
coordenades x4, ya i la desorientacié 2, sén constants conegudes.
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0 cos@ﬁy B sineﬁ, B
Lag —0ap = Axp - Ayg (2.45)
Dy Dy

Si es tracta d'una interseccié inversa, aleshores desapareixen les incognites Axg i Ayg corresponents al
punt visat.
0 cosb) sin),
AB AB
Lap =045 =— Axy + Ay,—Z, (2.46)
Dy Dy

Observacio

Hi ha altres metodes per tractar la correccié d’orientacié basats en, per exemple, corregir totes les
lectures fetes des del punt A amb la magnitud 2 = Lagp - d)A,B, o eliminar la desorientacié X, de les

equacions utilitzant una mitjana de les desorientacions aproximades 3 Ai = Lagi - ¢ Api calculades a
partir de totes les lectures fetes des del punt A [CHB96].

Quant a les unitats, el procés de calcul (desenvolupament en serie de Taylor) que ha conduit a
aquestes equacions lineals obliga que els angles L4 5 i 2, estiguin expressats en radiants. En cas que
les observacions es facin en segons sexagesimals (centesimals), caldra dividir la lectura Ly,p 1 la
desorientacié 2, pel factor de conversi6 fc = 180x3600/1 = 206264.806 s/rad ( fc = 200x10000/1t =
636619.772 s/rad),

Lip—6° cosh cosf’ 5in6) sinb z
ZAE AR pd = 2B Ay + —AE Ay + AE Ay A A T g (2.47)
fec Do Dy Dy Dy fe

o bé, si es vol treballar amb unitats de segons d’arc,

0 cos6, cosf 5 sinb sin 4 5
(Lap —Oap)s=—fc —Axyt fo —Axp + fe —Ay, - fe —Ayp —2ys (2.48)
Dy Do Dy Do

L'avantatge d’aquesta equacid en front d'equacions del tipus (2.47) amb unitats de radiants és que, en
aquell cas, per mantenir una precisié de, per exemple, decimes de segon d'arc, s'ha de treballar amb
molts decimals (1" = 1/fc = 0.000004848 rad; és a dir, que una décima de segon €s aproximadament 5
deumilionesimes de radint). D'altra banda, les xifres en segons d'arc sén més entenedores. Observem,
a més, que, en tenir unitats d'angle, aquestes equacions sén adimensionals.

Exemple 10 [LAUS3] Triangulacid. Interseccié directa
Es coneixen les coordenades de 4 estacions (en metres),

P1[12875,273, 28679,604
P2[12273,916,29612,311
P31[14117,387, 30999,974
P4[14717,693, 30168,703

e b
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des de les quals es visa un punt P de coordenades desconegudes. Les orientacions observades de les
visuals sén, respectivament,

lor= 34°47 523

loo= 81° 17229

lo3 =200°40" 18,5

lo4=252° 97 42,6

Es tracta d’estimar les coordenades de P partint dels valors aproximats:

P [13677,500, 29834,000]
Resolucié amb MAPLE V

Carreguem llibreries:
> with(linalg) :with(plots) :with(stats) :with(plottools) :

Entrem les coordenades conegudes dels punts d'estacio pi, les coordenades aproximades del punt visat
p 1les visuals [punt estacid, punt visat]:

pl:=[12875.273, 28679.604]: p2:=[12273.916, 29612.311]:
p3:=[14117.387, 30999.974]: p4:=[14717.693, 30168.703]:
p :=[13677.500, 29834.000]:

visl:=[pl,pl: vis2:=[p2,pl: visl3:=[p3,pl: visd:=[p4,p]:

V V V V

Dibuixem les visuals:

> plp:=polygonplot ([visl,vis2,vis3,vis4],6 axes=none) :

> txp:=textplot([[12875.273, 28679.604, 'P1'], [12273.916, 29612.311
'pP2'], [14117.387, 30999.974, 'P3'], [14717.693, 30168.703, 'P4'],
[13677.5, 29834, 'P']]):

> display ({plp, txp});

Tepmmm
]

0;
i 0.,
i 02 //@
Fi
N —

Pt

Fig. 2.9 Interseccid directa

Orientaci6 calculada [c de cada visual. El dibuix ens permet veure en quins casos cal sumar 180° a
I'arc tangent corresponent. Calculem també la diferéncia dI entre les lectures o orientacions
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observades [o i les calculades Ic, en segons d'arc. fc = factor de conversi6 de radians a segons
sexagesimals.

fc:=evalf (180*3600/P1i) :

lc:=vector (4, []): lo:=vector(4,[]): dl:=vector (4, []):
lc[1] :=arctan((p[1]-pl([1])/(p[2]-p1l[2])) *fc:

1lo[1] :=34*%3600 + 47*60 + 52.3:

lc[2] :=arctan((pl[1]-p2[1]1)/(p[2]-p2[2]1)) *fc:

1lo[2] :=81*%3600 + 1*60 + 22.9:

lc[3] :=evalf (arctan((p[1]-p3[1]1)/ (p[2]-p3[2]))+Pi)*fc:
1lo[3] :=200*3600 + 40*60 + 18.5:

lc[4] :=evalf (arctan((p[1l]-p4[1])/ (p[2]-p4[2]))+P1i)*fc:
lo[4] :=252*3600 + 9*60 + 42.6:

dl:=evalm(lo-1lc) ;

V V.V V V V V V V V V

dl:=[42,-55,6.5,-5.6]
Distancies calculades Dci i coeficients de les equacions del tipus (2.48) en unitats de segons d'arc:

Dcl:=sqgrt ((pl[1]-pl[1]) "2+ (pl[2]-p1[2]1)72):
al:=cos(lc[1l]/fc)*fc/Dcl: bl:=-sin(lc[1]/fc)*fc/Dcl:
Dc2:=sgrt ((p[1]-p21[1]) "2+ (p[2]-p21[2])"2):
a2:=cos(lc[2]/fc)*fc/Dc2: b2:=-sin(lc([2]/fc)*fc/Dc2:
Dc3:=sqrt ((p[1]-p3[1]) "2+ (p[2]-p3[2])"2):
al3:=cos(lc[3]/fc)*fc/Dc3: b3:=-sin(lc([3]/fc)*fc/Dc3:
Dc4:=sqgrt ((p[l]-p4[1]) "2+ (p[2]-p4a[2])"2):
a4:=cos(lc[4]/fc)*fc/Dcd: bd:=-sin(lc[4]/fc)*fc/Dc4:

V V.V V V V V V

Matriu A del sistema i transposada A¢:

> A := matrix (4,2, [al,bl,a2,b2,a3,b3,a4,b4]);
> At:=transpose(A) :

[120.489  -83.732]
[ 22.645 -143.378]

[-154.861 58.424]
[ -57.818 179.690]

Matriu N del sistema normal i inversa Om, cofactor de la solucié:

> N:=evalm(At&*A) ;
> Qm:=inverse (N) ;

[42355.717 -32773.040]

[-32773.040 63270.644 ]
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[.000039 .000020]

Om =
[.000020 .000026]

Solucié m del sistema normal i coordenades pc del punt P corregides:

> m:=evalm(&* (Qm,At,dl)) ;
> pc:=evalm(p+m) ;

m:=[-.016,-.011]

pc :=[13677.484, 29833.989]

Residus

>
>

v:=evalm(A&*m-dl) ;
vt :=transpose (v) :

v:=[-5.2,6.7,-4.7,4.5]

Els residus sén correccions a les observacions. Comprovem si les observacions [p2 corregides amb els
residus coincideixen amb les direccions /c2 calculades amb el punt P de coordenades pc corregides:

V V.V V V V V

lo2:=evalm( (lo+v) /fc) :

lc2:=vector (4, []) :

lc2[1] :=arctan((pcl[l]-p1[1])/(pcl2]-p1([2])):

lc2[2] :=arctan((pc[1]-p2[1])/ (pcl2]-p212]1)):

1c2[3] :=evalf (arctan((pcl[1]-p3[1]1)/(pcl2]-p3[2]))+Pi):
1c2[4] :=evalf (arctan((pcl[l1l]-p4[1]1)/(pcl2]-p4[2]))+Pi):
dl2:=evalm((lc2-102)*fc) ;

di2 :=[0, -.0004, -.0002, .0004]

Veiem que la diferéncia és de deumil-lésimes de segon i podem donar 1'ajust per bo. La correccié m =
(Ax, Ay) feta a les coordenades de P ha estat de prop d’1 cm.

Procedim, ara, a 1’avaluacié de D’error. Calculem la magnitud vtv que el procés ha fet minima,
I'estimador s2 de la variancia de referéncia, la desviacié tipus (sx, sy) de m i, per tant, de les
coordenades de P corregides ila seva covariancia sxy. gdl = graus de llibertat.

> vtv:=evalm(vt&*v); gdl:= 4-2: s2:=vtv/gdl:

>
>

sx2:=82*Qm[1l,1]: sy2:=s2*Qm[2,2]: sxy:=s2*Qm[1,2];
sx:=sqrt (sx2); sy:=sqrt(sy2); sxy2:=sxy 2:

vty :=115.725
sxy :=.001
sx :=.048
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sy :=.039

Podem dir, doncs, que les coordenades del punt P s6n
x=13677.48 mamb desviaci6 tipus sx = 0.05 m
y =29833.99 m amb desviacid tipus sy = 0.04 m

La desviaci6 tipus o “error mitja quadratic” de les coordenades és de I’ordre dels centimetres. Per tant,
la tercera xifra decimal no és significativa i no té sentit expressar les coordenades amb més precisio.

Calculem els semieixos i la inclinacié de 1’el-lipse d'error i la dibuixem:

smax:=sqrt ( (sx2+sy2) /2+sqgrt ( (sx2-sy2) "2/4+sxy2)) ;

>
> smin:=sgrt ( (sx2+sy2) /2-sqrt ( (sx2-sy2) *2/4+sxy2)) ;
> theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-s8y2))/2;
> elli := ellipse([0,0], smax, smin):
> display(rotate(elli, theta),xtickmarks=2,ytickmarks=2) ;
smax :=.056
smin :=.026
theta := .631
0.0
.0zt
T.oo4 ooz O] ooz o084
-0.024
Fafal:1s

Fig 2.10 Ellipse d’error
Intervals del 95% de confianga:
> t:=statevalf [icdf, studentst [gdl]] (0.975) ;

t:=4.302
> exX:=t*sx; ey:=t*sy;
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ex :=.205
ey :=.168
L’estimacié de les coordenades de P, amb un 95% de confianga, és doncs
x=136775%£02 m
y=29833910.17m

Com que les coordenades de P que hem entrat eren prou aproximades, ha calgut una sola iteracié del
procés per obtenir un bon ajust.

Vegem, ara, com evolucionen els calculs si entrem coordenades de P amb aproximacidé grollera i
iterem. Fem

> p:=[13600, 29800]:
i repetim tots els calculs des del principi. S’obtenen els resultats segiients:
Diferencia entre orientacions calculades i observades:

dl :=[6843.9, -3315.8,-9547.9, -5.5]
Correccions m = (Ax, Ay) i coordenades de P corregides:

m :=[75.749, 28.573]
pc :=[13675.749, 29828.573]
Residus i magnitud que el procés ha fet minima:
v :=[588.8, 593.5, 354.2, 706.2]
viv =132 10’

Diferéncia entre orientacions calculades i observades després de la correcci6:

di2 :=[-348.7, 151.8,-406.5, -1571.8]
Tornem a iterar. Aturarem les iteracions quan la correccié m a les coordenades sigui d’ordre inferior
als mil-limetres, el valor vtv de la magnitud que el procés fa minima es faci estable i la diferéncia dI2
entre orientacions calculades i observades després de la correccié sigui prou petita.

> p:=[13677.921, 29834.058]:

dl :=[-41.6,-6.7, 68.4, 8.4]
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m:=[-.437,-.069]
pc :=[13677.484, 29833.989]
v:i=[-5.2,6.7,-4.7,4.5]
vtv :=115.6

di2 :=[-.01,-.0002, -.01, -.005]
Tornem-hi

> p:=[13677.484, 29833.989]:
dl:=1[52,-6.7,4.7,-4.5]
m :=[.0003, .00006]
pc :=[13677.484, 29833.989]
v:=1[-52,6.7,-4.7,4.5]
viv :=115.7
dI2 :=[-.0001, -.0002, 0, .0004]

Ens aturem perqué vrv s’ha estabilitzat i I’ordre de magnitud de les correccions (Ax, Ay) i de la
diferencia d12 entre magnituds calculades i observades és prou petit. D’altra banda, observem que hem
assolit la mateixa precisié iterant a partir d’una aproximacié inicialment grollera que partint d’una
bona aproximacid i fent una sola iteracio.

Exemple 11 [LAU83] Triangulacid. Interseccié inversa.
Es coneixen les coordenades de 5 estacions,

P1[90296,116, 80834,826]
P2 [97156,749, 81102,868]
P31[98050,171, 75960,756]
P4 [94491,189, 73608,300]
P5 [88148,558, 76244,855]

que son visades des d’un punt P de coordenades desconegudes. Les orientacions observades de les
visuals sén, respectivament,

lor= 0° 0 07 ,00

loo=T7° 48 971

lo3=162°42" 34"’ 19

los=243° 56" 03’ ,66

los=315°51" 25" ,56
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Es tracta d’estimar les coordenades de P partint dels valors aproximats:
P [95202,300, 77027,000]
Resolucié amb MAPLE V.

Carreguem llibreries, entrem les coordenades conegudes dels punts visats pi i aproximades del punt
d'estaci6 p, definim les visuals i les dibuixem, de manera analoga a I’exercici 10.

Fig. 2.11 Interseccid inversa

Azimut calculat /¢ de cada visual (el dibuix ens permet veure el miltiple de 90° que cal sumar, en cada
cas, a l'arc tangent corresponent), orientacié observada [o i diferéncia d] entre les lectures o
orientacions observades /o 1 azimuts calculats /c, en segons d'arc. fc = factor de conversi6 de radiants a
segons sexagesimals.

lc:=vector (5, []): lo:=vector (5, []): dl:=vector (5, []) :
fc:=evalf (180*3600/P1i) :

lc[1] :=evalf (arctan ((pl[1]-p[1]1)/ (p1[2]1-p[2]))+2*Pi)*fc:
lo[1]1:=0.0

lc[2] :=arctan((p2[1]-p[1])/(p2[2]-p[2]))*fc:

1lo[2] :=77*%3600 + 48*60 + 9.71 - 1296000:

lc[3] :=evalf (arctan ((p3[1]-p[1]1)/ (p3[2]1-p[2]))+P1i)*fc:
lo[3]:=162*3600 + 42*60 + 34.19 - 1296000:

lc[4] :=evalf (arctan((p4 [1]-p[1])/ (p4a[2]-p[2]))+P1i)*fc:
lo[4] :=243*3600 + 56*60 + 3.66 - 1296000:

lc[5] :=evalf (arctan((p5[1]1-p[1])/(p5[2]-p[2]))+Pi)*fc:
1lo[5] :=315*3600 + 51*60 + 25.56 - 1296000:
dl:=evalm(lo-1lc) ;

V VV V V V V V V V V VYV

dl :=[-1108137.7,-1108137.0, -1108139.1, -1108137.5, -1108136.1]

Distancies calculades Dci, i coeficients de les equacions del tipus (2.48), en unitats de segons d'arc:

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



2 Observacions indirectes

71

> Dcl:=sqgrt ((p[1]-pl([1]) "2+ (p[2]-p1([2])72):
al:=-cos(lc[1l]/fc)*fc/Dcl: bl:=sin(lc[1]/fc)*fc/Dcl:

\%

Dc2:=sgrt ((p[1]-p21[1]) "2+ (p[2]-p21[2])"2):
a2:=-cos (lc[2]/fc) *fc/Dc2: b2:=sin(lc[2]/fc)*fc/Dc2:
Dc3:=sqgrt ((p[1]-p3[1]) "2+ (p[2]-p3[2])7"2):
a3:=-cos(lc[3]/fc) *fc/Dec3: b3:=sin(lc[3]/fc)*fc/Dc3:
Dc4:=sqgrt ((p[l]-p4[1]) "2+ (p[2]-p4[2])"2):
a4:=-cos(lc[4]/fc)*fc/Dcd: bd:=sin(lc[4]/fc)*fc/Dc4:
Dc5:=sgrt ((p[1]-p51[1]) "2+ (p[2]-p5[2]1)"2):
ab:=-cos (lc[5]/fc) *fc/Dc5: b5:=sin(lc[5]/fc)*fc/Dc5:

V V.V V V V V V

Matriu A del sistema i transposada Ar:

> A := matrix(5,3,[al,bl,-1,a2,b2,-1,a3,b3,-1,a4,b4,-1,a5,b5,-11);
> At:= transpose(A):
[-20.363 -26.237 -1]
[-41.145 19.730 -1]
A:=[23.783 63.523 -1]
[57.832 -12.029 -1]
[ 3.203 -28.887 -1]

Matriu N del sistema normal i inversa Qm, cofactor de la solucid:
> N:=evalm(At&*A) ; QOm:=inverse (N) ;
[ 6028.067 445.050 -23.309]
N:=[ 445.050 6092.022 -16.100]
[ -23.309 -16.100 5 ]
[.00017 -.00001 .00076]
Om :=[-.00001 .00017 .00049]
[ .00076 .00049  .20510]

Solucié m del sistema normal i coordenades pc del punt P corregides:

> m:=evalm(&* (Qm,At,dl)) ;
> pc:=[p[1]l+m([1],p[2]+m[2]];

m:=[-.008, -.021, -1108137.4]

pc :=[95202.292, 77026.979]
Residus

> v:=evalm(A&*m-dl) ;
> vt:=transpose (V) :

v:=[1.04,-.51, .25, -.06,-.72]
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Els residus so6n correccions a les observacions. Comprovem si les observacions [p2 corregides
d'orientacié amb m[3] i compensades amb els residus coincideixen amb els azimuts [c2 calculades
amb el punt P de coordenades pc corregides.

lc2:=vector (5, []): lo2:=vector (5, []): dl2:=vector (5, []):

lc2[1] :=evalf (arctan((pl[1]-pcl1])/(pll2]-c[2]))+2*Pi)*fc:

lo2[1] :=lo[1]+m[3]+v[1]:

lc2[2] :=arctan ((p2[1] -pc(1])/ (p2[2]-pcl2])) *fc:

lo2[2] :=1lo[2]+m[3]+Vv[2]:

1c2[3] :=evalf (arctan((p3[1]-pcl1])/(p3[2]-pc(2]))+Pi)*fc:
lo2[3]:=1o[3]1+m[3]+Vv[3]:

lc2[4] :=evalf (arctan((p4[1]-pc[1])/(p4[2]-pc(2]))+Pi)*fc:
lo2[4]:=1o[4]+m[3]+Vv[4]:

lc2[5] :=evalf (arctan ((p5[1] -pc[1])/ (p5[2] -pcl2]))+Pi) *fc:

lo2[5] :=1o[5]+m[3]+V[5]:

dl2:=evalm(lo2-1c2);

V V.V V V V V V V V V V

di2 :=[.001, .0002, .0006, .0004, -.0002]

Veiem que la diferencia és de 'ordre de les mil-lesimes de segon i podem donar 1'ajust per bo. La
correccid (Ax, Ay) feta a les coordenades de P ha estat de prop de 2 cm.

Procedim, ara, a 1’avaluacié de D’error. Calculem la magnitud vtv que el procés ha fet minima,
I'estimador s2 de la variancia de referéncia, la desviacié tipus (sx, sy) de les coordenades de P
corregides ila seva covariancia sxy. gdl = graus de llibertat:

gdl:=5-3

vtv:=evalm(vt&*v); s2:=vtv/gdl:

sx2:=82*Qm[1l,1]: sy2:=s2*Qm[2,2]: sxy:=s2*Qm[1,2];
sx:=sqgrt (sx2); sy:=sqgrt(sy2); sxy2:=sxy 2:

V V V V

vty :=1.926
sxy :=-.00001
sx:=.01
sy :=.01

Podem dir, doncs, que les coordenades del punt P s6n
x =95202.29 m amb desviacio tipus sx :=0.01 m
y =77026.98 m amb desviaci6 tipus sy := 0.0l m

La desviaci6 tipus o “error mitja quadratic” és de I’ordre dels centimetres. Per tant, la tercera xifra
decimal no és significativa i no té sentit expressar les coordenades amb més precisio.
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Calculemels semieixos i la inclinacié de 1’el-lipse d'error i la dibuixem:

smax:=sqrt ( (sx2+sy2) /2+sgrt ( (sx2-sy2) "2/4+sxy2)) ;
smin:=sqgrt ((sx2+sy2)/2-sqgrt ( (sx2-sy2) "2/4+sxy2)) ;
theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-sy2))/2;

elli := ellipse([0,0], smax, smin):
display(rotate(elli, theta), xtickmarks=2,ytickmarks=2) ;

V V. V V V

smax :=.013

smin :=.012
theta :=-.704
0.0t

0.0

Fig. 2.12 Ellipse d’error

Intervals del 95% de confianga:

> t:=statevalf [icdf, studentst[gdl]] (0.975) ;

t:=4.302
> ex:=t*sx; ey:=t*sy;

ex :=.05

ey :=.05

2

Les coordenades de P, amb un 95% de confianca, sén

x=95202.29 £ 0.05 m

y=77026.98 £0.05 m
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Igual que en I’exemple 10, com que les coordenades de P que hem entrat eren prou aproximades, ha
calgut una sola iteraci6 del procés per obtenir un bon ajust. Vegem, ara, com evolucionen els calculs si
entrem coordenades de P amb aproximacié grollera i iterem. Fem
> p:=[95150, 77000] :
irepetim tots els calculs des del principi. S’obtenen els resultats segiients:
Diferencia entre orientacions calculades i observades:
dl :=[-1109918.2,-1109739.5, -1105218.3, -1105408.9, -1108753.3]
Correccions m i coordenades de P corregides:
m:=[52.219, 27.326, -1108137.3]
pc :=1[95202.219, 77027.326]
Residus i magnitud que el procés ha fet minima:
v:=[-13.5,25.9,-17.3,20.7,-15.8]
vty :=1833.74
Difereéncia entre orientacions calculades i observades després de la correcci6:
di2 :=[-6.9,16.5,-37.9,29.1, -4.9]
Tornem a iterar. Aturarem les iteracions quan la correccié m a les coordenades sigui d’ordre inferior
als mil-Iimetres, el valor vrv de la magnitud que el procés fa minima es faci estable i la diferencia di2
entre orientacions calculades i observades després de la correccid sigui prou petita.
> p:=[95202.219, 77027.326]:
dl :=[-1108130.8,-1108146.7, -1108157.9, -1108128.9, -1108126.4]
m :=[.073,-.346, -1108137.4]
pc :=1[95202.292, 77026.979]
v:=[1.04,-51, .25, -.06,-.72]
vty :=1.93

di2 :=[0, -.0008, .002, -.0008, -.0008]
Tornem-hi:

> p:=[95202.292, 77026.979]:
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dl :=[-1108138.4,-1108136.9, -1108137.6,-1108137.3, -1108136.7]

m :=[.0004, .0004, -1108137.4]

pc :=[95202.292, 77026.979]
v :=[1.04,-.51, .25, -.06, -.72]
vty :=1.92

di2 :=[0, .001, .0002, -.0002, -.0002]

Ens aturem perqué vrv s’ha estabilitzat i 1’ordre de magnitud de les correccions (Ax, Ay) i de la
diferéncia d]2 entre magnituds calculades i observades és prou petit. D’altra banda, observem que hem
assolit la mateixa precisié iterant a partir d’una aproximacié inicialment grollera que partint d’una
bona aproximacid i fent una sola iteracio.

2.8.3 Trilateracio. Equacions de distancia

Es tracta de determinar les coordenades d'un conjunt de punts a partir d'observacions de distancies. En
aquest cas, doncs, els observables sén longituds.

Igual que en la triangulacid, no farem distincions innecessaries entre interseccions directes i inverses,

de manera que, en principi, considerarem desconegudes les coordenades dels dos punts que
intervenen, el punt d'estacié A(xa,ya ) 1 el punt visat B(xz , yg).

B

A

Fig. 2.14 Mesura de distancia
La relaci6 que lliga I'observacié D amb les 4 incognites x4, ya, xp1 yg €s

D =(xs -x) + (yz - yA)2

o bé

D=((xs -x0)" + (g -y )" (2.49)

que és una expressio no lineal de la forma
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D = f(xa, ya, x5, yB)

. . . 0 0 0 0 0, -
Per linealitzar-la, considerarem un vector de coordenades conegudes x = (x4, ya X5 y5) 1
anomenarem

Do = fx")
AD =D - Do
Axs = xa -.XOA,

0
Aya=ya -y a
0
AXBZXB -XB
0
Ayg=yp -y

Fent el desenvolupament de Taylor fins a ’ordre 1, s'obté I'equacié lineal en els increments amb
l'observable al terme independent

0 0 0 0 0 0 0o 0
Xp —X -
AD = — 2B XA Ax, + AyA+yB YA

Dy Dy o Dy

Ay, (2.50)

En cas que el punt A d'estacié sigui conegut, no intervenen les incognites corresponents i 1'equacid
queda de la forma

0 0 0 0
Xp — X
LA Ay, + Ay, 2.51)

Dy Dy

AD =

Exemple 12 [LAUS3] Trilateracié

Es coneixen les coordenades (en metres) de 3 estacions,
P1[26433,372, 708901,235]
P2 [52854,609, 675108,449]
P3[19113,597, 680721,885]

Des de les quals es visa un punt P de coordenades desconegudes. Les distancies observades de les
visuals sén, respectivament,

Do1=19990,402 m
Do» =24630,764 m
Doz =17063,857 m
Es tracta d’estimar les coordenades de P partint dels valors aproximats

P [33345,200, 690143,700]

Resolucié amb MAPLE V.
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Carreguem llibreries, entrem les coordenades conegudes dels punts visats pi i les coordenades
aproximades del punt d'estacié p i dibuixem les visuals de manera analoga als exercicis anteriors.

F1

/

F3

Fz

Fig. 2.13 Trilateracio

Distancia calculada D¢ de cada visual i diferéncia dD entre les distancies observades Do i les
calculades Dc, en metres:

Dc:=vector (3, []): Do:=vector (3, []) :

Dc[1] :=sgrt ((pl[1]-p1l[1]) 2+ (p[2]-p1[2])7"2):
Do[1] :=19990.402:

Dc[2] :=sqgrt ((pl[1]-p2[1]1) "2+ (p[2]-p21[2])7"2):
Do [2] :=24630.764:

Dc[3] :=sqrt ((p[1]-p3[1]) "2+ (p[2]-p3[2])72):
Do[3] :=17067.857:

dD:=evalm(Do-Dc) ;

V V.V V V V V V

dD :=[-.058, -.026, .077]
Coeficients de les equacions del tipus (2.51), en unitats de metres:
> al:=(p[1]1-p1[1]1)/Dcl1]: bl:=(p[2]-p1[2]1)/Dcl1]:
> a2:=(p[1]1-p2[1]1)/Dcl2]: b2:=(p[2]-p2[2]1)/Dcl2]:
> al3:=(p[1]-p3[1])/Dcl3]: b3:=(p[2]-p3[2])/Dcl3]:

Matriu A del sistema i transposada A¢:

> A := matrix (3,2, [al,bl,a2,b2,a3,b3]);
> At:=transpose (A) :

[.346 -.938]
A:=[-792 .610]
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[.834  .552]
Matriu N del sistema normal i inversa Qm, cofactor de la soluci6 :

> N:=evalm(At&*A) ; QOm:=inverse (N) ;

[1.442 -.348]
N =
[-.348 1.558]
[.733 .163]
Om =
[.163 .678]

Soluci6 m del sistema normal i coordenades pc del punt P corregides:

> m:=evalm(&* (Qm,At,dD)) ;
> pc:=evalm(p+m) ;

m :=[.060, .065]

pc :=1[33345.260, 690143.765]
Residus:

> v:=evalm(A&*m-dD) ;
> vt:=transpose (V) :
v:=[.017,.018, .010]

Els residus sén correccions a les observacions. Comprovem si les observacions Do2 corregides amb
els residus coincideixen amb les distancies Dc¢2 calculades amb el punt P de coordenades pc
corregides:

Do2:=evalm(Do+V) :

Dc2:=vector (3, []1): Dc2[1] :=sqgrt ((pcl[1l]-p1l[1]) "2+ (pcl2]-p1l[2]1)72):
Dc2[2] :=sqgrt ((pc[1]-p2[1]1) 2+ (pc 2] -p21[2]1)72) :

Dc2[3] :=sqgrt ((pc[1]-p3[1]) "2+ (pcl2]-p3[2]1)72):
dD2:=evalm(Do2-Dc2) ;

V V. V V V

dD2 :=[-.00001, 0, 0]

Veiem que la diferéncia és de 1'ordre de les centesimes de mil-limetre i podem donar 1'ajust per bo. La
correccié m = (Ax, Ay) feta a les coordenades de P ha estat de prop de 6 cm.

Procedim, ara, a 1’avaluacié de 1’error. Calculem la magnitud vy que el procés ha fet minima,
I'estimador s2 de la variancia de referéncia, la desviacid tipus (sx, sy) de les coordenades de P
corregides ila seva covariancia sxy. gdl = graus de llibertat:

> gdl:=3-2
> vtv:=evalm(vt&*v); s2:=vtv/gdl:
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> 8x2:=82*Qm[1,1]: sy2:=s2*0Qm[2,2]: sxy:=s2*Qm[1,2];
> sx:=sqrt (sx2); sy:=sqrt(sy2); sxy2:=sxy’ 2:

vtv :=.0007
sx :=.023
sy :=.022

Podem dir, doncs, que les coordenades del punt P sén
x =33345.26 m amb desviacio tipus sx := 0.02 m
y =690143.76 m amb desviacié tipus sy :=0.02 m

La desviaci6 tipus o “error mitja quadratic” és de 1’ordre dels centimetres Per tant, la tercera xifra
decimal no és significativa i no t€ sentit expressar les coordenades amb més precisio.

Calculem els semieixos i la inclinacié de 1’el-lipse d'error i la dibuixem:

smax:=sqrt ( (sx2+sy2) /2+sqrt ( (sx2-sy2) "2/4+sxy2)) ;
smin:=sqgrt ( (sx2+sy2) /2-sqrt ( (sx2-sy2) "2/4+sxy2)) ;
theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-sy2))/2;

elli := ellipse([0,0], smax, smin):
display(rotate(elli, theta),xtickmarks=2,ytickmarks=2) ;

V V. V V V

smax .= 025
smin :=.0197
theta :=.703
oz
0.0z 0 00z
0.0z

Fig. 2.14 Ellipse d’error
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Intervals del 95% de confianga:

> t:=statevalf [icdf, studentst [gdl]] (0.975) ;

t:=12.706
> exX:=t*sx; ey:=t*sy;

ex:=.29

ey :=.28

Les coordenades de P, amb un 95% de confianga, s6n
x=3334526%£0.29 m
y=690143.76 £ 0.28 m
Igual que en els exemples anteriors, com que les coordenades de P que hem entrat eren prou
aproximades, ha calgut una sola iteracié del procés per obtenir un bon ajust. Vegem, ara, com
evolucionen els calculs si entrem coordenades de P amb aproximacid grollera i iterem. Fem
> p:=[33300, 690100]:
i repetimtots els calculs des del principi. S’obtenen els resultats segiients:
Diferencia entre distancies calculades i observades:
dD :=[-25.517,-9.231, 61.885]
Correccions m i coordenades de P corregides:
m :=[45.233, 43.742]
pc :=[33345.233, 690143.742]
Residus i magnitud que el procés ha fet minima:
v :=[-.052, -.054, -.030]
vty :=.006
Difereéncia entre distancies calculades i observades després de la correccio:
di2 :=[-.083,-.079, -.004]
Tornem a iterar. Aturarem les iteracions quan la correccié m a les coordenades sigui d’ordre inferior

als mil-limetres, el valor vty de la magnitud que el procés fa minima es faci estable i la diferéncia d/2
entre distancies calculades i observades després de la correccid sigui prou petita.
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> p:=[33345.233, 690143.742]:
dD :=[-.030, -.025, .026]

m:=[.027, .023]
pc =[33345.260, 690143.765]

v :=[.017,.0179, .010]
vty :=.0007

abD2 :=[-.00001, 0, 0]
Tornem-hi:

> p:=[33345.260, 690143.765]:
dD :=[-.018, -.018, -.009]
m :=[.0005, .0004]
pc =[33345.260, 690143.765]
v :=[.017,.018, .010]
vty :=.00072

dD2 :=[-.00001, 0, 0]
Aturem les iteracions perque vrv s’ha estabilitzat i I’ordre de magnitud de les correccions (Ax, Ay) i de
la diferencia d12 entre magnituds calculades i observades és prou petit. D’altra banda, observem que
hem assolit la mateixa precisié iterant a partir d’'una aproximacid inicialment grollera que partint
d’una bona aproximaci6 i fent una sola iteracid.
2.8.4 Utilitzacié d'equacions d'angle i de distancia conjuntame nt
Les equacions de distancia tenen dimensions de longitud. Si s'utilitzen barrejades amb equacions
d'angle, com que aquestes darreres sén adimensionals, caldra multiplicar les unes o les altres per un
factor que faci el conjunt coherent dimensionalment. Si no es fes aixi, el vector y d'observacions i, per

tant, el vector v de residus tindrien unes components amb unitats d'angle i unes altres amb unitats de
longitud.

El que farem sera prendre la variancia de les observacions angulars com a variancia de referéncia oo,
el que és el mateix, donar pes unitat a les observacions angulars. D'aquesta forma, el pes

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



82 Ajust d'observacions

(%)

pPi =

CHE

. N . . I . 2 2
de les observacions de distancies tindra unitats de rad /m’.

Ja hem observat que donar pes p; a una observaci6 u; equival a multiplicar I’equacié corresponent per
\ p; - Per tant, les equacions d'angle i distancia quedaran amb unitats de radiants,

Lip—0° cos6" cos6’ sin6 sinfy z
A AP ad = AP Axy+ AP Axy + 4B Ay, - A8 Ayy—"Arad (2.52)
fc Dy Dy Dy Dy fc
i
U OO yo_yo yo_yo
\/;AD rad = pl— L AAxA-I- B A AxB— B AAyA-i- B AAyB ad (2.53)
Do Dy Do Do

respectivament.
De la mateixa forma, en calcular la variancia de referéncia
2t
2 iVi
S ==
n—nh

tots els termes del sumatori, i per tant el resultat, estaran en radiants al quadrat.
Exemple 12 Utilitzacié d'equacions d'angle i de distancia conjuntament

Amb les mateixes dades de I’exemple 9 estacionem, a més, en un punt pe de coordenades
desconegudes i fem mesures angulars visant els punts p3, pv i pl i mesures de distancia visant els
punts p4 i pv. A més, des de pl fem una mesura de distancia visant pv. Tenim, doncs, 10 observacions
(les 4 interseccions directes de I’exemple 9, 3 interseccions inverses i 3 observacions de distancia),
que correspondran a 10 equacions, amb les coordenades dels punts pe i py com a incognites (4). Les
dades son:

e Coordenades

Punts de referéncia pi (coordenades conegudes):
pl [12875,273, 28679,604]
p2[12273,916, 29612,311]
p3[14117,387, 30999,974]
p4[14717,693, 30168,703]

Punts de coordenades desconegudes (coordenades aproximades). Hi ha un punt visat py i un punt
d'estaci6 pe:

pv [13677,500, 29834,000]
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pe [13490,400, 30135,600]
e Observacions angulars directes:

low, = 34°47° 52”3
loay= 81° 1722”9
lo3, =200°40" 18,5
los, =252° 9 42,6
e  Observacions angulars inverses:
lo.1=187°46’ 153
lo.3= 20°50" 13,7
lo.,=133° 5152

La desviacio tipus de les observacions angulars és de 15, per a totes la mateixa, que prendrem com a
desviacid tipus de referéncia. Per tant, les observacions angulars tindran totes pes unitat.

e  (Observacions de distancia:

Div= 140577 m amb desviaci6 tipus d’1 cm
D.s= 122766 m amb desviacio tipus d’1.5 cm
D.,,= 354979 m amb desviacio tipus de 0,5 cm

Resolucio amb MAPLE V.

Carreguem llibreries, entrem les coordenades conegudes dels punts visats pi, les coordenades
aproximades del punt d'estacié pe i del punt visat pv i dibuixem les visuals, de manera analoga als
exercicis anteriors.

Pe P4

P1

Fig. 2.15 Xarxa amb observacions d'angle i de distancia
Entrada de dades observacionals (vector [p) amb la seva desviacio tipus (vector so), avaluacié de les

corresponents dades calculades (vector [c), distancies calculades (vector Dc) i elements de la matriu A
del sistema sobredeterminat d'observacions indirectes linealitzat. fc = factor de conversi6 de radiants
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a segons sexagesimals. Desviaci6 tipus de referéncia o de les observacions de pes unitat sO = 15
segons d'arc.

> Pin:=evalf (Pi): fc:=180*3600/Pin:
> lc:=vector (10, []): lo:=vector (10, []): Dc:=vector (10, []) :
> so:=vector (10, []1): s0:=15: s02:=s0"2:

Interseccid directa:

lc[1l] :=arctan((pv[1]-p1[1])/(pvI[2]-pl[2]))*fc:

Dc[1] :=sqrt ((pv[1]-p1[1]) 2+ (pvI2]-p1[2])"2):

1lo[1] :=34*3600 + 47*60 + 42.3: so[l]:=s0:

lc[2] :=arctan((pv([1l]-p2[1])/(pvI[2]-p2[2])) *fc:

Dc[2] :=sqrt ((pvI[1]-p2[1]) "2+ (pvI2] -p21[2])"2):

lo[2] :=81*3600 + 1*60 + 12.9: so[2]:=s0:
lc[3]:=(arctan((pvI[1]-p3[1])/(pv[2]-p3[2]))+Pin)*fc:
Dc[3] :=sqgrt ((pvI[1]-p3[1]) "2+ (pvI[2]-p3[2])"2):

1o[3] :=200*3600 + 40*60 + 8.5: so[3]:=s0:

lc[4] :=(arctan((pv[1]-p4[1])/ (pv[2]-p4[2]))+Pin) *fc:
Dc[4] :=sqrt ((pv[1]-p4[1]) "2+ (pvI2]-p4[2])"2):

lo[4] :=252*3600 + 9*60 + 32.6: so[4]:=s0:

V V.V V V V V V V V V V

Elements de la matriu del sistema sobredeterminat corresponents a les observacions angulars directes:

> all:=cos(lc[1l]/fc)*fc/Dc (1] :al2:=-sin(lc[1]/fc)*fc/Dc[1]:
> a2l:=cos(lc[2]/fc)*fc/Dc[2] :a22:=-sin(lc[2]/fc)*fc/Dc[2]:
> a3l:=cos(lc[3]/fc)*fc/Dc[3]:a32:=-sin(lc[3]/fc)*fc/Dc[3]:
> ad4l:=cos(lc[4]/fc)*fc/Dc[4] :a42:=-sin(1lc[4]/fc)*fc/Dc[4]:

Interseccid inversa. Valor aproximat inicial de la desorientaci6 co = 0:

) *fc:

lc[5] :=(arctan((p3[1]-pell]l)/ (p3[2]-pel2]))
~2) .

Dc[5] :=sqrt ((p3[1]-pell]l) 2+ (p3[2]-pel2])
1o[5] :=20*3600 + 50*60 + 13.7:

lc[6] :=(arctan((pl[1]-pell]l)/(pl[2]-pel2]))+Pin)*fc:
Dc[6] :=sqrt ((pl[1]-pell]) 2+ (pl[2]-pel2])”2):

lo[6] :=187*3600 + 46*60 + 15.3: so[6] :=50:

1c[7] :=(arctan((pv[1l]-pe[1l])/ (pv[2]-pel2]))+Pin) *fc:
Dc[7] :=sqrt ((pvI[1l]-pell]) "2+ (pvI[2] -pel2])"2):

1lo[7] :=133*3600 + 5*60 + 15.2: so[7] :=s0:

co:=0:

V V.V V V V V V V V

Elements de la matriu del sistema sobredeterminat corresponents a les observacions angulars inverses:

a53:=-cos(lc[5]/fc) *fc/Dc[5] :ab4:=sin(1lc[5] /fc)*fc/Dc[5]:
a63:=-cos(lc[6]/fc) *fc/Dc[6] :a64:=sin(lc[6]/fc)*fc/Dc[6]:
a73:=-cos(1lc[7]1/fc) *fc/Dc[7] :a74:=sin(1lc[7]/fc)*fc/Dc[7]:
a7l:=-a73: a72:=-a74:

V V. V V
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Observacions de distancia:

> 1lc[8]

> Dc[8] :=1c[8]:

> lo[8] :=1227.66:
> 1lc[9]

> Dc[9]:=1c[9]:

> 1o[9] :=1405.77:
>

> Dc[10] :=1c[10]:
> 1o[10] :=354.979:

:=sqrt ((pa[1]-pel[l]) "2+ (p4a[2]-pe[2])"2):

so[8] :=0.010:

:=sgrt ((pl[1]-pvI[1]) "2+ (pl[2]-pv([2])"2):

s0[9]:=0.010:

1c[10] :=sqgrt ((pvI[1]-pel1]) "2+ (pv[2]-pe(2])”2):

so[10] :=0.005:

Elements de la matriu del sistema sobredeterminat corresponents a les observacions de distancia:

ad9l:=

V V. V V

al03:=-al01:

a83:=-(p4[1]-pell])/DcI8]:
(pvI[1]l-pl[1])/Dcl9]:
al0l:=(pv[l]-pel1])/Dc[10]:

a84:=- (p4[2]-pel2])/Dc8]:
ag92:= (pv([2]-pl[2])/Dcl9]:
al02:=(pv[2]-pel2])/Dc[10]:
al04:=-al1l02:

Diferéncia entre dades observades i calculades (vector d) i vector d'incognites vin (valors

aproximats):

> dl:=evalm(lo-1c);

> vin:=vector ([pv([1l],pvI2],pell]l,pel2],col);

dl :=1[-5.757,-15.540, -3.449, -15.558, -54427.297, -54475.544, -54355.369, -.079, -.003, .058]

vin :=[13677.500, 29834.000, 13490.400, 30135.600, 0]

Matriu A del sistema i transposada At:

A :=
all ,
a2l ,

al2 , o0
a2 , 0
a3zl , a32 , o0
a4l , a42 , O
0 , 0 , ab3
0 , 0 , ae63
a7l , a72 , a73
0 , 0 , as3
a9l , ag92 , o0
alol, aloz2,

V V.V V V V V V V V V V

[ 120.489
[ 22.646
[-154.862
[-57.819
[ O

matrix (10,5, [

12

’

1

alo3,
At :=transpose (A) :

O O O O
O O O O

as4 ,
ae4 ,
a74 ,
ag4 , o0
0 '
alo4,

-83.732
-143.379
58.425
179.690
0

0 0 0]
0 0 0]
0 0 0]
0 0 0]
-156.357 113.418 -1]

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



86 Ajust d'observacions

A=
[ O 0 120.208 -50.786 -1]
[-493.847 -306.362 493.847 306.362 -1]
[ O 0 -.999 -.027 0]
[ .571 821 0 0 0]
[ .527 -.850 -.527 .850 0]

Matriu de pesos:

> P:=diag(1,1,1,1,1,1,1, (s0/so[8]1)"2, (s0/s0o[9]1)"2, (s0/s0[10])"2);

[1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ]
[0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
[0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ]
[0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 ]
[0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 ]
P:=
[0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ]
[0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 ]
[0 0 0 0 0 0 0 225100 0 0 ]
[0 0 0 0 0 0 0 0 11007 0 ]
[0 0 0 0 0 0 0 0 0 .9 1077]
Matriu N del sistema normal i inversa Om, cofactor de la solucié:
> N:=evalm(&* (At,P,A)): Qm:=1inverse (N) ;
[.276 10~-5 -.163 1075 .363 1076 -.307 1075 -.610 107-3]
[-.163 10~-5 229 1075 -.231 10M-6 313 10M-5 384 10M-3]
Om:= [ .363 10"-6 -231 106 426 1076 -.195 10n-6 483 10M-5]
[-.307 10~-5 313 10M-5 -.195 10n-6 500 1075 771 10M-3]
[-.610 101~-3 384 1073 483 10n-5 771 1003 490 ]

Solucié m del sistema normal, vector d'incognites vinc (valors corregits) i coordenades corregides pvc
i pec dels punts py i pe, respectivament:

m:=evalm(&* (Qm,At,P,dl)) ;
vinc:=evalm(vin+m) ;

pvc:=vector ([vinc[1l],vinc[2]]);
pec:=vector ([vinc[3],vinc[4]]);
co:=vinc[5];

V V. V V V

m :=[-.040, .024, .073, .164, 54454.861]
vinc :=[13677.460, 29834.024, 13490.474, 30135.764, 54454.861]
pve = [13677.460, 29834.024]

pec :=[13490.474, 30135.764]
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co :=54454.861
Residus:

> v:=evalm(A&*m-dl); vt:=transpose(v):
v:=[-1.116, 11.127, 11.082, 22.268, -20.504, 21.21620 -.712, .0014, .0004, .0005]

Els residus sén correccions de les observacions. Comprovem si les observacions [p2 corregides amb
els residus coincideixen amb les magnituds /c2 calculades amb els punts pvc i pec de coordenades
corregides:

lo2:=evalm( (lo+v)) :
lc2:=vector (10, []) :
1c2[1] :=arctan((pvc[1l] -pl[1]
lc2[2] :=arctan((pvc[1l] -p2[1]

) *fc:
( )
1c2[3] :=(arctan((pvc[1l] -p3[1]
( 1
1

(pvel2] -p1(2]))
(pvc[2] -p2[2])) *fc:
/(pvc[2]-p3[2]))+Pin) *fc:
1c2[4] :=(arctan((pvc[1]-p4[1])/ (pvc (2] -p4[2]))+Pin) *fc:
1c2[5] :=(arctan ((p3[1]-pec[1]) /(
lo2[5] :=102[5] +co:
1c2[6] :=(arctan((pl[1]-pecl1]) /(
lo2[6] :=1o2[6] +co:
1c2[7] :=(arctan ((pvc[1l] -pec[1])/ (pvc[2] -pec[2]))+Pin) *fc:
lo2([7] :=102[7] +co:
1c2[8] :=sqrt ((p4[1] -pec[1]) "2+ (p4[2] -pec[2])”2):
1c2[9] :=sqgrt ((p1[1]-pvc[1l]) 2+ (pl[2]-pvc[2])”2):
1c2[10] :=sgrt ((pvc[l] -pec[1]) *2+ (pvc[2] -pec[2])”2):
dl2:=evalm(lc2-102) ;

/
/
)
)
)/ (p3[2] -pec[2]))) *fc:

pll2]-pec(2]))+Pin)*fc:

V VV V V V V V VYV VYV VYV VYV

di2 :=[-.0002, -.0005, .0002, 0, .0013, -.0006, -.02, .00001, .2 107-5, .00004]

Veiem que la diferéncia és, en el pitjor dels casos, de l'ordre dels centesims de segon per a les
observacions angulars i dels centésims de mil-limetre per a les de distancia, i podem donar 1'ajust per
bo. Les correccions fetes a les coordenades arriben als 16 cm i la correccié d’orientacié és de prop de
15 graus.

Avaluacié6 de I’error. Calculem I'estimador s2 de la variancia de referéncia i el comparem amb el valor
502 proposat inicialment per a aquest parametre, basant-nos en que vipv/s02 segueix una llei X2 amb
gdl graus de llibertat.

> vtpv:=evalm(&* (vt,P,v)); gdl:= 10-5: s2:=vtpv/gdl;
> 82-802;
> jia:=statevalf [icdf,chisquare[gdl] ] (0.025);
> vtpv/s02;
> jib:=statevalf [icdf,chisquare[gdl] 1] (0.975);
vipv 1= 1621.358

s2 :=324.272
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52 — 502 =99.2716936
Jia :=.832, vipv/s02 =1.206, jib := 12.832

Veiem que, encara que la diferéncia entre la variancia de referéncia proposada s02 i el seu estimador
s2 sigui aparentment gran, la magnitud vipv/s02 es manté entre els valors jia i jib de la variable 3~ amb
gdl graus de llibertat corresponents a un nivell de significacié o = 0.05.

Calculem els semieixos i la inclinacié de les el-lipses d'error i dibuixem aquestes el-lipses. Calculem
també els intervals del 95% de confianca.

> t:=statevalf [icdf, studentst[gdl]] (0.975) ;

t:=2.571
Punt visat py:

> 8x2:=82*Qm[1,1]: sy2:=s2*0Qm[2,2] : sxy:=s82*Qm[1,2];
> sx:=sqrt (sx2); sy:=sqrt(sy2); sxy2:=sxy’ 2:

SXy = -.0005, SX .= .030, sy = .028
Les coordenades del punt incognita visat pv sén
xpv =13677.46+£0.03 m

ypv =29834.02. £ 0.03 m
El-lipse d’error:

smax:=sqrt ( (sx2+sy2) /2+sqgrt ( (sx2-sy2) "2/4+sxy2)) ;
smin:=sqrt ( (sx2+sy2) /2-sqgrt ((sx2-sy2) "2/4+sxy2)) ;
theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-8y2))/2;

elli := ellipse([0,0], smax, smin):
display(rotate(elli, theta),xtickmarks=2,ytickmarks=2);

V V. V V V

smax :=.037, smin := .017, theta :=-.714

0.02
_uuz\ 0 0.0z,
0.2

Fig. 2.16 Ellipse d’error
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Intervals del 95% de confianga:

> ex:=t*sx; ey:=t*sy;
ex :=.077, ey :=.070

Amb un 95% de confianga, les coordenades del punt incognita visat py sén
xpv =13677.46 £ 0.08 m

ypv =29834.02. £0.07 m
Punt d’estacié pe:

> sx2:=82*Qm[3,3]: sy2:=s2*Qm[4,4]: sxy:=s2*Qm[3,4];
> sx:=sqrt (sx2); sy:=sqrt(sy2); sxy2:=sxy’ 2:

sxy :=-.00006, sx :=.012, sy :=.040
Les coordenades del punt d’estaci6 incognita pe sén
xpe =13490.47 £0.01 m

ype =30135.76. £0.04 m
El-lipse d’error:

smax:=sqrt ( (sx2+sy2) /2+sqrt ( (sx2-sy2) "2/4+sxy2)) ;
smin:=sqgrt ( (sx2+sy2) /2-sqrt ( (sx2-sy2) "2/4+sxy2)) ;
theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-sy2))/2;

elli := ellipse([0,0], smax, smin):
display(rotate(elli, theta) ,xtickmarks=2,ytickmarks=2) ;

V V.V V V

smax .= .040, smin := .012, theta := .042

1

004 002 0 0027 004

Fig. 2.17 El-lipse d’error
Intervals del 95% de confianga:

> ex:=t*sx; ey:=t*sy;
ex :=.030, ey :=.103
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Amb un 95% de confianga, les coordenades del punt d’estacié incognita pe sén
xpe =13490.47+£0.03 m
ype =30135.8.£0.1 m

Igual que en els exemples anteriors, una bona aproximacié inicial ha permes un bon ajust amb una
sola iteracié. Vegem com evolucionen els calculs si entrem coordenades de pv i pe amb aproximacié
grollera i iterem:

> pv:=[13600.000, 29800.000]: pe:=[13400.000, 30100.000]:
dl :=[6833.9, -3325.7,-9557.9, 1496.4, 0, 18782.7,16198.2, -91.8, 71.4, -5.5]
pvc :=[13676.911, 29835.067]
pec :=[13490.123, 30137.179]
co :=-8912.759
v :=[204.455, -361.660, 601.618, 117.314, 436.012, -109.280, -326.732, -.113, -.193, .005]
di2 :=[-358.953, 210.786, -444.525, 124.027, -672.096,-414.696, 106.449, .428, .737, .208]
vipy 1= 923636.434
s2 :=184727.287

jia:= 831, vipv / 502 := 4105.051, jib := 12.832
Tornem-hi:

> pv:=[13676.911, 29835.067]: pe:=[13490.123, 30137.179]:
dl :=1[154.5,150.8, -157.1, -241.3, 236.1, 523.9, 220.0, -.3, -.5, -.2]
pve :=[13677.461, 29834.026]
pec :=[13490.471, 30135.764]
co :=-9343.179
v :=[-1.245, 10.890, 10.978, 22.634, -28.753, 26.529, 2.224, .002, .002, .00006]
di2 :=[.059, -.044, .092, -.040, 7.835, -6.389, -5.655,.0008, .0004, .0002]
vipy :=2311.696

Jia =831, vipv / 502 :=10.274, jib := 12.832
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Tornem-hi:
> pv := [13677.461, 29834.026]: pe := [13490.471, 30135.764]:
dl:=[1.119,-10.928, -11.008, -22.485, 20.864, -20.089,3.706, -.004, -.002, -.001]
pve :=[13677.459, 29834.025]
pec :=[13490.474, 30135.765]
co '=-9343.782
v :=[-1.267, 11.002, 11.238, 22.445,-20.55059387, 20.94963584, -.399, .001,.0006, .0005]
di2 :=[-.0002, -.0005, .0002, .0007, -.0208, .0116, -.0211, -.4 10~-5 ,.4 107-5, -.58 10"-5]
vipn = 1620.735

jia == 831, vtpv / 502 := 7.203, jib := 12.832
Tornem-hi:

> pv := [13677.459, 29834.025]: pe := [13490.474, 30135.765]:
dl :=[1.276, -11.027,-11.259, -22.421, 20.617, -21.001, .023,-.001, -.0003, -.0005]
pvc :=[13677.459, 29834.025]
pec :=[13490.474, 30135.765]
co :=-9343.785
v:=[-1.272,10.999, 11.243, 22.451,-20.565, 20.964, -.399, .001, .0006, .0005]
dl2 :=[-.0004, -.0007, .0005, .0008, .0035, -.0019, -.0011, .4 10~-5, .3 10-5, .3 10~-5]
vipy 1= 1622.230

jia :=.831, vipv / 502 :="1.210, jib := 12.832

2.9 Transformacions de semblanca

En geodesia, per canviar, per exemple, d’un sistema de referéncia global al sistema de referéncia
local de la cartografia, en topografia i cartografia, per canviar, per exemple, de coordenades en un
sistema local de treball a coordenades UTM o, en fotogrametria, per canviar, per exemple, de
coordenades instrumentals en el sistema intern de 1’aparell a coordenades en el sistema extern del
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terreny, es fan servir transformacions de semblanca, bidimensionals o tridimensionals, compostes
d’una rotacié d’eixos, una homotécia o canvi d’escalai una translacio.

El problema que es presenta, en general, en tots aquests ambits, i que es resol pel criteri de minims
quadrats, mitjancant sistemes sobredeterminats d’observacions indirectes, és el de determinar els
parametres de la transformacié a partir de les coordenades, en ambdds sistemes de referéncia, d’uns
quants punts de control.

Encara que, conceptualment, es tracta del mateix problema, la tecnica de resolucié varia
substancialment segons es tracti de transformacions bidimensionals o tridimensionals.

2.9.1 Transformacions de semblanca bidime nsionals

L’expressié d’una transformacié de semblanca bidimensional composta d’una rotacié d’eixos d’angle
o, una homotecia de raé A i una translaci6 de vector ¢ = (tx, ty) és

cosa  sino Y x tx X'
Al ] + =l , (2.54)
—sin cosd |y ty y
Per a cada punt de control de coordenades (x, y), del qual coneixem les coordenades (x’, y’) del punt
transformat, tenim les dues equacions no lineals

x Acoso+y Asina+tx  =x’
y Acostt - x Asina+  ty=y’ (2.55)

en les 4 incognites @, A, tx i ty. En aquest cas no cal linealitzar aquestes expressions mitjangant un
desenvolupament de Taylor d’ordre 1 perque, anomenant

a=Acostt
i (2.56)
b = Asint

el sistema (2.55) es transforma en el sistema lineal de dues equacions

xa+yb+tx =x’
ya-xb+ ty=y’ (2.57)

en les 4 incognites a, b, tx 1 ty que, matricialment, s’escriu
a
1 0 '
roy bl_(* (2.58)
y —x 0 1] y'
Iy

Amb dos punts de control obtindriem un sistema lineal determinat de 4 equacions i 4 incognites. Pero,
per compensar els errors en les observacions i els calculs que porten a 1’avaluacié de les coordenades
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(x’, y’) del punt transformat (les coordenades (x, y) del punt de control se suposen sense error), convé
prendre més de dos punts i treballar amb un sistema sobredeter minat.

X1 Y1 1 0 x'1
a
yi —x 0 1 b_y'1
ol (2.59)
Xt Yk Xg
ty

ye —x¢ 01 V'

Els parametres a, b, tx i ty s’estimaran, mitjangant el criteri dels minims quadrats, aplicant 1’expressi6
(2.19), i la desviacio tipus corresponent aplicant 1’expressié (2.29).

Un cop estimats els 4 parametres a, b, tx i ty, €ls parametres o i A s’avaluen invertint (2.56):

AT

b
o = arctg—
a

(2.60)

. . . 2 . 2 . . . .x . .
Per estimar les variancies S°,1 S”, de ari A, respectivament, i la seva covariancia S, haurem d’aplicar
la llei (1.48) de propagacié de la matriu de variancia-covariancia en expressions no lineals a (2.60):

) b a | b a
Sa Sar |_| 22 2 |Sa Sw |2 2
Sar 52 b|sy sila b

A A

a
A A

Observacio

Per la particular distribucié de zeros en la matriu del sistema (2.59), resulta que S,, = 0 sempre
(vegeu-ne un cas concret a continuacio, a I’exemple 13).

b 2 2
{2
A A 2.61)

En particular,

9]
>
|
I/
>
N———
[ %)
A
[
+
I/
> |
~
|%%)
S o

Exemple 13 Parametres d’una transformacio de semblanga bidimensional

Es tracta de determinar els 4 parametres o, A, x i ty d’una transformacié de semblanga bidimensional
a partir de les coordenades de 5 punts de control.

Coordenades vi dels 5 punts en el sistema inicial:

v1[1.036, 1.301]
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v2[1.265, 1.305]
v3[1.703, 1.054]
v4[1.561, 0.427]
v5[0.915, 1.040]

W2

\ \\f‘a
1_5
0.5
L. L)
1 1.5

Fig. 2.18 Poligon de punts de control

Coordenades vti dels 5 punts en el sistema transformat:

vt1[14995.345, 39995.261]
vi2[14994.434, 39995.343]
vt3[14992.773, 39996.520]
vr4[14993.621, 39998.962]
vt5[14995.933, 39996.251]

'

9593

13

vis
9996 \ /

. cWE——
14993 14994 14995

Fig. 2.19 Poligon de punts de control transformats

Matriu A del sistema sobredeterminat i transposada A¢:
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> A:=matrix (10,4, [v1i([1],v1[2],1,0,v1[2],-v1[1],0,1,
v2([1],v2([2],1,0,v2([2],-v2([1],0,1,
v3([1],v3([2],1,0,v3[2],-v3[1],0,1,
v4 [1],v4([2],1,0,v4([2],-v4([1],0,1,
v5([1],v5([2],1,0,v5([2],-v5([1],0,11);
> At:=transpose(A) :

[1.036 1301 1 O]
[1.301 -1.036 O 1]
[1.703 1.054 1 0]
[1.054 -1.703 0 1]
[1.561 427 1 0]
A=
[.427 -1561 O 1]
[915 1.040 1 0]
[1.040 -915 0 1]
[1.265 1305 1 0]
[1.305 -1.265 O 1]

Vector y de termes independents del sistema sobredeterminat:

> u:=vector (10, [ wvtl[1l],vtl[2],
vt2[1],vt2[2],
vt3[1],vt3[2],
vt4 [1],vt4 [2],
vt5[1],vt5[2] 1):

Matriu del sistema normal i inversa, cofactor de la solucio:
> N:=evalm(At&*A) ;Qm:=inverse (N) ;

[14.618 0 6.480 5.127]
[ O 14.618 5.127 -6.480]

N:=
[ 6.480 5.127 5 0 ]
[ 5.127 -6.480 0 5]
[1.038 O -1.346 -1.065]
[0 1.038 -1.065 1.346]
Om =

[-1.346 -1.065 3.036 0 1
[-1.065 1.346 0 3.036]

Solucié m del sistema normal:
> m:=evalm(&* (Qm,At,u)) ;

m :=[-3.988, -.4167, 15000.018, 40000.016]
Vector de translacio ¢:

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



96 Ajust d'observacions

> t[1] :=m[3];t[2] :=m[4];
t[1] := 15000.018

t[2] :=40000.016
Angle o de rotaci6:

> alpha:=evalf (arctan(m[2] /m[1]) +Pi) ;
o ;= 3.245687395 radiants

o =185°57"51.708
Factor d'escala A:

> lam2:=m[1] *2+m[2]*2:
> lambda:=sqgrt (lam2) ;
A:=4.010
Avaluaci6 de 1'error.
Residus:
> v:=evalm(A&*m-u) ; vt : =transpose (v) :
v :=[-.001, -.002, .013, .002, -.007, .002, .002, -.001, -.005, -.004]
Variancia de referéncia:
> gdl:=10-4:
> g02:=evalm(vt&*v) /gdl;
502 :=.000049
Matriu de variancia-covariancia dels parametres 2:

> Sigma:=evalm(s02*Qm) ;

[.00005 O -.00006 -.00005]
[0 .00005 -.00005 .00006]

[-.00006 -.00005 .00015 O 1
[-.00005 .00006 O .00015]

Observem que els parametres a i b s6n independents entre si, aixi com els parametres tx i ry.
Desviaci6 tipus st del vector de traslacié
> st[1l] :=sqgrt(Sigmal(3,3]); st[2]:=sqgrt(Sigmal4,4]);

st[1]:=.012
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st[2] :=.012
Desviaci6 tipus s/ del factor d'escala A:
> s12:=(m[1] /lambda) *2*Sigma[1l,1]+ (m[2] /lambda) “2*Sigmal[2, 2] :
> sl:=sqgrt(sl2);
sl :=.007

Desviaci6 tipus sal de I'angle de gir o

> sal2:=(m[2]/lam2) *2*Sigma[1l,1]+ (m[1]/lam2) *2*Sigma[2,2]:
> sal:=sqgrt(sal2);

sal :=.001778333876 radiants
sal=6"6."8
2.9.2 Transformacions de semblanca tridime nsionals

L’expressié d’una transformacié de semblanca tridimensional composta de tres rotacions d’angles ,
@i Krespecte dels eixos x, y i z, respectivament, una homotecia de raé A i una translacié de vector ¢ =
(x, ty, tz) €s

COS(Q COSK  cos@SinkK +sin@sin@cosk sinwsinK —cos@sin @ cosk Y x x X
. . . . . . . 2.61
A —cos@sink  coswcosk —sinwsin@sink  sinwcosk +coswsin@sink |y |[+| ty [=] ' ( )
sin@ —sin®cosQ COSM COs @ z tz 7z

que també escriurem
ARX+t=X

Per a cada punt de control X; = (x;, yi, z;), del qual coneixem les coordenades X’; = (x/, y;’,z;") del punt
transformat, tenim les tres equacions no lineals (2.62)

x;Acospcosk + y;Acoswsink + y;Asin@sing cosk + z;Asinwsink — z;Acoswsin@ cos K + tx = x;'
—x;Acos@sink + y;Acosmcosk — y;Asinwsin@sink + z;Asinwcosk + z;Acos@sin@ sinkK + 1y = y;'
x;Asing — y;Asinwcos@ + z;Acoswcos @ + 17 = z;'
(2.62)
enles 7 incognites @, @, K, tx, ty, tz 1 A.

Linealitzant aquestes expressions mitjancant un desenvolupament de Taylor en un entorn dels valors

0 =¢" =K =n"=1n°=1=0,1° s’obté el sistema (2.63) de tres equacions lineals en els
increments.
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(0]
o
0
O —Aozi )uoyl- 1 O O X K .X',‘_.X'i
0
o o p— A
A°z 0 -A°x 01 0 y; | tx |[=]|yi—v (2.63)
0
_loyl ),°xl 0 001 z | 7=z
1z
AL
on
x? COS(pOCOSK‘O coscoosinrco+sinco°sin<p°cos1cO sincoosinrco—coswosin(pocosrcO X; i’
0 [_,0 0., 0 o, ... 0 . 0. 0. 0 . 0 0 0. 0. 0 0
Vi =1 —COS¢Q sSInK COS@ COSK —Sm@ Singe SmkK SIN@ COSK +COoSm Sm¢@ smk Vi + ty
z? sin (po —sinw’ cosq)0 cosw’ cosq)o Z; 1z’
Es a dir,
0
Xi Xi
0 0
yi |=A)vi
Z; Zi

Es pren @° = ¢ = k° = 0 per raons de simplicitat de les equacions lineals resultants. D’altra banda,
mal grat que 1x° = ry° =¢z° = 0 puguin no ser valors aproximats, el fet que el sistema sigui lineal en les
tres variables rx, ry1 7z ens permet partir de valors allunyats d’aquests parametres.

El nombre minim de punts de control necessari per a la determinacié dels parametres és 3 (i = 1, 2, ...,
m 2 3), que déna lloc a un sistema sobredeterminat de, com a minim, 9 equacions amb 7 incognites
(amb 2 punts tindriem 6 equacions i, per tant, un sistema indeter minat).

Els parametres @, @, K, tx, ty, tz i A = A’+AA s’estimaran, mitjancant el criteri dels minims quadrats,
aplicant I’expressi6 (2.19), i la desviaci6 tipus corresponent aplicant 1’ expressié (2.29).

Com que el sistema sobredeterminat del tipus (2.63) és una linealitzaci6é i, per tant, només una
aproximacié del vertader sistema (2.62), I’estimacié minimoquadratica dels parametres donada per
. . macié o' o K o ol i Al .
(2.29) sera, en principi, només una primera aproximacié @, @', K, tx, ty, tz 1 A'. Correspondria,
doncs, iterar el procés desenvolupant per Taylor en un entorn d’aquest nou punt aproximat.

Tanmateix, el desenvolupament de Taylor en I’entorn d’un punt amb valors de @, @i k diferents de
zero déna lloc a unes equacions excessivament complicades de manejar.

No obstant aixo, el fet que es tracti de determinar els parametres d’una transformacié ens permet
emprar una altra estrategia iterativa: calcular una successi6 de transformacions la composicié de les

quals sigui la transformaci6 buscada.

Per a cada punt de control (x;, y;, z) anomenem (xil, y,-], zl«l) el punt transformat amb la primera
aproximaci6 wl, (p', K'], txl, tyl, tzl i A dels parametres
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1 1 1 IS TN S IS B 1. 1 1
X; COS(® cosK  cos® sink +sin® sin@ cosk  sin® sink —cos® sin® cosk | x; tx
1 1 [ | 1 SN LSS S B | 1 1. 1. 1 1
y; [=A|—cos@ sink” cos® cosk —sin@ sing@ sink” sin® cosk +cos® sin@ sink |y, |+|#y
1 . N 1 1 1 1
Zi sing —sin® cos @ cos®@ cos @ Zi 74

Una segona aproximacié dels parametres sera la solucié minimoquadratica del sistema
sobredeterminat del tipus (2.63) amb equacions

(0]
Q

100 k| (xi-x
1 1 1 I 1
Zi 0 —-x 01 0 y |&x|=|yi—yi

001 2|l |22
1z
y)

per a cada punt de control. Observem que, a partir d’aquest segon pas, el desenvolupament de Taylor
es fa en un entorn dels valors @ = ¢ = ¥ = 1x° = p° = 1z° = 0, A = 1. Aquest procés s’iterard fins
arribar a una aproximacié X* = (x*, yik, )=, yi, z) raonable per als m punts de control. La
transformacio definitiva sera

FOO=XR.AR AR ) +1) + )t ) + £

que escriurem

FX)=ARX) +1¢
on

A=A AL A
R=R R.RR
t=Ff+ AR A PR R R
Exemple 14 Parametres d’una transformacio de semblanga tridimensional
En una restituci6 fotogrametrica es disposa de les coordenades instrumentals vi de 4 punts de control,
vl [.46284, .64835, .07781]
v2 [.57028, .66257, .08612]
v3 [.35203, .34150, .04791]
v4 [.55893, .31123, .06371]
i de les corresponents coordenades de camp Vi dels mateixos punts, totes expressades en metres:
V1 [432014.31, 507430.31, 901.40]
V2 [433087.09, 507568.62, 907.16]
V3|
[

430886.87, 504372.59, 868.92]
VA [432951.16, 504068.16, 911.77]
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Es tracta de calcular els parametres de la transformacié de semblanga tridimensional corresponent. La
resoluci6 esta feta en MAPLE V.

Definim la transformacié de semblanga F.
Angles de rotaci6: rx, ry, rz

Matriu de rotacié: R

Factor d'escala: /

Vector de translacié: r=(tx, ty, tz)

R:=matrix (3,3, [

cos (ry) *cos (rz),

cos (rx) *sin(rz) +sin(rx) *sin(ry) *cos (rz) ,
sin(rx) *sin(rz) -cos (rx) *sin(ry) *cos (rz) ,
-cos (ry) *sin(rz),

cos (rx) *cos (rz) -sin(rx) *sin(ry) *sin(rz),
sin(rx) *cos (rz) +cos (rx) *sin(ry) *sin(rz) ,
sin(ry),

-sin(rx) *cos (ry) ,

cos (rx) *cos (ry)

1):

t:=vector (3, [tx,ty,tz]):
v:=vector (3, [x,y,z]):
F:=v->evalm(1l* (R&*V) +t) ;

V V.V V V V V V V V V V V V

F:=v->evalm(] (R &*v) +¢)
Calculem el seu jacobia JF respecte dels parametres:
> JF:=jacobian(F(v), [rx,ry,rz,tx,ty,tz,1]):

Valors inicials dels parametres PO=(yx0, ry0, rz0, tx0, £y0, #z0, [0), transformacié FO per a aquests
valors i jacobia JFO en aquest punt:

rx0:=0:ry0:=0:rz0:=0:
tx0:=0:ty0:=0:tz0:=0:
10:=10000:

RO:=value (subs ([
rx=rx0,ry=ry0,rz=rz0,
tx=tx0, ty=ty0,tz=tz0,

1=10],

evalm(R))) :

t0:=value (subs ([tx=tx0,ty=ty0,tz=tz0],evalm(t))):
FO:=v->evalm(1l0* (RO&*Vv) +t0) :
JF0:=value (subs ([
rx=rx0,ry=ry0,rz=rz0,
tx=tx0, ty=ty0,tz=tz0,

1=1071,

evalm(JF))) ;

VV V VYV V V V VYV YV VYV VYV
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[0 -10000z 10000y 1 0 O «x]
JFO := [10000 z 0 -10000x 0 1 0 yl]

[-10000 y 10000 x 0 0 0 1 Z

Coordenades instrumentals transformades per FO i termes independents UO del sistema lineal
sobredeterminat:

V V. V V

V01l:=F0(vl) :V02:=F0(v2) :V03:=F0 (v3) :V04:=F0 (v4) :
ul:=evalm(V1-V01l) :u2:=evalm(V2-V02) :
u3:=evalm(V3-V03) :ud:=evalm(V4-V04) :

U0 :=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,ud4]),vector) ;

U0 := [427385.91, 500946.81, 123.30, 427384.29, 500942.92, 45.96,
427366.57, 500957.59, 389.82, 427361.86, 500955.86, 274.67]

Matriu del sistema lineal sobredeterminat:

V V.V V V V

JF01l:=value (subs ([x=v1[1l],y=v1[2],z=v1[3]],evalm
JF02:=value (subs ( [x=v2[1] ,y=v2[2],z=v2[3]],evalm
JF03:=value (subs ( [x=v3[1] ,y=v3[2],z=v3[3]],evalm
JF04 :=value (subs ( [x=v4 [1] ,y=Vv4 [2],z=v4 [3]],evalm
A:=stack (JF01,JF02,JF03,JF04) ;

At :=transpose (A) :

—~ o~ o~ —~

[0 ,-778.1,6483.5,1,0,0,.463]
[778.1,0 ,-4628.4 ,0,1 ,0,.648]
[-6483.5,4628.4,0,0,0,1,.078]
[0,-861.2 ,6625.7 ,1,0,0,.570]
[861.2,0,-5702.8 ,0,1,0,.662]
[-6625.7 ,5702.8 ,0,0,0,1 ,.086]
A [0 ,-479.1 ,3415.0,1,0,0,.352]
[479.1,0 ,-3520.3 ,0,1,0,.341]
[-3415.0,3520.3,0,0,0,1 ,.048]
[0,-637.1,3112.3,1,0,0,.559]
[637.1,0,-5589.3,0,1,0,.311]

[-3112.3,5589.3,0,0,0,1,.064]
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Matriu N del sistema d'equacions normals i inversa Qm:

> N:=evalm(At&*A) :
> Qm:=inverse (N) :

Solucié del sistema normal:
> mO:=evalm(&* (Qm,At,U0) ) ;
m0 :=[.063, -.064, .003, 427350.920, 500962.985, 831.901, -77.592]

Primers valors aproximats dels parametres i transformaci6 F1 per a aquests valors.
Angles de rotacio: rxl, ryl, rzl

Matriu de rotacié: R1

Factor d'escala: /1

Vector de translacié: r1=(zx1, tyl, #z1)

rxl:=rx0+m0[1] :xryl:=xry0+m0 [2] :xzl:=rz0+m0 [3] :
tx1:=tx0+m0[4] :tyl:=ty0+m0 [5] :tzl:=ty0+m0[6] :
11:=10+m0[7] :

Rl:=value (subs ([

rx=rx1l,ry=ryl,rz=rzl,

tx=tx1l, ty=tyl,tz=tzl,

1=11],

evalm(R))) :

tl:=value (subs ([tx=txl,ty=tyl,tz=tzl],evalm(t))):
Fl:=v->evalm(ll* (R1&*Vv)+tl) :

V V.V V V V V V V V

Coordenades instrumentals dels punts de control transformades per F1: nous punts objecte.
> v11l:=F1(vl) :v12:=F1(v2) :v13:=F1(v3) :v14:=F1(v4) :

Termes independents del nou sistema sobredeterminat: diferéncia entre les coordenades dels nous
punts objecte i les coordenades de camp dels punts de control.

> ul:=evalm(V1l-vll) :u2:=evalm(V2-vl1l2) :
> uld:=evalm(V3-v13) :ud:=evalm(V4-vld) :
> Ul:=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,u4]),6 vector) ;

Ul .= [33.839, 14.818, -4.220, 37.529, 10.945, -3.720,
21.246, 10.451, -1.702, 26.63, 3.284, -2.736]

Jacobia de la transformacié amb factor d'escala aproximat = 1:

10:=1:

JF0:=value (subs ([
rx=rx0,ry=ry0,rz=rz0,
tx=tx0,ty=ty0,tz=tz0,
1=1071,

V V. V V V
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> evalm(JF))) ;
0 -z y 1 0 0 «]

JFO:= [z 0 -x 0 1 0 y]
[y x 0 0 0 1 ¢]

Matriu del nou sistema sobredeterminat:

> JF0l:=value (subs ([x=v11[1],y=v11[2],2z=v11[3]],evalm(JF0))) :
> JF02:=value (subs ([x=v12[1],y=v12[2],2z=v12[3]],evalm(JF0))) :
> JF03:=value (subs ([x=v13[1],y=v13[2],z=v13[3]],evalm(JF0))) :
> JF04:=value (subs ([x=v14 [1],y=v14[2],z=v14([3]],evalm(JF0))) :
> A:=stack (JF01,JF02,JF03,JF04) :

> At:=transpose (A) :

Matriu del sistema d'equacions normals i inversa:

> N:=evalm(At&*A) :
> Qm:=inverse (N) :

Solucié del sistema normal:
> ml:=evalm(&* (QOm,At,Ul)) ;
ml :=[.00046, -.00040, .00315, -2664.764, 84.686, 398.847, .002]
Valors aproximats dels parametres, correccid i elements de la transformacio per a aquests valors:

rx2:=rx0+ml [1] :ry2:=ry0+ml [2] :xz2:=rz0+ml [3] :
tx2:=tx0+ml[4] :ty2:=ty0+ml [5] :tz2:=ty0+ml [6] :
12:=10+m1[7] :

R2:=value (subs ([

rX=rx2,Yy=ry2,rz=rz2,

tx=tx2,ty=ty2,tz=tz2,

1=12],

evalm(R))) :

t2:=value (subs ([tx=tx2,ty=ty2,tz=tz2],evalm(t))):
F2:=v->evalm(1l2* (R2&*Vv) +t2) :

V V.V V V V V V V V

Punts transformats per F2: nous punts objecte.

> v21:=F2(v1ll) :v22:=F2(v1l2) :v23:=F2(v1l3) :v24:=F2 (v1l4) :
Termes independents del nou sistema inicial:

> ul:=evalm(Vl-v21l) :u2:=evalm(V2-v22) :

> uld:=evalm(V3-v23) :ud:=evalm(V4-v24) :
> U2:=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,u4]),6 vector) ;
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U2 :=[-2.129, 6.293, .5194, -1.60, 5.433, 1.499, -2.228,6.172, 1.278, -1.149, 6.245, .820]
Matriu del nou sistema inicial:

JF0l:=value (subs ([x=v21[1],y=v21[2],z=v21[3]],evalm(JF0)))
JF02:=value (subs ( [x=v22[1] ,y=v22[2],z=v22[3]],evalm(JF0))) :
JF03:=value (subs ([x=v23[1],y=v23[2],2z=v23[3]],evalm(JF0))) :
JF04 :=value (subs ( [x=v24 [1] ,y=v24 [2],z=v24 [3]],evalm(JF0)))
A:=stack (JF01,JF02,JF03,JF04) :

At:=transpose (A) :

V V. V V V V

Matriu del sistema d'equacions normals i inversa:

> N:=evalm(At&*A) :
> Qm:=inverse (N) :

Soluci6 del sistema normal:
> m2:=evalm(&* (Qm,At,U2)) ;
m2 :=[-.107 10*-5, .114 10~-5, -.786 107-5,.021, .093, -.011, .503 10-5]
Valors aproximats dels parametres, correccid i elements de la transformacié per a aquests valors:

rx3:=rx0+m2 [1] :ry3:=ry0+m2 [2] :xz3 :=rz0+m2 [3] :
tx3:=tx0+m2 [4] : ty3:=ty0+m2 [5] :tz3:=ty0+m2 [6] :
13:=104+m2[7] :

R3:=value (subs ([

rxX=rx3,ry=ry3,rz=rz3,

tx=tx3,ty=ty3,tz=tz3,

1=13],

evalm(R))) :

t3:=value (subs ([tx=tx3,ty=ty3,tz=tz3],evalm(t))):
F3:=v->evalm(1l3* (R3&*Vv) +t3) :

V V.V V V V V V V V

Punts transformats per F3: nous punts objecte.

> v31:=F3(v21l) :v32:=F3(v22) :v33:=F3(v23) :v34:=F3(v24) :
Termes independents del nou sistema inicial:

> ul:=evalm(V1l-v31l) :u2:=evalm(V2-v32) :

> u3:=evalm(V3-v33) :ud:=evalm(V4-v34) :

> U3:=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,udl]),h vector);

U3 :=[-.3371, .251,-.511, .182, -.618, .467, -.455, .154, .252, .611, .212, -.208]

Matriu del nou sistema inicial:
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JF01:=value (subs ([x=v31[1l],y=v31([2],2z=v31[3]],evalm(JF0))):
JF02:=value (subs ( [x=v32[1] ,y=v32[2],2z=v32[3]],evalm(JF0))) :
JF03:=value (subs ( [x=v33[1],y=v33[2],2z=v33[3]],evalm(JF0)))
JF04 :=value (subs ( [x=v34 [1] ,y=v34 [2],2z=v34[3]],evalm(JF0)))
A:=stack (JF01,JF02,JF03,JF04) ;

At :=transpose (A) :

V V.V V V V

Matriu del sistema d'equacions normals i inversa:

> N:=evalm(At&*A) :
> Qm:=1inverse (N) :

Solucié del sistema normal:
> m3:=evalm(&*(Qm,At,U3));
m3 :=[.911 1010 ,.185 1079 ,.959 10~-8 ,-.009,-.001, -.00006, .112 10~-7]

Valors aproximats dels parametres, correccid i elements de la transformacié per a aquests valors:

t4:=value (subs ([tx=tx4,ty=ty4,tz=tz4] ,evalm(t))):
F4:=v->evalm(l4* (R4&*v) +t4) :

Punts de l'aparell transformats per F4: nous punts objecte.
> v4l:=F4 (v31) :v42:=F4 (v32) :v43:=F4 (v33) :v44:=F4 (v34) :

> rx4:=rx0+m3 [1] :ry4:=ry0+m3 [2] :xz4:=rz0+m3 [3] :
> tx4:=tx0+m3 [4] :ty4:=ty0+m3 [5] :tz4:=ty0+m3 [6] :
> 14:=10+m3[7] :

> R4:=value (subs ([

> rX=rx4,ry=ry4,rz=rz4,

> tx=tx4,ty=ty4,tz=tz4,

> 1=14],

> evalm(R))) :

>

>

Termes independents del nou sistema inicial:

> ul:=evalm(Vl-v41l) :u2:=evalm(V2-v42) :

> u3:=evalm(V3-v43) :ud:=evalm(V4-v44) :

> U4 :=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,u4]), vector) ;

U4 :=[-.337,.251, -.511, .182, -.618, .467, -.455, .154, .252, .611, .213,-.208]

Matriu del nou sistema inicial:

> JF0l:=value (subs([x=v41[1],y=v41[2],2z=v41([3]],evalm(JF0)))
> JF02:=value (subs ([x=v42[1],y=v42[2],z=v42[3]],evalm(JF0))) :
> JF03:=value (subs ([x=v43[1],y=v43[2],z=v43[3]],evalm(JF0))) :
> JF04:=value (subs ([x=v44 [1] ,y=v44[2],2z=v44[3]],evalm(JF0))) :
> A:=stack (JF01,JF02,JF03,JF04) :

> At:=transpose(A) :
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Matriu del sistema d'equacions normals i inversa:

> N:=evalm(At&*A) :
> Qm:=inverse (N) :

Soluci6 del sistema normal:
> mé4:=evalm(&* (Qm,At,U4)) ;

m4 :=[.336 10~-10 ,.725 109 ,-.314 10~-7 , .0277,.00026, -.00026, -.271 10"-7]
Valors aproximats dels parametres, correccid i elements de la transformacié per a aquests valors.

rx5:=rx0+m4 [1] :ry5:=ry0+m4 [2] :xz5:=rz0+m4 [3] :
tx5:=tx0+m4 [4] : ty5:=ty0+m4 [5] : tz5:=ty0+m4 [6] :
15:=10+m4 [7] :

R5:=value (subs ([

rx=rx5,ry=ry5,rz=rz5,

tx=tx5, ty=ty5,tz=tz5,

1=15],

evalm(R))) :

t5:=value (subs ([tx=tx5,ty=ty5,tz=tz5] ,evalm(t))) :
F5:=v->evalm(1l5* (R5&*Vv) +t5) :

V V.V V V V V V V V

Punts de l'aparell transformats per F5: nous punts objecte.
> v51:=F5(v41l) :v52:=F5(v42) :v53:=F5(v43) :v54:=F5(v44) :
Termes independents del nou sistema inicial:
> ul:=evalm(V1-v51):u2:=evalm(V2-v52):
> u3:=evalm(V3-v53):ud:=evalm(V4-v54):
> US:=convert(matrix(4,3,[ul,u2,u3,u4]),vector);

US :=[-.337,.251,-.511, .181, -.618, .467, -.455, .154, .252, .611, .212,-.208]
Transformaci6 definitiva FD.
Matriu de rotacié RD:
> RD:=evalm(&* (R4,R3,R2,R1)) ;

[.99791 .00266 .06452]

RD:= [-.00671 99801 .06266]

[-.06422 -.06296 .99595]
Factor d’escala [D:
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> 1D:=14*13*12*11;
ID :=9947.705
Vector de translacio tD:

tD:=evalm/(

td+

14*R4&*t3+
14*13*R4&*R3I&*t2+
14*13*12*R4&*R3&*R2&*L1) ;

V V V V V

tD :=[427352.9497, 500975.6959, 832.808]
Transformacié en llenguatge MAPLE:
> FD:=v->evalm(1D* (RD&*Vv) +tD) :
Comprovacio de la transformacié definitiva sobre un punt de control:
> evalm(FD(vl)-V1);
[.337,-.251, .511]

Una altra manera d’expressar la transformacié definitiva en llenguatge MAPLE: com a composici6 de
les transformacions parcials.

> FD:=v->F4 (F3 (F2(F1(v))));

2.10 Exercicis

1. [MIGS81] En una observaci6 del pas del Sol pel meridia superior amb un teodolit s'han obtingut els
resultats que es mostren a la taula 2.2.

Hora Altura del Sol
T1=11"40™455 | h=51°51'09"
To=11"46™18.5° | hy=51°56'42"
T5=11"50"03.0° | hs3=52°00 30"
Tu=11"56™53.0° | hs=52°02' 24"
Ts=12"05""34.5" | hs=52°01'06"
Te=12" 12" 12.0° | he=51°55'45"
T;=12"16™04.5° | hy=51°51'30"

Taula 2.2

Per al petit interval de temps de les observacions fetes, es pot considerar que la altura /4 és una funcié
parabolica del temps horari T:

h=aT +bT +c
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a) Suposant que els temps 7; sén exactes i que només les altures /; estan sotmeses a error, estimeu,
amb un interval de confianga del 95%, el valor dels parametres a, b i c.

b) Calculeu quina és 1’altura maxima en aquest interval de temps i a quina hora es déna.
NOTA: Considereu un sistema de coordenades cartesianes amb 1'origen a To = 12" 00™ 00° i ko = 51°

50" 00". Fent aquest canvi d'origen, les dades de la taula 2.3, expressades en segons horaris i segons
d'arc, respectivament, es converteixen en les que es mostren a la taula 2.3.

Hora Altitud observada
T = -1154.5° h= 69"
= -821.5° hy =402"
T:= -597.0° h3 = 630"
Ts= -187.0° ha=744"
Ts= 334.5° hs = 666"
Te= 732.0° he = 345"
T;= 964.5° h7= 90"
Taula 2.3

2. Es vol ajustar la trajectoria d’un mobil per a una parabola
2
y=ax +bx +c

mesurant la coordenada y corresponent als valors de x =0, 3, 61 9 m amb els resultats y = 2.81, 5.03,
4.7513.01 m, respectivament.

a) Estimeuels valors dels parametres a, b i ¢ amb un 95% de confianca.
b) Quinés el valor maximde y i per a quin valor de x?
3. Determineu, amb un nivell de significacié 0.05, els parametres d’una transformacié de semblanca

composta de rotacié d’eixos, translaci6 i factor d’escala, donades les coordenades (en metres) de 4
punts de control vi i les transformades corresponents vti.

e,

—________—————mua
"

200

1

300 400 500

Fig. 2.20 Punts objecte de la transformacio
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vl [215,36, 150,44], vl [1654,32, 2056,51]
v2[531,21, 200,15], v2 [2400,29, 1769,32]
v3 [501,10, 430,21], v¢3 [2622,67, 2305,06]
v4 [230,57, 475,18], vr4 [2093,17, 2740,58]

Wi
2600

2400
Wiz

2200

t1
2000 \
1200 2

18007 2000 2200 24007 2600

Fig. 21. Punts transformats

4. Estimeu, amb un 95% de confianga, el vertader valor dels tres angles A, Bi C (Fig. 2.22) a partir de
les mesures

A=100°21" 36’
B=115°35" 14"
C=144° 5 127
D =259° 40" 30’
amb pesos 1, 1, 11 2, respectivament.
A
_
B
D

Fig. 2.22 Mesures angulars

5. Es coneix la distancia ¢ = 100 m entre dos punts A i B. Un tercer punt, C, esta situat sobre la
perpendicular al segment AB que passa per B (Fig. 2.23). S'observa la distancia entre C i A amb el
resultat »; =131.20 m amb desviacié tipus 01 = 0.005 m, i I'angle CAB amb el resultat u» = 40° 20’ 0’
amb desviaci6 tipus 0> =20’". Estimeu la distancia x entre C i B seguint els segiients passos:
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a) Escriure els observables ui i u» en funci6 de la incognita x i linealitzar aquestes dues relacions al
voltant d’un valor aproximat x .

b) Estimar el valor de la incognita x pel criteri dels minims quadrats, mitjangcant el metode de les
observacions indirectes, prenent 0,° com a variancia de referéncia.

c) Calcular l'interval de confianga per al vertader valor de la incognita x amb nivell de significacié
o =0.05.

Fig. 2.23 Mesures angular i de distancia

6. Triangulacié. Interseccié directa. Es coneixen les coordenades (en metres) de 3 estacions (Fig.

2.24),
P1[10578,235, 25376,375], P2 [11256,739, 20615,254], P3 [12987,658, 28563,437]

des de les quals es visa un punt P de coordenades desconegudes. Les orientacions observades de les
visuals sén, respectivament,

lor= 35°32 53

loo= 7° 720,6

lo3=220° 9 48,7

Es tracta d’estimar les coordenades de P partint dels valors aproximats P [12121,400, 27537,100].

F3

o

P

Fz

Fig 2.24 Interseccio directa

7. Triangulacié. Interseccié inversa. Es coneixen les coordenades (en metres) de 4 estacions (Fig.
2.25),

P1[10512,256, 8314,847], P2 [12614,415, 9512,413]

P3[14320,536, 7114,358] , P4 [12150,435, 7001,124]

que son visades des d’un punt P de coordenades desconegudes. Les orientacions observades de les
visuals sén, respectivament,

lo1=278°34 7 9, los= 78° 1726 ,6

loo= 13°54* 521, los= 107° 28° 49 6

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



2 Observacions indirectes 111

Es tracta d’estimar les coordenades de P partint dels valors aproximats P [11251,500, 7824,200].

P

N

Pz
.
\\PS
P

Fig. 2.25 Interseccid inversa
8. Trilateracid. Es coneixen les coordenades (en metres) de 3 estacions (Fig. 2.26),
P1[5234,475, 7365,739], P2 [7735,264, 8845,648], P3 [9157,483, 6256,354]

des de les quals es visa un punt P de coordenades desconegudes. Les distancies observades de les
visuals sén, respectivament,

Do1=1797,360 m

Do2=2149,325 m

Do3 =2280,083 m

Es tracta d’estimar les coordenades de P partint dels valors aproximats P [6954,200, 6843,200].

Fig. 2.26 Trilateracio

9. Utilitzacié d'equacions d'angle i de distancia conjuntament. Es coneixen les coordenades (en
metres) de 3 estacions (Fig. 2.27 ),

P1[10578,235, 25376,375], P2 [11256,739, 20615,254], P3 [12987,658, 28563,437]

des de les quals es visa un punt Py de coordenades desconegudes. Les orientacions observades de les
visuals son, respectivament,

loi, = 35°32° 5.3, Oy =157

looy=T1° 7T 20,6, Oy =157
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lo3, =220° 9487, o3, = 157
Des del punt P3 també s’observa la distancia a Py amb el resultat

D3y =1342,980 m, O34=1cm

A més, s’estaciona en un punt Pe, de coordenades també desconegudes, des del qual es fan
observacions angulars visant els punts P1, P21 Py, amb els resultats

loe1 =307° 72272, o, =157
lo2=171°20" 163, O =15
loey= 4°29° 275, Oy =157

i observacions de distancia als punts P1 i Py amb els resultats

Del =1132,102 m, O.iu=1cm
Dev =3088,676 m, O,q=1cm

Es tracta d’estimar les coordenades de Py i Pe partint dels valors aproximats

Py [12121,400, 27537,100], Pe [11348,500, 24546,700]

Fz

Fig. 2.27 Xarxa amb observacions d'angle i de distancia

10. Estimeu, amb un 95% de confianca, els parametres de la transformacié de semblanca
tridimensional que transforma coordenades en el sistema WGS84 a coordenades en el sistema ED50, a
partir dels punts de control segiients:

x (WGS84)  y(WGS84) z(WGS84) | x (ED50) y (ED50) 7 (ED50)

4789399,0 1767247 41945517 | 4789480,69  176824,01  4194672,30
47891041 1765773 41949240 | 478918580  176676,61  4195044,60
4788980,0 176756,1 41950574 | 4789061,70 17685541  4195177,99
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3 Observacions condicionades

3.1 Introduccié

En aquest capitol es tracta el problema de 1'ajust d'observacions en sentit estricte. El plantejament
general del problema és el segiient:

1.

2.

Volem esbrinar el vertader valor de n magnituds observables xi, x2, ..., Xx.

Hem fet n observacions directes ui, u, ..., us, que, com a tals observacions, constitueixen n valors
aproximats.

Es tracta, per tant, d'ajustar les observacions, és a dir, de corregir cada observacié ui — ui + vi
de manera que s'aproximi el maxim possible al "vertader valor" de la magnitud x; .

Per fer-ho disposarem de & condicions sobre les magnituds x;, amb h<n, que s'expressen en forma
de h equacions,

Silxn, x2, v, ) =0

folxt, X2, o0y Xn) =0

Fulxr, x2, oy X2) =0

en general no lineals, que constitueixen I’anomenat model matematic del problema d’observacions
condicionades. Evidentment, aquestes equacions no seran satisfetes per les observacions a causa de
la seva imprecisio:

Siut, uz, ..., un) 0

four, u2, ..., un) #0

fn(ul, uz, ..., l/ly,) * O

Com és habitual, comengarem estudiant el cas més senzill, corresponent a un model d'equacions de
condicid lineals, i després abordarem el cas general mitjancant la linealitzaci6 de les equacions.

El capitol anterior, d'observacions indirectes, comenca amb el cas d'observacions equiprecises i a
continuaci6 tracta el cas d'observacions ponderades. Aix0 permet establir 1'equivaléncia entre diferents
formes d’introduir pesos en les equacions. Ara ja no val la pena fer la distincié entre observacions
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ponderades i observacions equiprecises, perque aquestes segones no sén més que un cas particular de
les primeres amb pesos unitat.

En aquest capitol, doncs, considerarem directament que cada observacié és acompanyada de 1'error o el
pes corresponent (model estocastic), i que aquests no son necessariament iguals.

Exemple 1 [MIG81] Ajust d'observacions angulars (1)
Plantejament del problema

Es mesuren 6 angles (Fig. 3.1) amb un teodolit.

X3 X4

X2 X5

X6

Fig. 3.1 Observacions angulars

Els resultats s6n els que es mostren en la taula 3.1, on també apareixen els diferents pesos.

Angle Lectura Pes
X1 u1 = 44°50'44" 1
X2 = 46°10'25" 3
X3 u3=45°55'12" 3
X4 us=43°04'03" 3
X5 us=48°32'45" 3
X6 ue=42°27'42" 1

Taula 3.1
Es tracta d'ajustar les observacions u; considerant les dues equacions de condici6
X1+ X2+ X3+ X4 =180°
X3 + X4 + x5 + x6 = 180°

que no sén satisfetes per les observacions

U+ ux + uz + us = 180° + 24"
usz + us+ us + ue = 180° - 18"
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3.2 Estimacio de parametres mitjancant equacions de condicié en un model lineal

Suposem que volem esbrinar el vertader valor de n magnituds xi, x2, ..., x», de les quals hem fet n
observacions directes ui, ua, ..., u,. Es a dir, tenim n valors aproximats i a més, disposem de #h

condicions, amb h<n, que s'expressen en forma de i equacions lineals,

[Cl +a11x1 +Cl12X2+...+a1n.xn =0

Cy +a21X1 +a22X2+...+a2n.xn =0

lch +ah1x1 +Clh2xZ+...+ahn.Xn =0
que, matricialment, escriurem
c+Ax=0

3.1

Algebraicament és un sistema indeterminat amb infinites solucions x possibles. Es tracta d'establir un

criteri que ens permeti escollir una d'aquestes solucions partint de les segiients
Hipotesis:
1. La matriu A es de rang h; és a dir, no hi ha cap condicié superflua.

2. Les magnituds observables
x = (x1, X2, ..., Xn)

sén variables aleatories normals i independents de mitjana

=, Uy, ..., 1)
i desviacid tipica respectiva

O, Oy, Op

ceey

Evidentment, la mitjana U, que és el vertader valor de x, satisfa les condicions (3.1):

c+AU=0

(3.2)

En aquests termes, esbrinar el vertader valor de x s'ha de traduir per estimar els parametres W; 1 O; .

3. A més, disposem d'un conjunt d'observacions

u = (u1, u, ..., Un)
amb pesos respectius
P, P2, ...y Pn
on
o2
Pi= 2
5

ion o éslavariancia de referencia o estaindard de les observacions de pes unitat.
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Anomenarem P
=| I
LO e an

la matriu de pesos de les observacions. Per tant, la matriu cofactor del conjunt d'observacions
s'escriura

W, =P

1
Qu =P
i la matriu de variancia-covariancia,
1
5, =CP

4. Suposarem coneguts els pesos p;. La variancia de referéncia 0’ no és sempre coneguda i pot ser un
parametre que s'ha d'estimar per avaluar les desviacions tipiques O;.

3.3 Minims quadrats i maxima versemblanca

Definicié 1 Residus condicionals o errors de tancament

Anomenarem residus condicionals les quantitats r; que es generen en substituir les observacions u en
el sistema de condicions (3.1) a causa que aquestes observacions no sén exactes. En alguns contextos

s’acostuma a anomenar aquests residus errors de tancament.

[Cl tajpu tapuytotagu, =n

¢y tayuy taynuyt..Fayu, =r

|Ch Tapu tapust.Fagu, =n,
Hi ha, doncs, tants residus condicionals com equacions de condicié. En notacié matricial escriurem
c+Au=r (3.3)
Definici6 2 Residus o correccions

Anomenarem residus o correccions les quantitats v; que s'han de sumar a les observacions per tal que
se satisfacin les equacions de condicid

c+Alu+v) =0 (3.4
Dit d'una altra manera, per a cada solucid x del sistema (3.1) hi ha un vector de correccions v(x) definit

per
vV=Xx-u (3.5
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El criteri dels minims quadrats en observacions condicionades

La segiient consideraci6 estableix, a partir del criteri de maxima versemblanga, el criteri de minims
quadrats que cal seguir per a l'estimacié dels parametres U; .

o
Com que les observacions u; son variables aleatories N(; , ——) independents, la seva funcié de

Di
versemblanga és el producte de les funcions de densitat

n

1 2
2, i)
ZGZEIP” .

n n
L=0m 20" [ pie
i=1

que sera maxima quan el sumatori de l'exponent sigui minim. Seguint el criteri de maxima

versemblanga, prendrem, com a estimadors de les mitjanes U; , les variables x; que facin minima la
T .

suma ponderada v’ Pv dels quadrats de les correccions

n
T 2
v PV:ZPi(ui_xi)
i=1

Es tracta, doncs, d'un estimador en el sentit minimoquadratic.

3.3.1 El problema d'extrems condicionats

Aquest minim és trivialment nul per a x; = u;, perd en realitat es tracta d'un minim condicionat amb les
equacions (3.1).

D'altra banda, de (3.3) i (3.4) es dedueix el segiient sistema d'equacions de condicio per a les
correccions o residus:

r+ Av=0 (3.6)

A cada vector v que satisfaci (3.6), li correspondra un vector x = u + v que satisfa (3.1). El problema,
doncs, es pot replantejar en els termes segiients: es tracta de trobar el minim de la funcié

fv1, va, ey Vi) = ViPy = p1v21 + pzv22 + ...+ pnvzn
amb les & condicions donades per les equacions (3.6)

[gj (Vl,V2,...,Vn):Cl11V1 +a12V2+...+a1nvn +r1 =0
ng(vl’VZ""’vn):aZIVI +a22V2+...+a2nVn +r2 =0

lgh(vl,vz,...,vn)=ah1v1 tap,v,+.. ta,,v, tr, =0

La solucié d'aquest problema es resumeix en la proposicié segiient:
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Proposicio 1

El vector v que fa minima la funcié f(v) = v'Py amb les condicions r + A" v = 0, és determinat per
'expressiod

v=-P AT AP ATy (3.7)
Demostracio

Segons el metode dels multiplicadors de Lagrange, existeixen 4 nombres reals A; tals que

0 0 0
/. A By 4, 280
dv, oy v,

b} d
l 7\‘1 i '+7\‘h _oh =0
aVz V2 2

b} d
S8y, By
avn avn n

0, en notacié matricial,
dp’ +(dg)" A=0
Fent els calculs,
dp" =2Pv i (dg) =A"

Escrivint k = -A/2, s'obté 1'expressi6
Pv=A"k (3.8)

que, substituida en 1'equacié (3.6) de condicions, dona el segiient sistema determinat de 4 equacions en
les & incognites k;:
AP'ANk = -r (3.9)
Substituint la solucié
k=-@AP'A"y!'r (3.10)

en l'expressio (3.8) del sistema de Lagrange, s'obté el resultat proposat.

Observacio

L'anterior demostracié només estableix que el vector proposat satisfa les condicions necessaries de
Lagrange. Es pot demostrar formalment que es tracta d'un minim condicionat (per exemple, LIN63
teorema 9.3.1, p. 229), perd és suficient la justificacié intuitiva induida per les condicions del
problema: el sistema (3.9) és determinat, ja que la matriu A es de rang 4 1, per tant, el candidat a extrem
és unic. D'altra banda, sembla natural 1'existencia d'un minim condicionat, mentre que un maxim no té
cap sentit; sempre podrem trobar vectors x que satisfacin (3.1) i estiguin allunyats de u tant com
vulguem.
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Definici6 3 Sistema d'equacions normals

En el problema d'observacions condicionades definit pel sistema de / condicions lineals ¢ + A'x = 0,
el vector u d'observacions i la matriu P de pesos, anomenem sistema d'equacions normals al sistema
determinat d'ordre A

Nk = -r (3.11)
on
N=AP'A"
i r és el vector de residus condicionals
r =Au+c

Conseqiiencia de la proposici6 1
L'estimador minimoquadratic del vertader valor I de les magnituds observables x és

m=(1-P A" AP AN Au- P A" AP AT ¢ (3.12)
Efectivament, només cal fer m = u + v i considerar les expressions (3.7) de vi (3.3) de r.

Tanmateix, habitualment, per calcular m no s'aplica directament 1'expressi6 (3.12) sind que es segueix
la seqiiencia d'operacions segiient:

1. Plantejament del sistema indeterminat per a les correccions:
r+ Av=0
2. Plantejament del sistema d'equacions normals
Nk = -r
Calcul de la matriu del sistema
N=AP'A"
(guardant el resultat parcial P_IAT), i de la seva inversa N .

3. Calcul dels multiplicadors de Lagrange:

k=-Nr
4. Calcul dels residus:

v=P'A"k
5. Calcul de les observacions ajustades:

m=u+v

Exemple 2 [MIGS81] Ajust d'observacions angulars (2)
Calcul de les observacions ajustades
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Anem a resoldre el problema d'ajust d'observacions angulars plantejat a 1'exemple 1 aplicant la
seqiiencia d'operacions que acabem de descriure.

1. El sistema d'equacions r + Av = 0 per a les correccions v s'escriu

Vi

Va

24°)Y(1 1 1 1 0 0fvs{ (0
+ =
-18'J0 o1 1 1 1)v,! 0

Vs

Ve

Com que les observacions sén independents, la matriu P de pesos és la matriu diagonal

S o©O o o O
S o O O w o
S O O w o O
SO ©O w o o O
S W o o o O
S O o o O

i la matriu cofactor de les observacions sera la seva inversa,

1 0 0 0 0 0
01/3 0 0 0 0

L0 0 13 0 0 0
QP 0 0 13 0 o
0O 0 0 0 1/3 0

o0 0 0 0 1

2. La matriu P"'A” és
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1 0
173 0
1/73 1/3
1/73 1/3

0 1/3

0 1

La matriu N = AP"'A" del sistema d'equacions normals resulta
2 2/6
N =
2/6 2
~, 0562 —0.187
N =
—0187 0562
3. Multiplicadors de Lagrange:

0562 —-0187| 24 —-169
k = =
—0187 0562 L—18 14.6

ila seva inversa,

4. Residus:
1 0 -17"
173 0 =5
1/73 1/3|-169 -1
v = =
1/73 1/3) 146 -1
0 1/3 5"
0 1 15"
5. Observacions ajustades:
44°50044'" | (—17'") ([ 44°5027"
46°1025"" =5 46°1020"
45°55'12" -1 45°55'11"”
m= + =
43°04'03"" -1 43°04'02""
48732'45'"’ 5 48°32'50'"
42°27'42"" 15" 42°27'57"

Comprovem que les observacions ajustades satisfan les equacions de condicid

mi+my+ ms+ma=180°, m3 + ma + ms + mg = 180°

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



122 Ajust d'observacions

3.4 Precisi6 en I’estimacié per minims quadrats

Anem a estudiar 1’error associat a 1’estimador minimoquadratic m determinat a (3.12) i a establir la
forma d’estimar la variancia de referéncia o de les observacions de pes unitat.

3.4.1 Errors associats a I’estimador per minims quadrats
Proposici6 2
L'esperanga matematica i la matriu cofactor de 1'estimador m sén, respectivament,
E(m) = i (3.13)

i

On=P'-P'A"AP"'A")' AP (3.14)
Demostracio

Em)=I-P ATAP" ADY'AEw) - P A" (AP AT ¢

Pero, ates que, per hipotesi, E(u) = i ¢ =-AUL,s'obté E(m) = L.

Per calcular O, només cal tenir en compte que Q. = Pl aplicar la llei de propagacié de la matriu
cofactor a l'equaci6 (12), que déna m a partir de u:

m=I-0.A"(A0uA)Y'A)u-0.A" (A0, AT ' ¢ =
On=(-0.A"(AQ.AY'A)0. (- 0. A" (AQ.ATY'A) =
=0u- QA" (AQAY'AQu - [Qu- QA" (AQ.AY'AQIAT(A Q. ATY'AQ. =
=Qu-0uA (AQATY'AQ.
Com a conseqiiéncia de la proposici6 2 tenim:

1. El vector m donat per 1’expressi6 (3.12) és un estimador puntual no esbiaixat del "vertader valor" U
de les magnituds observables.

2. La matriu de variancia-covariancia de I’estimador m és
%, =00 (3.15)
En particular, la variancia 0,i" de I'estimador m; és determinada per l'expressio
Oui' = O Qui=0 (P -P AT AP A AP}
3. Atesal'expressi6 (3.14) de la matriu cofactor On de les observacions ajustades, i com que P'ésla

matriu cofactor Q, de les observacions inicials, podem assegurar que I'error de les observacions
ajustades és sempre inferior a l'error de les observacions inicials
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3.4.2 L’error en les observacions. Calcul de la variancia de referéncia
Proposici6 3

La variable aleatoria

T n 2
v Py (u,-—mi)
2 12:1' o? (3.16)

té una distribuci6 de probabilitat que segueix una llei X khi quadrat amb h graus de llibertat.
Demostracio

S'ha de demostrar que Y es pot escriure com a suma de h variables N(0,0) al quadrat. El procés
corresponent (per exemple, LIN63, teorema 9.5.2, p. 235) és bastant llarg i suposa, a més de calculs
complicats, resultats d'estadistica matematica 1'estudi dels quals ens conduiria massa lluny dels nostres
proposits.

Tanmateix, aquest és un resultat intuitivament raonable. L'expressié (3.16) és la suma de quadrats d'un
valor observat u; menys el seu valor “mitja” m; calculat segons el model proposat, dividit per la seva
desviaci6 tipica 0;. Es un tipic escenari khi quadrat. Quant al nombre de graus de llibertat, pensem que
Y és una variable aleatoria ja que hi ha equacions de condicid; sense aquestes condicions, el minim de Y
seria trivialment 0 en m = u. Per tant, sembla logic que el nombre de graus de llibertat sigui el

d'equacions de condicid, que constitueixen la "redundancia” o 1’"excés d'informacié” del problema.

Com a consegqiiencia de la proposici6 3, i ates que 1'esperanga matematica d'una variable khi quadrat és
el nombre de graus de llibertat, tenim que E(Y) = A i, per tant,

T
P
E 4 \4 :(52
h
amb la qual cosa
2 v Py
- (3.17)
h

és un estimador puntual no esbiaixat de la variancia de referencia.

Com a consegiiéncia d'aquest resultat, tenim que, si la variancia de referéncia o és desconeguda,
aleshores la matriu de variancia-covariancia de 1'estimador m es pot avaluar a partir de 1'expressié

Em - Ssz (318)

En particular,
i’ ~ S°Quii = S (P - PTAT(APT AT AP
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3.4.3 Estimacié per intervals

Fins ara hem fet una estimacié puntual del vertader valor [ dels observables per I’estadistic m que es
calcula segons 1’equacid (3.12), i del vertader valor de la variancia de referéncia o per I’estadistic s
que es calcula segons 1’equacié (3.17). Anem a veure com es calcules els intervals de confianca

corresponents.

També com a conseqiiéncia de la proposicié 3 tenim que, fixat un nivell de significacié &, l'interval de

confianga de probabilitat (1- @) per al vertader valor de la desviacio tipus G és

on ){,,2 i sz son els valors de la variable ){2 amb h graus de llibertat tals que

PO <X ) =P > ) =02

Per establir l'interval de confianca dels estimadors m, és necessaria la proposicio segiient:

Proposici6 4

La variable aleatoria
_m —H;

5O

té una distribucié de probabilitat que segueix una llei ¢ de Student amb h graus de llibertat.

14

Demostracio

Es tracta de veure que #; es pot escriure de la forma
7
t =In 2
L

onZ; és N(0,1)i Yés Zz amb A graus de llibertat.

Segons les equacions (3.13) i (3.15) que estableix la proposicié 2, la variable aleatoria

_mi — H;

B O\ Qi

és N(0,1). D'altra banda, considerant 1'expressio (3.16) de Yi (3.17) de Sz, podem escriure

Z;
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h

¥ _C
N

Jr

i, per tant,

7.
t =In 2
Ly

la qual cosa, i tenint en compte la proposicié 3, demostra el resultat proposat.

Com a conseqiiencia de la proposicié 4, estem en condicions d'establir que, fixat un nivell de
significacié &, l'interval de confianca de probabilitat (I- Q) per als vertaders valors dels
parametres U; €s

My =t SN Omii < M < my; + 10,8y O i (3.20)

on T, és el valor de la variable #, de Student amb h graus de 1libertat tal que
P-t<th<t,)=1-

Exemple 3 [MIG81] Ajust d'observacions angulars (3)
Estimacio per intervals

A continuaci6 calcularem la matriu cofactor i els intervals del 95% de confianca per a les observacions
ajustades dels exercicis 1 i 2. El procés s’ ha executat amb MAPLE V amb els paquets d'algebra lineal i
estadistica com és habitual.

Matriu del sistema inicial de condicions i transposada:

> A:=matrix(2,6,[1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,11);

[1 1 1 1 0 0]
A=
[0 01 1 1 1]
> At:=transpose(A) :
Graus de Ilibertat:
> gdl:=2:

Vector de residus:

> v:=vector(6,[-17,-5,-1,-1,5,15]):
> vt:=transpose (V) ;

Matriu de pesos:

> P:=diag(1,3,3,3,3,1);
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[T 0 0 0 0 0]

[0 3 0 0 0 0]

[0 0O 3 0 0 0]
P .=

[0 0O 0 3 0 0]

[0 0O 0 0 3 0]

[0 0O 0 0 0 1]

Inversa de la matriu de pesos = matriu cofactor de les observacions:

> Qu:=1inverse (P) ;

[1 0 0 0 0 0]

[0 113 0 0 0 0]

0 0o 173 0 0 0]
Qu :=

[0 0 0 13 0 0]

[0 0 0 o0 1/3 0]

O o o0 o0 0 1]

Matriu del sistema d'equacions normals i inversa:

> N:=zevalm(&* (A,Qu,At)) ;

[2 2/3]
N :=
[2/3 2]
> Ninv:=inverse (n) ;
[9/16 -3/16]
Niny :=

[-3/16 9/16]
Matriu cofactor Om de les observacions ajustades:

> gq:=evalm(&* (Qu,At,Ninv,A,Qu)) :

> Qm:=evalm(Qu-qq) ;
[7/16 -3/16 -1/8 -1/8 1/16 3/16]
[-3/16 13/48 -1/24 -1/24 1/48 1/16]
[-1/8 -1/24 1/4 -1/12 -1/24 -1/8]

Om =

[-1/8 -1/24 -1/12 -1/12 -1/24 -1/8]
[1/16 1/48 -1/24 -1/24 13/48 -3/16]
[3/16 1/16 -1/8 -1/8 -3/16 7/16]

Variancia de referéncia:

> S2:=evalm(&* (vt,P,v)) /gdl;
S2 :=335

Desviacio tipus Su de les observacions sense ajustar (en segons d’arc):

> Su:=array(l..6):
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> for i from 1 to 6 do
> Suli] :=evalf (sqgrt(S2*Quli,i]))

> od;
Su[l] :=18.3
Sul2] :=10.6
Sul[3] :=10.6
Sul4] :=10.6
Sul[5] :=10.6
Sul6] :=18.3

Desviacid tipus Sm de les observacions ajustades (en segons d’arc):

Sm:=array(l..6):

for i from 1 to 6 do

Sm[i] :=evalf (sqrt (S2*Qm[i,i]))
od;

V V. V V

Sm[1] :=12.1
Sm[2]:= 9.5
Sm[3]:= 9.1
Sm[4] := 9.1
Sm[5]:= 9.5
Sm[6] :=12.1

Observem que les desviacions tipus Sm de les observacions ajustades sén més petites que les
desviacions tipus Su de les desviacions inicials sense ajustar.

Calculem, ara, els intervals del 95% de confianca:

> t:=statevalf [icdf, studentst [gdl]] (0.975) ;
t:=4.3026

Errors amb el 95% de confianca (en segons d’arc):

dm:=array(l..6):

for i from 1 to 6 do
dm[i] :=evalf (t*sm[i])
od;

vV V. V V

dm[1] :=52.1
dm[2] :=41.0
dm[3] :=39.4
dm[4] :=394
dm[5]:=41.0
dm[6] :=52.1
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3.5 Equacions de condicié no lineals

Suposem, ara, que les 4 condicions a que estan sotmeses les n incognites xi, X2, ..., X, s6n determinades
per h equacions no lineals (model matematic) que podem representar de la forma F (x) =0, on F es una
funci6 no lineal de R" sobre R'"

F:QcRr"

(M] (}’IW ffl(xlyxzwwxn))
| 2 | ) |
| |7 I

Y2 |f2(x],x2,...,xn
| |2 F&xxg,..0x,)=

lan lynJ [fh(x]’XZ’ "an

Establirem un paral-lelisme entre els diferents passos que cal seguir per a plantejar i resoldre el cas
lineal ja estudiat i el cas no lineal (vegeu, com a exemple, I’exercici 2).

1. Plantejament de les equacions de condici

c+Ax=0 < Fx)=0
obé
fix1, x2, ooy x0) =0
fax1, x2, ey xn) =0
(3.21)
fh(xl, X2, ey xn) = 0

2. Calcul dels residus condicionals o errors de tancament r introduint les observacions u en les

condicions
c+Au=r < Fu)=r
obé
fi(uy, u, ..., up) = r1
Fouy, o, ..., un) = r2

(3.22)
Su(ui, un, ..., un) = ra
3. Definicid de les correccions v
c+A(u+v) =0 < F(u+v) =
o bé
Sfi(ui+vy, uztva, ..., untvn) =0
fo(ur+vy, urtva, ..., un+vn) =0
(3.23)

Ju(u1vi, uo4va, ..., Un+vn) =0

Podem linealitzar aquesta expressi6 fent un desenvolupament de Taylor fins a ordre 1 en un entorn del
punt x = i que representa els valors observats
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Flu+v) = F(u) + dFu v + ... (3.24)
obé
0 ) pY
Siutv)=fi(u)+ 1@ v+ fl(u)v2+...+—fl(u) v,
X1 X X,
d 0 Y
frlutv)=fru)+ fZ(u)vl + fZ(u)v2+...+Mvn
ox, ox; Ox,,

afh(u)v1 N afh(u)v2+m+3fh(u) )

X1 aX2 ax,,

frutv)=f,(u)+

n

Tenint en compte que
filu+v)=0,i=1,2,...,h
ique
fiwy=ri,i=1,2,.,h
matricialment escriurem

afl(“) afl (u) afl (u)

f ] axl 8x2 ax V1
|7 | 9y () Ifs (u) 95 (u) v
| [ ox ox,  ox

Lrh J N ) ¥ |,
ox, ox, T o

z

o bé
O=r+ dF.v (3.25)

4. Hem obtingut unes equacions de condicié lineals per a les correccions analogues a les del cas
lineal:
Av=-r < dF,v=-r

La diferéncia entre els dos casos és que, en el cas lineal, les equacions de condicié per a les
correccions surten directament d'aplicar les definicions de correccions i residus condicionals a les
equacions de condicif inicials,

{c+tA(u+v) =0, c+Au=r} S Av = -r

mentre que, en el cas no lineal, les equacions de condici6 per a les correccions surten de linealitzar les
equacions de condicif inicials,

F(u+v) =0 = linealitzant = dF, v = -r
A partir d'aquest punt, el procés és el mateix que el corresponent al cas lineal, identificant la matriu del

sistema amb el jacobia de la funcié F en el punt u:

A= dF,
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Fent aquesta adaptacid, el procés descrit a 1'apartat 3.3 quedara de la forma segiient:

* Plantejament del sistema per a les correccions:
(dFy) v =-r
® Plantejament del sistema Nk = -r d'equacions normals, calcul de la seva matriu:
N = (dF.,)P " (dF.)"
(guardant el resultat parcial P’ (dF. )T), i de la seva inversa:
N =[@F.)P (@dF.)'T"

e (Calcul dels multiplicadors de Lagrange: 1

k=-N"r
e (Calcul dels residus:
v=P'(dF.) k
® (Calcul de les observacions ajustades:
m=u+v

Quant a 'avaluaci6 dels errors, tindrem el segiient:
® Matriu cofactor de les observacions ajustades:
Ayl T a-l -1
On=P -P (dF,) N (dF.)P

. 2 o L
e Estimador S° de la variancia de referéncia 0°:

T
v Py
s* =
h

. 2 o 2 . .
® Estimadors Sy - de les variancies O - de les observacions ajustades :

Spil=S Onii

* Interval de confianga per als parametres U; o vertaders valors de les magnituds observades:

m; =t SNQOmii < Hi <m; + 148 Omii
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Observacio

Igual com s'ha especificat en el capitol anterior a proposit dels sistemes no lineals d'observacions
indirectes, el procés de linealitzacié implica que la resolucié del problema és aproximada.

La giiesti6 resideix en si 1”aproximacié és suficientment bona. En qualsevol cas, el procés es pot iterar
tantes vegades com es consideri necessari, tot considerant les observacions ajustades com a noves
observacions inicials susceptibles de ser ajustades pel mateix metode.

A continuacié veurem l'aplicacié més freqiient en topografia de 1'ajust d'observacions mitjangant
equacions de condici6.

3.6 Calcul de coordenades pel metode dels itineraris

Considerem la segiient situacié (Fig. 3.2), molt freqiient a la practica dels aixecaments topografics.

Les dades
Coneixem les coordenades de dos punts A(xa, ya) i B(xz, ys), aixi com les referéncies @, i P,
d’orientacid respecte d’altres dues estacions Ci D.

Les incognites
Es tracta de calcular les coordenades de n punts Pi, P2, ..., P, (per facilitar el plantejament del
problema, inicialment en considerarem només 3), distribuits al voltant del segment que uneix A i B.

Les magnituds observables
Les 4 (en general n+1) distancies, L;, dels 4 (en general n+1) trams que vande A a Bi els 5 (en general
n+2) angles, 6, entre cada tram i 1'immediatament anterior.

Fig. 3.2 Itinerari

Vegem com podem calcular les coordenades dels 3 (en general n) punts P1, P> i P; mitjangant les 9 (en
general 2n+3) magnituds observables L;, i = 1,2,3,4,i 6, k=1,2, ..., 5.

Només cal calcular previament les 4 (en general n+1) orientacions, T1, T2, T3 1 T4, dels 4 (en general n
+1) trams que van de A a B. Les coordenades que busquem es podran trobar a partir de les relacions
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Xi=xXia1+ LisinT; 1 yi=yi1+ Licos T; (3.36)
Perd entre les orientacions 7; i els angles observats 6; es verifiquen les relacions (Fig. 3.3)
N=P+6-7,Ti=Tu+6-71 (3.37)
i podem escriure les orientacions 7; en funcié dels angles observats 6;:
Ti=®+6,-m=T(6)

T = q)l"' 01 +92_27I=T2(617 02)
En general,

k
T, =® —kt+ 2,0, =T, (0,,..,0,), k=1,2, ..., n+2 (3.38)

i=1

w0, -

Fig. 3.3 Relacid entre orientacions T; i angles observables 6;
Amb aix0, el problema quedaria resolt si les observacions fossin exactes!

3.6.1 La vertadera naturalesa del problema: 1'ajust estadistic de les observacions

L'autentic problema matematic no és el calcul de les coordenades a partir de les observacions d'angles i
distancies, que és trivial com acabem de veure, siné el de !'ajust d'aquestes observacions.

En els metodes de la "topografia classica" es proposen diversos tipus de correccions de caracter
empiric (vegeu els metodes de Bowditch i Crandall a [CHUS2]) als valors de les magnituds
observables, deduits a partir de la practica repetida en 1'experiencia professional.

Independentment de la major o menor correccié del resultat final, el vertader inconvenient d'aquests
metodes és que no permeten fer una analisi rigorosa de la precisié obtinguda.
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El punt de vista matematicament correcte comenca considerant que els observables L; i 6; sén variables
aleatories normals i independents. Per tant, constitueixen un vector aleatori normal

Z=(Ly, ..., Lus1, O, ..., 6112)
de dimensi6 2n+3 del qual coneixem una realitzaci
U= (L o L, O, 62)

Es tracta d'estimar el vertader valor de l'observable Z, que no és altre que la seva esperanca
matematica

Uz = (M, Mo, ..., Hops3)

aixi com la matriu de covariancia 2z, per poder establir els intervals de confianga corresponents i, en
conseqiiencia, una analisi de 1'error correcta. Per a aix0, es disposa de la realitzacié U i de les
condicions de tancament.

Condicions de tancament

® L'orientacid del tram BD coincideix amb la referéncia d'orientacié de 1'estacié D (Fig. 2):

Twi2 =D (3.39)

® [asuma de les projeccions horitzontals de les distancies dels trams entre A(xo , yo) i B(Xn41, Y1) €s
igual a la coordenada x del vector B-A (Fig. 2):

n+l
D LysinT; = x40 X, (3.40)

i=1

¢ El mateix per a les coordenades y:

n+l
2L cosT; = v — Yo (3.41)
i=1

Tenim, doncs, 3 equacions de condicio, en general no lineals, per a les 9 (en general 2n+3) variables
Z=(Li, ..., Ln+1, o, ... 9n+2)2

fl(Z)=d)l'd)2'57t+ 0+6+60; +0,+60;=0

J2(Z) = x0- x4+ L sin Ti(6) + Ly sin Ti(61, 65) + L3 sin T5(61, 6, 65) +
+ La sin Ta(6), 65, 6, 61) + Ls sin T5(6,, 6, 65, 65, 05) =0

f3(Z) = yo - ya+ Li cos Ti(6) + Ly cos Ti(61, &) + Lz cos T5(61, 6, 65) +
+ Lacos Tu(6, 6, 65, 0y) + Ls cos Ts(6, 6, 65, 64, 65) =0
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En general,
n+2
FU(Z) =D, ~®, —(n+2)m+ 2.8, =0 (3.42)
i=1
n+l
F2(Z)= xo = Xppy + 2 LisinT, (8, ,...,8,)=0 (3.43)
i=1
n+l
fs(Z)=yo—yn+1+zL,- cosT;(9y,...,6,)=0 (3.44)

i=1

Evidentment, les observacions U no verifiquen les equacions de condicié a causa del seu caracter
aleatori

AU #0, i=1,23
La vertadera naturalesa del problema és, per tant, la de l'estimacio dels parametres (esperanca
matematica i matriu de covariancia) d'un vector aleatori normal de m components independents (=9
en el nostre exemple), sotmeses a & (= 3 en nostre cas) equacions de condicid, amb /i < m.

3.6.2 Compensacié d'itineraris pel metode dels minims quadrats

Anem a resoldre el problema de compensar les observacions d'un itinerari per minims quadrats. El
primer que s'ha de fer és plantejar les equacions de condici6 i linealitzar-les. Aixo es fara en 3 passos:

1. Plantejament de les equacions de condicid per a les variables Z = (L, ..., La+1,64, ..., 0142):
n+2
H(@Z)=P =D, —(n+2)n+ 29,« =0 (3.45)
i=1
n+l
£2(Z) = X = Xy + 2 LisinT; ©,..,6,) =0 (3.46)
i=1
n+l
F3(2)= yo = yuut + 2L, cosT;(6),...,8,) =0 (3.47)

i=1

2. Calcul dels residus condicionals substituint les observacions U en les equacions de condicié:

n+2
f[i)=@ —P) —(n+2)T+ 29? =n (3.48)
i=1
n+l 0 0 0
F2U)= 20 = xp + 2 L sen T (8°1,...,8° ) = 1, (3.49)

i=1
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ntl

0 0 0
F3U)= o=y + 2L cos 0., 0% = ry (3.50)
i=1
3. Definici6 de les correccions o residus comun vector V = (vi, ..., Va1, W, ..., Was2) tal que
n+2
FLU+V) =B =@, —(n+2)m+ D8]+, =0 351)
i=1
n+l
FrU+V) = x0 = X+ (L +)5en T, 0% 4wy, 8% +w) =0 (3,52
i=1
n+l
FAU VY= 30 = Yo + 2L +v,) cos T, 01 +wy,...,8% +w,)=0 (3.53)

i=1

4. Calcul de les equacions de condicio per a les correccions V, linealitzant les equacions de condicié
per a les variables Z, mitjangant un desenvolupament de Taylor fins a ordre 1 al voltant del punt U
d'observacions:

) fi(U+V) = fi(U)+dfiuV+..=0,i = 1,23 (3.54)
Es a dir,
n+l a l(U) l’l+2a l(U)
I +2 /. Ve T ! wy =0,i=123 (3.55)
k=1 9Ly k=1 96,
Fent els calculs s'obté
n+2
2, we =0 (3.56)
k=1
n+l n+l [ n+l 1
r +Z[sinTi0]vi +Z ZL% cos Tko Jw,- =0 (3.57)
i=1 i=1Lk=]
n+l n+1p n+l 1
T3 +Z[c0s7}O]vi +Z - ZL% sinTk0 vai =0 (3.58)
i=1 i=1L k={
que, matricialment, s'escriu
r+(dF. )V=0
on el jacobia de F és la matriu
f 0 0 .. 0 RS B 11
dF, =A=| sinT®  sinT’y ... sinT w1 ly? ly;) ly,?H 0| (3.59)
COSTOI cos Toz COST0n+1 lx? lxg lx,?H 0

i on s'ha anomenat
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7° = 7}(901,...,905)

n+l

ly[O = ZLOk cos T (3.60)
k=i

nt+l
0 0 . .0
Ix; =—2L ksinT "k
k=i

La resta del procés és el descrit a 1'apartat anterior per les equacions de (3.26) a (3.35).

Observacio
0 0 o . 9 W) : o
Cada element Ix; o ly; de la matriuA és una derivada parcial T Comque fi i f> tenen dimensi6
i
o . . . 0.,0
de longitud i, en general, unitats de metres, i els angles 0; estan en radiants, els elements [x; i ly; tenen
unitats de m/rad. Si els residus w;, com és habitual, estan expressats en segons d'arc, aleshores caldra

S 0.,0 L . \
dividir cada element Ix; i ly; pel factor de conversié fc de radiants a segons d'arc, per tal que el

0 . ,0 L . . T o
productes Lx; wi i ly; w; estiguin expressats en metres i les equacions linealitzades siguin coherents en
les unitats.

3.6.3 Avaluacio de I’error en les coordenades

Amb les equacions (3.34) s’avaluen els errors O, i Or; de les observacions angulars i de distancia.
Tanmateix, la finalitat de I’itinerari és calcular les coordenades dels punts incognita a partir de les
observacions ajustades i, per tant, haurem d’avaluar la propagaci6 dels errors de les observacions als
errors en les coordenades calculades a partir d’aquestes observacions.

Tenint en compte la llei de propagacié de la variancia
y = flx1, X2, ..., Xn)
n

2 n
o) =z % Gfi"'zz % ai xixj
X X

i=1 \ i i j j

i les equacions (3.36) per al calcul de les coordenades dels punts incognita, s’en poden avaluar els seus
errors mitjancant les equacions

i
2 2 . 2 2 2 2 .
0 =0,_1+(sinT;)"0; +(L; cosT;) z O g, + termes covariants (3.61)
k=1
i
i
2 2 2 2 2 2 .
0y =0y 1+(cosT;) 0%, +(LsinT;) Zo'gk + termes covariants (3.62)
k=1
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Observacio

L’error en les coordenades es propaga de manera que augmenta en cada tram de I’itinerari. Per aixo no
convé fer itineraris de molts trams ni emprar aquest metode en determinacié de coordenades per a les
quals es necessiti molta precisio.

D’altra banda, les observacions d’angle i distancia propies d’un itinerari també es poden emprar per al
calcul de coordenades amb les tecniques de triangulacid i trilateracié descrites al capitol anterior.

Exemple 4 [ AUS3] Itinerari

Es tracta de compensar, pel metode dels minims quadrats exposat més amunt, les observacions angulars
i de distancia de ’itinerari de tres trams representat en la figura 4, amb dos punts incognita, amb les
dades segiients:

Punts extrems:
A = (x0, y0) = (21406,293, 46739,687)
B = (x3, y3) =(23420,248, 44126,829)

Referencies d'orientacio:
D, =206° 37' 43"
D, = 80° 16' 20"

I amb les observacions angulars segiients:

0, = 50°29' 46" amb desviaci6 tipica 0 = 4",2
6,”=237° 56' 14" amb desviacio tipica 0, =4"2
05" = 206° 27' 51" amb desviaci6 tipica 03 =4",2
0,"= 98°44' 35" amb desviaci6 tipica 04 = 4",2

i observacions de distancia segiients:

Llo = 647,277 mamb desviaci6 tipica 05 = 0,025 m

LzO = 983,104 m amb desviaci6 tipica Os = 0,049 m
Ly’ =2137,245 m amb desviaci6 tipica 67 = 0,087 m

Calculem les orientacions 7; i les coordenades dels punts incOgnita en primera aproximacié mitjangant
les equacions (3.36) 1 (3.37):

T = @+ 6, - m=77° 07" 29"
x1” = xo + L1 sin T\" = 22037,296 m
yi° = yo + Li cos T\" = 46883,919 m

7" =T\ "+ 6, - m=135° 03' 43"

x2’ = x* + Ly sin T = 22731,703 m
v’ = yi° + L cos To" = 46188,009 m
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T =T + 65 - m=161° 31' 34"
x3 = x2" + L3 sin Ts = 23420,345 m
v = 2" + Ls cos Ty = 44126,755 m

T = T3+ 6, - m=80° 16' 09"

v 0

B(x3, y3)

L Px(x2, ¥2)

Py(x1, y1)

Fig. 3.4 Itinerari de 3 trams

Errors de tancament:
1= T4O— D, =-11"
rn= )C30 -x3= 0,097 m
r3= y30 -y3= —0,074 m

Fem els calculs amb MAPLE V amb els paquets d’algebra lineal i estadistica, com és habitual.
Matriu del sistema inicial de condicions i transposada:

> A:=matrix (3,7, [
0,0,0,1,1,1,1,
0.9749,0.7063,0.3169,-0.0126678,-0.0133671,-0.0099932,0,
0.2228,-0.7079,-0.9485,-0.0097644,-0.0067052,-0.0033386,0
1); At:=transpose(A) :

[ 0’ 0’ 07 1, 1, 1, 1]

A:= [9749, 7063, .3169,-.0126,-.0133,-.0099, 0]
[.2228,-.7079 ,-.9485 , -.0097 , -.0067 , -.0033 , 0]
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Graus de llibertat:
> gdl:=3:

Matriu de pesos:

> P:=diag((4.2/.025)"2,(4.2/.049)"2,(4.2/.087)"2,1,1,1,1);

[28224, 0, 0, 0,0,0,0]
[ 0, 7347,0, 0,0,0,0]
[ 0, 0,2331,0,0,0,0]
p=1 0, 0,0, 1,0,0,0]
[ 0, 0,0, 0,1,00]
[ 0, 0,0, 0,01,0]
[ 0, 0,0, 0,00,1]

Inversa de la matriu de pesos = matriu cofactor de les observacions:
> Qu:=inverse (P) :
Matriu del sistema d'equacions normals i inversa:

> N:=evalm(&* (A,Qu,At)); Ninv:=inverse (N) :

[ 4 -.036081 -.019808]
N:= [-.036081 .000583 .000057]
[-.019808 .000057 .000607]

Errors de tancament o residus condicionals:
> r:=vector (3, [-11,.097,-.0741]1) ;
r:=[-11",0.097m, -0.074m]

Vector de residus:

> v:=-evalm(&* (Qu,At,Ninv,r)) ;

v :=-[-0.007m, 0.014m, 0.097m, -0".86, -1".63, -3".07, -5".44]

Matriu cofactor Om de les observacions ajustades:

> gqg:=evalm(&* (Qu,At,Ninv,A,Qu)) :
> Qm:=evalm(Qu-qgqq) :

[ .29e-4, -.10e-4, .10e-6, .83e-3, .78e-3, .70e-4, -.16e-2]
[-.10e-4, 94e-4, -.89%e-4, .6le-3, .1le-2, .49e-3,

[ .10e-6, -.89e-4, .97e-4, -.30e-2, -.58e-3, .13e-2,
= [.83e-3, .6le-3, -.30e-2, .60, -36, -.24,

[.78e-3, .l1le-2, -.58e-3 ,-.36, .64, -.25,

[.70e-4, .49e-3, .13e-2, -.24, -25, 74,

Om
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[-.16e-2, -23e-2, 22e-2, 9le-2, -2le-1, -.23, 25 ]
Variancia de referéncia o de les observacions de pes unitat:

> Vref:=4.2"2;
Vref :=17.64

Desviaci6 tipus Sm de les observacions ajustades:
> Sm:=array(l..7):

for i from 1 to 7 do
Sm[i] :=evalf (sqgrt (Vref*Qm[i,i]))

od;
Sm[1] :=.023
Sm[2] :=.041
Sm[3] :=.041
Sm[4] := 3.2
Sm[5]:= 3.4
Sm[6] := 3.6
Sm[7] := 2.1

Observem que les desviacions ajustades tenen un error inferior a les observacions inicials.
Calculem, ara, els intervals del 95% de confianca:

> t:=statevalf [icdf, studentst [gdl]] (0.975) ;

t:=3.1824

Errors amb el 95% de confianga:

> dm:=array(1l..7):

> for i from 1 to 7 do

> dm[i] :=evalf (t*sm[i])

> od;
dm[1] :=.072
dm[2] :=.130
dm[3] :=.132
dm[4] .= 10
dm[5] .= 11
dm[6] = 12
dm[7] = 7

Tornem a calcular les coordenades amb les observacions ajustades:
Ti' = @1+ 6 +vs - T=T77° 07' 29",86

x1' =x0+ (L1 +v1) sin Ti' =22037,303 m
y1' = yo + (L +v1) cos Ti' = 46883,918 m

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



Observacions condicionades 141

Ty =T1'+ 6 +vs- m=135° 03' 45",49
x2' =xi' + (La+v2) sin To' =22731,692 m
' =y + (L2 +v2) cos To' = 46188,009 m

T3' = T2'+ 65 +vs - T=161° 31' 39",56
X3 =x2 + (L3 +v3) sin Ts =23420,248 m
y3' = ' + (L3 +v3) cos T5' = 44126,829 m

Ti' = T3'+ 6, +v7- T=80° 16' 20"
Errors de tancament:
r = T41 -D, ="
1
rn=x3 -x3=0m
r3=y31-y3:0m

Si l'itinerari no hagués tancat bé, hauriem hagut d’iterar el procés partint de les observacions ajustades
com a noves observacions inicials.

3.7 Exercicis
1. Es mesuren, de forma no massa precisa, els tres angles d’un triangle. Els resultats s6n

0 =51° amb pes p1 =3
0l = 59° amb pes p2 =2
o =71°, amb pes p3 =1

a) Calculeu els valors de les observacions compensades i comproveu que satisfan la condici6 de
tancament.

b) Calculeuels residus i avalueu la variancia de referéncia.

¢) Calculeu la matriu cofactor de les observacions compensades i avalueu-ne variancia i la
covariancia. Compareu la desviaci6 tipus de les observacions compensades amb la corresponent
desviacid tipus de les observacions sense compensar.

d) Doneu els intervals de confianca per al vertader valor dels angles amb nivell de significaci6 0,05.

2. [MIG81] En un triangle rectangle (Fig. 3.5) es mesuren la hipotenusa, un catet i 1’angle oposat. Els
resultats son els segiients:

a=352,14m, 0,=0,03 m

b=236,76 m, 0, =0,02 m

B=42°1520",0=15"

a) Expresseu una lligadura entre les tres variables a, b i B i linealitzeu-la.

b) Calculeu els valors de les observacions compensades i comproveu que satisfan la lligadura.

¢) Calculeu els residus i avalueu la variancia de referéncia.

d) Calculeu la matriu cofactor de les observacions compensades i avalueu-ne la variancia i la
covariancia. Compareu la desviacié tipus de les observacions compensades amb la corresponent
desviacid tipus de les observacions sense compensar.
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e) Doneu els intervals de confianga per al vertader valor de les magnituds observades amb nivell de
significaci6 0.05.

Fig. 3.5 Mesures angular i de distancia

3. Resoleu I’exercici 4 del capitol 2. Ara feu-ho pel metode de les observacions condicionades i
considerant 1’angle D com una dada exempta d’error en comptes de com una observacio.

a) Expresseu dues 1ligadures entre les tres variables A, Bi C.

b) Calculeu els valors de les observacions compensades i comproveu que satisfan la lligadura.

¢) Calculeu els residus i avalueu la variancia de referéncia.

d) Calculeu la matriu cofactor de les observacions compensades i avalueu-ne la variancia i la
covariancia. Compareu la desviacié tipus de les observacions compensades amb la corresponent
desviacid tipus de les observacions sense compensar.

e) Doneu els intervals de confianga per al vertader valor de les magnituds observades amb nivell de
significaci6 0.05.

f) Compareu aquests resultats amb els obtinguts en el capitol 2 pel metode de les observacions
indirectes.

4. Resoleu ’exercici 5 del capitol 2. Ara feu-ho pel metode de les observacions condicionades,
compensant les observacions u1 i u2 i calculant la incognita x, directament, a partir dels valors
compensats.

a) Expresseu una lligadura entre les variables u i u2 i linealitzeu-la.

b) Calculeu els valors de les observacions compensades i comproveu que satisfan la lligadura.

¢) Calculeu els residus i avalueu la variancia de referéncia.

d) Calculeu la matriu cofactor de les observacions compensades i avalueu-ne la variancia i la
covariancia. Compareu la desviacié tipus de les observacions compensades amb la corresponent
desviaci6 tipus de les observacions sense compensar.

e) Calculeu la incognita x directament a partir dels valors compensats de les observacions u; i u2 i
avalueu I’error corresponent.

f) Compareu aquests resultats amb els obtinguts en el capitol 2 pel metode de les observacions
indirectes.

5. Compenseu, pel metode dels minims quadrats, les observacions angulars i de distancia de I’itinerari
de tres trams (Fig. 3.6) amb dos punts incognita, amb les dades segiients:
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Fz

Fig. 3.6 Itinerari obert
Punts extrems:
A = (x0, yo) = (808,552, 2546,753)
B = (x3, y3) =(2356,739, 2615,254)

Orientaci6 de les estacions de referéncia Erl i Er2:

@, =135°
@, =63°26'5"

I amb les observacions angulars

0, (A) = 77°32"'3" amb desviacio tipica 01 = 6"
0, (P1) =229°10' 17" amb desviacio tipica 0, = 6"
930 (P2) =244°20'25" amb desviaci6 tipica 03 = 6"
0, (B) = 97°23'20" amb desviaci6 tipica 04 = 6"
i de distancia
L’ (A- P1) = 581,70 m amb desviaci6 tipica 05 = 0,03 m
LzO (P1- P2) = 857,33 mamb desviaci6 tipica 0s = 0,05 m
Ly’ (P2- B) = 660,81 mamb desviaci6 tipica 67 = 0,03 m

6. Compenseu, pel metode dels minims quadrats, les observacions angulars i de distancia de 1’itinerari
tancat (Fig. 3.7), amb tres punts incognita, amb les dades segiients:

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



144

Ajust d'observacions

F1

Fz

Fig. 3.7 Itinerari tancat

Punt de sortida i arribada:
A = (xo0, yo) = (1578,235, 2376,375)

Orientacio de 1’estacio de referencia Er:
D =102°28' 54"
I amb les observacions angulars

0, (A)= 52°5'27" amb desviacio tipica 01 =5"
0, (P1) =312° 57" 50" amb desviacio tipica 0, = 5"
0’ (P2) =231°47' 45" amb desviacio6 tipica 03 =5"
0, (P3) =268°13' 50" amb desviacio tipica 03 =5"
05 (A) =214°55"12" amb desviaci6 tipica 04 = 5"
i de distancia
L’ (A-P1) =1063,80 m amb desviaci6 tipica 05 = 0,05 m
L’ (P1-P2) = 908,51 mamb desviacid tipica 0s = 0,05 m
L30 (P2-P3) = 479,03 m amb desviacio tipica 07 = 0,02 m
L40 (P3-A) = 625,84 m amb desviaci6 tipica 03 = 0,03 m
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estadistic de les observacions, 132
minimoquadratic, 40
per minim khi quadrat, 40

angle
de rotacio, 96, 100, 102
observat, 132

anivellacio, 30, 34, 41, 43, 49

C

canvi d’escala, 92
de sistema de referéncia, 52
coeficient de correlacio, 22, 26
compensaci6 d'un itinerari, 134
condicions, 113
de tancament, 133, 141
corbes de desviacié tipus, 54, 56
de variancia, 53
pedal, 53
correccié d'orientacio, 62, 70, 85
correccions
observacions directes, 3, 15
indirectes, 32, 43
condicionades, 116, 128-129, 135
a les observacions, 66, 72, 78, 87
correlacio, 26, 28
covariancia
propagacid, 22
observacions indirectes, 37, 66, 72, 79
condicionades, 141-142
criteri de maxima versemblanca
observacions directes, 2, 13
indirectes, 32, 44

condicionades, 117
dels minims quadrats
observacions directes, 2, 13
indirectes, 32, 44, 92, 94, 99, 110
condicionades, 117
per aturar el procés iteratiu, 60

D
desviacid tipus
observacions directes, 7, 18, 26, 28
indirectes, 40, 43, 48, 51
triangulacid, 67, 73
trilateracio, 79
transf. de semblanca, 94, 97, 99
condicionades, 126, 127, 140, 141,
142
de refereéncia, 83
distancies
calculades, 65, 71, 77
observades, 76, 112

E
el-lipse d'error, 52, 56, 67, 73,79, 88
equacié
d'angle, 61
de distancia, 75
equacions

d'angle i de distancia conjuntament, 82
de condicio, 114, 115, 121

lineals, 113, 129

no lineals, 128

en un itinerari, 131, 133, 134, 135
lineals en els increments, 62, 76, 98
no lineals, 59
error

observacions directes, 7, 18

indirectes, 46, 52, 59
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triangulacio6, 66, 72
trilateracio, 79
transf. de semblanca, 97
absolut, 3, 14
de tancament, 116, 128
en un itinerari, 138, 139, 141
en les observacions, 39, 47, 123
ajustades, 122
en I'estimacié per minims quadrats, 3, 38,
46, 122
estadistic, 4, 6, 15
groller, 9, 10, 27
sistematic, 1
mitja quadratic, 5, 15, 27
observacions condicionades, 136, 137
esperanca matematica, 122, 133
estimaci6 parametrica, 108, 115
per intervals
observacions directes, 6, 7, 17, 19 27,
28
indirectes, 41, 43, 48, 52
condicionades, 124, 125
puntual, 17,27
estimador
minimoquadratic
observacions directes, 2, 13
indirectes, 33, 51
condicionades, 119, 122
no esbiaixat, 4, 46
1 consistent, 3, 13
puntual, 41
no esbiaixat, 40, 123
extrems condicionats, 117

F

factor de conversio, 63, 136
d'escala, 96, 100, 102, 107, 109

funcié de versemblanca, 2, 13, 33

G
gir d'eixos, 52
graus de llibertat
observacions indirectes, 40, 47, 50
condicionades, 139

H

homotecia, 92, 98

I
interseccio directa, 62, 63, 84, 111
inversa, 63, 69, 85, 111
intervals de confianga
observacions directes, 6, 7, 17, 18
indirectes, 41, 42, 43, 48
triangulacid, 67, 73
trilateracio, 80
condicionades, 124, 125, 127, 130
iteracions, 60
triangulacio, 68, 74
trilateracio, 80
transformacions de semblanca, 99
observacions condicionades, 131
itinerari, 131, 137, 138, 143, 144

J

jacobia, 101, 103, 135

L

linealitzacié
propagacié de la matriu de variancia-
covariancia, 24
observacions indirectes, 59
triangulacio, 61
trilateracio, 76
transf. de semblanca, 93, 98
condicionades, 129, 135
lligadura, 142

M

matriu
cofactor
propagacié, 20, 21
observacions indirectes, 38, 44, 46, 51
condicionades, 116, 120, 122, 125,
126, 130, 139, 141, 142
de rotacio, 100, 107
de variancia-covariancia
propagacié, 20, 21, 23
observacions indirectes, 28, 37, 40, 43,
46, 48, 51-52, 94, 97
condicionades, 116, 122, 123
pes
propagacid, 20
observacions indirectes, 38, 44, 50, 86
condicionades, 116, 120, 125, 139
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maxima versemblanga, 2, 12, 116
mesures directes d’igual precisio, 1, 5
metode de minims quadrats, 137, 143, 144
minims quadrats, 2,12, 116
mitjana aritmetica, 58

mostral, 2

poblacional, 6

ponderada, 13, 59
model estocastic, 29, 37, 43, 114

lineal, 115

matematic, 29, 59, 113, 128

parabolic, 31
multiplicadors de Lagrange, 118, 119, 121,
130

N

ntvol de punts, 36

O

observable, 1
observacions
ajustades, 119, 120, 121, 122, 130
angulars, 112, 137, 143, 144
directes, 83
inverses, 83
compensades, 141, 142
condicionades, 113
de distancia, 75, 113, 137, 143, 144
directes, 1, 58, 113
equiprecises, 19
indirectes, 29
ponderades, 11, 12, 16, 43
orientacio, 132, 137, 144
calculada, 64, 70
observada, 63, 69, 112

P

parametres d'una transformaci6, 92, 102
de semblanca
bidimensional, 94
tridimensional, 100
pes, 43
d'una observacio, 12
unitat, 82
poligon de punts de control, 95
precisi6 en l'estimaci6 per minims quadrats,
38,46, 122

propagacié de la matriu de variancia-
covariancia, 22, 23, 25
punts de control, 92, 89, 103, 109
d'estacio, 64, 70, 77, 83
visats, 64, 70, 77, 83

R

recta de regressio, 36, 38
referéncies d'orientacio, 137
regressio lineal, 36
residus
observacions directes, 3, 14
indirectes, 32, 43, 51, 66, 72, 78,
87,97
condicionades, 116, 119, 121, 130,
135, 141, 142
condicionals, 116, 119, 128, 129
en un itinerari, 134, 139

rotaci6 d’eixos, 92, 98, 109

S

semieixos de I’el-lipse d'error, 54, 56
sistema
de referencia, 52
d'equacions de condicio, 117, 120, 130,
138
d'equacions normals
observacions directes, 34, 45, 50, 102,
104, 105, 106
condicionades, 119, 126, 130, 139,
incompatible, 32
indeterminat, 115, 119
normal, 65, 71, 78, 87, 96
sobredeterminat, 32, 43, 50, 92, 93, 95, 99,
102, 103

T
Taylor, 24
observacions indirectes, 59, 76, 93, 98
condicionades, 129, 135
test estadistic, 61
transformacio ortogonal, 52
de semblancga, 92, 109
bidimensional, 92
tridimensional, 98, 100, 113
translacio, 92, 98, 109
triangulacié, 61, 63, 69, 111, 137
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trilateracio, 75, 76, 137

\Y%

variable aleatoria
observacions directes, 1
indirectes, 29, 115
condicionades, 133
variancia, 37, 122, 141, 142
de les observacions de pes unitat, 39
de referéncia, 12, 28, 39, 47, 123
observacions indirectes, 39, 43, 47, 51,
66, 72,79, 82, 88, 97
condicionades, 116, 123, 126, 130,

140, 141, 142
a posteriori, 61
a priori, 61

normalitzada, 43
vector de translacid, 96, 100, 103, 107
vertader valor
observacions directes, 1, 5, 6,7, 17, 18, 27,
indirectes29, 30, 41, 48, 110
condicionades, 113, 115, 119, 122,
124, 125, 133, 141
visuals, 64, 69, 76, 83

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



	Ajust d’observacions. El mètode dels mínims quadrats amb aplicacions a la topografia
	Introducció
	Índex
	1 Observacions directes
	1.1 Introducció
	1.2 Mesures directes d'igual precisió

	2 Observacions indirectes
	2.1 Introducció
	2.2 Solució per mínims quadrats d'un sistema d'equacions lineals sobredeterminat
	2.3 Precisió en l'estimació per mínims quadrats
	2.4 Observacions ponderades
	2.5 Precisió en l’estimació per mínims quadrats amb observacions ponderades
	2.6 El·lipse d'error
	2.7 Cas particular d'observacions directes
	2.8 Equacions no lineals
	2.9 Transformacions de semblança
	2.10 Exercicis

	3 Observacions condicionades
	3.1 Introducció
	3.2 Estimació de paràmetres mitjançant equacions de condició en un model lineal
	3.3 Mínims quadrats i màxima versemblança
	3.4 Precisió en l’estimació per mínims quadrats
	3.5 Equacions de condició no lineals
	3.6 Càlcul de coordenades pel mètode dels itineraris
	3.7 Exercicis

	Bibliografia
	Índex alfabètic


	c: © Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000. 


