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Presentacion

El presente curso es una continuacion natural del curso de mecanica racional. En él se
han enunciado las leyes basicas de la mecanica newtoniana y se han analizado sistemas
mecanicos de complejidad creciente, desde el punto material o particula hasta el s6lido
rigido, pasando por la mecénica de los sistemas de particulas. De hecho la mecanica del
solido rigido resulta de introducir una condicion cinematica a las particulas de un sis-
tema, obligdndolas a mantener fijas las distancias entre si.

La mecénica del sélido rigido se desarrolla después dando lugar a la mecanica de sis-
temas de solidos rigidos que se aplica al andlisis de una extensa clase de maquinas y
mecanismo.

La mecanica del medio continuo parte de la mecanica de sistemas de particulas que
interaccionan para dar lugar a un modelo material, s6lido o fluido, mucho mas genérico
que el de solido rigido. En este tipo de modelo pueden incorporarse ademas las leyes de
la termodinamica, de la transferencia de calor y del electromagnetismo a fin de repre-
sentar adecuadamente la complejidad de muchos fenémenos fisicos de interés técnico.

La mecanica del medio continuo evoluciona posteriormente en dos direcciones bien
definidas, la mecéanica de solidos deformables y la mecanica de fluidos. En el primer
caso, y por extension de la mecanica racional, puede llegar a formularse la mecanica de
sistemas de s6lidos deformables.

Por tultimo es posible desarrollar una mecanica acoplada entre sistemas fluidos y siste-
mas solidos a fin de representar situaciones en las que ambos tipos de sistema interac-
cionan.

En este primer curso de mecénica del medio continuo se centrara la atencion solo en
aquellos aspectos puramente mecanicos dejando la interaccién con otras disciplinas
como la termodindmica, la transferencia de calor o el electromagnetismo para cursos
mas avanzados. También se dejara para cursos posteriores el analisis detallado de la
mecanica de los solidos deformables y de los fluidos asi como sus aplicaciones tecno-
logicas. El principal objetivo del curso consiste pues en establecer las bases fisicas y
matematicas comunes a todas estas disciplinas bajo un unico cuerpo de doctrina.
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Postulados basicos

1.1. Introduccion

La materia, en estado so6lido liquido o gaseoso, esta formada por particulas que interac-
cionan. En los gases dicha interaccion es muy débil por lo que no presentan ni forma ni
volumen propios. En los liquidos es algo mayor y, aunque no presentan una forma
propia, su volumen se mantiene al pasar de un recipiente a otro. En los solidos reales la
interaccién en mucho mayor y tienen una forma y volumen propios cuando no estan
sometidos a acciones exteriores.

La mecanica racional presenta un modelo extremo de solido al que denominamos soli-
do rigido. El sélido rigido esta formado por particulas unidas entre si por vinculos infi-
nitamente rigidos, de modo que la distancia entre dos particulas cualesquiera siempre
se mantiene constante. Esta idealizacion resulta muy util para estudiar la cinematica y
la dindmica de un sélido cuando la variacion de su geometria es despreciable frente a
los movimientos de conjunto. Sin embargo no puede explicar como se transmiten las
fuerzas por el interior del s6lido ni permite evaluar su comportamiento resistente frente
a las cargas aplicadas.

La idealizacion de solido rigido presenta problemas con enlaces redundantes, en los
que las ecuaciones de la mecanica racional son incapaces de determinar la totalidad de
las acciones de enlace. Evidentemente tampoco permite tratar sistemas materiales en
estado liquido o gaseoso donde los vinculos entre particulas son mucho menores y la
idealizacion de solido rigido carece de todo sentido.

Por estos y otros motivos es necesario introducir un modelo mecanico mas detallado
para el analisis macroscopico de los sistemas materiales reales, que considere de forma
mas realista la interaccion entre las particulas que los constituyen. Para ello es por ahora
suficiente con eliminar la condicion de que las distancias entre particulas se mantengan
constantes. Asi pues un medio material real puede ser considerado, a nivel microscopi-
co, como un sistema de particulas que interaccion entre si. De este modo es posible abor-
dar no solo los problemas relacionados con la mecanica de los s6lidos reales sino también
la de los fluidos, sean liquidos o gases.

13
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1.2. Dinamica de un sistema de particulas que interaccionan

Como quiera que la mecéanica de un sistema de particulas es el punto natural de inicio
para el estudio de los medios materiales resulta conveniente recordar algunos conceptos
de la dinamica de particulas, en un sistema de referencia inercial, y en concreto de la de
sistemas de particulas que interaccionan entre si.

1.2.1. Propiedades de las fuerzas de interaccion

Sobre las particulas de un sistema con interacciones internas actiian fuerzas exteriores
F vy fuerzas interiores f de interaccion entre las particulas, en adelante fuerzas de

interaccion. El conjunto de las fuerzas de interaccion estd sometido al principio de
accion y reaccioén, en consecuencia dichas fuerzas aparecen en parejas colineales de
igual modulo y sentidos opuestos. Por tanto, el conjunto de las fuerzas interiores de
interaccion entre particulas tiene resultante nula y momento resultante nulo respecto a
cualquier punto cuando se evaltan sobre la totalidad del sistema.

Resultante fuerzas exteriores sobre i
Fuerzas sobre la particulai: . F, =>" F, +Y f =F
J

Resultante fuerzas interiores sobre i

Puesto que las fuerzas de interaccion, por el principio de accion y reaccion, forman
parejas de igual magnitud y direccion pero sentidos opuestos su resultante total es nula:

> 70

sistema

Como ademas las parejas antes mencionadas son colineales, el momento de cada pareja
respecto a cualquier punto es siempre nulo, con lo que el momento resultante total
también lo es:

Z O_iATi:O

sistema

Por otra parte el trabajo realizado por las fuerzas interiores en un desplazamiento infini-
tesimal de las particulas depende solo del desplazamiento relativo entre las mismas y
no del movimiento global del sistema:
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Asi pues dicho trabajo es nulo sé6lo en la idealizacion de sélido rigido, ya que en ese
caso las distancias entre particulas no varian. El sistema de fuerzas interiores es con-
servativo si el trabajo realizado por las mismas en un desplazamiento finito no depende
del camino seguido.

NOTAS: En un medio material real, y a efectos de la modelizacion de su comporta-
miento desde un punto de vista macroscépico, las fuerzas de interaccion entre particu-
las dependen de la distancia entre ellas y/o de su velocidad relativa.

La mecénica del medio continuo no considera las fuerzas internas que garantizan la
cohesion interna de la materia sino s6lo su variacion respecto a un estado inicial de
referencia.

1.2.2. Principios basicos de la dinamica de un sistema de particulas

En este apartado se enuncian, a nivel de recordatorio, los principios basicos de la dina-
mica de los sistemas de particulas que después seran generalizados para el estudio de
medios continuos.

Principio de la cantidad de movimiento (2" Ley de Newton)

La resultante de las fuerzas exteriores que act@ia sobre un sistema de n particulas que
interaccionan, es igual a la derivada temporal de la cantidad de movimiento total del
sistema:

J— d —
F=— Z m; v,
: dt\
sistema sistema

Enunsistema de masa constante, se obtienen el enunciado clasico de la 2* Ley de Newton:

z Fiz Z mia_izMZ

sistema sistema

siendo M la masa total del sistema y Z la aceleracion de su centro de gravedad.

Conservacion de la cantidad de movimiento

Si la resultante de las fuerzas exteriores actuante sobre un sistema de particulas que
interaccionan es nula, entonces su cantidad de movimiento total se conserva:

Z m; v, = cte.

sistema

15
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Teorema del momento cinético

El momento resultante de todas las acciones exteriores que actiian sobre un sistema de
particulas que interaccionan, calculado respecto a un punto fijo en el espacio, o alrede-
dor de su centro de masas, es igual a la derivada temporal de su momento cinético:

S 0PAE=L] S 0P am>,

1 1 t
sistema sistema

Conservacion del momento cinético

Si el momento resultante de todas las acciones exteriores que actuan sobre un sistema
de particulas que interaccionan, calculado respecto a un punto fijo en el espacio o alre-
dedor de su centro de masas es nulo, entonces su momento cinético permanece cons-
tante.

z O_E./\ m, v_,.:cte.

sistema
Teorema de las fuerzas vivas

El teorema de las fuerzas vivas para un sistema de particulas que interaccionan, esta-
blece que en un intervalo de tiempo Af definido entre dos instantes #, y t,, el trabajo de
las fuerzas exteriores mas el trabajo de las fuerzas interiores es igual al incremento en
la energia cinética del sistema.

La forma instantanea de este teorema se obtiene dividiendo ambos miembros por Az y
pasando al limite cuando At tiende a cero.

Este resultado implica que, en cualquier instante, la suma de la potencia de las fuerzas
exteriores mas la potencia de las fuerzas interiores es igual a la velocidad de variacion
de la energia cinética del sistema en dicho instante.

Esta tltima forma del teorema de las fuerzas vivas se deriva en forma directa del prin-
cipio de la cantidad de movimiento para cada particula sin mas que multiplicar sus dos
miembros por la velocidad de la particula.

Conservacion de la energia

Si todas las fuerzas actuantes sobre un sistema de particulas, externas y de interaccion,
son conservativas, es decir existe una funcion energia potencial, entonces la suma de la
energia cinética y potencial se conserva.
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E +E, =cte

Teorema de las potencias virtuales para un sistema de particulas

En un sistema de particulas que interaccionan, el trabajo realizado por unidad de tiem-
po por todas las fuerzas, exteriores, de inercia y de interaccion, en una distribucion
arbitraria (virtual) de velocidades es nulo.

1.2.3. Equilibrio de un sistema de particulas

Se dice que un sistema de particulas estd en equilibrio, en una referencia dada, cuando
las velocidades y aceleraciones de todas sus particulas en dicha referencia son nulas, o
sea cuando esta en reposo relativo.

La condicion necesaria y suficiente de equilibrio para una particula es que en algun
momento se anule su velocidad y la suma de todas las fuerzas que actian sobre clla,

tanto si son exteriores al sistema de particulas F, como si resultan de la interaccion de

ésta con sus vecinas .

ZE+ZZ:O = F+/f=0
; y

En un soélido rigido la condiciéon de suma de fuerza exteriores y suma de momentos
exteriores nula es condicidon necesaria y suficiente de equilibrio. Sin embargo en un
medio material, conceptuado como un sistema de particulas genérico, dichas condicio-
nes no son suficientes para el equilibrio, sino s6lo necesarias. En efecto:

extendiendo el sumatorio de fuerzas a todo el sistema, estando éste en equilibrio:

S F+ Y 7 -0

sistema sistema

Pero el término Zfl. es nulo por tratarse de fuerzas de interaccion (que cumplen el

principio de accion y reaccion). En consecuencia el término XF; debe ser también nulo
por serlo la suma total.

Por tanto, la condicion

el
[
S

2

sistema

es condicion necesaria de equilibrio, es decir si el sistema estd en equilibrio dicha con-
diciéon debe cumplirse. Sin embargo la inversa no es necesariamente cierta, por lo que
no es condicion suficiente.

17
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En forma andloga, si se evalua el momento resultante respecto a un punto cualquiera de
todas las fuerzas exteriores e interiores actuantes sobre el sistema, estando éste en equi-
librio, se tiene:

z O_B/\E+ Z O_E/\ZZO

sistema sistema

Pero el término X OP, A f; es nulo por tratarse de fuerzas de interaccion, en conse-

cuencia el término X O_R A E debe ser también nulo por serlo la suma total.

Por tanto, la condicion

S0 AT = X, =0

es condicion necesaria de equilibrio, es decir si el sistema esta en equilibrio dicha con-
dicion debe cumplirse. Sin embargo la inversa no es necesariamente cierta, por lo que
no es condicion suficiente.

Otra forma de ver que estas condiciones son necesarias para el equilibrio consiste en
observar que el estado de reposo relativo implica que la aceleracion del centro de gra-
vedad es nula por lo que debe serlo la suma de fuerzas exteriores. Por otra parte tam-
bién resulta nula la variacién del momento cinético por lo que el momento de las
fuerzas exteriores debe ser también nulo.

La mecénica racional muestra que en el caso de un sélido rigido las anteriores condi-
ciones son necesarias y suficientes para el equilibrio, no siendo asi para los medios
materiales reales.

Teorema de los trabajos virtuales para un sistema de particulas en equilibrio

En un sistema de particulas que interaccionan y que se encuentre en equilibrio, el traba-
jo realizado por todas las fuerzas, exteriores y de interaccion, en un desplazamiento
virtual compatible con los enlaces, es nulo.

1.3. Principios de la termodinamica

La termodinamica constituye una ampliacion de la mecénica clasica que permite tratar
sistemas en los que interviene el calor como fuente de energia. Esta ciencia se funda-
menta en dos principios basicos que se enuncian a continuacion.
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1.3.1. Principio de la conservacion de la energia (Primer principio de la
termodinamica)

Si un sistema evoluciona de un estado 1 a otro estado 2 por aportaciéon de energia exte-
rior en forma de trabajo mecanico y calor, la energia interna del sistema se incrementa
en una cantidad igual a las aportaciones realizadas:

&AW
@ ||:> AU= AW+ AQ
Mg/ﬂ
En un pequefio cambio infinitesimal se tiene: dU=dW+dQ

Dividiendo por un diferencial de tiempo se obtiene una version instantanea de este
principio en términos de potencias:

U=W+0

1.3.2. Segundo principio de la termodinamica

El primer principio no establece direccionalidad en los procesos. Este segundo princi-
pio indica en qué direccioén se producen las transformaciones termodinamicas fisica-
mente posibles. Se basa en el concepto de entropia y se enuncia del siguiente modo:
Cuando en un sistema aislado tiene lugar una transformacion irreversible aumenta la
entropia del sistema.

A pesar de ser un principio basico de la fisica, no va a ser utilizado durante el presente
curso y se incluye aqui su enunciado solo para completar la lista de todos los principios
basicos relacionados con la mecéanica del medio continuo.

1.4. Transformacion de la configuracion geométrica de un sistema
de particulas

Otra dificultad de la idealizacion de sélido rigido reside en la no-descripcion de los
fenémenos fisicos relacionados con transito de fuerzas a través de ¢l. El modelo gené-
rico de particulas que interaccionan da una explicacion mucho mas detallada a esta
cuestion, generalizable ademas a otros tipos de medio continuo.

Para simplificar, supongamos un medio material s6lido en el que las fuerza de interac-
cion entre particulas sean s6lo funcion de la distancia relativa entre ellas (medio mate-

rial elastico).

Cuando un solido real como éste es sometido a un sistema de fuerzas exteriores, direc-
tamente aplicadas y reacciones de enlace, las particulas afectadas se desplazan y la

19



% Mecanica del medio continuo en la ingenieria

20

geometria del sistema se modifica hasta que la variacion de las fuerzas interiores per-
mite alcanzar una situacioén en la que las particulas quedan en una nueva posicion de
equilibrio. Pueden imaginarse también transformaciones infinitamente lentas en las que
cualquier situacion intermedia es un estado de equilibrio.

z

z

1
N

Por ejemplo, cuando en el punto 4, en el que se encuentra la particula P, hacemos cre-
cer una carga F lentamente, esta particula se desplaza acercandose a sus vecinas. Al
alterarse la distancia entre particulas se genera una fuerza de interaccién que empuja a
las particulas vecinas y asi sucesivamente hasta que la accion alcanza a las particulas
situadas en los puntos de enlace. La posicion inicial de las particulas, a la que llamare-
mos configuracion inicial (sin deformar), se altera y el proceso sigue a través de una
sucesion de estados de equilibrio. Finalmente el movimiento de las particulas cesa y la
posicion de todas ellas se ha alterado dando lugar a lo que denominaremos configura-
cion final (deformada).

Al vector que une las posiciones inicial y final de cada particula se le denomina vector

corrimiento u . Conocido dicho vector para cada una de las particulas es posible pasar
de la configuracion inicial a la final y viceversa.

El comportamiento de un fluido en reposo es, en algunos aspectos, semejante al de un
solido. Sin embargo si el fluido estd en movimiento aparecen fuerzas de interaccion
funcion de la velocidad relativa de las particulas, por lo que en lugar de tener interés el
campo de corrimientos lo tiene el campo de velocidades.

1.5. Introduccion al concepto de medio continuo

De lo visto hasta aqui parece deducirse que los medios materiales reales, formados por
atomos o moléculas, pueden ser tratados como sistemas de particulas que interaccio-
nan. Si bien esto es tedricamente correcto en la practica no es posible, ni tan siquiera
necesario, seguir la cinemadtica y dindmica de cada una de las muchisimas particulas
que constituyen la materia. La experiencia demuestra que la mayor parte de los pro-
blemas de interés tecnoldgico relacionados con los medios materiales pueden ser trata-
dos a nivel macroscdpico con suficiente aproximacion sin tener en cuenta de manera
explicita su estructura microscépica ni las fuerzas de cohesion interna de la materia.

En consecuencia es necesario introducir un enfoque mas potente para el analisis meca-
nico de los medios materiales reales. Dicho enfoque recibe el nombre de mecanica del
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medio continuo y se fundamente, como se vera a continuacion, en un paso al limite en
el que el enfoque discreto de la mecénica de particulas es substituido por los métodos
matematicos de analisis de funciones continuas.

Veamos pues como es posible abandonar el enfoque microscopico derivado del andlisis
particula a particula. Para ello analicemos, por ejemplo, una caso simple consistente en
una barra de material elastico sometida a traccion.

Podemos imaginar que el material de la barra esta formado por una serie de cadenas
longitudinales de particulas que interaccionan entre si a través de fuerzas funcion de la
distancia, representamos en la figura mediante muelles.

Sobre cada una de estas cadenas actuara cierta fraccion, muy pequefia AF, de la carga
total aplicada. Como consecuencia su accion cada particula experimentard un corri-
miento en la direccion longitudinal x. El corrimiento en dicha direccion x lo representa-
remos como u.

2> KA —o— AV - MAVA - A —
%MM*M*MMM*Mﬂ =>aF

Como dicha fuerza actia sobre cada eslabon de la cadena podemos simplificar ain mas
la cuestion centrando el andlisis sobre dos particulas vecinas:

P; K Py
AF <= =MW\ => ar
—a—
Ui Ui+ >
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Llamando X a la rigidez del “muelle” equivalente a las fuerzas de interaccion podemos
escribir:

AF =K (Ll,ur] - u,«)

Sin embargo, a nivel macroscopico, no podemos distinguir las particulas como entida-
des aisladas. De hecho no sabemos dénde estan exactamente las particulas i e i+1, ni
cual es la distancia entre ellas a. No obstante si podemos localizar puntos materiales
sobre el medio identificandolos con el punto del espacio que ocupa sus mismas coorde-
nadas en la configuracion inicial y seguir su evolucion hasta la configuracion deforma-
da, pudiendo medir su corrimiento.

La idealizacion del continuo evita la necesidad de tratar el problema particula a particu-
la considerando que todo el volumen ocupado por el medio material estd repleto de
materia, de forma totalmente continua. Para enlazar esta nueva concepcion del medio
material con la anteriormente expuesta de sistema de particulas, se realiza un paso al
limite en el que se identifica la distancia entre particulas a con una distancia infinitesi-
mal Ax. El corrimiento de cada punto del material se considera como una funcién con-
tinua de la coordenada x. Entonces puede escribirse:

i

ui=u(x) u,,, =u(x+Ax)=ui+Au
y en consecuencia
AF=K(u(x+Ax)—u(x))

Con ello se consigue obviar la consideracion de las particulas como entidades discretas
y la materia pasa a considerarse continuamente distribuidas en el espacio, lo cual equi-
vale a suponer que en cada punto espacial existe una particula material. Por su parte los
corrimientos dejan de ser un numero finito de valores discretos para pasar a expresarse
como funciones continuas de las coordenadas. En general se supone también que son
funciones continuas del tiempo.

La idealizacion macromecanica que implica la aproximacion de medio continuo es
sumamente util puesto que permite utilizar todos los recursos matematicos asociados al
analisis de funciones continuas. Asi por ejemplo, si se multiplica y divide el miembro
izquierdo de la igualdad por Ax, y pasando al limite aparece el concepto de derivada de
la funcién corrimiento segun x

AF:KMW ~ aF=K o

dx

Como quiera que tampoco no es posible establecer la fuerza infinitesimal dF que acta
sobre cada cadena de particulas es mas conveniente, referirse a la fuerza aplicada sobre
un elemento infinitesimal de superficie dS, de éste modo al ser el cociente dF/dS un
concepto intensivo, no es necesario distinguir una a una las particulas que se encuen-
tran sobre el dS.
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dF K ds du
das ds dx

En esta expresion aparecen tres parametros de gran importancia en la mecéanica del
medio continuo, especialmente en el analisis de solidos elasticos. El término dF/dS es
una fuerza por unidad de area, mas adelante definiremos y generalizaremos este con-
cepto como tension mecanica ¢. El término du/dx puede interpretarse como un incre-
mento de longitud por unidad de longitud y mas adelante lo identificaremos con el
concepto de deformacion longitudinal unitaria ¢ El término K dx/dS es una medida
macroscopica de la intensidad de las fuerzas internas en funcion de la variacion de las
distancias entre particulas. La experiencia demuestra que en un sélido elastico esta
cantidad es un valor caracteristico del material denominado médulo de Young E.

En consecuencia podemos escribir: o =E-& ecuacidon que se conoce con el nombre de
ley de Hooke y que es la base de un apartado importante de la mecanica del medio
continuo denominada elasticidad lineal.

1.6. Propiedades mecanicas intensivas

Tampoco es posible tratar las propiedades madsicas particula a particula por lo que se
introducen conceptos de tipo intensivo (que no dependen de la cantidad de materia)
como la densidad, el peso especifico etc.

A este respecto hay que destacar que existe un umbral para el tamafio del volumen a
partir del cual puede considerarse que una propiedad intensiva es independiente del
volumen considerado. Esto es debido a que para volimenes muy pequefios extraidos de
un mismo medio material, el nimero de particulas puede no ser constante. Sin embargo
dicho valor umbral es lo suficientemente pequefio como para que su existencia no inva-
lide la aproximacion continua en las aplicaciones de ingenieria. Asi por ejemplo defi-
nimos la densidad como:

donde AV’ es un elemento de volumen muy pequefio pero lo suficientemente grande
para que contenga una cantidad representativa de particulas que permita el enfoque de
medio continuo. Esta matizacion sin embargo se deja de lado para facilitar el tratamien-
to pasandose a una definicion puramente matematica del siguiente estilo:

. AM  dM
p=Ilim —=——+
AVS0 AV dV

donde se postula que el limite existe y es una cantidad finita. Este mismo postulado se
admite para cualquier propiedad intensiva definida sobre el medio continuo.
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En la mecanica del medio continuo se supone que todas las propiedades que describen
su comportamiento quedan definidas adecuadamente por funciones continuas y deriva-
bles de las coordenadas y del tiempo.

1.7. Fuerzas de superficie y fuerzas de volumen

Tal como se sefialaba anteriormente las fuerzas exteriores puntuales, aplicadas sobre
una sola particula, no tienen sentido en el contexto de la mecanica del medio continuo.
En su lugar las fuerzas exteriores se tratan como fuerzas intensivas (fuerzas por unidad
de area o volumen).

Dichas fuerzas exteriores pueden actuar sobre la superficie del medio, si resultan de la
interaccion de éste con su entorno en forma de acciones de contacto, o directamente
sobre su volumen, si resultan de la accion de campos de fuerzas a distancia.

Las fuerzas que actuan sobre la superficie, en adelante fuerzas de superficie /', se

expresan en términos de fuerza por unidad de 4rea (dimensionalmente F/¢%). Como

quiera que f no tiene porqué ser constante su valor en cada punto se refiere a un ele-
mento infinitesimal de superficie en dicho punto tal como se ve en la siguiente figura.

AF

~ . AF _dF

T a0 AS dS

De igual modo las fuerzas que actian sobre el volumen, en adelante fuerzas de volu-

men b, se expresan en términos de fuerza por unidad de volumen (dimensionalmente
3 . 7 : .

F/07). Como quiera que b no tiene porqué ser constante su valor en cada punto se

refiere a un elemento infinitesimal de volumen en dicho punto tal como se ve en la
siguiente figura.

. AF dF
=lim —=—
AVS0 AV dV

La resultante de las fuerzas exteriores sobre un medio continuo de volumen V' y super-
ficie S se expresa como:
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E:js Tds+jVEdV

El momento resultante de las fuerzas exteriores respecto a un punto O se expresa como:

My=[ rafdS+{ rabdv

1.8. Tensiones internas. Postulado de Euler-Cauchy

Las fueras de interaccion entre particulas se transmiten a través de todo el volumen del
medio continuo. Dichas fuerzas internas pueden caracterizarse a nivel macroscopico
atendiendo a la fuerza transmitida por unidad de area a través de cualquier superficie
imaginaria interior al medio. A este tipo de fuerza intensiva interior se la denomina

tension ¢ y substituye convenientemente a las interacciones particula a particula.

El analisis detallado de las tensiones se desarrollara en el capitulo 3.

AF

- AF _dF
t=lm —=—o
A0 AS  dS

Por otra parte cualquier subdivision arbitraria del medio considerada aisladamente,
constituye un sistema de particulas que interaccionan. Como se vio anteriormente la
dindmica de un sistema de este estilo depende solo de las fuerzas exteriores y sus mo-
mentos. En el caso de la subdivision arbitraria, las fuerzas y momentos exteriores se
determina a partir de: las tensiones sobre las fronteras interiores con el resto del medio,
las fuerzas sobre las superficies exteriores y las fuerzas sobre el volumen. Esto justifica
el postulado de Euler-Cauchy:

"Las tensiones existen a través de cualquier elemento de superficie interior, y las leyes
vectoriales del movimiento para cualquier subdivision arbitraria del medio, incluido el
elemento infinitesimal de volumen asi como el medio en su conjunto, pueden expresar-
se a partir de ellas y de las fuerzas exteriores de superficie y de volumen"

Este postulado queda corroborado por el hecho de que las conclusiones que de él se
derivan estan de acuerdo con la evidencia experimental.
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7 <

Se

La resultante de las fuerzas exteriores sobre una subdivision del medio continuo de
volumen V| superficie exterior S, y frontera interior S; se expresa como:

Ry=[ fds+[ tds+[ bav

El momento resultante de las fuerzas exteriores sobre una subdivision del medio conti-
nuo respecto a un punto arbitrario 0 se expresa como:

M_OR.:J‘S) ;/\7dSe+JS_ ;AZde+_[V rAabdV

Evidentemente si el medio continuo considerado en su conjunto estd en equilibrio,
sobre cualquier parte del mismo deberd verificarse la condicion necesaria de equilibrio:

R, =0 M, =0

NOTA: En este enfoque de la mecanica del medio continuo se omite la posible exis-
tencia de momentos distribuidos. Existe un enfoque mas avanzado de la mecénica del
medio continuo debido a Crosseraut en el que si se incluye este efecto. En el presente
curso se seguira no obstante el enfoque de Cauchy.

1.9. Homogeneidad e isotropia

Se dice que un medio es homogéneo cuando sus propiedades mecanicas intrinsecas son
las mismas en todos sus puntos.

Se dice que un medio es is6tropo cuando sus propiedades mecanicas intrinsecas en un
punto dado son las mismas independientemente de la direccion en que se evaluen.

Los medios materiales reales no son en general homogéneos ni isétropos. Sin embargo
en muchas ocasiones pueden aceptarse estas hipotesis desde un punto de vista macros-
copico con suficiente aproximacion.

Homogeneidad e isotropia no son hipdtesis esenciales de la mecanica del medio conti-
nuo sino so6lo hipdtesis convenientes en orden a simplificar el analisis.
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2.1. Introduccion

En este capitulo se analiza los procesos de transformacion geométrica de un medio
continuo desde un punto de vista puramente cinematico, sin atender a las causas que los
producen.

Para el analisis de dichas transformaciones es preciso definir previamente ciertos con-
ceptos esenciales:

— Denominaremos punto a una posicion concreta fija en el espacio.

— Denominaremos particula (o punto material) a un elemento infinitesimal de volumen
de un medio continuo que contiene una cantidad constante de materia.

— En un instante de tiempo ¢, un medio continuo que tiene un volumen V' y una superfi-
cie limite S, ocupa una region R del espacio fisico. La identificacion de las particulas
con los puntos del espacio que ocupan en un instante ¢ respecto a un conjunto adecuado
de ejes coordenados define la configuracion del medio continuo en dicho instante.

Se define el concepto de deformacion como toda transformacion geométrica de un
medio continuo consistente en un cambio en su forma y/o volumen entre una configu-
racion inicial sin deformar (o de referencia), y otra configuracion final deformada (o
actual).

Se define la velocidad de deformacion como una medida del ratio de variacion de la
deformacion respecto al tiempo.

Hay que observar que son posibles transformaciones geométricas que no impliquen
cambio en la forma y/o volumen, dichas transformaciones corresponden a movimientos
de solido rigido y no implican por tanto la deformacion del medio

En general toda transformacion geométrica puede incorporar una parte correspondiente
a un movimiento de sélido rigido y otra parte puramente deformacional.
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2.2. Hipétesis de partida

Como hipdtesis fundamental se considerard la continuidad de la transformacién geo-
meétrica. Ademas se admitira que, dado que la materia no aparece ni desaparece durante
la transformacion, a cada punto de la configuracion inicial le corresponde un tinico
punto transformado en la configuracion final y viceversa, por lo que existe una corres-
pondencia biunivoca entre ambas configuraciones.

Si llamamos Xj, X5, X3 a las coordenadas de una particula del s6lido antes de la trans-
formacion (configuracion de referencia correspondiente al instante inicial ¢ = #)) y xq,
X», x3 a las coordenadas de esa misma particula después de la misma (configuracion
actual correspondiente a un instante £), ambos conjuntos de coordenadas estaran rela-
cionados entre si:

P(X1:X23X3)

p(xl,xz,xS) xi:xf(},f)

i

X, =X, (E, t)

1
x =x (X, X,, X;,t) X, =X, (x,%,,x,,1)
X, =X, (Xl,Xz,X3,t) X, :Xz(xl,xz,x3,t)
X, =x3(X1,X2,X3,t) X, :X3(xl,x2,x3,t)

Desde el punto de vista matematico, y como consecuencia de las hipotesis fijadas, estas
funciones son uniformemente continuas y tienen inversa Unica. Esta ultima hipotesis
constituye uno de los postulados basicos de la mecéanica del medio continuo. La condi-
cidén necesaria y suficiente para la existencia de las funciones inversas es que el deter-
minante jacobiano de la transformacién no se anule:

ox,

J =det #0

J

Ademas se supondran funciones derivables con derivadas parciales continuas hasta
cualquier orden ya que la experiencia demuestra que los resultados que se derivan de
esta suposicion son adecuados.

La continuidad de la transformacion implica que:

— Dos puntos infinitamente préoximos antes de la transformacion permanecen infinita-
mente proximos después de la misma
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— Una linea continua antes de la transformacion sigue siendo continua después de la
misma, y si aquella es cerrada ésta también lo es y viceversa.

— Una superficie continua antes de la transformacion sigue siendo continua después de
la misma, y si aquélla es cerrada ésta también lo es, y viceversa.

Quedan por tanto excluidos de este analisis aquellas situaciones en las que no se cum-
plan estos supuestos: por ejemplo cuando se formen grietas o huecos en el interior del
material durante el proceso de transformacion.

2.3. Enfoques lagrangiano y euleriano

El andlisis de la transformacion geométrica de un medio continuo puede realizarse
segun dos enfoques. En el primero, denominado lagrangiano, cada particula queda
identificada por las coordenadas del punto que ocupa inicialmente (también denomina-
das coordenadas materiales) Xj, X, X3 que se toman como variables independientes. En
un enfoque lagrangiano se denomina trayectoria de una particula a la curva espacial
definida por la ecuacion:

x:x(X,t)

>l

y es el lugar geométrico de todas las posiciones ocupadas por una misma particula a lo
largo del tiempo.

En el segundo enfoque, denominado euleriano, se centra la atenciéon en un punto fijo
del espacio de coordenadas xi, x,, x; (También denominadas coordenadas espaciales)
que puede ser ocupado por distintas particulas en tiempos distintos. En este caso las
variables xy, x,, x3 juegan el papel de variables independientes.

Ambos planteamientos son equivalentes ya que, al ser invertibles las funciones que
definen la transformacion, dadas las coordenadas iniciales de una particula es posible
determinar su posicion en cualquier instante y dada la posicién de una particula en un
instante dado es posible determinar su posicidn inicial. La eleccion de uno u otro plan-
teamiento queda condicionada por el tipo de problema a resolver y por el hecho de si se
desea poner el énfasis en el seguimiento de una particula dada o en la descripcion de lo
que sucede en cierto punto fijo del espacio.

Para el desarrollo de este curso se ha utilizado el enfoque lagrangiano en la formula-
cion de la mecanica de los solidos deformables ya que en este caso la geometria cono-
cida es la geometria antes de la deformacion. Sin embargo en los aspectos relacionados
con el movimiento y flujo de sistemas fluidos, se aplicara el enfoque euleriano puesto
que entonces es mucho mas comodo referir el problema a puntos fijos en el espacio.
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2.4. Concepto de derivada material

Durante todo el curso va a ser necesario evaluar la rapidez de la variacion temporal de
diversa magnitudes asociadas a particulas materiales, es decir aquella que seria medida
por un observador que viajara con la particula. Para ello se introduce el concepto de
derivada material definido del siguiente modo:

La derivada material es una medida de la rapidez de variacion en el tiempo de cual-
quier propiedad del medio (escalar, vectorial o tensorial), referida a una particula mate-
rial especifica tal como se observaria en la referencia de estudio. Se denota por D / Dt.

Asi por ejemplo, la derivada material del vector de posicion de una particula es su
velocidad:

dx,

i

Dx = -
—_—=X=V vi:_
Dt dt

NOTA: En este curso, excepto que cuando se indique de forma expresa, se
supondra que la referencia de estudio es galileana y que todas las derivadas
temporales se realizan expresando las magnitudes fisicas en una base fija.

La derivada material puede evaluarse utilizando un enfoque lagrangiano o un enfoque
euleriano del siguiente modo:

Sea P una propiedad cualquiera (magnitud escalar o componente de un vector o un
tensor). Si P se expresa en coordenadas materiales (descripcion lagrangiana), su deri-
vada material es:

DP _ op (X ot ) DX 0 al ser la posicion inicial dada por X
Dt ot Dt independiente del tiempo

ya que X no varia con el tiempo. Sin embargo si P se expresa en coordenadas espacia-
les (descripcion euleriana), la derivada material toma la forma:

E:aP(},z)+ aP(},t)ﬂ
Dt ot ~  0x, dt

i

puesto que en este caso las coordenadas x si son funcién del tiempo y debe aplicarse
la regla de la cadena. Como:

dx,
_ = vi
dt
queda:
Qza_P + Zvla_Pza_PJ,_;TxgadP
Dt Ot — Ox, Ot
\_Y_} \ﬂ_/
local convectiva
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Expresion presenta dos componentes denominadas local y convectiva respectivamente.
La parte local denota la variacion de la propiedad asociada al cambio temporal en la
posicion actual, mientras que la parte convectiva denota la variacién de la propiedad
asociada al cambio de posicion de la particula.

Por ejemplo, en el flujo de un fluido dentro de un conducto de seccion variable, y su-
puesto que el caudal se mantiene constante, la velocidad de una particula presenta so6lo
cambio convectivo debido a la variacion de la seccion al pasar ésta de un punto a otro.
Sin embargo si el caudal varia con el tiempo aparece también el término de variacion
local de la velocidad en un punto fijo del espacio.

TN QNN e AT

O=A4v

Se define el operador derivada material del siguiente modo:

De Qe Oe
—_ = —_—
Dt 0t Zv ox,

De Qo Oe Oe Oe
— v —+v,—+v,
0x,

oe —T —
=— =—+v xgrade
Dt Ot ox, 0x,

en forma desarrollada:

Se define el régimen estacionario como aquel en el que se anula la parte local de la
derivada material, es decir:

Oe

=
2.5. Vector corrimiento

2.5.1. Concepto de corrimiento

En muchos problemas de la mecanica del medio continuo el interés se centra en el
estudio de la transformacion geométrica existente entre dos configuraciones definidas y
no en el proceso continuo en el tiempo que ha llevado de una hasta la otra. Para estos
procesos es especialmente util el estudio a partir del concepto de corrimientos que se
expone en este apartado.

Supongamos que la transformaciéon del medio es continua y del tipo uno a uno. Cada
punto P del cuerpo experimentard un desplazamiento u , de componentes (u |, u 5, i 3),
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desde su posicion inicial X antes de la transformacion, hasta su posicion final x des-
pués de la transformacion, a dicho desplazamiento, definido por la diferencia:

u=x—-X
se le denomina vector corrimiento. El conjunto de los corrimientos de los infinitos
puntos materiales del medio forman un campo vectorial, las componentes del vector
corrimiento son funciones continuas y derivables.

El vector corrimiento puede expresarse en

coordenadas lagrangianas:
w=u(X,t)=x(X,t)-x

o en coordenadas eulerianas:

w=a(x)=x-X (1)

siendo el significado fisico de ambas expresiones distinto. En el primer caso se expresa

el vector corrimiento de la particula que inicialmente esta en la posicion X de la con-
figuracioén de referencia, mientras que en el segundo se expresa el vector corrimiento
de cualquier particula material que en el instante ¢ ocupa la posicioén espacial dada por

las coordenadas x en la configuracion actual.

Como quiera que el concepto de corrimiento es especialmente util para el andlisis de la
mecanica de medios solidos deformables y en este caso la descripcion lagrangiana es
mas adecuada, el resto de la explicacion se ceflira a este enfoque.

2.5.2. Analisis de corrimientos en el entorno de un punto

Imaginemos otro punto material O, infinitamente préoximo y distante de P un d X.

Dicho punto experimentara un corrimiento # + du . En virtud de la deformabilidad del
medio, y a diferencia de lo que ocurriria en un sé6lido rigido, la distancia entre Py O, d

x después de la transformacion, puede ser distinta a la existente antes de la misma.

NOTA: Se utiliza la nomenclatura dx atn cuando no se corresponde con el concepto
de diferencial total en el sentido matemadtico puesto que se evalia sobre una misma
configuracion, correspondiente a un instante de tiempo fijo, haciendo variar sélo las
coordenadas materiales. En un sentido estricto deberia escribirse:

ox ox ox

dx:ZaX‘_dXi‘*Edt perocomo t=cte. — dt=0 'y dﬂtzzﬁd)(f



Cinematica del medio continuo %

Los vectores d x y d X estan relacionados geométricamente del siguiente modo:

3

por geometria:

dX +u+du=u+dx

simplificando: L
dX+du=dx
du=[M]dX ; [M] esel gradiente de u de

ou [0X, Ou0X, Ou/oX,
P=|0u,/0X, 0u,0X, Ou,[0X, |=|gradu]
Ou,/0X, Ou,/0X, Ou,/0X,

sustituyendo y sacando factor comun d X
dx=([1]+[M],)dX =[F]dX

Si [M ] , =0 en todo punto del medio, la transformacion corresponde a una traslacion

de solido rigido.

La matriz [F] se denomina tensor gradiente de deformacion.

(1+0u, /0 X))  Ou/oX, ou, [0 X,
[F]=| ow,/ox, (1+0u,/0X,) 0u,/0X,
du, [0 X, Ouy/0X,  (1+0uy/0X;)

Evidentemente [F] también puede escribirse a partir de la relacion existente entre las
variables lagrangianas y eulerianas.
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dx, 0x,/0X, 0x/0X, 0x/[oX,]|[dX,
dx,y=|0x,/0X, 0x,/0X, 0x,/0X, |{dX,
dx, ox,/0X, 0x,/0X, 0x,/0X,||dX,

de esta expresion queda patente que el tensor gradiente de deformacion es igual a la
matriz jacobiana de la transformacion y por lo tanto:

[F]=[/] > J=det[F]

En virtud de lo dicho anteriormente para que la transformacion sea invertible el deter-
minante jacobiano de [F] debe ser distinto de 0, ademas debe ser > 0. En efecto puede
demostrarse que det[F]=dV/dV, donde dV,y dV son, respectivamente, el diferencial de
volumen antes y después de la transformacion.

v, =(dX\ ndX2)xd X, AV =(dxi adx: )xdx;

Al principio del proceso de deformacion dV=dV, con lo que det[F ]=1, como det [F']
debe ser # 0 durante todo el proceso, se sigue que det [F'] > 0. Cualquier campo de
corrimientos debe cumplir esta condicion para ser fisicamente posible.

2.6. Vector velocidad
2.6.1. Concepto de velocidad

En otros muchos problemas de la mecéanica del medio continuo la velocidad de cambio
de la geometria durante el proceso de transformacion es el factor dominante. En dichos
casos el analisis atemporal entre dos configuraciones realizado a partir de los corri-
mientos resulta insuficiente y es necesario un analisis instantaneo. Un concepto basico
es entonces el de velocidad.

. . . .., - Dx
La velocidad de una particula es la derivada material de su vector de posicion, v = D

si se escribe éste en funcion de las coordenadas iniciales y del vector corrimiento en
cada instante se obtiene:

=0 _
- — - - X Du Du
=X+ I > Ve— =
* ! Dt Dt Dr

ya que la posicién inicial es fija e independiente del tiempo.

Si el vector corrimiento se expresa en forma lagrangiana, entonces el vector velocidad
se obtiene también en forma lagrangiana:
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;(}, t) _ Du (Y, t) _ aﬁ(?, t)
Dt ot

Del mismo modo, utilizando un enfoque euleriano se obtiene:

_— \ Du(xz) aﬂ(},z) _ aﬂ(},z)
v(x’t): D ot +Zv"(x’t)T

i i

que también puede escribirse de forma mas compacta como:

__ . ou(xt -
v(x,t)=%+[M]xv(x,t>

2.6.2. Campo de velocidades

En el enfoque euleriano resulta especialmente util para el analisis de flujos, asociar a
cada punto del espacio el vector velocidad de la particula que lo ocupa instantaneamen-
te, dando lugar a un campo vectorial de velocidades. Si el flujo es estacionario dicho
campo sera constante el tiempo mientras que no lo serd si existe variacion local de la
velocidad.

Se define la linea de corriente como aquella linea trazada en el interior del flujo y que
es tangente en cada punto a los vectores velocidad. Excepto en puntos singulares, por
cada punto del espacio pasa una sola linea de corriente por lo que éstas no intersectan

entre si. Si d/ es el elemento infinitesimal de longitud de una linea de corriente, a lo largo

de lamisma se cumple:

Debe diferenciarse la linea de corriente de la trayectoria de una particula, definida
como el lugar geométrico de las sucesivas posiciones de la particula,

- ;(X,t)

=

de la linea de emision, o traza, que es el lugar geométrico de las posiciones que en un
instante dado ocupan todas las particulas que han pasado por cierto punto del espacio.

Se denomina superficie de corriente a una superficie engendrada por lineas de co-
rriente. Se denomina tubo de corriente al volumen delimitado por una superficie de
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corriente, engendrada por una curva cerrada no coincidente con una linea de corriente y
todas las lineas de corriente que la intersectan.

Como quiera que el concepto de velocidad es especialmente util para el analisis de la
mecanica de fluidos y en este caso la descripcion euleriana es mas adecuada, el resto de
la explicacion se ceilira a este enfoque.

2.6.3. Anadlisis de velocidades en el entorno de un punto

Es interesante realizar un analisis detallado del campo de velocidades en el entorno de
una particula, semejante al que se realizé anteriormente con el campo de corrimientos.
Para ello considérese una determinada configuracion en el tiempo ¢. Sea p una particula

que en dicho instante se mueve con una velocidad v,. Sea g otra particula situada a
una distancia infinitesimal de p. En virtud de la continuidad, la velocidad de g, ;q
diferira solo en una magnitud infinitesimal de la velocidad de p. Por la teoria de las

funciones continuas ambas velocidades se relacionan matematicamente del siguiente
modo:

Ve =\_zp+d\_z=;p+[L] dx

ov,[ox,  ov,Jox, ov,[ox,
[L]= [ grad ;] =|0v,/ox, ov,/ox, O, /ox,
ov,[ox, Ov,/odx, Ov,/ox,

donde [L] es el gradiente de velocidad. Si [L] = 0 en todo punto del medio, el campo de
velocidades corresponde al de una traslacion de solido rigido.
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Podemos realizar paralelamente un razonamiento de tipo fisico para relacionar v, y v,.
Para ello imaginemos una referencia relativa solidaria al entorno inmediato del punto p.
La velocidad absoluta del punto g, en base al esquema habitual de composicion de
velocidades, puede considerarse como una velocidad de arrastre formada por la veloci-
dad absoluta de p, v,, mas una velocidad de giro de g en torno a p que resultaria de
imaginar a ¢ fijo respecto a la referencia solidaria a p, mas una velocidad relativa de ¢
respecto a p en la referencia solidaria a p. Este ultimo término resulta evidentemente
del hecho de que el medio continuo puede deformarse. En un soélido rigido tal término
no existiria.

Vg =Vp+®Adx+v,,

El gradiente de velocidad [L] puede descomponerse en una parte simétrica y otra anti-
simétrica del siguiente modo:

(1= (120+[2) )+ (120-[21" ) =[]+ ]
En componentes:

. - 0v, - 0v,
g2 Lov v Wom OVl
7 0x; 2\ 0x, ox ) 2\0x, Ox vy

i

siendo [D] un tensor simétrico (D;; = D;;) y [W] un tensor antisimétrico (W;; = -W),).

Laexpresion de la velocidad de ¢ queda entonces del siguiente modo:
Ve =vp+ [W]d;+[D]d;
expresion que debe ser equivalente a la anterior.

Ve =Vp+@ AdX+Vg,
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Vorticidad

Identificando ésta ultima expresion con la resultante de la interpretacion fisica realizada
anteriormente se ve que el término antisimétrico se corresponde con el operador velo-
cidad angular del entorno de p-producto vectorial. Por este motivo al tensor [I¥] se le
denomina tensor vorticidad, en efecto:

0 1(%%] L(é‘_a_J
2\0x, 0x, ) 2\0x, Ox
1{ov, Ov 1({0v, Ov 0 Mo Ty
[W]: _[_2__1J 0 _{_2__3J = _le 0 Wz3
2\ 0x, 0Ox, 2\ 0x, Ox,
_VVB _VVZJ 0
1(6_6_] 1(6_8_j 0
|2\ 0x, 0x;) 2(0x, Ox |
. B _Wzs _ _
Es facil comprobar que: [/¥] dx=wnrdx con ®=1 W, =Er0tv:5q
_le

Al vector E se le denomina vector vorticidad o vector torbellino, mientras que al vector

o se le denomina, debido a su interpretacion fisica, vector velocidad de rotacion.

Se dice que el campo de velocidades es irrotacional si el tensor vorticidad se anula en
cualquier punto: [#] = 0.

En el enfoque euleriano también resulta util para el analisis de flujos asociar a cada
punto del espacio el vector torbellino de la particula que lo ocupa instantaneamente,
dando lugar a un campo vectorial de vorticidades, también conocido como campo de
torbellinos.

Se define la linea de vorticosa como aquella linea trazada en el interior del flujo y que
es tangente en cada punto a los vectores vorticidad. Excepto en puntos singulares, por
cada punto del espacio pasa una sola linea vorticosa por lo que éstas no intersectan
entre si. Las lineas vorticosas y las lineas de corriente en cada punto son perpendicula-
res entre si.

Se denomina superficie vorticosa a una superficie engendrada por lineas vorticosas. Se
denomina tubo vorticoso al volumen delimitado por una superficie vorticosa engendra-
da por una curva cerrada no coincidente con una linea vorticosa y todas las lineas vorti-
cosas que la intersectan.

Se define la intensidad H de un tubo vorticoso como: H = Isrot vxn ds

Donde S es una seccion transversal cualquiera del tubo. H es independiente de la elec-
cion que se haga de S.
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A partir del teorema de Stokes es inmediato ver que la circulacion del vector velocidad
sobre la linea cerrada que define el contorno de S es igual a la intensidad H.

<l

H=q‘>§dz

L

Velocidad de deformacion

El término simétrico resultante de la descomposicion de [L ], se relaciona con la velo-
cidad relativa de g respecto a p y es por tanto la componente de velocidad no atribuible
a un movimiento de sélido rigido, asociada a la velocidad de deformacion del medio.

ov 1fov ow) 1fov ov
ox, 2\ 0x, Ox 2\ 0x, 0Ox

Vg, = [D] dx con [Dp]= % %(%+%J
Xy X3 Xy
ov,

El tensor [D] recibe el nombre de tensor velocidad de deformacion y, como se vera
posteriormente, es una medida del cambio de forma y/o de volumen por unidad de
tiempo que experimenta el medio en el entorno del punto p. Es un tensor simétrico de
2° orden y disfruta de todas las propiedades matematicas de este tipo de tensores.

Si [D] = 0 en todos los puntos, el medio presenta un campo de velocidades de solido
rigido.

Si dividimos ambos miembros de la expresion que da la velocidad relativa de g respec-
to a p por el modulo de dx se obtiene una forma mas util de medir la velocidad de
deformacion del medio en el entorno de p puesto que el resultado resulta independiente

de la magnitud de dx y depende sélo de la direcciéon E alrededor de p definida me-
diante un vector » En efecto, se define el vector velocidad de deformacién asociado

a la direccion E del siguiente modo:

Velocidad de cambio dx

dvedin — You _] por um'dad de tleml?o Yy (_ D];:
dl por unidad de longitud

e

asociada a la deformacion
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Siendo 7 un vector unitario (versor) en la direccion E y dl= “d;“

Si proyectamos el vector velocidad de deformacion sobre la propia direccion E se

obtiene una medida de la velocidad de deformacion longitudinal en la direccion E:

7~ 7 _ = o
e=n xd=n [D]n c=¢en

Puede definirse también el vector velocidad de deformacion transversal como la com-
ponente del vector velocidad de deformacioén perpendicular a la direccion de pg

A partir de esta expresion es facil ver que las componentes de la diagonal de [D] son
las velocidades de deformacion en las direcciones definidas por los versores de la base.
En efecto:

0 0
Loo)[pllo|=p,  (LO)[D]|1]=D,  (.0.1)[] 0|-Dy
0 0 1

Las componentes no diagonales de [D] tienen el significado fisico de velocidades de
variacion de los dngulos formados por cada pareja de versores de la base. Esta interpre-
tacion se justificara mas adelante.

El tensor velocidad de deformacion puede ser descompuesto como suma de dos tenso-
res que aislan los fendmenos de cambio de forma y cambio de volumen del siguiente
modo:

Do 0 0 Dl]_DO D12 D13
[D]=[D,]+[d]=| 0 D, 0 |+| D, D,, - D, D,, .
0 0 Do D13 D23 D33_D0 siendo
D
D():tr[ ]
3

donde [Dy] se denomina parte esférica y da cuenta de la velocidad de deformacion por
cambio de volumen, mientras que [d] se denomina parte desviadora y caracteriza de la
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velocidad de deformacion por cambio de forma. Mas adelante se justificara el signifi-
cado fisico de esta descomposicion.

2.7. Vector aceleracion
2.7.1. Concepto de aceleracion

Se define la aceleracion de una particula material como la derivada material de su vec-
tor velocidad. En el sentido clasico de la mecénica se trata de una medida de la varia-
cion por unidad de tiempo del vector velocidad.

Utilizando el enfoque lagrangiano se tiene:

;(} t): Dv (},z) _ a;(f,t)
’ Dt ot

Alternativamente, en el enfoque euleriano se tiene:

_ . Dv(xt) ov(xt _ ov(nt
a(x,t)z l()t )= cgf )+Zvi(x,t)_ @(x )

! i

Esta expresion puede reescribirse como:

;(;,t):—+[L]\_/:a—;+[W];+[D];
ot

de donde operando se obtiene otra forma de expresar la aceleracion habitualmente
utilizada en mecénica de fluidos:

_ = - — 1_
a (x,t):@+2a)/\v+—grad v
ot 2

Esta expresion, debida a Lagrange, admite la siguiente interpretacion fisica:

— El término a—v es la aceleracion local medida en un punto espacial fijo.
t

. gradV’ . . . . ,
— El término gT es la aceleracion convectiva debida al cambio en el modulo de la

velocidad al pasar de un punto a otro.

— El término 2w Av es la aceleracion convectiva debida al cambio de direccion del
vector velocidad al pasar de un punto a otro.
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2.8. Transformaciones infinitésimas

En la mecanica de s6lidos deformables existe una amplia clase de problemas en los
que, debido a la naturaleza fisica de los materiales utilizados, existe realmente muy
poca diferencia geométrica entre la configuracion inicial (o sin deformar) y la configu-
racion actual o deformada. En este tipo de problemas es habitual admitir, como hipote-
sis simplificativa adicional, que los corrimientos y sus derivadas respecto a las
coordenadas son cantidades infinitesimales, con las implicaciones que ello comporta en
su tratamiento matematico.

Ry
R |u,| <<<1

lou, /6 X | <<<1

A este tipo de transformaciones se las denomina transformaciones infinitésimas, y en
ellas es posible confundir en una sola las formulaciones lagrangiana y euleriana. En
estas condiciones, las derivadas de cualquier propiedad respecto a las coordenadas
lagrangianas y eulerianas son casi iguales. En efecto, sea una propiedad P cualquiera.
entonces, y a titulo de ejemplo:

6P_8_Pax1+8P 8x2+6P 0 x,
0X, 0x 00X 0x,0X, 0x, 0X,

pero: x; = X; + u;

0 x, 14 ou,

0x, Ou, Ox; Ou
0X, 0 X,

~l ; = << g =

oX, 0X, o0X, 0X,

y por tanto:

con lo que, y en virtud de la hipotesis realizada:

oP ap( aulj OP du, 0P du, 0P
= 1+ + + ~

0X, ox\ 0X, ) 0x,0X 0x,0X Ox

al despreciar todos los infinitésimos de orden superior.

2.8.1. Campo de corrimientos infinitésimos

En una transformacion infinitésima, el campo de corrimientos es analogo al campo de

velocidades. En efecto, sea P la posicion inicial de una particula y v, su velocidad
inicial. La velocidad de otra particula Q infinitamente proxima la obtenemos del estu-
dio de composicion de velocidades:
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vo=vr+oAdX+vg,

Es de observar que en este andlisis centramos el estudio en la configuracién inicial
(formulacion lagrangiana). Por tratarse de una transformacion infinitesimal podemos
obtener el estudio del campo de corrimientos simplemente multiplicando esta igualdad
por At, siendo At el tiempo necesario para pasar de la configuracion inicial a la final, y
suponiendo que las velocidades se mantienen constantes durante dicho intervalo de
tiempo:

xAt = up=up+ordX+ug,

En esta expresion up es el corrimiento del punto P, @ es una rotacion de sélido rigido

y ug es el corrimiento relativo de ¢ respecto a p debido a la deformacion del medio tal
como se deduce de la siguiente construccion geométrica:

Matematicamente puede obtenerse una expresion analoga a la obtenida con anteriori-
dad para el analisis de velocidades, descomponiendo el tensor gradiente de corrimiento
en una parte simétrica y otra antisimétrica:

1

()= 2]+ (1] Yo 5 (1] -[m]7) =[]+ []

. . Ou, - Ou,
En componentes: M!.,.:aa; =%[§;’ +6X/]+%(86)u(1 _anJ:g"+Q'”
j j i j i

Siendo ¢; =¢, y Q, =-Q y por tanto:

ug =up +[M] dX =ur +[Q] d}+[g]d}

Identificando términos se obtiene el significado fisico de ésta descomposicion para una
transformacion infinitésima.
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Componente antisimétrica: Componente simétrica:

rotacion de solido rigido del en-  Corrimiento relativo debido a la defor-

torno de P. macion del medio.

[Q)dX =wndX [e]dX =uq,

Hay que observar sin embargo que aunque la descomposicion matemadtica en parte
simétrica y antisimétrica de [M] es siempre posible, su interpretacion fisica solo tiene
sentido en una transformacion infinitésima.

Como consecuencia de dicha interpretacion fisica, al tensor [Q] se le denomina tensor
rotacion, y al vector @ se le denomina vector rotacion infinitésima.

i 0 1( 0u, Ou, 1( 0w, Ou,
20X, 0X,) 20X, 0X,
1(ou, o 1(ou, @ 0 e
(]| L[ _0u 0 ow _owll_| 6 o o
20X, 0X, 20X, 0X,
Q; -Q, 0
1( 0u; Oy, 1( 0u, OJu, 0
120X, o0X,) 2\0X, 0X, ]
[QdX =wAdX con 0=1 Q, = rotu
Q)

El tensor [¢] recibe el nombre de tensor deformacion (mas exactamente tensor de
deformacion lineal lagrangiano para distinguirlo de otros desarrollos mas elaborados).

_0u 1({ Ou ou 1( Ou ou, )|
[ 1L, Y% L L, Y%
0X, 2\0X%, 0X, 20X, 0X,
[¢]= Ou, 1( u, N Ou,
0X, 20X, 0X,
(sim) 66;?
3

A las relaciones que determinan a las componentes de [5‘] en funcion de las compo-

nentes de u se las conoce como relaciones cinematicas.
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2.8.2. Anadlisis de deformaciones infinitésimas

El tensor deformacion asi definido contiene toda la informacion referente a la deforma-
cion del medio por lo que su estudio detallado resulta de especial interés. El campo
tensorial formado por los tensores deformacion en cada punto, define el estado de de-
formacién del medio continuo.

Vector deformacion unitaria

Se define el vector deformacion unitaria como el corrimiento relativo por unidad de
longitud:
dX [ 1~

d="% - [¢] T [¢]N con drl, = “d}”

El conjunto de todos los vectores deformacioén unitaria en el entorno de un punto defi-
nen el estado de deformacion para ese punto. Queda pues evidenciado que el tensor
deformacion contiene toda la informacion referente al estado de deformacion en el
punto de estudio.

El vector deformacion unitaria puede ser descompuesto de forma natural en dos com-

ponentes denominadas componentes intrinsecas, una ( ¢ ) medida segun la direccion pg

,y otra (g) en la direccion perpendicular a E del siguiente modo:

A fin de simplificar la notacion denominaremos d/ = “d;u y dl,= “d?”

{Qxdfo =ug,
-
dds, E+g

edl, :A(dfo):me:M
dr,

di=dl,+A(dt,)=(1+¢)dl,
gdl,

t ~rY=— =
S A TN T R

p

Analiticamente puede obtenerse & proyectando d sobre N . Obsérvese que al proce-
der de este modo se desprecia el efecto de la rotacion infinitésima de solido rigido:
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—r - —
e=N xd=N
Entonces § puede ser evaluada como: E =d-¢ g=+d’-¢

El significado fisico de ¢ y g queda patente a partir de la figura y de las expresiones
expuestas:

& se denomina deformacion longitudinal unitaria y es una medida de la va-
riacion del moédulo de d.X (positiva cuando el médulo aumenta y negativa
en caso contrario).

¢ es el denominado vector deformacion longitudinal unitaria.

g se denomina deformacion transversal unitaria y es una medida de la varia-
cién de la orientacion de d X no atribuible al movimiento de sélido rigido.

g es el denominado vector deformacion transversal unitaria

Deformacion angular

En ocasiones resulta de interés evaluar el cambio del angulo definido entre dos direc-
ciones arbitrarias alrededor de un punto. Para ello considérese lo siguiente: Sea P el
punto de estudio y sean Q y Q’dos puntos infinitamente proximos que definen las dos
direcciones que determinan el angulo de interés. La transformacion dara lugar a los
cambios que se muestran en la figura:

q
=}
=l

P

El angulo final entre las direcciones de referencia puede evaluarse a partir del producto

escalar dx'x dx de dos formas distintas:
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a) A partir del significado fisico del producto escalar y teniendo en cuenta la transfor-
macion de los modulos de d X y dX':

dx'xdx=dl'xd? cos (0 +d0)
di'=(1+¢")dr, dx'sxdx=(1+¢)(1+¢') dl, dl} cos (0+d8)
dt=(1+¢)dl,

b) A partir del tensor gradiente de deformacion:

j;':[[;]];; } dx¥'xdx=([F]dX’) ([F]dX)=dx"" [F]" [F]dX

donde el producto [F]" [F] se reduce, una vez eliminados todos los infinitésimos de
orden superior resultantes de la hipodtesis de pequeiiez de las derivadas de los corri-
mientos, a la expresion:

[F1"[F]=[1] +2 [¢]

NOTA: Una demostracion alternativa de esta expresion es la siguiente:

AP —d0} di—dl, divdl,

5 5x2:2ﬁr[5]ﬁ
a0 ar,  di,

A —dr
ar

2N [e]N~N'[F]"[FIN-N"[1]N = [F]"[F]=~[1]+2[¢]

dt*=dx ' [F]"[Fldx=d: N"[F]"[F]N = —N'[F]"[F]N-1

Igualando las dos expresiones del producto escalar y dividiendo ambos miembros por
el producto de mddulos:

(1+&)(1+& ) cos (0+d0)~ N'" ([I]+2[¢] )N =cos0+2N"" [¢] N
Finalmente introduciendo la relacion trigonométrica:

cos (0+dO)=cosO—dbsend

se obtiene:

d6-send =(&+¢')cos O — N [£] N
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Significado fisico de las componentes de

Si se calculan las deformaciones longitudinales unitarias para las direcciones de los
versores de la base de referencia queda patente que los elementos de la diagonal del
tensor deformacion no son otra cosa que dichas deformaciones. En efecto:

1 0 0
(1’ 0, 0) [5] 0|=¢, (0’ 1, 0) [8] l|=¢y (O’ 0, 1) [5] 0|=¢;
0 0 1

Por otra parte si se evalta el cambio del angulo recto formado entre las respectivas
parejas de versores de la base se obtiene:

cosfd=0 — 7. .— 50
d0,=-N'""[e]N v
send =1 dd <0
por convenio
° 1
do6, ==y, =-2 (1, 0, 0) [6‘] l=-2¢, = ¢, do, _57/12
0
. 1 d0. — 1
En general: g = _5 = E}/’V

Con lo que las componentes fuera de la diagonal del tensor deformacion resultan ser la
mitad de las variaciones angulares de las direcciones de los ejes de la base cambiadas
de signo.

Cambio de base. Deformaciones y direcciones principales

La informacion contenida en el tensor deformacion, como entidad fisica que es, no
depende de la base vectorial elegida. No obstante la matriz que lo representa si presen-
tara componentes distintas en funcion de la base elegida. Por tanto la matriz del tensor
deformacion cambia con un cambio de base; en efecto:

sea e¢; la base en que se expresa [£].
sea ¢, la base en que se expresa [£7].

sea [R] la matriz de cambio de base definida del siguiente modo:

[R]:[el',ez',e3'll ; [R]"=[R]"  det[R]=1
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Un vector cualquiera se transforma al cambiar de base del siguiente modo:

V=RV,

En particular el vector deformacion unitaria se transformara asi:
— r— _ _
d,=[R]"d, 'y d =[R]d,

En funcién de los tensores deformacion queda:

dy=[eIN; = [R]"d, =[R]"[e] N,

Con lo que finalmente:

d, =R [E[RIN, = []=[R][C](R)

Puede demostrarse que siempre existe una base en la que el tensor deformacién diago-
naliza, es decir una base cuyos ejes son ortogonales antes y después de la deformacion
al ser nulas las componentes fuera de la diagonal, y por tanto nulas las variaciones de
los angulos formados por los ejes de la base. A los elementos de la diagonal del tensor
en dicha base de les denomina deformaciones principales, y a las direcciones de los
versores de la base direcciones principales.

En efecto, planteemos el problema de encontrar todas aquellas direcciones en las que el
vector deformacion sea colineal con ellas mismas. Se trata por tanto de encontrar aque-
llas direcciones en las que solo exista deformacion longitudinal, es decir:

= & y por tanto E =0

Q|

para que tales direcciones existan, el sistema de ecuaciones definido por:
d=[¢e]N=eN=¢ = ([5]—5[1])N:0

debe tener solucion distinta de la trivial (N = 0), y para que ello sea posible el deter-
minante del sistema debe anularse:

det( []-¢[1])=0
Esta ecuacion se denomina ecuacion caracteristica y desarrollada toma la forma:
3 ) . "
&+l -1,'s+1,=0

donde el primer miembro es el denominado polinomio caracteristico ya que sus coefi-
cientes son cantidades invariantes frente a cambios de base.
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Invariante lineal: I'=g,+&,+6,=t ]

. e - 2 2,2
Invariante cuadratico: 1= 6,6y + 8,65 + 565, —(5,2 +é&;+ 523)
Invariante clbico: 1,'=det [¢]

Puede demostrarse que por ser la matriz de & simétrica, la ecuacion caracteristica tiene
siempre soluciones reales. Dichas soluciones son las deformaciones principales &), &,
& (el vector deformacion coincide con la componente intrinseca & ). En términos
matematicos son los valores propios de [£].

Los vectores asociados al cumplimiento de esta condicion seran los que satisfagan:
(le]-l1]) N, =0

Las direcciones de dichos vectores son las direcciones principales de deformacion, en
términos matematicos los vectores propios de [¢ ], y puede demostrarse que son orto-
gonales entre si.

En efecto, si ¢, # ¢, :
restando (g.—gj)N. [[]N,=0 = N, LN,

Una vez normalizados y elegidos los sentidos adecuados para formar un triedro directo,
puede construirse a partir de ellos la base ortonormal en la que el tensor deformacion
diagonaliza. En adelante, la base formada por las direcciones principales se denotard

como (le R Nz,,, NS,, ). En dicha base, el tensor deformacion es diagonal y toma la for-

ma:

&

S O

[8] 1*’ 2*Y 3*:

o o
o N o
)
S

siendo ¢, & y & las deformaciones principales.

El problema fisico planteado es por tanto desde el punto de vista matematico un simple
problema de diagonalizacion de la matriz del endomorfismo definido por [¢&].

— [e] —
NeR—>5derR
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Deformacion volumétrica

Otra medida importante de la deformacién de un medio continuo la constituye la de-
formacion volumétrica unitaria definida del siguiente modo:

L _dr-dv,
Vv dI/O

Este parametro del estado de deformacion es intrinseco al punto en que se evalua y no
depende por tanto de la base escogida para referir el tensor. Por este motivo, y para
simplificar el desarrollo, se referiré el tensor a los ejes principales.

Un elemento infinitesimal de volumen con caras paralelas a los ejes principales se
deformara sin alterar sus angulos ya que en las direcciones principales no se producen
variaciones angulares, al ser nulos los elementos fuera de la diagonal del tensor. Tal
como puede verse en la figura resulta inmediato evaluar los volimenes antes y después
de la deformacion:

3
dv
dV 0
dls 0 &
dls, il 5,
dt,=dt, (1+¢) /

1 1* d[z \
dt,=dt, (1+s,)

dr, 2*

dt,=dt, (1+¢,)
dv,=dl,, dl,, dl,
dv =dt, dt, de,=dv,(1+g) (1+6) (1+8)

operando y eliminando infinitésimos de orden superior se tiene:

AV =dV,(1+¢ +e,+&,) = & =¢+e+& =t [¢]=divu

de donde se deduce que la deformacion volumétrica es igual a la traza del tensor de-
formacion (es clara la independencia de este resultado de la base utilizada puesto que la
traza es invariante frente a cambios de base).
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Al mismo resultado se llega evaluando el determinante de la matriz del tensor gradiente
de deformacion si se eliminan los infinitésimos de orden superior:

d—V(;)det [F]~1+
dv,

0

Ou, Ou, Ou,
+ + =l+g,
0X, 0X, 0X,

®) tal como se vio anteriormente, la primera igualdad es vélida para cualquier tipo de
transformacion.

Descomposicion del tensor deformacion en tensor esférico y desviador

Aprovechando este concepto es posible descomponer el tensor deformacion en dos
tensores con significados fisicos bien distintos. En efecto el tensor deformacion puede
escribirse como:

&n & & & 00 &n—& € €13
&, En &5 |=|0 & 0]+ g, &y — & &3 =[€0]+[e]
&3 Ep &y 0 0 ¢ &3 x &3 &)
. & t €
siendo &, =—=- 2]
3 3

Donde la componente diagonal se denomina parte esférica del tensor y presenta la
caracteristica de que la deformacion que representa es puramente volumétrica y de
valor igual a la del tensor deformacién completo (no hay distorsion de forma al no
alterarse los angulos en ninguna direccién puesto que al ser las tres deformaciones
principales iguales, todas las direcciones son direcciones principales). Este tensor esfé-
rico aisla por tanto la parte de deformacion debida al cambio de volumen.

La componente no diagonal se denomina parte desviadora y presenta la caracteristica
de presentar una deformacion volumétrica nula, es decir corresponde a una deforma-
cion puramente de cambio de forma. Este tensor desviador aisla por tanto la parte de
deformacion debida al cambio de forma.

Invariantes de [e] y su relacion con los invariantes de [8] Las invariantes de [e]

cumplen las siguientes relaciones:

J,'=0
1 | siendo 7,,1,, I, los invariantes de []
’ ’ r2
Jz = 12 _511
LI L7

J =1~ 23 +2L
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Relacion entre los tensores [¢] y [D]

En una transformacion infinitésima las formulaciones lagrangiana y euleriana se con-
funden y en consecuencia es posible escribir:
Ou, Ou, d ou, 0 du, ov, d oy,

~ — y = - —=
an 8xj dtaxj 8xj dt 6xj dtGXj

Por tanto, en una transformacion infinitésima, los tensores de deformacion y de veloci-
dad de deformacion se relacionan del siguiente modo:

[e]=[D]

Tensor de incrementos de deformacion natural

En cualquier transformacion geométrica, finita o infinitésima, del medio continuo es
posible imaginar que el corrimiento total se genera como suma de incrementos de co-
rrimiento de magnitud infinitesimal du. Entonces, cada incremento de corrimiento
define por si mismo una transformacién infinitésima entre las configuraciones del me-
dio continuo correspondientes a los instantes ¢ y ¢ + dt.

En este caso la configuracion en el instante ¢ actia como configuracion inicial, mientras
que la correspondiente al instante ¢ + dt actlia como configuracion final. Es posible
entonces definir un incremento de deformacién infinitésima entre ambas configuracio-
nes tomando como campo de corrimientos infinitésimos el definido por du . Al tensor
deformacion resultante se le denomina tensor de incrementos de deformacién natural,
que expresado en forma euleriana es:

d d d
1 adul. 8duj én P &

dg{_/_:E ox + ox ; [de]=|de, de, de,

de, de,, ds,
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A partir de esta definicion es inmediato comprobar que: D;; = dg; dt

1| 0 du, 0 du;| 1 1|0du, Odu;| 1
Enefecto: Dy =—|——+——|=—— + ~|=—dg,
2|0x, dt Ox dt dt 2| 0x; Ox dt

El tensor de incrementos de deformacion natural es muy util en la descripcion de fe-
némenos que dependen de la historia cinematica de la transformacion del medio.

Este tensor puede ser descompuesto en parte esférica y desviadora, correspondientes al
incremento de deformacion volumétrica y al incremento de deformacion distorsional
respectivamente:

[de] =[de,]+[de]

Dividiendo los dos miembros de esta expresion por df se obtiene:
L[dg] =[D] —i[[dg ]+[de]]
dt "

que no es mas que la descomposicion del tensor velocidad de deformacion en sus par-
tes esférica y desviadora:

Claa)=[p)] v {a]=[a]

De este razonamiento se desprende que la parte esférica de la descomposicion del ten-
sor velocidad de deformacion tiene el significado fisico de velocidad de deformacion
volumétrica, mientras que la parte desviadora lo tiene de velocidad de deformacion
distorsional, o de cambio de forma. Esta descomposicion del tensor velocidad de de-
formacion y su significado fisico es por tanto véalida para cualquier tipo de transforma-
cion.

De aqui se deriva otro importante resultado. La velocidad de deformacion volumétrica

llll. ar ia: [
9 Dt d&‘,, d&‘o

=3=2=3p,
av dt " di

de, _ Odu,  Odu,  odu; _ 0w  0v, Ov;

= = =divv
dt Ox dt Ox,dt Ox;dt Ox, 0x, Ox,

puede expresarse como:

y en consecuencia, la derivada material del dV en cada instante es:

Davy=av aivy
Dt
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Integracion del campo de corrimientos

Las seis funciones que definen el tensor deformaciéon no pueden ser independientes
entre si puesto que derivan de las tres Unicas funciones u;, u,, u3 que definen el campo
de corrimientos. En este apartado se analizan las interrelaciones existentes entre ellas y
se presenta el procedimiento para la determinacioén del campo de corrimientos.

Relaciones de compatibilidad

Al ser, por hipoétesis, las funciones u;, uy, u3 que definen el corrimiento, continuas y deri-
vables hasta cualquier orden el orden de derivacion no debe afectar en el resultado, por
tanto podemos establecer relaciones entre las componentes del tensor deformacion del
siguiente modo:

2 3 2 3 2 3 3
O0'g, Oy 0y,  Ou, ] 0'g, Oy N Ou,

oX?  oX,0X> oX?  oX,0x} oX,0X, oX2oX, o0X!oX,

> >

dD’c, 0O, 0,
oX,0X, oX; ox;

0’6y, _ 0’6,y Oy

oX, 0X, oX! oX:

de modo semejante: 2 : }
d’e, _ d’e, 0,

= +
oX, X, ox:  ox?

Otras tres relaciones pueden construirse del siguiente modo:

e, Oy _ og, 0Oy o’u,
oX, 0X, oX,ox,ox, oX, oX,o0X, oX, oX,
og, O, ou, ) og,, O, ou,

b

+ = +
oX, 0X,0X, 0X, dX, oX, 0X,0X, oX, oX,

Por procedimientos andlogos se llega a las expresiones:

g, _ 0 [_Osy +a‘913 +8812
oX,oX, oX,| oX, oX, oxX,
ey _ 0 [ Oey Oy 08,
X, oX, ox,\ ox, ox, ox,
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o’e, 0 +6.923_6513+6£12
X, 0X, oX,| oX, oX, oX,

y de igual forma se obtienen:
e, 0 [+ Osyy | 051y _ aglzJ

oX,0X, oX,| oX, oX, oX,
El significado fisico de estas relaciones, denominadas relaciones de compatibilidad, es
que debido a la continuidad de la transformacion, los elementos de volumen contiguos

se deforman de forma compatible, es decir encajan perfectamente antes y después de la
deformacion, sin superponerse ni dejar huecos que creen discontinuidades.

R. Cinematica
— [¢]
=i

R. Compatibilidad

<

<

El cumplimiento de las condiciones de compatibilidad garantiza la existencia de las
funciones que definen el campo de corrimientos pero no su unicidad. El tensor defor-
macion determina los corrimientos relativos pero deja el corrimiento total indetermina-
do en cuanto a los movimientos de traslacion y de rotacion de solido rigido, puesto que
éstos no modifican el estado de deformacion.

De forma analoga pueden escribirse las ecuaciones de compatibilidad para las compo-
nentes del tensor velocidad de deformacion.

Proceso de integracion del campo de corrimientos

En muchas aplicaciones practicas, la incognita del problema cinematico planteado es el
vector corrimiento, siendo los datos de partida el tensor deformacion en cada punto del
medio y el movimiento de solido rigido asociado a uno de sus puntos (traslacion y

rotacion): u,, w,

Para una geometria simplemente conexa, el calculo del campo de corrimiento se realiza
mediante una doble integracion segun el esquema siguiente:

1) Se escriben las ecuaciones diferenciales de dw en funcién de [¢]. La integrabilidad
queda garantizada por el cumplimiento de las condiciones de compatibilidad que coinci-
den con las de integrabilidad en un recinto simplemente conexo. El conocimiento de la
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rotacion de solido rigido del punto de referencia se utiliza como condicion de contorno en
esta primera integracion.

2) Se escriben las ecuaciones diferenciales de du en funcion de las componentes de [&
] y de las rotaciones. El conocimiento de la traslacion de sélido rigido del punto de
referencia se utiliza como condicion de contorno en esta segunda integracion.

NOTA: El procedimiento puede aplicarse a un recinto multiplemente conexo
dividiéndolo en partes simplemente conexas y obligando la compatibilidad de
corrimientos en las fronteras entre las partes.

2.9. Transformaciones finitas

El estudio de las transformaciones infinitésimas tiene muchas aplicaciones practicas y
es la base de la mecanica lineal del medio solido deformable. Sin embargo hay una
gran cantidad de aplicaciones en las que las hipotesis antes realizadas para este tipo de
transformaciones ya no son admisibles, total o parcialmente. Para resolver estos pro-
blemas se ha desarrollado la teoria de las transformaciones finitas, en la que no es ne-
cesario admitir ninguna hipotesis a parte de las propias de la idealizacion del continuo.

Los problemas que implican transformaciones finitas pueden agruparse en tres fami-
lias:

a) Problemas en los que interviene el tiempo y el camino seguido para llegar de la con-
figuracion inicial a la final. Por ejemplo la deformacion viscoplastica de materiales
so6lidos.

b) Problemas en los que el tiempo no interviene en la fisica del problema pero en los

que el camino seguido para llegar de la configuracion inicial a la final si es importante.
Por ejemplo los problemas de la deformacion plastica de materiales so6lidos.
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c) Problemas en los que so6lo intervienen las configuraciones inicial y final. Por ejem-
plo problemas de grandes deformaciones en componentes hiperelasticos. O problemas
en los que existen rotaciones de so6lido rigido no infinitésimas entre dos configuracio-
nes.

Los problemas del tipo a) y b) deben ser resueltos de forma incremental, considerando
una sucesion continua de transformaciones infinitésimas entre configuraciones conse-
cutivas, y no son objeto del presente capitulo que se centrara en el tipo de medida de
deformacion mas caracteristico del tercer tipo de problemas.

2.9.1. El ratio de extension

En contraposicion a la definicién de solido rigido que da la Mecanica Racional, se
define el solido deformable como aquel que no mantiene fija la distancia entre sus
puntos. Por tanto una medida natural de la deformacion del s6lido se obtiene compa-
rando la longitud de los vectores dX y dx,antes y después de la deformacion respec-
tivamente, a través del denominado ratio de extension definido del siguiente modo:

s€an:

dX = de, x N con dt, = “d}” y N el versor en la direccion de d X

dx=dlxn con dl = “d;“ y n el versor en la direccion de dx

entonces se define el ratio de extension como el cociente:
A=d f/ de,

Si expresamos los productos escalares de ambos vectores por si mismos antes y des-
pués de la deformacion y establecemos su cociente se obtiene el cuadrado del ratio de
extension:

dxxdx dr’ _p

dXxdX drl;
Existen materiales, como el caucho, que pueden llegar a presentar ratios de extension
de 4 6 5, mientras que otros, como por ejemplo los materiales metalicos en régimen
elastico, presentan variaciones de longitud inferiores al 1%. Por otra parte el ratio de
extension no se anula cuando no existe deformacion sino que entonces toma un valor
unitario. Estos y otros motivos hacen que a menudo el ratio de extensiéon no sea una
medida de deformacion adecuada, por lo que se usan también otras definiciones alter-
nativas para la medida de la deformacion, dependiendo de la naturaleza del problema a
tratar. Cualquier funcion monoétona creciente del ratio de extension & = f' (1), puede ser

utilizada como medida alternativa de la deformacion experimentada por el solido. A
continuacion se presentan algunas de ellas:

Deformacion de Biot:
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dl,—de
E=—"""—"—=
dr,

Se define como A-1

Esta medida de deformacion es la anteriormente utilizada para el analisis de problemas
linealizados. Fuera de este contexto su utilizacion resulta compleja.

Deformacion de Green:

_dii-dr

Se define como & >
¢ 2d1,

=1/2(4*-1)

Esta medida de deformacion es utilizada en problemas que implican transformaciones
geométricas importantes (finitas) pero que pueden ser tratadas sin atender a las situaciones
intermedias.

Deformacion logaritmica:

0
Se define como & = J- dt/t=Ln(A)

lo

Esta medida de deformacion es utilizada en problemas que implican transformaciones
geométricas importantes (finitas) que por su naturaleza deben ser tratadas de forma
incremental.

Cuando las deformaciones son pequefias estas tres definiciones conducen a valores seme-
jantes.

2.9.2. El tensor deformacion de Cauchy-Green (Lagrangiano)

Expresando ahora dx en funcion de d X a través de la matriz gradiente de deforma-
cién obtenemos:

dt* =dx" xdx=([F]dX) ([F]dX)=dX[F]' [F]dX =d; N"[F]" [F]N

y dividiendo ambos miembros por d ff) se obtiene la expresion general del cuadrado
del ratio de extension en cualquier direccion alrededor de un punto en funcién del ver-
sor en la direccion de estudio, referida a la geometria inicial, y del denominado tensor
deformacion de Cauchy-Green [C].

T J—

[CI=[F"[F]  (atfas,) =2*=N"[c]N
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[C] es un tensor simétrico de segundo orden cuyas componentes, en funcion de las
derivadas de las componentes del vector corrimiento son:

Cy=(1+0u, /0 X))  +(1+0u, /0 X,)" +(1+0u, /0 X,)"
Cp=(1+0u,/0 X,)" +(14+0u, /0 X,)" +(1+0u, /0 X,)’
Cp=(1+0u, /0 X,)  +(1+0u [0 X,)* +(1+0u, /0 X,)’

C,=(1+0u,/0X,)x0u,/0 X, +0u,/0 X;x(1+0u,/0 X,)+0u,/0 X, x0u,/0 X,
Cy,=(1+0u,/0 X,)x0u, /0 X;+0uy /0 X, x(1+0u, /0 X;)+0u, /0 X, x0u, /|0 X,
Cy=(14+0u,/0 X;)x0u, /0 X, +0u, /0 X;x(1+0u, /0 X,)+0u, /0 X;x0u,/0 X,

Cuando el tensor [C] es igual al tensor identidad en todo el solido, todo vector dx
conserva su modulo, el ratio de extension es igual a la unidad y por tanto no existe
deformacion. Se trata pues de una transformacion de solido rigido.

2.9.3. El tensor de deformaciones finitas Lagrangiano

El tensor de deformacion de Cauchy-Green puede expresarse en la forma:

[c)=[+206]  [E]=5[ [c]-[1]

Siendo [E] también un tensor simétrico de segundo orden denominado tensor de de-
formaciones finitas Lagrangiano (o de Green), cuyas componentes en funciéon de las
derivadas del vector corrimiento son:

E, =du, |oX, +%[ (6w, /oX,)* +(0u, /oX,)” +(0u, /6X1)2]
E,, = ou, X, +%[ (0u, [0X,)* +(u, J0X,)* + (0w, J0X,) 2}
E,, = ou, JoX, +%[ (Au, J0X,)* +(6u, JoX,)’ +(u, JOX,) 2}
E,= %[ﬁul [0X, +8u, |OX, + (Bu, /OX, x Ou, [0X , + du, [OX, x Bu, /0X , + duy /0X, x du, [0X,) |

E, = %[&12 JOX, +8u, 0X, +(Ouy /X, X Ou, |OX , + Ou, | OX, x Ouy |OX , + Bu, [0X , x Ou, [0X ) |

E,= %[6% [0X, + Bu, [0X , + (Bus |0X , x Bus |0X, + Ou, 0X x du, J0X, + du, |0X; x du, [0X,) |

Cuando el tensor [E] es nulo en todo el sdlido no existe deformacion y el ratio de ex-
tension es igual a la unidad. Se trata pues de una transformacion de so6lido rigido.
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2.9.4. Deformacion longitudinal unitaria de Green

El tensor de deformacion de Green permite calcular la deformacion existente en un
punto y en una direccion, referida a la configuracion inicial, del siguiente modo:

at=ar, N ([1]+2[E])N=ar; (1+N"2[E]W )

reoa— diP—dr} 1
E|lN="—C0 (22—
[£] 2402 2( )

N

2.9.5. Deformacion longitudinal unitaria de Biot

La medida de deformacion mas utilizada en ingenieria es la deformacion de Biot defi-
nida como:

dr—de,
E=——
dr,

La deformacion de Biot puede calcularse a partir de los tensores deformacion de Cau-
chy-Green y de Green del siguiente modo:

g=yN [C]N -1=y2N"[E]N+1-1

Asi pues las deformaciones longitudinales unitarias de Biot en las direcciones de los

ejes de referencia son, aplicando esta expresion a los versores en las direcciones de los
ejes de referencia:

=A-1

£y = 1+20u, /X, + (0w, /0X,) +(u, /oX,)” +(ou,fox,)” 1
£ = \[1+20u, JOX, +(0u, /0X,)” +(0u, JOX, ) >+ (0w, JoX,) =1

£y = \l+20u, /X, +(0u, JOX,)” +(0u, /0X,) + (0w, JoX,)” —1

Estas expresiones pueden interpretarse fisicamente a partir de la siguiente figura, traza-
da para el caso de &
P . (A, /OX, ) dX,

dxl q
2 p
|
|
d. "u
11,3, & 0 " (0u, /0X,) dX,
Uus |
Foooeo- - 1T - (1+0u, /aX,) dX,
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Despejando &) esta tltima expresion se obtiene:

2 2 2
dx, =(1+¢,)dX, = (1+e]])2dxf=dxf=H1+%j +(a”2j +(a“3”d)(f

ox, ) \ax,) ax,

gy =\1+20u, /OX, +(3u, [, ) +(0u, /oX, )" +(0u, JoX,)” 1

2.9.6. Deformaciones angulares

Cuando un s6lido se deforma, el angulo formado por dos direcciones arbitrarias antes
de la deformacion puede variar después de la deformacion. Para establecer una medida
de dicha variacion basta expresar el producto escalar de dos vectores infinitesimales
dX y dX' en las direcciones de estudio definidas por los versores N y N’ antes de
la deformacién, con el de sus transformados dx y dx’. Dichos vectores sufriran una
deformacion longitudinal unitaria £ y &' respectivamente. Con lo que los productos
escalares antes y después de la deformacion estaran relacionados del siguiente modo:

)

—r o
dX' xdX =dl,dl;cos(0)=dl,dlyN [I|N'
dx' xdx=dldl cos(p)=(1+¢)(1+&") dl, dl} cos (p)=dl, dlyN ' [C]N'

— _

de donde: cos (6) = N’ [7] Ny cos (0)= %

Siendo Oy ¢ los angulos formados por los dos vectores antes y después de la deforma-
cion respectivamente.

Las variaciones angulares de los ejes de referencia pueden calcularse a partir de este
resultado, tomando como versores los dirigidos segun los ejes de referencia, del si-
guiente modo:
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- 1

De la figura se deduce que y=x/2-¢ y en consecuencia

sen (y)=sen (m/2—¢)=cos(p)

Por tanto:

ou, /0X, +ou, /X, + 6, ]

Y1 =(17’CS€I’![ (1+g“)(1+522)

donde 6, = ou, /OX, x Ou, /6X, + Ou, /X, % Ou, /0X, + Ou, [0X, x Ou, /0X,

du, 0X, +0u, /0X, + 6, J

V3 = arcsen [ (1+€22 ) (1+€33)

donde 0,, = du, /0X, x du, |0X, + Ou, [0X, x Ou, |0X, + Ou, [0X, x Ou, /0X,

Ou, /0X, + 0u, |oX, + 6, ]

V4R :arcsen[ (l+€33)(1+g“)

donde 6, = Ou, /06X, x Ou, /0X, + Ou, |0X, x Ou, /0X, + Ou, /0X, x du, | 6X,

Estas expresiones pueden justificarse fisicamente a partir de la siguiente figura, trazada
para el caso de la variacion angular de los ejes 1, 2:

Oy Ou
S ax, o ouy
ax, ° T~ ax, 2
d?: B
2 }dX ) f 4x d aﬂd)(
/ "—__‘ ox, l
p
A
| ) \— Ouy
: —=dX
0 : u BXI 1
""""""""""""""""""""""" - oy
1+-24 ax,
1 ox,
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dx, dv,cosp= | |1+ 28 | ax [ Q4 gy, |+ 1422 | ax, [ 2 g, |+
X ox, ox, ox,

Ou ou Vs
+[6—X31 XmJ (&Yi dXZH = sen (5_(0] = seny,,

Pasando dx, y dx, al otro miembro y teniendo en cuenta que:

ax,ax, 1
dx, (l+&,)dX, l+g,
dx, dx, 1

dx, (1+&y,)dX, :1+522

queda:
Ouy , Ouy Oy Oy | Oy Ouy | Oy O
0X, 0X, 0X,0X, 00X, 0X, O0X, 0X,

(I+&,)(1+¢&y,)

V1, = arcsen

2.9.7. Hipétesis simplificativas

En el desarrollo realizado hasta el momento no se ha incluido ninguna hipdtesis sobre
la pequefiez de los corrimientos, rotaciones o deformaciones, por lo que los resultados
obtenidos son aplicables a cualquier situacion de deformacion finita, con la tnica supo-
siciéon de que la longitud del segmento de referencia es infinitamente pequefia. Sin
embargo existen muchas situaciones practicas en las que es posible realizar ciertas
hipoétesis simplificativas.

Pequeiias deformaciones

Por ejemplo, si las deformaciones son pequeias, la deformacion de Green es aproxi-
madamente igual a la deformacién de Biot, en efecto:

drr—drz  (1+e) dli—dl} 1+&+26-1 .
240} 240} 2

y por otra parte:  sen(y) =y

En estas condiciones los elementos de la diagonal del tensor de Green son las deforma-
ciones longitudinales unitarias en las direcciones de los ejes de referencia, mientras que
los elementos fuera de la diagonal son el doble de las variaciones angulares de dichos
ejes.
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Pequeiias rotaciones. El tensor de deformacion lineal de Lagrange

Si a esta hipotesis se afiade la de que las derivadas de los corrimientos son suficiente-
mente pequefias para ser consideradas infinitésimos de primer orden, es posible pres-
cindir de todos los productos y cuadrados de dichas derivadas con lo que se obtiene el
tensor de deformacion lineal de Lagrange [¢ ] introducido anteriormente para el andlisis
de deformaciones en transformaciones infinitésimas, cuyas componentes son:

811

Exn

€33

Oy
0 X,
_Ou,
0 X,

_ Ouy
0 X,

o ot _1fO0w  Ou
2 2l0x, ox,

7/23_1(8% +6u2J

En="-"=7
2 2\0X, 0X,
gnzﬁzl 8u3+6u,
2 2(0X, 04X,
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El estado de tension

3.1. Introduccion

Tal como se explicd en el capitulo 1, las fuerzas aplicadas a un medio continuo se
transmiten a través de ¢l en forma de fuerzas de interaccion entre particulas. Dichas
fuerzas de interaccion se caracterizan a nivel macroscopico de forma intensiva a partir
de la fuerza transmitida por unidad de area a través de cualquier superficie imaginaria

interior al medio. A este tipo de fuerza intensiva interior se la denomina tensiéon ? . El
postulado de Euler-Cauchy admite que las tensiones asi definidas son suficientes para
establecer las leyes de la dindamica para cualquier subdivision arbitraria del medio con-
tinuo.

En el presente capitulo se realiza un andlisis detallado del concepto de tension, o de
modo mas general, del estado de tension en un medio continuo.

3.2. El vector tension

Las acciones internas se transmiten a través de cualquier seccion interior imaginaria del
medio continuo. Asi por ejemplo si el medio de la figura, en su configuracion actual, se
divide en dos partes A y B por una seccion plana arbitraria S, la parte A estara bajo el
efecto de las acciones directas y las acciones internas que se transmiten a través de S.

z
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Estas acciones internas deben ahora matematizarse dentro del contexto de la mecéanica
del medio continuo. Para ello consideremos un elemento de superficie S en un punto
interior p situado sobre el plano de corte S.

F

La orientacion de dicho elemento de superficie en la configuracion actual del medio se
realiza, por convenio, asignandole un versor 7 perpendicular al mismo y dirigido
segun la normal exterior al material de la parte de medio continuo considerada, en este
caso la parte 4. Las componentes de dicho versor (n;, ny, n3) son los cosenos directores
asociados a su direccion:

3 —
A n
A A
cos a
y n,
—_— A
n=<cos fr=9n,
A A R .
@ Vit cos y 3
1 2

Através de dicho elemento de superficie se transmite una fuerza AF y un momento

AM |, resultante de la interaccion entre las particulas a uno y otro lado de AS. El Prin-
cipio de Tensién de Cauchy establece que al tender la superficie AS a cero se cumple
que:

. AF F - -
El limite lim — = ar =t (n) existey es finito (a)
A0 AS  dS
lim A _5 (b)
AS—0 AS
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La expresion (a) define el concepto de vector tension 7 de forma semejante a como se
definia el concepto de fuerza de superficie, s6lo que en este caso se trata de fuerza
sobre una seccion interior imaginaria.

El vector tension asi definido representa la fuerza por unidad de superficie que la parte
B hace sobre la parte 4 en el punto O, a través del elemento infinitesimal de superficie
dS orientado por u .

NOTA: Es importante insistir en que el elemento infinitesimal de superficie
implicado en la definicion de 7 corresponde a la geometria actual del medio y
no a su geometria inicial. Esta distincion puede resultar importante cuando la
variacion de la geometria entre la configuracion inicial y la configuracion ac-
tual es significativa.

Si en lugar de considerar las acciones de la parte B sobre la parte 4 en el punto p se
consideran las de la parte A sobre la parte B, basta definir en dicho punto un dS, orien-
tado por —n a través del cual se trasmite la fuerza por unidad de superficie que 4 hace
sobre B. Notese que el dS visto desde 4 o visto desde B es el mismo pero su orientacion
es contraria ya que ésta siempre se define segun la normal exterior al material.

Aplicando el principio de accion y reaccion se deduce una importante propiedad del
vector tension:

3.3. Componentes intrinseca del vector tension

El vector tension puede descomponerse de forma natural en dos componentes intrinse-
cas, una correspondiente a su proyeccion sobre la direccion del versor y la otra corres-
pondiente a su proyeccion sobre el plano perpendicular al mismo. A la primera se la
denomina tension normal & , y a la segunda tension tangencial, o cortante 7 .
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Esta descomposicion tiene una gran importancia fisica ya que el papel que juegan am-
bas componentes intrinsecas en la mecanica del medio continuo es esencialmente dis-
tinto.

La tension normal es aquella que tiende a juntar o a separar dos planos contiguos den-
tro del material. En el primer caso se dice que es de compresion y en el segundo que es
de traccion.

El convenio de signos aceptado es el de considerar a las tracciones positivas y a las
compresiones negativas segin se muestra en la siguiente figura:

(> 0)

r o7 o

Las tensiones normales de traccion son las responsables de la decohesion interna de los
materiales solidos. Cuando éstas superan cierto valor limite, que depende de las carac-
teristicas del material, se produce el fenomeno de rotura fragil. Por este motivo en los
solidos las tensiones normales de traccion son en general mas peligrosas que las de com-
presion ya que, contrariamente a las primeras, tienden a compactar el material. Los li-
quidos y los gases no admiten tensiones normales de traccion sino so6lo de compresion,
concepto que se corresponde con el de presion en el interior de un fluido, aunque por
simplicidad en este caso suele definirse la presion como positiva.

Las tensiones cortantes tienden a deslizar planos contiguos en el interior del material.
Aqui el convenio de signos es puramente operativo ya que el fenomeno de deslizamien-
to no presenta la polaridad antes mencionada para las tensiones normales. Se acepta
como criterio el que se muestra en la siguiente figura, en la que el plano del papel co-
rresponde al definido por 77 y 7,y el signo corresponde al del giro, desde 7 hacia 7
considerando la normal positiva a dicho plano orientada hacia el lector.

t T n t

<N
Ny

Las tensiones cortantes son las responsables de los fendémenos de deslizamiento interno
en el material. En los medios sélidos, y si la tension cortante supera ciertos valores
limite caracteristicos para cada material, dicho deslizamiento conduce primero a de-
formaciones permanentes y posteriormente a la fractura ductil. En los fluidos viscosos
las tensiones cortantes estan asociadas con los gradientes espaciales de velocidad.
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Se define la tension normal ¢ como el producto escalar de 7 por 7 . El signo resultan-
te es consistente con el signo atribuido a ¢ en funcion de sunaturaleza fisica (traccion + y
compresion —).

-
o=t Xn

El vector tension y sus componentes intrinsecas guardan las siguientes relaciones ma-
tematicas:

o=0n
t=0+7
=0 +7?

;=;/\(2/\;)

3.4. El tensor tension

El concepto de vector tension, aunque fundamental desde un punto de vista fisico,
constituye una mala descripcion del "estado de tension" existente en un punto interior
de un medio continuo. Esto es asi por que el vector tension estd asociado a un elemento
infinitesimal de superficie orientado por un versor 7 , existiendo un numero infinito de
tales elementos infinitesimales de superficie en cada punto, y por tanto también un
numero infinito de vectores tension.

De hecho el estado de tension en un punto p solo queda totalmente definido si se cono-
ce la infinidad de posibles valores de 7 en funcion de 7, de modo andlogo a lo que
sucede con el estado de deformacion. Este problema puede resolverse convenientemen-
te si se define el estado de tension de forma alternativa a partir de la relacion existente
entre n y 7 y no a partir de sus valores concretos.

3.4.1. Expresion matematica del tensor tension

A continuaciéon se muestra como tal relacion queda totalmente definida si se conocen
tres vectores tension actuantes sobre tres elementos infinitesimales de superficie. Por
comodidad se eligen tres elementos infinitesimales con sus versores orientados for-
mando una base ortonormal.

En efecto, llamemos g, e, y e, a los versores que orientan elementos infinitesimales de
superficie perpendiculares a los ejes 1, 2, 3 respectivamente. Sean 7,7, y 7, los vectores

tension que actian sobre ellos. En los ejes 1, 2, 3 cada vector tension tendra tres com-
ponentes. Asi por ejemplo 7 se proyecta sobre el eje 1 dando lugar a una componente

G,, que se corresponde con el concepto de tension normal por tratarse de la proyeccion
de 7 sobre el versor normal al elemento infinitesimal de superficie sobre el que actla.
Por otra parte 7 se proyecta también sobre el plano 12 dando lugar a la componente de
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tension cortante. Esta a su vez se proyecta sobre los ejes 2 y 3 de la base dando lugar a
las componentes &,, y &,, respectivamente que son las dos componentes de la tension

cortante sobre dicho plano.

El mismo razonamiento se aplica a 7, y a 7, . Cada uno de dichos vectores tension se

proyecta sobre los versores de la base dando lugar a una componente de tension normal
y dos componentes de tension cortante tal como se muestra en las figuras siguientes:

Veamos a continuaciéon como es posible expresar el vector tensiéon que actia en un
plano orientado de forma arbitraria respecto a los ejes 1, 2, 3 en funcion de 7,4,y 45,

sin mas que considerar el principio de la cantidad de movimiento (2* ley de Newton)
sobre un elemento de volumen infinitesimal definido del siguiente modo:
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Supongamos en un punto p de estudio, un dS orientado de forma arbitraria a través de
su correspondiente versor n . Sobre dicho dS actuara cierto vector tensiéon 7 que se
desea expresar en funcion de 7,7 y 7, . Para ello imaginemos un plano paralelo al dS
desplazado de p una distancia infinitesimal hasta el punto p’. Dicho plano intersecta a
los planos coordenados formando un tetraedro material ABCP de magnitud infinitesi-
mal.

Area ABC = dS
Area PBC =n, dS
Area PAB = n, dS
Area PAC = n; dS
np ds
A
| 4~
ns ds

Sobre la cara ABC de dicho tetraedro actuard un vector tension que se supondra uni-
forme sobre ella por tratarse de un triangulo infinitesimal. Del mismo modo sobre las
caras contenidas en los planos coordenados actuardan —7,—7, y —7 respectivamente,

ya que la normal exterior a cada una de dichas caras esta dirigida seglin el sentido ne-
gativo de los ejes.

NOTA: Hay que recordar que, por ejemplo, 7 segin se ha definido anteriormente

actua en un dS orientado en la direccion positiva del eje 1; en consecuencia, y aplican-
do la propiedad del vector tension de que 7 () =7 (-i), si el versor se orienta en el

sentido negativo del eje 1, sobre el actuara ~h . Lo mismo sucede con 2 y con h

En virtud del postulado de Euler-Cauchy la 2% ley de Newton puede ser aplicada al
tetraedro infinitesimal evaluando las fuerzas actuantes sobre sus caras a partir de las
tensiones, y solo de ellas, al tratarse de un elemento de material totalmente interior. Por
tanto las fuerzas exteriores al tetraedro son:

— Fuerzas sobre las caras, consecuencia de las tensiones internas transmitidas a través
de cada una de ellas. Su valor es igual al producto del vector tensién correspondiente a
cada cara por su area.
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— Fuerzas de volumen, iguales al producto de la fuerza unitaria por el volumen del
tetraedro.

En virtud de la 2° ley de Newton:
~& n, dS—tn, dS—t, n, dS+ (T +df) dS+b dV = p adV

En esta ecuacién aparecen tres cantidades: d7 dS, bdV, pa, dV que son infinité-

simos de orden superior respecto a los demas sumandos y que por tanto pueden ser
eliminados, resultando finalmente la expresion:

t=t o+t n,

NOTA: En un enfoque de equilibrio dinamico de D'Alembert podemos supo-
ner la fuerza de inercia incluida en las fuerzas de volumen.

Como puede observarse 7 queda expresado en funcion de 7,7,y #; asi como de la

direccion del versor que orienta el dS sobre el que actiia. Escribiendo todas las compo-
nentes se obtiene:

L Oy Oy O3
L (=30, (M 90y, ¢ 1, t303, 01
A O3 Oy O3

expresion que matricialmente puede expresarse como:

A On Oy Oy | |1y
Lr=|0, 0, On|1h 0 t:[O'] n
Ly O3 Oy Oy | (M

donde [0'] es una entidad fisica que describe totalmente el estado de tension alrededor

de p ya que conocida la matriz que lo representa es posible determinar el vector tension
asociado a cualquier direccion alrededor de dicho punto. Es lo que se conoce como
tensor tension y como se vera seguidamente es un tensor simétrico de 2° orden.

3.4.2. Condiciones de contorno

El mismo planteamiento realizado sobre un tetraedro infinitesimal interior para intro-
ducir el tensor tension, puede ser aplicado a la superficie exterior del medio continuo
sin mas que considerar que la cara triangular ABC se encuentra sobre la superficie libre

actuando sobre ella la fuerza exterior de superficie f :
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n (normal exterior

f

;

=
ngdS \_6

Planteando el principio de la cantidad de movimiento a dicho tetraedro se tiene:

~t, n, dS—t, n, dS—t, n, dS+ f dS+bdV = p a, dV

de donde, eliminando infinitésimos de orden superior, se obtiene finalmente la condi-
cion de contorno para las tensiones:

Z”l+gn2+gn3 :f
_ r—
f=le]"n

NOTA: En este caso las variaciones de los vectores tension al pasar de p ap’,
dan lugar a infinitésimas de orden superior que no se han reflejado en la de-
duccion.

3.4.3. Reciprocidad de las tensiones cortantes

En el apartado 3.4.1 se ha utilizado el principio de la cantidad de movimiento para
expresar ¢ en funcion de 7,7,y #;. Aplicando el teorema del momento cinético se
justifica ademas que la matriz del tensor tension debe ser simétrica.

Para simplificar consideremos sélo la suma de momentos respecto a un eje paralelo al
eje 3 de las fuerzas que actuan sobre un diferencial de volumen en forma de cubo de
arista dx = dx, ~ dx, ~ dx, . En la figura siguiente solo se han dibujado las componen-

tes de tension que dan momentos respecto al eje 3. Hay que considerar que en cada cara
actuara una fuerza igual al producto de la tension por el area de la cara y aplicada en el
centro de la misma. También actuard una fuerza volumétrica igual al producto de la
fuerza de volumen por el volumen del elemento infinitesimal de volumen y aplicada en
el c.d.g. del mismo.
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2
A
A
21
Oy + dx
, ~ O X 2
- oo
o
2 , A o)y +_x12 dx
2 1
04 < ] G t—» I > all-i—ﬁo-"dxl
v bl L 5)(1
» 1

021 < ]
V

On

Tomando momentos respecto al eje paralelo a 3 que pasa por G se tiene una de las tres
ecuaciones escalares del teorema del momento cinético:

0 d. d.
ZMQ =| oy, +% dx, | dx, dx3%+0'12%dx2 dx, —

1

90y, & _

d.
o, + dx, |dx, dx, o % dx, dx, =

2

..

1 . .
=1, @y =§p dx, dx, dx, (a’xl2 +dx§) [N (sidx, = dx, = dx;)

En esta expresion el primer miembro es la suma de momentos de las acciones exterio-
res respecto al eje 3 (las tensiones normales y la fuerza de volumen no dan momentos
porque cortan al eje 3. Los momentos generados por las variaciones de tension al pasar
de una cara a otra son infinitésimos de orden superior), mientras que el segundo miem-
bro es una aproximacion a la derivada temporal del momento cinético respecto a G en
una referencia que se traslada con G, obtenida considerando al elemento infinitesimal
de volumen como un sélido rigido. Aun cuando esta aproximacién no es rigurosa desde
el punto de vista matematico, es suficiente para poner de relieve que el segundo miem-
bro es un infinitésimo de orden superior respecto a los términos del primer miembro y
por tanto es licito escribir:

dx d.
20, Tldx2 dx; —20,, dx, %d)% =0

De donde o, = 0, Procediendo de igual modo con las otras dos ecuaciones puede
demostrarse que 013 = 031 Y 0 = 03, de lo que se desprende que la matriz de [o] es
simétrica y en adelante se escribird como:
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o-ll 0-12 0-13 B _ o _
[c]=|0, 0y, 0, con [O']z[a]T yportanto: t=[c|n y f=[c]n

O 0Oy O3y

En consecuencia el estado de tension queda definido en una base dada por seis cantida-
des independientes: tres tensiones normales o |;, 03, O3y tres tensiones cortantes
012, 013, O23.

3.4.4. Las componentes intrinsecas en funcion del tensor tension

Las componentes intrinsecas de ¢ pueden calcularse directamente a partir de o del si-
guiente modo:

| n

oc=n [o]n -

¢ — Comnonente normal:
o

Como o es simétrica se trata de una forma cuadratica.

n

r=n[o]n

Componente cortante:

n

Siendo 7, perpendicular a 7 y contenido en el plano definido por #n y 7 (en direc-
cion anti-horaria de n hacia 7).

Como [O'] es simétrica se trata de una forma bilineal simétrica.

3.5. Cambio de base. Direcciones y tensiones principales
3.5.1. Cambio de base

La expresion matematica del tensor tension se ha ligado al conocimiento de los vecto-
res tension actuantes en elementos de superficie infinitesimales orientados segun los
sentidos positivos tres ejes ortogonales de referencia. Esto equivale a expresar el tensor
en la base vectorial asociada a los versores que orientan dichos ejes. Desde el punto de
vista puramente matematico, el tensor tension define una aplicacioén lineal entre el
conjunto de los versores y el conjunto de los vectores tension. Dicha aplicacion lineal
puede expresarse en cualquier base vectorial que se desee sin mas que realizar el co-
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rrespondiente cambio de base. Evidentemente el hecho de cambiar la base no altera el
significado fisico del tensor tension sino sélo su representacion matematica.

Sea e_,. la base en la que se expresa [G]
Sea e_,.' la base en la que se expresa [o"]

Entonces [o] y [o'] se relacionan del siguiente modo: [o'] =[R] ! [o][R], donde [R]

es la matriz de cambio de base tal como se defini6 en el apartado 2.8.2.4 del tema 2.

3.5.2. Tensiones y direcciones principales

A partir de razonamientos puramente matematicos es posible deducir que por ser [0']
una aplicacion lineal simétrica, su matriz es siempre diagonalizable con valores propios
reales. A los valores propios de [G] se les denomina tensiones principales y a los vec-

tores propios asociados (base vectorial en la que la expresion de [O'] diagonaliza) di-

recciones principales.
En este apartado se da una interpretacion fisica a este resultado del algebra.

Planteemos el siguiente problema: Dado un estado de tension representado por cierto
tensor tension [O'] expresado en una base arbitraria asociada a unos ejes 1, 2, 3 se

desea determinar aquellas direcciones en las que 7 y ¢ resulten colineales, es decir
aquellas en las que el vector tension tiene s6lo componente normal, siendo nula la
componente tangencial.

t=cy 7=0
por tanto:

‘= [o] n=on
Para que tales direcciones existan, el sistema:

([o]-ol1])n=0

debe tener una solucidn distinta a la trivial. En consecuencia el determinante del siste-
ma debe ser nulo, esto es:

det| [0']—0'[1] |=0

<y P 3 2
Lo que conduce a la ecuacion caracteristica: —o” +1,6" —I,0+1, =0
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donde I}, I, 5 son los invariantes definidos por:

Invariante lineal i I =0,,+0y, +0y =1, [G]

. . R " " (o2 102 +02
Invariante cuadratico : 2 =010y 101033 703033 =01 T 013 70y
Invariante clibico o I, =det[o]

Puede demostrarse que la ecuacion caracteristica en este caso siempre presenta solu-
ciones reales. Dichas soluciones son, en términos matematicos, los valores propios de
la aplicacion. En términos fisicos son las tensiones normales que actuan en los planos
en los que 7 y 7 son colineales. Dichos planos quedan determinados por los vectores
que cumplen la condicion:

([U]_Ui[l])”_i=6

Las direcciones de dichos vectores son ortogonales y se denominan direcciones princi-
pales, en términos matematicos son los vectores propios de[O']. La matriz de [O']

expresada en la base orientada segun las direcciones principales, definida por los verso-
res n.,n.,n,. resulta diagonal ya que las tensiones tangenciales sobre los planos

orientados por dichas direcciones son nulas.

o 0 0
[G] e 0 o 0
0 0 o

Por conveniencia en adelante, se establece la siguiente notacion:

Tensiones principales sin ordenar: o, 05, 03

) o o, =max (o,,0,, 0;)
Tensiones principales ordenadas: o, > o, > oy, ;
o, =min (o}, 0,, 03)

3.5.3. Valores caracteristicos de las componentes intrinsecas
Valores extremos

Como quiera que la capacidad de los materiales reales de soportar tensiones normales
y/o cortantes es limitada, resulta de gran interés la acotacion de todos los posibles valo-
res de dichas tensiones en el entorno de un punto.

La acotacion de los posibles valores de la tension normal puede realizarse a partir del
analisis de extremos de la expresion que la define. Expresando o en direcciones prin-
cipales:
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—r —
2 2 2
o=n [o]| n=0,n +0, n, +o, n

Expresion condicionada a que los cosenos directores deben cumplir la relacion:
2 2 2
n +n,+n; =1

La resolucion de este problema de extremos condicionados conduce a las siguientes
soluciones:

n n, ns
+1 0 0
0 +1 0
0 0 +1

y por tanto los valores extremos de la tension normal o se producen en las direcciones
principales, esto es:

o-l = O-11 2 GIII

De modo parecido pueden encontrarse los valores extremos para la tension cortante,
obtenida a partir del teorema de Pitagoras:

2 _ 2 2 2 2 2 2
t" =0, nf +o;, n, +o; n

2
2 _ 2 2 2
o —(O'l n, +0, n, +o, n3)

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
T =0, n +0, n, +0; N —(0'1 n +0o,n,+0o, n3)

con la misma condicién de antes entre las componentes de # . Como 7 aparece elevada
al cuadrado, en este caso se obtienen dos juegos de soluciones, el primero de ellos
corresponde a la solucién trivial # > = 0 asociada a las direcciones principales. La solu-
cion no trivial viene dada por:

n ny ns

0 12 =1/\2 |7 |= 9279

03— 0

+1/V2 0 +1/42 —> |z|= 5

/N2 +1/42 0 —> |7]=| 222
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lo cual denota que existen tres valores extremos, entre los cuales se encuentra el maxi-
mo absoluto definido por:
O, Oy

2

| Tmax

Es de observar que en los planos en los que las tensiones cortantes son extremas, las
tensiones normales no son nulas y estan dadas por las siguientes expresiones:

O, —0 o,+0
|T|: I ur = o= I m
2 2
O, —0O o, +t0
|T|= un ur = o= n ur
2 2
O, —0 o, +0
|T|=¢ = oc=21""n
2 2

Si se representan en un mismo plano el lugar geométrico de los valores posibles de las
componentes intrinsecas del vector tension éste debera quedar incluido necesariamente

en un cuadrado de lado (o—oy;), tal como se muestra en la figura siguiente:

O, — Oy

v

Sin embargo tal como se vera posteriormente, no todos los puntos del interior de este
cuadro representan parejas o, 7 posibles.

Valores octaédricos

Otros valores caracteristicos importantes de las componentes intrinsecas son los co-
rrespondientes a los denominados planos octaédricos. Dichos planos se definen como
aquéllos cuyas normales forman angulos iguales con los ejes principales, esto es:

+1/\3
1 = n,={+1/\3
+1/\/3

(8 versores)
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y por tanto:

o, / +/3 planos octaédricos
E =30, / i\/g
o, [+/3

1" 5"
Entonces se define la tension normal octaédrica como:
—7 — o, +0,+0
= o n’ 2 2 _0179, 70
oy=n, [o|lm=0,n +o,n +o,n = 3

y la tension tangencial octaédrica como:

1
7, =l 0, =§\/(0'1 —0'2)2+(0'2—0'3)2+(0'1 —0'3)2

3.6. Descomposicion del tensor tension en tensor esférico y des-
viador

El mismo tipo de descomposicion utilizado en el tensor deformacion puede ser aplica-
do al tensor tension. En efecto el tensor tension puede escribirse como:

O-] 1 012 613 O-O 0 0 Gl 1 C)-O 0-12 O-] 3
0, 0, 0,|=|0 o, 0|+ o, 0, — 0, Oy con
O3 Oy Oy 0 0 o O3 Onp 033, =0,
1, [o]
Oy =——
3
En forma compacta: [0'] =0, [I] + [s]

donde la componente diagonal se denomina parte esférica del tensor y presenta la ca-
racteristica de que corresponde a un estado de tension hidrostatica pura(no hay tensio-
nes cortantes en ninguna direccion puesto que al ser las tres tensiones principales
iguales, todas las direcciones son direcciones principales). Las componentes de la dia-
gonal se corresponden con la tension octaédrica antes definida, por este motivo recibe
también el nombre de tension hidrostatica. Resulta evidente que la tensién normal oc-
taédrica de la parte esférica es igual a la del tensor tension completo.

La componente no diagonal se denomina parte desviadora y representa la diferencia
entre el estado de tension total y su componente hidrostatica. Corresponde a un estado
de cizalladura pura, entendiéndose por tal aquél para el que existe una base vectorial en
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la que todos los términos diagonales se anulan, es decir en la que el vector tension
actuante sobre los elementos infinitesimales de superficie situados sobre los planos
coordenados tiene s6lo componentes cortantes. En dicha base:

o, 0 O 0 o, o3
[O']= 0 op O |+|lopn 0 o45|= +

0 0 o o3 0y 0

La tension tangencial octaédrica de la parte desviadora, es igual a la del tensor tension
completo y sus direcciones principales coinciden con las de éste.

Las tensiones principales de [s] se relacionan con las de [O'] del siguiente modo:

s, = o, — o, . Por otra parte los invariantes de [s] cumplen las siguientes relaciones:

11 I
J3=I3—%+22—17

3.7. Representacion grafica del estado de tension
3.7.1. Elipsoide de Lamé
Es interesante observar que la superficie definida por el lugar geométrico de los extre-

mos de los vectores tension alrededor de un punto es un elipsoide conocido como elip-
soide de Lamé. En efecto, en ejes principales se tiene:

o 0 0[||n o n 4
0 0 o3||m o3 1y t
t t t 2 5 P
1 2 3 —
=L =2 . +n, +n; =1
Por ™ > M G tanto: siendo 1 T2 T = E

Si denominamos X, Y, Z a las coordenadas de los extremos de t en un espacio tridi-
mensional se tiene:
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que es la ecuacion del elipsoide de Lamé.

Z a:|0'1|

X
de donde resulta evidente que:

max (a, b, c) > H t “ > min (a, b, c)

3.7.2. Circulos de Mohr

Una forma grafica muy ilustrativa para representar el estado de tension en un punto
consiste en determinar todas las parejas posibles de las componentes intrinsecas o, 7 de
sus correspondientes vectores tension. Dichas parejas se representan luego en un grafi-
co o, Tobtenido abatiendo todos los versores de los elementos infinitesimales de super-
ficie alrededor del punto, sobre en una misma direccion. Anteriormente se ha
demostrado que el lugar geométrico de dichas parejas debe estar inscrito dentro de un
cuadrado de lado o7 — oy, seguidamente se vera que ademas queda definido por tres
circulos caracteristicos denominados circulos de Mohr. En efecto, abatiendo todos los
dS de modo que sus versores queden superpuestos se obtiene el plano o, 7:

4
v
Q

ds n

Expresando las componentes intrinsecas en los ejes principales:

2 _ 2 2 2 2 2 2
t" =0, n\+o; n, +oy, n
_ 2+ 2+ 2
O-_O-Inl 0-11 nz 0-111 7’13

P =t* - o
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y teniendo en cuenta la relacion existente entre los cosenos directores: n’ +n; +n: =1,

queda un sistema de 4 ecuaciones con 6 incognitas (¢, o, 7,7 ) , que definen las parejas

7,n, asociadas a [o].

. . . L) 2
Eliminando de estas ecuaciones sucesivamente (t*,n°,n;), (1>, n%, 1) y (£, n%, 1)

se obtienen las ecuaciones de tres familias de circulos en el plano o, 7 parametrizadas
por la componente de 7 no eliminada en cada caso (n;, n, 0 n3). Dichas familias son:

— Circulos ¢, de parametro n;:

. . 2 2 2 . . .oy ’
Resultan de eliminar ¢, n;, n; en las anteriores ecuaciones. Son una familia de circu-

los concéntricos parametrizada por 7, de ecuacion general:

2 2
Oy +t0ou 2 _[Ou—Om 2 2
(O'_— tot = ——(——— +”1(O'1_0'11)(0'1_0'111)=”1

2 2
To =
por tanto su centro esté en el punto: o, +0y,
=
2

y su radio es:

2
- = (M] -|-nz1 (U,—O',,)(O'I_O-m)

12

Todos los circulos de la familia son exteriores al circulo base de la familia (C)) defini-

do por n; = 0, cuya ecuacion es:

2
o, +0 O, —O0O
o m | 2| %" %m
2 2
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— Circulos ¢, de parametro n,:

Resultan de eliminar ¢, 77, 7. en las anteriores ecuaciones. Son una familia de circu-

los concéntricos parametrizada por n,, de ecuacion general:
+ 2 2
(o3 (o O, —0O
! ur 2 _ 1 1 2 _ .2
(O-_ ) ) +7 _( ) j -n, (0-11_0-111)(0-1_0-/1)_72

To =
C
por tanto su centro esté en el punto: o, +oy,
2

Oc¢

12

2
o, -0
= (%j _ng (o-u _GIII)(GI _O-”)
y su radio es:

Todos los circulos de la familia son interiores al circulo base de la familia (C,) definido
por n, = 0, cuya ecuacion es:

T
Ol Oy + Or (%74 O
2

L

— Circulos ¢3 de parametro n;:

Resultan de eliminar #*, 77,7, en las anteriores ecuaciones. Son una familia de circu-

los concéntricos parametrizada por 13, de ecuacion general:

2 2
o,+t0y, 2 O, 0y 2 2
[O-_ 5 +t7 = 5 T (01_0-111)(011_0111):’3

7.=0
por tanto su centro esta en el punto: o, +0,

¢ 2
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y su radio es:

12

2
o, -0
r= (% +n; (0—1_‘7111)(01 _0-”1)

Todos los circulos de la familia son exteriores al circulo base de la familia (C3) defini-
do por n3 = 0, cuya ecuacion es:

2 2
O._O-1+O-11 +72 = 0, —0y =R32
2 2

Oy

Dado un vector tension, fisicamente posible para el estado de tension analizado, sus
componentes intrinsecas o'y 7 deberan verificar simultaneamente las ecuaciones de los
3 circulos de Mohr, uno de cada familia, cuyos parametros n;, n, y n3 son las compo-
nentes del versor que orienta el elemento infinitesimal de superficie sobre el que ac-
tuan. El tinico punto que verifica esta condicion es la interseccion de dichos circulos.

T A

(9774 o on 9
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El vector tensién puede representarse por composicion vectorial de oy 7. Se puede
demostrar que los angulos oy y quedan determinados en verdadera magnitud a partir
de la construccion geométrica de la figura.

Por consiguiente cualquier valor posible de las parejas o, 7 debe corresponderse con
una interseccion de un circulo de cada familia. Al ser las familias ¢; y ¢3 concéntricas
exteriores a los circulos base C; y Cs, y ser la familia ¢, concéntricos interiores al circu-
lo C,, tales intersecciones s6lo son posibles en los tridngulos curvilineos delimitados
por los circulos base:

G
G

O On oy

Es facil ver que los circulos base son los lugares geométricos de los extremos de los
vectores tension que actuan sobre elementos infinitesimales de superficie cuyos verso-
res se encuentra contenidos en uno de los planos coordenados principales:

— Circulo C;: Versores sobre el plano definido por las direcciones principales II y IIT
(n=0)

— Circulo C,: Versores sobre el plano definido por las direcciones principales I y III (n,
= ())

— Circulo Cj: Versores sobre el plano definido por las direcciones principales I y II (73
= O)

En esta representacion resultan evidentes los siguientes resultados:
La tension normal esté acotada entre:
o,2020y,

La tension cortante esta acotada entre:
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Oy —0;

I ~Om >7>

por tanto,

O, — 0O o, +0
=217 % parg o= il
2 2

|7

max

Existiendo dos extremos locales de la tension cortante definidos por:

T:+O'1—O'H O—;M
T > 2
r=+ GI[ _GII[ o= O'” +G111

2 2

Si dos tensiones principales son iguales el circulo de Mohr bésico correspondiente
degenera en un punto.

En un estado de tensiones hidrostatico (esférico) los tres circulos, al igual que los tridn-
gulos curvilineos, degeneran en un punto. En consecuencia no hay tensiones cortantes
en ninguna direccion; todas las direcciones son principales. El vector tension siempre
coincide con el vector tension normal. El elipsoide de Lamé se transforma en una esfe-
ra.

Si a las tensiones tres tensiones principales se les suma un mismo valor constante, es
decir un estado de tension hidrostatico, los tres circulos se desplazan sobre el eje o sin
modificar sus dimensiones. En consecuencia los circulos de Mohr del tensor tension y
las de su parte desviadora son idénticos, estando los segundos desplazados una cantidad
igual a la tension hidrostatica.

En las siguientes figuras se recogen los circulos de Mohr para algunos estados de ten-
sion singulares:

a) Traccion y compresion puras:

R G=G G=G T
A A
oy |Cy o C; \or
o O »o »o
1 4 Our on
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Traccion: El circulo C; degenera en un punto y los circulos C, y C; estan su-
perpuestos. El tridngulo curvilineo se transforma en el circulo ex-
terior.

Compresion: El circulo C; degenera en un punto y los circulos C; y C, estan

superpuestos. El tridngulo curvilineo se transforma en el circulo
exterior.

b) Cizalladura pura:

G

G G

om On 01

Las tensiones principales maxima y minima son iguales y de signo contrario. La ten-
sion principal intermedia es nula (/; = 0). El circulo C, esta centrado y los circulos C; y
C; son simétricos.

NOTA: La técnica grafica de los circulos de Mohr puede ser utilizada como herra-
mienta para el analisis genérico de cualquier tensor simétrico de 2° orden, siendo por
tanto también aplicable al analisis de deformaciones. Ademas de poner de manifiesto
importantes propiedades fisicas, permite realizar cambios de base y determinar las
tensiones y direcciones principales.

3.8. Analisis bidimensional de tensiones

Es relativamente frecuente tener el tensor tension expresado en una base tal que una de
sus direcciones es una direccién principal (—en lo que sigue supondremos que la direc-
cion 3 es la principal-). Esto es especialmente cierto en los denominados estados pla-
nos de tension (tension y deformacion plana) en los que una de las direcciones
principales queda determinada a priori por un simple razonamiento fisico.

En este caso, y si el andlisis de tensiones se centra s6lo en los elementos infinitesimales
de superficie que tienen su versor sobre el plano 1, 2, dicho andlisis puede ser reducido
a solo 2 dimensiones.
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3.8.1. Vector tension

Gll 0]2 O
Sea [0] =0, 0, 0 | ysea n unversoren el plano 1, 2:

0 0 oy
3
Oy;3=0; O
n, cos @ B0 03
n=<n,=4send
1 n 2
Entonces el vector tension esta también contenido en el plano 1, 2:
B 011 012 O nl Gll nl+al2n2 ZLl
t=\o, 0, 0 Ny =40, 110, 0, =11
0 0 o510 0 0

NOTA: En el caso particular de que o ; = 0 (tension plana), el vector tension
esta contenido en el plano 1, 2 para cualquier elemento infinitesimal de super-

ficie. En efecto:

o, o, 0]|n, A
t=|0, 0, O0|in,r =1t

0 0 0f(ny| |0

En consecuencia, cuando el tensor tension esta expresado en una base orientada segin
una direccién principal y sélo son objeto de andlisis los elementos infinitesimales de
superficie cuyos versores se encuentran sobre el plano perpendicular a dicha direccion
principal, el problema puede reducirse a dos dimensiones.

oA
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- {o-n 0'12} {cos 9} {0“ cost9+c712sent9}
t= =
o, Oy | |send o, cosf + o,,send
Las componentes intrinsecas para los elementos infinitesimales de superficie cuyos
versores estan sobre el plano 1, 2 son:

O-ll 0-12 COSQ 2 2
o =(cos 6, send) =0, cos’ 0+ o,,sen’d +20,,send cos &
o, 0, |\senf

0, 0, |(cos8) o,-0
r=(-send,cos@)| " =—2 U sen26+0,,cos20
o, Oy |\send 2

Es importante observar que estas expresiones no dan todos los valores posibles de las
componentes intrinsecas o'y 7 para el estado de tension dado, sino sdlo las correspon-
dientes a los planos analizados (n3; = 0). En el plano o, 7 esto corresponde a puntos
sobre el circulo base asociado a n; = 0, que serd uno de los tres circulos base (C;, C; 0
C;) dependiendo de la relacion de orden existente entre o3 y las otras dos tensiones
principales contenidas en el plano 1,2 o,y o).

O|=01

Por tanto existen otros pares de valores o, 7 pero no son objeto del analisis bidimensio-
nal planteado. Sin embargo pueden ser determinantes desde un punto de vista fisico.
Por ejemplo en la figura anterior los casos A y C presentan tensiones cortantes maxi-
mas superiores a la tension cortante maxima en el plano 1, 2.

3.8.2. Cambio de base. Tensiones y direcciones principales

En el analisis bidimensional los cambios de base suelen limitarse a rotaciones alrededor
del eje 3. Las expresiones especializadas para este caso son las siguientes:

2’ 2 —  |cos@ —  [—send
e = e =
sent - cosf -

[R]

! {cos 6

senf

—sen@

cos @

|
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[o] .2 =[R]"[o],, [R]

0,+0, 0, -0
=24 ZlL 2 0320+ 0,5en20
2
0, +0, 0,-0
=2l 2 60520 —0,,5en260
2 2

0, —0
o/, =0,,c0820 ——1—2% s5en20
2

La determinacién de las tensiones y direcciones principales pueden reducirse también
al plano 1, 2 puesto que la direccion 3 es ya principal. La diagonalizacion de la subma-

triz:
Ull 0-12
o|=
[] |:612 022:|

se consigue por un simple giro respecto al eje 3:

3=3"

La formulacion analitica del problema de valores y vectores propios queda muy simpli-
ficado, obteniéndose las siguientes expresiones especializadas:

— Tensiones principales en el plano:

o,—C o
11 12 _ 2 2 _
=0 = o —O'(¢7”+0'22)+0'11 0, —0,=0

Oy, 0y =0

2
. o, +O. O, — O
obien o, , = 11 2 4 ( 11 22j +0122
’ 2

Tomamos ¢ > o, (independientemente de o3).
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— Direcciones principales en el plano:

0, -0, o, cos 6. 0
= =  o,c080. +(0,,—0,)send. =0
o, 0, —0, ) | senb, 0

O-l 2

O,
tge]’ = 12 =

0,=0p 0,70,
ya que:

I, =cte. y o0,=0,;,; = 0,+0,+t0;;, =0 +0,+0,

= 0,70y, =070,

3.8.3. Representacion grafica del estado de tension en el plano

Si se particularizan las expresiones de cambio de base al caso particular de que una de
las bases corresponde a las direcciones principales se tiene:

2 o,+0, 0,-0O
o, =——2+—1—2co0s20,
2
o, +0, o0,-0O
(% =%—%005291
o, —0,
0, =——"sen20,
2
sig >0y o,<o = o, <0
O alternativamente:
o,+0, 0,-0
_ 1 2 1 2
=" ————cos20..
o, +0, O -
0, =——2——1—"2¢0s20 .
2 1
-0
0, =——=sen20..
si 0. >0y o, <o, = o, >0

Estas ecuaciones pueden representarse graficamente, dando lugar al circulo de Mohr
basico relevante para el analisis realizado. En efecto:



El estado de tension %

Convenio de signos

o T AT
<@ vE4(,
B8 § D

En esta figura es de destacar lo siguiente:
— El convenio de signos en cuanto a las tensiones normales es el habitual.

— El convenio de signos en cuanto a las tensiones cortantes, se referencia al sentido de
giro que imprimen al elemento infinitesimal de volumen. (positivo en sentido contrario
a las agujas del reloj)

— En angulo girado alrededor del centro del circulo para pasar del punto (1) que repre-
senta el extremo del vector tension que actiia en elemento infinitesimal de superficie
orientado segiin la direccién 1, hasta el punto (1%) que representa el extremo del vector
tension asociado a la direccion principal 17, es doble y de sentido contrario al angulo
que forman que forman dichas direcciones en la realidad.

Este ultimo resultado es genérico y puede aplicarse a cualquier par de direcciones tal
como se muestra en la siguiente figura:

T A
r
5(—9) 26
[ y/ _
t
0 » O
y n (1)
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4.1. Introduccion

Una vez introducidos los conceptos fundamentales necesarios para describir la cinema-
tica y las fuerzas actuantes sobre cualquier parte del medio continuo, y en virtud del
postulado de Euler Cauchy, se dispone de las herramientas necesarias para formular las
leyes de la dinamica. Dichas leyes son analogas a las que puedan establecerse para un
sistema de particulas, y toman la forma de los conocidos teoremas vectoriales de la
mecanica racional. Son por tanto leyes aplicables a cualquier medio continuo con inde-
pendencia de la constitucion interna de la materia que los forma.

Se presentaran también en este capitulo los teoremas y principios relacionados con la
energia, aplicados al medio continuo. Para un sistema totalmente mecanico es estable-
cera el teorema de las fuerzas vivas a partir del cual se introducira el concepto de ener-
gia de deformacion. Posteriormente, y para problemas mas complejos de tipo
termomecanico, se introducira una formulacion completa del principio de conservacion
de la energia, o primer principio de la termodindmica. También en este caso las leyes
resultantes son aplicables a cualquier medio continuo con independencia de la constitu-
cién interna de la materia que los forma.

En el capitulo siguiente se introducira otro conjunto de leyes, conocidas como ecuacio-
nes constitutivas, que afiadiran la informacion necesaria al respecto de la constitucion
interna de cada material en particular.

4.2. Concepto de volumen de control

Como es sabido, la mecanica del medio continuo no contempla a las particulas como
entidades aisladas, por lo que los teoremas vectoriales y energéticos deben establecerse
sobre un volumen de estudio, o "volumen de control". Se define el volumen de control
como una zona del espacio delimitada por una superficie cerrada, o "superficie de con-
trol". Se trata de una definicién puramente geométrica e independiente de las particulas
del medio continuo. Existen diversas formas de seleccionar el volumen de control y tal
seleccion depende de la naturaleza del problema a resolver. En lo que sigue la explica-
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cion se referira a los dos casos particulares mas importantes desde un punto de vista
conceptual.

Se dice que el volumen de control es material (o lagrangiano) si se escoge de modo que
encierre en cada instante una misma cantidad de materia. El volumen de control mate-
rial se mueve con el medio. Este tipo de volumen de control recibe también el nombre
de sistema.

Vo 140) V)

Todos los volumenes utilizados hasta el momento en los desarrollos precedentes eran
de tipo material. Por este motivo se mantendra la nomenclatura V, S cuando nos refira-
mos a este tipo de volumen de control.

Se dice que el volumen de control es espacial (o euleriano) si se escoge fijo en el espa-
cio. En este caso el medio fluye a través del volumen de control.

Ve

Para distinguir este volumen de control del anterior se le asignara el subindice c.

Las leyes de la dinamica pueden escribirse para cualquiera de los dos tipos de volumen
de control y en forma diferencial o integral, dependiendo de que se apliquen a un vo-
lumen de control infinitesimal o finito respectivamente. Existe pues cuatro formas
posibles de cada una de dichas leyes. La utilizacion de una u otra depende de la natura-
leza concreta del problema planteado.

Cuando las leyes de la dindmica se escriben para un volumen de control fijo (euleriano)
toman la forma de balances (leyes de conservacion). En caso contrario, no.

El modelo de volumen de control material es especialmente 1til en el analisis de me-
dios continuos sélidos donde el volumen de control queda determinado por la propia
geometria del solido. El modelo de volumen de control espacial es adecuado al analisis
de medios continuos fluidos, donde el interés se centra en el flujo de las particulas mas
que en su comportamiento individualizado.
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4.3. Derivada material de una integral de volumen

Es frecuente que una propiedad mecanica extensiva se exprese en forma de una integral
de volumen, por ejemplo la masa total de la materia contenida en un volumen de con-
trol material se expresa como:

M=[pdv
vV

Por este motivo es interesante analizar la forma matematica que toma la derivada mate-
rial de una propiedad definida de este modo.

En general, si P(f) es una propiedad extensiva definida por una integral de volumen de
la correspondiente propiedad intensiva p (X, ¢), sobre un volumen material que encie-

rra una cantidad fija de materia:

P(t)= jp (x,0)dV
Vv
Su derivada material viene dada por:

D D¢ -~
— P(t)== ,0dV
Dt (1) Drlp(x )

La derivacion respecto al tiempo no puede intercambiarse a priori por la integral de
volumen puesto que el volumen de control material es a su vez funcién del tiempo. Sin
embargo realizando un cambio de variable, y pasando a la formulacion lagrangiana, el
volumen de integracion pasa a ser independiente del tiempo al estar referido a la confi-
guracion de referencia con lo que se puede introducir la derivada respecto al tiempo
dentro de la integral. Teniendo esto en cuenta:

D - D — D _
Elp (x,t)dV=Ei/[p(X,t)-JdV0 :IE( p(X’t)'J)dVo

"

A _ et [F]=v
. . dv, DJ .=
Recordando las siguientes relaciones: Dr =Jdivv

- t
E(dV) =dV divv
Dt
se tiene:

.[Vog(p(Y,z).J)dVo :.[VU(J-%p(?,th(Y,t)%j v, =

D — — -
I%[Ep(X,t)+p(X,t)dlvvj«JdV0
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Deshaciendo el cambio de variable y volviendo a la formulacion euleriana queda fi-
nalmente la expresion:

D — D - — -
EIVP (x,0)dV = IV(Ep (x, )+ p (x, t) div vj dv
introduciendo entonces la expresion euleriana de la derivada material:

D - op -1 —
— p(x,t)=——+v xgrad
D#ﬂ ) ry grad p

y recordando la siguiente expresion del célculo vectorial:
o — - -
v xgrad p+pd1vv:dlv(pv)
se tiene la expresion alternativa:

D - 0 -7 — L= 0 L=
EJ‘Vp(x,t)dV=‘[V(a—[;+v xgradp+pdzvvjdV=J.V(a—[;+dzv(pv)jdV

4.4. Teorema del transporte de Reynolds

El anterior desarrollo es adecuado para un volumen de control material. Sin embargo
en muchos casos resulta mas practico evaluar las variaciones de cierta propiedad a
partir del analisis realizado sobre un volumen fijo en el espacio a través del cual fluye
el medio. Para ello debe relacionarse la variacion de la propiedad el volumen de control
material con la variacion de la propiedad en el interior del volumen de control espacial.
Esto es lo que hace el teorema del transporte de Reynolds que se presenta a continua-
cion.

Considérese un volumen de control espacial fijo V. y sea V' el volumen de control mate-
rial que en el instante t coincide con V.. Sea P () la cantidad total de cierta propiedad
en el sistema material y sea P, (f) la cantidad total de esa propiedad encerrada por V.
también en dicho instante.

En el instante # ambos volimenes de control coinciden y por tanto:

V.=V (0

P (1) =P (1)
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Sin embargo un instante Az después V se ha desplazado mientras que ¥V, permanece fijo:

Si denominados P, a la cantidad de propiedad perteneciente a ¥ que ha salido de V. y
P; la cantidad de propiedad no perteneciente a V" que ha entrado en V. se tiene el si-
guiente balance para el instante ¢ + Af:

P(t+At)=P,+ P (t+Ar)-F,

de donde restando P(?) a los dos miembros y teniendo en cuenta que P (f) = P. (f) que-
da:

P(t+At)-P(t)=P,+P (t+At)-P (t)-P,
Dividiendo por At y pasando al limite se tiene:

P(t+A1)=P (1) i P (t+At)-P (t) . P,-P

lim = lim €74 lim 44—
At—0 At At—0 At A0 Af
de donde:
D d
—P(t)=—P (t)+
Dt () dr ¢ (O)+er

El primer miembro de esta igualdad es la derivada material de la propiedad definida
sobre el volumen material.

D D -
Ep(t):EIVp(x’t)dV

El primer término del segundo miembro es la derivada temporal de la cantidad de pro-
piedad en el interior del volumen de control espacial. Como V, es un volumen fijo en el
espacio puede permutarse la derivada por la integral, y como la variacion temporal de
la propiedad se mide en el volumen de control, a X = cte., la derivada temporal es una
derivada parcial respecto al tiempo.

d d - 0o -
—R(O)=—[ pend = [ —p@od
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El segundo término del segundo miembro es el flujo neto saliente de la propiedad a
través de la superficie de control.

En efecto: n

S.

S hmp«‘}_PI :p(;’t)an:5
A0 Af dt P»

dV =dS. dl=dS. n' xvdt
5p,=p (.0 xn)ds,

R
0, =, PO xn)ds,

Y por tanto puede escribirse:

D - o - - -1 =
Slpenar = [ Zp@odr. + [ pGoe xnds,

Este ultimo resultado se conoce como Teorema del Transporte de Reynolds.

El mismo resultado puede obtenerse, de forma menos intuitiva, introduciendo el teore-
ma de la divergencia de Gauss en la expresion final de la derivada material de una
integral de volumen presentada en el apartado anterior. En efecto:

g-l.yp (;, t) 1714 =Iv(%_f+div (p ;)j dv

Pero segun el teorema de la divergencia:

jydiv(p;)dejsp(;TxZ)dS

Con lo que: D - op -7 =
EJ'Vp(x,t)dV=JVEdV+jSp(v x 1) dS

Expresion equivalente al teorema de Reynolds ya que las integrales del segundo miem-
bro pueden interpretarse como evaluadas sobre un volumen fijo que en el instante dado
coincide con el volumen material mévil. El teorema del transporte de Reynolds puede
enunciarse del siguiente modo:

"El ritmo de crecimiento de la propiedad P('t) en aquella parte del medio continuo que
ocupa instantaneamente el volumen V, es igual a la suma de la cantidad de propiedad
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creada dentro de V por unidad de tiempo mas el flujo neto saliente a través de la su-
perficiede V."

4.5. Principio de conservacion de la masa

En la mecanica de medio continuo se admite, como hipdtesis de partida fundamental,
que en cualquier transformacion del medio la masa se conserva.

M:IVp(;, t)dV:cte.

o lo que es equivalente:

Vo 140)

jn, Lo (;, to)dVo =ij(;,t) av

Esta hipoétesis es valida para la gran mayoria de problemas practicos de ingenieria aun-
que resulta inadecuada para fenémenos fisicos que impliquen intercambios entre masa
y energia. El principio de conservacion de la masa toma diversas formas matematicas
conocidas con el nombre genérico de ecuacion de continuidad.

4.5.1. Ecuacion de continuidad para un volumen de control material
Enfoque lagrangiano

En un enfoque lagrangiano, y considerando un volumen de control material, la conser-
vacion de la masa se expresa del siguiente modo:

_dMO
dv,

En la configuracion inicial: £

En la configuracién actual: ya que p = aM, _ p( x(X,0), t) dM=dM, vy
por tanto: av

p dV,
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Expresion esta ultima que establece el principio de conservacion de la masa a nivel
diferencial. Como p, es un valor fijo independiente del tiempo, también puede escri-

birse: Dp,

D
=0 —(pJ)=0
Dt = Dt(p )

Enfoque Euleriano

En un enfoque euleriano se tiene, para un volumen de control material:

DM _ D¢ ~ . «(Dp. -\,
D—t—O = Ejyp(x,t)dV—J'V(Ft-delVdeV—O

Que es la expresion integral de la ecuacion de continuidad para un volumen de control
material.

Como esta expresion debe ser valida para cualquier volumen de control material elegi-
do, debe cumplirse también que:

Dp .=
—+pdivv=0
Dt r

que es la expresion diferencial de la ecuacion de continuidad para un elemento infinite-
simal de volumen material. En forma desarrollada

&+p %4_%4_% =0
Dt Ox, 0Ox, Ox,

Esta ecuacion puede obtenerse directamente del siguiente modo: dM = pdV

de donde, al ser M constante: DM = D (p dV) = %dV + pﬂ (dV) =0
Dt Dt Dt Dt
) D .=
pero como: —(dV)=dV -divv
t
Dp i
se tiene: EJF'D divv =0

4.5.2. Ecuacion de continuidad para un volumen de control espacial (En-
foque euleriano)

Aplicando a la masa el teorema del transporte de Reynolds:
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op -7 - B
ik IKEdVC + jsfp(v xn)dS, =0

Que es la expresion integral de la ecuacion de continuidad para un volumen de control
espacial.

Intercambiando integral por derivada e introduciendo el teorema de la divergencia, tal
como se ha hecho anteriormente, se obtiene:

op . -
Ozj‘nb(a—’l;+dlv(pv))dVC

Ecuacion que debe cumplirse para cualquier volumen de control espacial. Por tanto la
formulacion diferencial para un elemento infinitesimal de volumen fijo en el espacio
es:

Gp . -
L+ d =0
p lv(p V)

que es la expresion diferencial de la ecuacion de continuidad para un elemento infinite-
simal de volumen espacial. En forma desarrollada:

a_p+6(pv1)+6(pv2)+8(pv3)
ot 0 x, 0 x, 0 x,

=0

4.5.3. Consecuencias del principio de conservacion de la masa
Medio incompresible

Se define el medio incompresible como aquel en el que el volumen se mantiene cons-
tante. La condicidon cinematica correspondiente es:

ﬂ(dV) =0=divv-dV
Dt

y por tanto: B
divv=0
Por otra parte: av
det[F]:J:—zl
v,

Si el volumen se mantiene constante y la masa se conserva entonces en un medio in-
compresible la densidad se mantiene constante:

_dM _aM, _
Py ar,
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Caso particular de la derivada material de una integral de volumen
De la ecuacion de continuidad se deriva un caso particular importante en la evaluacion

de derivadas materiales de integrales de volumen, correspondiente a propiedades que
pueden ser expresadas por unidad de masa. En efecto, sea:

P(t)=] qxnpdv

es decir: P (r,)=q(x.1) p entonces:

D D D ¢ (Dg D
EfyquV—EanqudVo—IVOE(qu)dVo—fVO(EprE(pJ)jdVO

pero por continuidad:

D
—(pJ)=0
5 (P

con lo que:

D D
EM/"’V:LF?P‘W

4.6. Principio de la cantidad de movimiento

Uno de los principios basicos de la mecanica clasica es el de la cantidad de movimiento
(2% ley de Newton para un sistema de masa constante). En este apartado se formula el
principio de la cantidad de movimiento, en su enfoque euleriano, para un volumen de

control material y para un volumen de control espacial.

4.6.1. Principio de la cantidad de movimiento para un volumen de control
material

Sea un fragmento de medio continuo delimitado por una superficie exterior S, y otra
interior S;, frontera con otra parte de medio continuo colindante. Sobre el volumen de
control material definido por el fragmento considerado actian:

— Las fuerzas de volumen.

— Las fuerzas de superficie exteriores a través de S..

— Las tensiones internas a través de S;.

La resultante de fuerzas exteriores es pues:




Dinamica del medio continuo %

R=[ bav+[ fds,+[ ids,

Por otra parte cada elemento infinitesimal de volumen posee una cantidad de movi-
miento dada por:

dem.=vdM =v pdV
La cantidad de movimiento total para el fragmento de medio considerado sera:

c.m.=JV1_)pdV

El principio de la cantidad de movimiento para el sistema encerrado en el volumen de
control material postula que:

% V;pdejVZpdV=IVl;dV+Js7dSe+J'SZdSl.=§

Ecuacion que constituye la forma integral del principio de la cantidad de movimiento
para un volumen de control material.

La forma diferencial del principio de la cantidad de movimiento se encuentra aplicando
el principio de la cantidad de movimiento directamente a un elemento infinitesimal de
volumen material de dimensiones dx;, dx, y dxs.

En la figura se muestran los vectores tension actuantes sobre los planos coordenados y
los actuantes sobre las caras paralelas a dichos planos. Ademas de las fuerzas que resul-
tan de estas acciones sobre la superficie de dV, debera considerarse la posible existen-
cia de fuerzas de volumen b, cuya resultante se aplica al centro de gravedad de dV.

3

ty+dty

Poocoooooooooooooooon0g
.

S,
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Planteando la segunda ley de Newton al elemento infinitesimal de volumen se tiene:

(4 +dn)dx, de,+( 1, +dt,) dx, dx, +( t;+dt; ) dv, dv, +
+b dx, dx, dx, —( Z dx, dx, +Z dx, dx, +Z dx, dxz) =

D
= pF‘; dx, dx, dx,

Simplificando:

dt, dx, dx, +dt, dx, dx, +dt, dx, dx, +b dx, dx, dx, = pg—: dx, dx, dx,

de donde: _ _ _ B
ooy oy Dy
ox, Ox, Ox, Dt

siendo: _

3\ Ot
Z—’ =div [0']
1 axi
y por tanto: - _

div[(f]+l;:p%::pa

expresion que constituye la forma diferencial del principio de la cantidad de movimien-
to para un elemento infinitesimal de volumen material, que en forma desarrollada es:

ooy, +60'12 _i_@o'l3 b, =pﬂ=pa1
ox, Ox, Ox Dt

ooy, N 00, N 00, b= p Dy, - pa,
ox, Ox, Ox Dt

oo, N 00, N 005, b =p Dv, - pa,
ox, Ox, Ox, Dt

Este mismo resultado puede obtenerse por aplicacion del teorema de la divergencia a
las integrales de superficie de la forma integral del principio de la cantidad de movi-
miento para un volumen material.

En efecto, se tiene que:

t=[o]nens, > [ ids=[ [o]nds,
f=[c]nens, - IS7dSe:jS[0']ZdSe

para toda la superficie:
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-[S, [c]nds, + jse [c]nds, = [o]nds
y aplicando el teorema de la divergencia:
js[a] nds = deiv [c]dv
Entonces, agrupando todas las integrales de volumen:

Dv
Dt

J.,,EdV"‘J.VdiV[O']dV:IV(diV[G]+E>dV:Iyp dv

y como esta ecuacion debe ser valida para todo volumen, se tiene que:

- Dv
di b=p—-=
iv[o]+ p =P

4.6.2. Principio de la cantidad de movimiento para un volumen de control
espacial

Para aplicar el principio de la cantidad de movimiento a un volumen de control finito
fijo, basta con transformar, mediante el teorema de Reynolds, la derivada material de la
integral de volumen del segundo miembro de la forma integral del principio de la can-
tidad de movimiento.

le(div[O']JrZ)dV:IV%(p\_z) dv+[ pv (v xn)ds,

Esta ecuacion constituye la forma integral del principio de la cantidad de movimiento
para un volumen de control espacial.

Aplicando al igual que antes el teorema de la divergencia, es posible transformar todas
las integrales de superficie en integrales de volumen. Transformando y agrupando se
tiene:

_ o - o - -8 -
J‘VC(div[0]+b)dV:J‘Kba(pv)dV+.[V[a(pvlv)+ (pvzv)+ﬁ(pv3v)}dV

0 x, 2
Expresion que debe ser valida para cualquier volumen de control espacial. Simplifican-
do se obtiene finalmente:

div[a]+5=p(%+[L];j:p5

Que es la forma diferencial del principio de la cantidad de movimiento para un elemen-
to infinitesimal de volumen de control fijo en el espacio. Es de observar que esta ecua-
cion es equivalente a la obtenida para un elemento infinitesimal de volumen material
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sin mas que identificar la expresion euleriana de la derivada material del vector veloci-
dad. En forma desarrollada:

90, 00y, 00y, _ (61}, Lov, ov @]

| - Y Y V3
ox, Ox, Ox, ot ox, Ox, Oox,

doy, 4 00, 4 00, +b,=p %_,_Vl %_{_ 1%4_\;3 OV,
ox, Ox, Ox, ot Ox, Ox, Oox,

00, , 9 , 99 +b,=p al-l—vl %ﬂz] %+v3 e
ox, Ox, Ox; ot ox, Ox, Ox,

Si la aceleracion se descompone en sus términos intrinsecos se obtiene la expresion
alternativa:

div]o]+b=p %u;m%gmz

4.7. Teorema del momento cinético

El teorema del momento cinético se deriva directamente del principio de la cantidad de
movimiento y no constituye, en consecuencia, un postulado basico de la mecénica. Se
incluye aqui porque su utilizacion resulta util en algunos problemas de la mecénica de
fluidos y por que de €l se desprende la simetria del tensor tension, tal como se apunt6 al
introducir dicho tensor en el capitulo 3.

En este apartado se formula el teorema del momento cinético, en su enfoque euleriano,
para un volumen de control material y para un volumen de control espacial. Por simpli-
cidad se ha escogido la version del teorema respecto a un punto fijo en la referencia de
estudio, tomandose como tal el origen de coordenadas.

4.7.1. Teorema del momento cinético para un volumen de control material

Para enunciar este teorema basta considerar los mismos términos del principio de la
cantidad de movimiento y tomar para cada uno de ellos momentos respecto al origen:

Jenbavef wntds | xafds.=— [ xavpay

expresion que constituye la forma integral del teorema del momento cinético. La forma
diferencial de este teorema se reduce a la condicion de reciprocidad de las tensiones
cortantes ya presentada al justificar la simetria del tensor tension. En efecto:

[ xntds,+[ xnfds, =] xalo]nds

donde _ - - — -
X/\[O']E|: XAL, XA, XAL ]
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Aplicando el teorema de la divergencia puede tranformarse esta integral de volumen en
otra de superficie:

jS}A[a]ZdS=deiv( xA[o] )dV
donde

(o)

f e - -
: :Z e At +xndiv[o]
1

=1

diV( xAlo] ):i ai( ;/\Z ):i a—/\2+23: XA

X 0 x,

o))

X.

i

Substituyendo en el teorema del momento cinético:

3
- = — . —_ = D - =
ijAde+ijAle[0]dV+IVZ ei/\tideD—tJ.Vx/\vpdV
ﬁ vAY=0
D - - Dx - — Dv
or otra parte: —| xAvpdV = — AV+XA— | pdV
poro Sl Fapar = [iiagtp

con lo que, agrupando términos, queda:

IV;/\(E+diV[O'])dV+IVZj: e_,./\ZdV=IV;/\g—fpdV

_ 3 _
como b+div[oc]=p % se sigue que debe cumplirse Z ent, =0
t 1

7

c.q.d.

4.7.2. Teorema del momento cinético para un volumen de control espacial

También en este caso, en muchas aplicaciones practicas resulta mas conveniente traba-
jar sobre un volumen de control fijo en el espacio. Para ello debe transformarse el se-
gundo miembro de la forma integral por aplicacion del teorema de Reynolds:

-7 =

Jxnbavef safdssf xntas=[ < (xnvp)ar ] xavp(v'xn)ds

Asi mismo, las integrales del primer miembro se evalian sobre el volumen de control
fijo puesto que en el instante analizado coincide con el volumen de control material de
referencia. Esta es la forma integral del teorema de momento cinético para un volumen
de control espacial.
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4.8. Condiciones de equilibrio para un medio continuo

El equilibrio de un sistema es un caso particular de la dindmica para el que no existe
movimiento. En el capitulo 1 se definio el equilibrio en una referencia de estudio como
el estado de reposo mantenido en dicha referencia. La condicion necesaria y suficiente
de equilibrio para un sistema de particulas era que cada una de las particulas estuviera
en equilibrio.

También se vio que la condicién de suma de fuerzas y suma de momentos exteriores
nulas era necesaria y suficiente de equilibrio solo para un sélido rigido, siendo condi-
cion necesaria pero no suficiente para un sistema de particulas, y por tanto también
para un medio continuo.

La condicioén necesaria y suficiente de equilibrio para un medio continuo, de forma
semejante a como sucede en un sistema de particulas, consiste en garantizar el equili-
brio de todos y cada uno de sus elementos infinitesimales de volumen. Seguidamente
se establece dicha condicién para los puntos interiores y periféricos del medio conti-
nuo.

4.8.1. Condiciones de equilibrio para un punto interior

La condicion de equilibrio de fuerzas para un punto interior es un caso particular del
principio de la cantidad de movimiento que corresponde al caso de aceleracion nula. En
consecuencia la condicion de equilibrio para un punto interior es:

div[a]+l_9=0

La simetria del tensor tension por su parte garantiza el equilibrio de momentos sobre el
elemento infinitesimal de volumen.

4.8.2. Condiciones de equilibrio para un punto del contorno

Al estudiar las condiciones de contorno de las tensiones, se aplico el principio de la
cantidad de movimiento a un tetraedro infinitesimal ubicado en la superficie. El equili-
brio de dicho tetraedro se obtiene de anular el término de aceleraciones, sin embargo
éste no interviene en el resultado final por tratarse de un infinitésimo de orden superior.
Por tanto la condicion de equilibrio para un punto del contorno coincide con la propia
condicion de contorno:

[o]n=r

La simetria del tensor tension por su parte garantiza el equilibrio de momentos sobre el
elemento infinitesimal de volumen.
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4.9. Trabajo y potencia de las fuerzas exteriores

Atendiendo a la definicion clésica de trabajo de una fuerza, el trabajo realizado por las
fuerzas exteriores sobre el medio continuo puede evaluarse a nivel infinitesimal como
el producto escalar de la fuerza por un incremento de corrimiento de magnitud infinite-
simal.

Asi pues las fuerzas intensivas de superficie, aplicadas sobre dS, realizaran un trabajo
infinitesimal dado por: e
o T = du xfdS

Mientras que las fuerzas intensivas de volumen, aplicadas sobre dV, realizardn un tra-
bajo infinitesimal dado por: o
or; =du xbdV

El trabajo infinitesimal total realizado sobre el medio continuo por las fuerzas exterio-
res en un incremento del campo de corrimientos vendra dado por la suma de todos los
trabajos realizados sobre cada dS'y cada dV:

-7 — -7 - -7 =
dr=[ du xfdS+[ du xtdS+[ du xbdv

En esta expresion, y a efectos de obtener una expresion mas general, se ha afadido el
trabajo realizado por las tensiones sobre una hipotética superficie frontera entre el
fragmento de medio continuo analizado y el resto del medio colindante con él.

El trabajo infinitesimal no tiene porqué ser la diferencial exacta de ninguna funcion
puesto que es sabido de fisica elemental, que el trabajo finito realizado por una fuerza
al desplazarse su punto de aplicacion entre dos puntos en el espacio depende del ca-
mino seguido en el desplazamiento. Por este motivo, y por el hecho de trabajar con
cantidades finitas en lugar de magnitudes infinitésimas, se introduce el concepto de
potencia.

Atendiendo a la definicion clasica de potencia instantanea de una fuerza, la potencia las
fuerzas exteriores sobre el medio continuo puede evaluarse como el trabajo realizado
por unidad de tiempo, siendo la potencia una cantidad finita. Asi pues las fuerzas inten-
sivas de superficie, aplicadas sobre dS, realizaran una potencia dada por:

SP.=v x[dS

Mientras que las fuerzas intensivas de volumen, aplicadas sobre dV, realizaran una
potencia dada por:

—r -
0P =v xbdV
La potencia total realizada sobre el medio continuo por las fuerzas exteriores en un

instante dado es la suma de todas las potencias realizadas sobre cada dS y cada dV en
dicho instante:
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-7 — -7 - -7 -
P =[ v xfdS,+[ v xtdS+[ v xbdv
En esta expresion, y a efectos de obtener una expresion mas general, se ha afadido
también la potencia realizada por las tensiones sobre una hipotética superficie frontera
entre el fragmento de medio continuo analizado y el resto del medio colindante con él.

4.10. Teorema de las fuerzas vivas. Energia de deformacion
4.10.1.Forma diferencial del teorema de las fuerzas vivas

Como se vio en el capitulo 1, el medio continuo puramente mecéanico es una forma
limite de un sistema de particulas que interaccionan, siéndole también aplicable el
teorema de las fuerzas vivas. Por tanto el trabajo de las fuerzas exteriores mas el traba-
jo de las fuerzas interiores, realizados en un intervalo de tiempo dado, debe ser igual al
incremento en la energia cinética del medio en dicho intervalo. Enunciado en forma
instantanea, el teorema de las fuerzas vivas establece que, en cualquier instante, la
suma de la potencia de las fuerzas exteriores mas la potencia de las fuerzas interiores es
igual a la velocidad de variacion de la energia cinética del sistema en dicho instante.

Es interesante analizar la forma diferencial del teorema de las fuerzas vivas, aplicado a
un elemento infinitesimal de volumen material totalmente interior al volumen de con-
trol, puesto que de este desarrollo surge una expresion para la potencia y el trabajo
realizados por las fuerzas interiores.

Las fuerzas actuantes sobre el elemento infinitesimal de volumen son las asociadas a
las tensiones internas actuantes sobre cada una de sus caras mas las fuerzas de volumen
actuantes sobre el centro de gravedad de dV (Ver apartado 5.6.1.). La potencia total
desarrollada sobre el elemento se obtienen sumando la potencia asociada a cada tér-
mino. Para ello resulta util considerar las caras del elemento por pares orientados segin
cada uno de los ejes de referencia. Por ejemplo, si tomamos las caras perpendiculares al
eje 1 se tiene:

A
)

oF, :v_l,T X(E+d2) dx, dx, —\TIT Xdez dx,
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reordenando:
J— — —_ —\T =
0B, =v, xdt dx, dx3+( Vy_Vl) xt, dx, dx,

pero:

con lo que, eliminando infinitésimos de orden superior:
et -r - -7 —
v, xdt dx,dx, =v xdt dx,dx, =v xdt dS,

Ademas, al ser 1 y 1' dos puntos infinitamente préximos sus velocidades se relacionan
del siguiente modo:

- :;Ad;+[D]dg:(zAg+[D]aj dx,

Aplicando estos resultados a todos los pares de caras y sumando la potencia de las
fuerzas de volumen, se obtiene la expresion de la potencia de las fuerzas exteriores
actuantes sobre el elemento infinitesimal de volumen:

oP

ext

_r _ 3 _ 3 (= _ N\ _
:vTdeV+Z vT><dt,. dS,.+Z(a)/\ei+[D]el) xt, dV =
1 1
—r — 3 (= ro_
=|v x(div[a]+b)+2(a)/\e+D] j xt, |dV
1

y por otra parte es facil comprobar que:

. T
(‘0/\ ezj Xty =0,W,, =0,y

. T
(w/\ eaJ Xty =03 W5 + 0,0y,

3 = N\T _
y en consecuencia Y| (a)/\ e,.) xt, =0 o lo que es equivalente 7, ( ][] ) =0
1

El término Zj: ( [D] e_i)T x1. esiguala f, ([D][a])z[a]:[D]
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Con lo que finalmente se llega a la siguiente expresion para la potencia de las fuerzas
exteriores al elemento infinitesimal de volumen:

5 P, =[v" x(div[o1+B)+[o]:[D] |av

ext

Por otra parte, la energia cinética para el elemento infinitesimal de volumen es:

1 1
SE.=—dM v} =—pv* dV
cT5 2/9

Su derivada material puede escribirse como: DE (5 E.)=v "xp %d v
t t

D
ya que al ser dM constante: p dV = cte. y D1 (pdv)=0

_ Dv
Del principio de la cantidad de movimiento se tiene: div[c]+b=p Fv
t

Multiplicando ambos miembros por la velocidad y operando en el segundo miembro:

-7 - T Dv 1 D
di b) = —=——(J0F
v x(div[o]+b)=v xp T Dt( )

Por tanto la potencia de las variaciones de las fuerzas de superficie al pasar de una cara
a otra mas la potencia de las fuerzas de volumen es igual a la velocidad de variacion de
la energia cinética.

Al aplicar estos resultados en la formulacion del teorema de las fuerzas vivas para un
elemento infinitesimal de volumen se tiene finalmente:

5P, +v x(din[o]:[D]dV =%

Es decir, la potencia debida a las fuerzas de volumen y a las variaciones de las tensio-
nes se emplea en modificar la energia cinética del elemento infinitesimal de volumen,
mientras que la potencia desarrollada por la parte autoequilibrada de las tensiones es
igual y cambiada de signo a la potencia desarrollada por las fuerzas interiores.

4.10.2.Potencia de tension

Se define la potencia de tension como la potencia de las fuerzas interiores cambiada de
signo (la potencia de tension es potencia entregada al medio mientras que la potencia
de las fuerzas interiores es potencia entregada por el medio). La potencia de tension
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puede evaluarse a partir de las tensiones y del campo de velocidades de deformacion del
siguiente modo:

S P, =[o]:[D]dV =-5F,

nt
En forma desarrollada la potencia de tension por unidad de volumen es:

oP .
[O-] : [D] = 0-11D11 + O-zzDzz +O—33D33 +2 (O-IZDIZ +‘713D13 +O—23D23 ) = d_VU ZPJ

La potencia de tension sobre un fragmento finito del medio continuo resulta de integrar
este resultado a todo su volumen:

P, =[ [D]:[c]aV

Es interesante observar que si se descomponen [o] y [D] en sus componentes esférica

y desviadora, y teniendo en cuenta que las trazas de las componentes desviadoras son
nulas, puede expresarse la potencia de tension como suma de dos términos.

P, = [0,1:[D,1dV + [ [s]:[d1dV

donde el primer término esta asociado a la potencia de cambio de volumen del medio y
el segundo a la potencia de cambio de forma.

4.10.3. Forma integral del teorema de las fuerzas vivas

La energia cinética del medio continuo es igual a la suma de las energias cinéticas de
cada uno de sus elementos infinitesimales de volumen por lo que puede escribirse:

1 ) r 1 2
5EC—EPV dv = EC—J.VEpv dv

En consecuencia la forma integral de la version instantanea del teorema de las fuerzas
vivas para un volumen de control material puede expresarse como:

P

int

+P

ext

=—IV[U]:[D]dV+IS;TxidSi+IS‘17/Tx?dSe+IV;Tx5dV=§J‘V%pvz dv

NOTA: estaexpresion puede deducirse directamente a partir del principio de la cantidad
de movimiento simplemente multiplicando ambos miembros por v, integrarlas sobre
un volumen de control material V y realizar una serie de operaciones matematicas.

Transformando la derivada material por aplicacion del teorema de Reynolds se obtiene
la forma integral de dicho teorema para un volumen de control espacial:
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B+B, =], %%( pv)av+| %pvz(;TxZ)dsc

4.10.4.Energia de deformacion

Se define la energia de deformacion como el trabajo realizado contra las fuerzas inte-
riores entre dos configuraciones del medio continuo. De forma analoga, el trabajo infi-
nitesimal realizado contra las fuerzas interiores entre dos configuraciones infinitamente
proximas recibe el nombre de incremento de energia de deformacion. El incremento de
energia de deformacion no depende de los corrimientos absolutos sino sélo de los co-
rrimientos relativos entre particulas por lo que puede expresarse en funcion de los ten-
sores de tension y de incrementos de deformacion. Para ello basta multiplicar por dt la
expresion encontrada anteriormente para la potencia de tensiéon ya que, como se vio en
el capitulo 2:

de, = D,dt
En forma desarrollada el incremento de energia de deformacioén por unidad de volu-

men, o densidad de energia de deformacion, es:

. av =0,dé, +0y,de), todey, +2(612d€12 to,de; + 0-23d523)

El incremento de densidad de energia de deformacion suele escribirse abreviadamente
como:

dE; = tr( [o] [dg]) =[o]:[de]

El incremento de energia de deformacion sobre un fragmento finito del medio continuo
resulta de integrar este resultado a todo su volumen:

dE, = | [o]:[ds]dv

Igual que en el caso de la potencia de tension, el incremento de energia de deformacion
puede descomponerse en un término de energia de cambio de volumen y otro de energia
de cambio de forma:

dE, = [ [o,]:[dz,]aV +] [s]:[d e]dV

donde dE; =[o,]:[d¢,] es el incremento de densidad de energia de cambio de volu-

men. y dE =[s]:[d e] es el incremento de densidad de energia de distorsion, o de
cambio de forma.
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4.11. Teorema de las potencias virtuales

La potencia de las fuerzas exteriores para un volumen de control material ¥ se expresa
como:

ext

& :IVFTX(div[a]”_’)*["]i[Dﬂ av=[ v xrds+[ v xfds,+[ v xbav

De aqui, introduciendo el principio de la cantidad de movimiento, puede evaluarse la
potencia de tension como:

M"HD]”’V:fs,;TdeSﬁfsCrx7dse+jy;rXEdV—IV;Tng_EdV

Donde la ultima integral del segundo miembro puede interpretarse como la potencia
generada por las fuerzas ficticias de inercia. Esta expresion es valida para cualquier
campo virtual de velocidades fisicam

siendo [D*] el tensor velocidad de deformacion asociado al campo de velocidades

virtuales.

Evidentemente si el medio continuo estd en equilibrio el término asociado a las fuerzas
de inercia desaparece.

Esta misma expresion multiplicada por df da lugar al teorema de los trabajos virtuales,
sin mas que substituir las velocidades virtuales por corrimientos infinitésimos virtuales

: =T s T = =T o7 —7_ Dy
fV[a]:[dg]de.[S'du xtdsf+jsﬂdu ><dee+J'Vdu xdefj'Vdu xpdv

donde el primer miembro es el incremento virtual de energia de deformacién asociado
al campo de corrimientos virtuales impuestos.

4.12. Primer principio de la termodinamica
El teorema de las fuerzas vivas establece el principio de conservacion de la energia, o

primer principio de la termodinamica, para un sistema totalmente mecanico. La expre-
sion antes deducida para la version instantanea de dicho teorema,

%jémz av+[ [o]:[D]av =] v'xids+[ v xfds,+] v’ xbav

puede expresarse de forma compacta del siguiente modo:

DE, DU
—t—= ext
Dt Dt
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donde U es la energia mecénica interna asociada al proceso deformacional

D
pu_,
Dt

En este enunciado del teorema de la conservacion de la energia se contempla solo la
existencia de energia mecanica. Dicho planteamiento resulta limitativo para el estudio
de medios continuos en los que esté también presente energia en forma de calor y en
los que exista una cantidad significativa de energia como consecuencia de la cinética
molecular (movimientos microscopicos de las particulas entorno a sus movimientos
promedio). También son de importancia casos mas generales en los que se aporta al
sistema energia de otros tipos como son la energia debida a campos electromagnéticos,
energia debida a reacciones quimicas o nucleares etc.). En todos estos casos el primer
principio de la termodindmica debe ser generalizado para incorporar otras formas de
energia distintas de la mecanica.

En el caso de un medio termomecanico, dicha generalizacion se realiza incluyendo en
U la energia derivada de la cinética molecular y considerando la energia aportada en
forma de calor. La expresion instantanea del primer principio de la termodindmica
toma entonces la forma:

DE, DU dQ
+ = ext+
Dt Dt dt

Se define la energia interna especifica u a partir de la expresion

U:J.V pudV

y el calor aportado al medio por unidad de tiempo
a0
dt

Se considera como la suma de dos componentes:

— Calor generado en el volumen, caracterizado por la funcién que expresa la generacion
de calor por unidad de masa y tiempo

L/pZdV

— Calor saliente a través de la superficie exterior del medio, caracterizado por el vector
de flujo de calor por unidad de area y tiempo

—js g xndsS
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introduciendo estos conceptos en la expresion del primer principio de la termodinamica
para un volumen de control material, se tiene:

D : D
D_tJV p%dV—i—D—tJ.VpudV:
=js;Tx;dS,.+J‘S’;T><7dSe+J.V;T><Z_)dV+J‘V pz'dV—jS gxndS

o lo que es equivalente, teniendo en cuenta la expresion deducida en 4.10.1 para 5 P,
y transformando la integral de superficie

-7
js q xndS
en una integral de volumen por aplicacion del teorema de Gauss.
-T Dv Du -T = . .-
va xpEdeLJ‘VpEdV =‘[V[v x(b+d1v [O‘])+[G]Z[D]] dV+IV(pz—d1Vq)dV
Entonces, considerando el principio de la cantidad de movimiento, queda:
[ p&dV:I [o]:[D]dV + (pz-divy)dV
v Dt v ’ v q

expresion que debe ser valida para cualquier volumen de control material, por lo que:

p%z[a]:[D]+pz’—div¢7

y que para un volumen de control espacial toma la forma:

o(pu)
ot

+div(pu;)z[a]:[D]+pz'—divc7

NOTA: ver el apartado 4.3. para la transformacion del primer miembro de esta igual-
dad
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Modelos constitutivos materiales

5.1. Introduccion

En el capitulo anterior se presentaron una serie de ecuaciones fundamentales cuya
formulacion es genérica y Unica para cualquier medio continuo. En este capitulo se
introducen las ecuaciones constitutivas que complementan a las anteriores en la des-
cripcion fisicomatematica del medio, y que permiten diferenciar a un medio continuo
de otro. Las ecuaciones constitutivas expresan a escala macroscopica, los comporta-
mientos derivados de la naturaleza interna de la materia.

Existen diversos tipos de ecuaciones constitutivas, las que describen la conduccion del
calor, como la ley de Fourier, las que usa la termodinamica para describir el estado del
medio, o ecuaciones de estado, que relacionan las variaciones de presion, volumen y
temperatura, las que describen el comportamiento tenso-deformacional a temperatura
constante, y otras mas especializadas como por ejemplo las que miden el dafado in-
terno del material a consecuencia de un proceso de deformacion o fatiga, etc..

La gran variedad de comportamientos posibles en los materiales reales hace que no sea
posible, ni tan solo deseable, escribir ecuaciones constitutivas genéricas. Es mucho mas
conveniente escribir en cada caso ecuaciones que describan de forma adecuada los
comportamientos de interés, hasta un nivel suficiente para la aplicacion.

La clase de ecuaciones constitutivas mas importante desde el punto de vista puramente
mecanico es la formada por las ecuaciones de comportamiento material, cuyo objetivo
es caracterizar macroscopicamente la relacion existente entre las fuerzas internas de
interaccion entre las particulas y la cinematica deformacional del medio. El presente
capitulo se dedica basicamente a ésta ultima categoria de ecuaciones constitutivas.

5.2. Modelos constitutivos materiales elementales

Los modelos constitutivos materiales reflejan las relaciones existentes entre tensiones,
deformaciones y velocidades de deformacion, expresando las caracteristicas internas
del material en forma de propiedades macroscopicas que intervienen en dichas
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relaciones. Estas ecuaciones pueden resultar tremendamente complejas si se pretende
abarcar todos los detalles del comportamiento mecanico y termodinamico del medio.
Por ello se han desarrollado diversas versiones simplificadas de las mismas que descri-
ben so6lo los comportamientos de interés en cada caso, hasta un grado de aproximacion
que se considera suficiente para el objetivo del andlisis. En este sentido hay que desta-
car que una excesiva simplificacién puede ocultar efectos de interés mientras que una
complicacion excesiva supone un esfuerzo de analisis inutil, siendo preciso llegar a un
justo equilibrio.

La representacion grafica mas simple de una ecuacion constitutiva es el clasico resulta-
do de un ensayo de traccion. Como puede verse en la figura incluso en este caso se
aprecia ya el efecto de las variaciones de temperatura y de la velocidad de deformacion.

. 71 (¢ =cte)
e T(T = cte.)

v

El efecto del tiempo es importante y puede ejemplificarse analizando el comportamien-
to de un material sometido a un nivel de tensién constante durante un tiempo limitado,
tal como se muestra en la figura siguiente:

Un material perfectamente elastico (curva e de la figura) responde de forma practica-
mente instantanea a la aplicacion de la tension, y si esta se mantiene constante la de-
formacion también lo hace. Cuando la tension desaparece el material recupera
totalmente su forma inicial, siendo nula la deformacion permanente. Se trata de un
proceso reversible.

Si el material presenta un comportamiento elastopléstico (curva p de la figura) la de-
formacion aumenta de forma relativamente rapida, aun manteniendo la tension constan-
te, hasta alcanzarse un valor de saturacion en el que dicho aumento se detiene. Al
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desaparecer la tension la parte elastica de la deformacion se recupera de forma practi-
camente instantanea pero el material no recupera su forma inicial, quedando una de-
formacion plastica permanente. Se trata de un proceso parcialmente reversible.

Un material viscoelastico (curva v de la figura) presenta, ademés de la deformacion
elastica practicamente instantanea, un aumento sostenido de la deformacion en el tiem-
po a tension constante. Al desaparecer la tension la parte elastica de la deformacion se
recupera de forma practicamente instantanea, pero el material no recupera su forma
inicial hasta transcurrido un cierto tiempo durante el que se produce la relajacion de la
deformacion remanente. Esta recuperacion puede ser total o no, en cuyo caso se dice
que el comportamiento es viscoelastoplastico.

Este tltimo comportamiento es el mas general puesto que incorpora a todos los anterio-
res. Sin embargo en la practica, y por las razones argumentadas anteriormente, se ma-
nejan aproximaciones independientes para cada tipo de comportamiento. Dichas
aproximaciones se construyen a partir de tres comportamientos basicos, simbolizados
por los tres elementos mecanicos discretos de la figura siguiente:

(elemento elastico) (elemento viscoso) (elemento de rozamiento)

El muelle representa a las fuerzas interiores conservativas, dependientes de la distancia
entre las particulas del medio. El amortiguador viscoso representa a las fuerzas disipa-
tivas internas que son funcion de la velocidad relativa entre particulas. Por ultimo el
elemento rozamiento representa a las fuerzas internas necesarias para generar desliza-
mientos irreversibles en la estructura del material.

Las ecuaciones constitutivas resultantes pueden agruparse en dos grandes familias en
funcion de la influencia o no de la variable tiempo en el comportamiento del medio.
Dentro de cada una de estas familias pueden realizarse a su vez dos subdivisiones: La
primera en funciéon de que el comportamiento sea isdtropo (iguales propiedades meca-
nicas en cualquier direccion alrededor de un punto) o anisétropo (no isétropo); la se-
gunda en base a la linealidad o no de las relaciones resultantes entre los parametros que
definen el modelo.
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Todos estos modelos constitutivos unidimensionales pueden ser generalizados a los
correspondientes comportamientos tridimensionales.

MODELOS ATEMPORALES MODELOS TEMPOERALES

wo M F | T
Hooke \45 i \45

- Comporfamiento viscoso
Maxwell

St. Venant =T FI: T Anr—
s

- Comporfamiento perfectamente pldstico

F
Prandlt W —
5 Eelvin

- Comporfamiento eldsfico ¥ perfectamente pldstico

mes o T | e
Burger
&
- Comporfamiento elasfo-pldsfico blineal
L vnmn

- Compottamiento visco-elasto-pldstico

- Comporfamiento eldsfice Iineal

Comportamiento visco-eldstico

5.3 Postulados basicos de las ecuaciones constitutivas materiales

Se admite que cualquier ecuacion constitutiva utilizada para la descripcion del compor-
tamiento material debe verificar los siguientes criterios:

1°) Principio de determinismo del estado de tension: El estado de tensién en un medio
continuo queda determinado por la historia temporal de su cinematica.

En el caso particular de los medios solidos elasticos y de los fluidos este principio se
relaja admitiéndose que el estado de tensién depende sdlo de la cinematica instantdnea
desapareciendo cualquier incidencia de su historia anterior.

2°) Principio de la acciéon local: El estado de tension en un punto depende solo de la
cinematica en el entorno del mismo.

3°) Principio de indiferencia frente a cambios de referencia: Las ecuaciones constituti-
vas deben ser invariantes frente a cambios de referencia.

4°) Principio de admisibilidad fisica: Las ecuaciones constitutivas deben ser compati-
bles con el primer y segundo principios de la termodinamica.

Estos postulados puramente mecéanicos se complementan con otros derivados de consi-
deraciones termodinamicas, utiles para el estudio de medios continuos sélidos.
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- A+10C 11 C=-2/10
- punto Q (0,10) %(0,10)= = mm =

D+10F 10 F=0
. = 13-0,2X,
Por tanto, el campo de desplazamientos es: u(X) =
10 + 0,1,
2) La transformacion es invertible si:
0+1 -02 O
J=det[F]=det[M]+[1]]=] 01 0+1 0 |=102%0
0 0 0+1

OK
La transformacion es fisicamente posible si: J = det[F ] = det[[M ] + [[ ]] =1,02>0 OK

3) La condiciéon matematica de invertibilidad de un sistema es que el jacobiano no se
anule. Por otro lado, se demuestra que el jacobiano de la transformacion es igual a la
relacion de volimenes final e inicial de cada dV, o, por el principio de conservacion de

v _p
avy p

puede ser nunca negativa, porque no pueden existir densidades, masas o volumenes
negativos, por tanto, tiene que ser siempre positiva.

la masa, igual a la relacion inversa de densidades: J = . Esta magnitud no

4) La deformacion volumétrica unitaria es:

av—dv, dv P02 0
g =m0 =" _N=|J|-1=|F|-1=|[M]+[1]|-1=]0,1 1 0-1=
e (e UM O s

=(1+0,02)-1=0,02
El volumen aumenta un 2%, independientemente de la particula considerada.

No existe movimiento en direccion 3, por tanto, las variaciones de superficie son pro-
porcionales a las variaciones de volumen.

Asi, la superficie final del cuadrado p-g-r-s es un 2% superior a la superficie inicial:
Sﬁnal = Sinicial (1 + 0’02) =102 mm2

5) Las longitudes finales de los lados son:

pg=+10" +2% =10,198 mm



Soluciones %

pr=+10" +1%> =10,050 mm

6) El angulo final
A 2 1
pqr=90°+arctan —O) - arctan%) =90+11,3-5,71=95,59°=1,668rad

Suponiendo transformacion infinitesimal:

0 0 0
i+i+i:0+0+0:0.N0 hay cambio de volumen

o gV:tr[g]:aX X, ox.
1 2 3

8) pr=PR(+&,)=10-(1+0)=10

pg=PO(+&,)=10-(1+0)=10. No hay variacion de longitudes.

A A VA 1
9) pqr=POR-2¢, =3—2—[

%;&j 7
2

e :E—(—0,2+0,1):1,67 rad = 95,73°
2 1

10) Las direcciones principales son las que no experimentan distorsion angular.

Las deformaciones longitudinales de los ejes 1 y 2 son iguales; por tanto, las direccio-
nes principales estan a 45° de 1 y 2. El cuadrado inscrito en PQRT debe estar a 45°.

El error que se comete es debido a que el Q N
tensor deformacion, definido bajo la hipo- \
tesis de transformacion infinitesimal,
supone que las rotaciones son infinita-

P R

mente pequefias y, por tanto, aproxima las
variaciones de longitud a las variaciones

proyectadas sobre la direccion considera-
Ou;

da —yau" aproxima a sus tangentes las
0X; P g oX

T . .y . J
variaciones de orientacion relativa.

____________________________________
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Problema 4

u, =X Xt T
u, =X, Xt

u, =0 ‘

1) La transformacion es fisicamente posible si J> 0:

1+ Xt Xt O
J=detfJ]=det[F]=| Xt 1+X¢ 0=1+(X,+X,)t>0 para cualquier particula
0 0 1

(X7 y X,> 0) y para cualquier instante de tiempo (¢ > 0).

14
2) El jacobiano de la transformacién es J =——= ) ;asi, p= P P
vy, p J 1+ (X, + X))t

para el punto central (X; = X, =500 mm) y, para ¢t = 10 s, tenemos J = 1,001

P, _3.000 kg/m’

=0 = =% -2997 kg/m’
J 1,001
(X ik
o= 1 . .
3) v(X ,f)=%= X, X, no depende del tiempo ni de X , - Las particulas se
0

mueven a velocidad constante y paralelamente al plano 1-2.

XX, 1
Para t=10"s, tenemos i =4 X, X, (10°=¢1mm,y
0 0
X,x,| [10°
Ve =4 X, X, 0 =310 tmm/s , (i, =tiy =ti, =V, =V, =V, =0)
0 0
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4) Como las funciones de desplazamiento son lineales, la diagonal continuara siendo
una recta. Por tanto, podemos deducir geométricamente su longitud final a partir de las
posiciones finales de sus extremos (el punto A no se desplaza, el punto C se desplaza 1

mm en las direcciones 1 y 2; por tanto, la longitud final es 1.001\/5 mm )

Alternativamente, integrando la deformacion longitudinal unitaria:

[, =1, +Al = 1.000~/2 + JngCdZAC

&, =Xyt En =Xt &;=0 &, =%(X1 +X2)t E3=6,=0
X, X, +X,)/2 0]|1/2
Zie ={me} [el{nc} ={UN2 132 o) (x,+x,)e02 X 0[{1/32}=
0 0 ol o
:(X1+X2)t

como la diagonal AC es larecta X; = X,, y parat= 10 s, tenemos &0 =2X,1 0°.

Finalmente, con dlyc Z\EdX' :
X,=1000 1.000?
I =1, +Al=1.00082+ [ (2X,10°)2dX, =1.00052 + 242107 - =
X,=0

=1.001v/2 =1.415,6 mm

5) Calculamos el tensor tension a partir del tensor deformacion y las ecuaciones de
Lamé:

Ev

A=——  =40.385N/mm? = =26.923 N/mm’
(1+v)1-2v) 2(1+v)

o, = A&, +2Gsg, = (AX, + X,) + 2GX,) )t oy, =2Gsg, =G(X, + X,)t

0y, = A&y +2Ge,, =(AUX, + X)) +2GX, )t 03 =0, =0

Oy =As, =X, + X))t

Puesto que todas las funciones de tension son linealmente crecientes con las X (siempre
positivas), la tension normal maxima o; (material fragil) aumenta con las X.

Asi, el punto de la placa donde las tensiones son mas elevadas es C (X; = X, = 1.000
mm).
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Parat=10"s:
1346 538 0
[0]=| 538 1346 0 |N/mm?
0 0 808
A°

53,8

o; = 134,6+53,8 = 188,5 N/mm*

53,8

la tension principal méxima es o, =188,5 N/mm®. El coeficiente de seguridad es

Y= o, _O. _ 300 _16
. O, 1885
Problema 5
1) =%(Xt) X=X@&1)
ul =x1(1—6_t) =x1_X1 Xl =x16_t 9 xl =X1€t
uz :xz(l_et) =X2—X2 XZ =x26t 9 xz =X26_t
u3=0 =X3—X3 X3=X3 9 X3=X3
et 0 O
2) det[F] = et 0| =1>0,siempre es fisicamente posible
0 0 1
= Xlet xl a v
3) 9(X,t) ={-X,et{ > V(X t) = {—xz} > =-2+ ’] —1 0
0 0 6x] 6xl

La velocidad de deformacion longitudinal de las direcciones de referencia en cualquier
punto del espacio es de £100% por segundo (dirl: alargamiento, dir2: acortamiento) y
la velocidad de deformacion transversal es nula.

et 0 0
4) [C]=[F]"[F]=|0 e2t 0]
0 0 1
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Las direcciones de referencia no se distorsionan, son principales; por tanto, la maxima
distorsion la experimentaran sus bisectrices (1’ y 2). El valor del angulo final

Lo 1 1
. _ Nll[C]NZI = 1 = 1
¢: cos(¢p) = v ,donde N = {l}ﬁ y Ny = {_1}\/5
0 0
2t -2t
% e~2t _ g2t
cos(¢) = e2t ; g2t g2t T et
2

. .y , . T
la distorsion angular sera, en radianes: ¢ — 3

5) Para t = 0,1 s las ratios de extension de los ejes son A, =e®t =11y 1, =
e~ %1 =0,9. Por tanto, las longitudes finales de los lados son 1,1 mm y 0,9 mm. Los
angulos se mantienen rectos y el volumen se conserva porque el determinante del jaco-
biano es siempre 1. La deformacion

2
- (’ 1
i ,u |, 1
3 172
i X, (et = 1) tow ouq [ef-1 00
= _ _ _ i il _ _
6) u(X,t) ={x,(e"t - 1) [e]—Ea—Xj—i-a—Xi— 0 et—1 0
0 i 0 0 0
1 iones de Lamé, A= ———— G=—
y con las ecuaciones de Lame, A = ——r— = S0
96,7 0 0
[o] =[ 0 —85,4 0 ]
0 0 1,14
Las fuerzas de volumen son nulas V[o] + b=0
DA
N
1

7) Tmax = 91 N/mm?
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Problema 6

1 E=2-10*MPa
u=-—XJX,

R

1 2 v 2
u,=—X +—(X; -
2 R ZR( :

1%
“3—EX2X3

R h b L

Datos: 10° 100 100 1.000

1) Tensor deformacion

1 1 1 1
én =%=_le En =7 oy +% :_(__X1+_X1):0
o0X, R 2\ 60X, oX, 20 R R
P VTR TR
0X, R 2\ 0X, 0X,
{,‘33: aug, :EXZ 52321 %_}_% :l _2X3+2X3 :0
0X, R 2\ 0X, 0X, 2\ R R
vX
= 0 2 0
[¢] X
0 vX,
R

2) Deformacion transversal maxima

& —€&m _ X, h
= =—=(l4+v)=—(0+0)=0.003
&mix 2 2R( ) 4R( )

3) Lugar geométrico donde se produce g,

Caras superior ¢ inferior,
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donde X, es maxima y minima: ¥
X,=h2 'y X;=-h2 T

oy =AME + &y +833) +2G, =Ag,(1-20) +2Gsg,, =6, E []=| o 0 0

4) Tensor tension

Oy =AE) +Ep +&53) +2Gey, = Ag,(1-20) - 2Gveg,, =0 0 0 0
O3y = A&, + 65 + &33) +2G&,;, = A, (1 -20) —2Gvg,, =0

5) Tensiones maximas de traccion y de compresion
Traccion (>0) méaxima cuando X, es maxima y negativa:
X,=-h/2 o,=Eh/2R =100 MPa

Compresion (<0) maxima cuando X, es maxima y positiva:

X,=h/2 oy =-Eh/2R =100 MPa

6) Lugar geométrico donde se producen

X
Caras superior (compresion)
—_— -

e inferior (traccion) ';

7) El vector rotacién
a,lzl %_% zl 2)(34_2)(3 =UX3
210X, 0X,) 2\R R R
1( Ou,  Ou, R
W, =— -— (=0 = _
? 2[6)(3 6XJ o=y 0

o =[G _om | 1L 1y )X
20ax, ox,) 2\R R R
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8) Lugar geométrico donde se dan las maximas componentes de rotacion

vX / + b
o =i/ _ b/ _ 10001
méx R AR rad (para X;=+b)

X,/ 41
o, . = lmax/:— = 40,05
i R AR rad (para X; =+ L)

0 0
9) Giro de los puntos A(L,0,0) y B(L,0,0) @&,=9 0 j(rad 4 =4 0 lrad
-0,05 0,05
o, =-0,05
X é
o : []
o o X
TP
o (o]

e

w; = —0,05 o, = 0305 w; = O’OS

10) Coeficiente de seguridad

o, 260 260 260

Vs = = = ==—=26 (para los valores extremos de
o, EX,u/R ER/2R 100 X, =+ hi2)

Problema 7

1) u, =aX, +400107° X,

u, =—90010° X,
u, = X;c+bX, —d200107° X,

Deformacioén plana (plano 1-2):



o
L S b= 2 9% ) (4001070 —d20010°)=0  d=2
ox, ox, ox,
£y = ou, +8u3 b0
ox, ox,
No hay deformacion volumétrica:
_Ow O O 90010 +c=0 a=900-10"
oX, oX, oX,
EA 1o _ow) 1fow o)
2lax, ax,) 2lex, ax,
o R 0 0 400
[Q)=| L[ S _ o 0 1o, _ou 1\l o o o |i0*
2lax,  ax, 2lax,  ox,
~400 0 0
l[%_aulJ 1[5”3_5%} 0
2lax, ox,) 2lax, ax, |
0
®=14400}10"° rad
0
—% 1{ Ou, +8u2 1 6u1+6u3 1
ax, 2lax, ox,) 2\ax, ox,
90 0 0 . .
; por tanto:
[e]=| id Oty Lfow 2w V1l o —900 0]us
ox, 2\ ax,  ax,
: 0 0 0
id id e
X,

Liinal = Do (1+€11) = 1,0009- /14 Lina = bo"(11€22) = 0,9991 by Ligina = 530

Como condicion impuesta en el enunciado, el volumen final debe ser igual al inicial.

3=3 */]\

Soluciones %
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E -
3) [G]zigl, []]+—[5] T = %, —0y _160.7+160.7 160,7 N/mm’
l+v ) 2 2
E A
0 =——&, =160,7 N/mm’
I+v

160,70 ol[YUN2] [160,7/42

E R
0'2*=m<€2*=—160,7N/mm2>t:[O']ﬁ: 0 -160,7 0{1/52}=1{-160,7/2
0 0 ofl o 0
E
3% =1—€3*—0
+v )

4) o, = mdx(IO',* ): 160,7 N/mm” Oy =27, =0, 0y, =3214 N/mm”

200 200
75 = W = 1’24 }/S = m = 0,62 ' Fallo eléStiCO!
A O A O+
200 200
2200 160,7]200  °" 2200 160.7 [200 "
-160,7 - --- 6 -160,7F-7-% Eallo eldstico!
200 200
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Problema 8

Superficie exterior libre de carga: tension plana

c —_

o, o, 0

a [O']: o, 0y 0
o= 0 0 0

2 11 a -
En=¢& & & 0
[5]: &n & 0

0 0 &)

1) Deformaciones transversales g de las direcciones a y b:

De &, obtenemos &, (g,=g»=¢,2):

g, &, 0 1/42
=i, =i'[ehi, (/N2 N2 0|e, & 0 J1/42l=
0 0 e, 0

5a/\/5+glz/\/5
=(1/\/5 1/2 0)‘ 8]2/\/E+6‘b/\/5 =€“+gb+g

> 12
0

&p =€ —% =464,29107°

c

2) Componentes intrinsecas normal o y tangencial 7, de los vectores tension 7,7,
(N/mm?)

Segun la ley de Hooke:
&n = _(0'11 - Vo'zz)
1
€ = E(O'zz - Vo'n)
e donde:
o, =0, —(1_—EV2)(5H +Vve,, ) =154,90 N/mm’

Oy =0, = (3, +vE, ) = -104,90 N/mm?
(1-v*)
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o, =1,=1,=2G¢, =75N/mm’

3) Componentes intrinsecas del vector tension con

_%:1=%m
2

j (N/mm?)

2
_0,10p 0, — 0y 2 _ |0
O gr = 5 * 2 +0), = -
I — 7 4 =150,00

=91 % s N/mm? (centro del circulo de Mohr)

o
tan6,_, =—=2

Oy — Oy

= 6_,.=15°

4) Tension normal de limite elastico o, (N/mm?) necesaria para ys = 1,5

Criterio de Tresca (%u4) 0, = )50, =527, =1,52150=450,00

O)*

450

O+

O)* __‘

-450 450 O

-450
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Problema 9

1) El estado de deformacion de una particula s6lo depende de los movimientos relati-
vos entre la particula y las de su entorno. No depende de los movimientos absolutos de
traslacion y rotacion.

2) “Superficie exterior libre de carga” = la direccion normal al plano de la lona es
principal 3* con o3«= 0 (tension plana).

1, —10 1. -10

En = &g = Epe = podemos resolverlo analiticamente o graficamente.
10 10
Analiticamente:
811 812 0 an 812 O
[g] - 812 822 0 - 812 822 O

&; es la deformacion longitudinal unitaria de la direccion i, variacién de longitud en
tanto por uno.

&; = &; son las deformaciones transversales unitarias de los ejes i y j en el plano i-;.

€ €5 0 |[cos60 \/5 3
g4 =NL[g]N,, =(cos60 sin60 0) e, &, O [{sin60;= 82"‘ ten ¥ % =g,
0 0 & o
En & 0 || cos60
T Y : o : Eon 3 3y
£ =N, [¢]N,, =(cos60 —sin60 0) &, &, 0 |<—sin60;= 4 B, P

2 4
0 0 &.|| 0

‘. Eop ~ €oc _ 2(‘90b + goc)_ €oa _ €oa + 2‘C’voc
De aqui: ¢, = \/5 &y = 3 = 3
v -v
3) &= —E(O'” +0yy) mmmmmmmmnn > &5 =E(€11 +&,,), lo expresamos en tanto por

ciento multiplicando por 100.

1 1
€1|:E(01|—0022) 52225(622_0071)

Soluciones %
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4) Los ejes de las elipses corresponden a los diametros extremos, o sea, deformaciones
extremas (deformaciones principales). Las direcciones de los ejes de las elipses corres-
ponden a las direcciones principales (VEP del tensor deformacion).

Del circulo de Mohr se ve claramente que la direccion oc es principal y, por tanto, su
perpendicular. Respecte oa forman 30° y 60°.

o, =&, +2Gs,

o, =&, +2Ge, =0,

oy =0

6) En el plano del dibujo (plano I-1) la 7,5 = (07 - 037)/2. Actlan sobre los planos con
normales a 45° de [y II. La distorsion angular asociada es, segun la ley de Hooke, g«
= Tnax (1+V)/E (0 bien gns=(g—¢&y)/2). La distorsion angular es del doble de este valor:
AO = (8] —811).




7) La ruptura por fragilizacion se produce en el plano donde actua la tension principal
maxima: 1

(ya calculada en el apartado 5).

'

II

8)oe=1504=150
Nota: El apartado 2 se puede también resolver graficamente:

Las direcciones oa, ob y oc forman inicialmente 60°, por tanto las componentes intrin-
secas de deformacion formaran 120° dentro del circulo de Mohr: dos de las deforma-
ciones longitudinales son iguales (&,=&y); por tanto, del dibujo se deduce que la
tercera es principal. El radio del circulo es:

Eop — &
& + R+ Rcos60 =g, =g, ; por tanto, R=2"2%—=

3

. Epn — €
&, =Rsin60 =—>2—=

V3

&, T2¢ G a0
&y =&, —2Rc0s60=—"2—"< [5] =&, &, 0
0 0 &
g
————— -8oa = €12

&
1204 ™" |4 .
:
1
1
1
1

Soluciones %
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Problema 10

1) Graficamente:

ve

Si las deformaciones longitudinales de tres direcciones contenidas en un plano son
iguales, también son iguales fodas las del mismo plano. El circulo de Mohr es un punto
(tensor circular).

Analiticamente:
3.000 ¢, 0
[8] =l ¢, 3.000 0 |us
0 0 e

3.000 &, 0[1/42
£,=3.000=(1/~2 1/42 0) & 3000 0 [{1/32
0 0 &l 0

&,=0

Para hallar &;; y el tensor tension, se aplica la ley de Hooke (superficie libre de car-
ga—tension plana):

1
3.00010°° = —(o,, —voy,) i
E3.0001
E =0, =0y =0, =0, =200 _ p5.000107 =
(1-v)
3.000107° = %(0’22 —voy,) =100 N/mm’
- )
3y = (0, + 0 ) = —2-3.00010™° = —4.000 ¢
E 1-v A7
A”
& = -4000 g =3000_ . >
g1=3000 o =0 o1 =0
o (N/mm?)




2) Es el elipsoide definido por los extremos de todos los vectores tension posibles, que

actian a través de todos los diferenciales de superficie posibles, alrededor de un punto
determinado.

En este caso, el elipsoide esta degenerado a una circunferencia en el plano 1-2.

3) Agrosor = grosor,¢,; =10-(—=4.00010~°) = 0,04 mm

4) o; = o;; actha sobre cualquier plano de normal 7 contenida en el plano 1-2.

2 -
n

5) T = % , actuando en los planos que forman 45° con [ y III; por tanto, en

cualquier plano a 45° con el plano 1-2.

A I (direccion perpendicular a la
superficie del %gggsito)

1
/ \Tméx / Tmix
»
Ll

V\ / Plano 1-2 = I-I]

z,.. =50 N/mm’

6) Rankine: descohesion del material, separacion entre las particulas por tension nor-
mal excesiva.

Soluciones %
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Tresca: deslizamiento de particulas causado por tensiones tangenciales excesivas.

Von Mises: deslizamiento de particulas por los planos octaédricos debido a una energia
de distorsion excesiva.

7) Si el fallo se produce por deslizamiento entre la fibra y la resina, como las fibras
estan orientadas en todas direcciones, este deslizamiento se producira en las que estén
sometidas a la tension tangencial maxima, es decir, a 45° de III.

yg=2=—t=—>t ="t 0,=20,=200 N/mm’

8) Fragilizacion del material — ruptura por causa de o — o, =0,=0,=100
N/mm?

El limite elastico del material envejecido o, se ha reducido a la mitad.

9) AGz*
0, =200 N/mm’
O. @
-Ce -0, ag. |0 T
i >
_()'4,
-0,

10) En cualquier direccion del plano 1-2, actia la tension normal maxima oj ; por
tanto, las fisuras se produciran en direcciones arbitrarias dentro de este plano.
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Soluciones %

/X o=225°
® 1

I fisuras

direccion de las
fibras

2) Tension de limite elastico de la resina (ductil)

Criterio de Tresca:

y _ Ue _ Ue _ Ue _ 1 5
S - — - - )
Ogq Oy —Opyp 2- ™2

por tanto: 0, = 31V2 = 424 N/mm?
3) Tension de ruptura de las fibras

Criterio de Rankine:

L %O
° Oeq O T+ 1V2 '

por tanto 0, = 1,57(1 + v2) = 362 N/mm?

4) Resistencias minimas al deslizamiento y a la separacion entre la fibra y la resina.

Al estar las fibras orientadas en una direccion principal, no soportan esfuerzo de desli-

zamiento.
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Al ser las tensiones normales perpendiculares a las fibras o= 0y o < 0 (compresion),
las fibras no soportan esfuerzo de separacion.

1
) A T 22’50

o <0

v

T deslizamiento

direccion de las
fibras

45°=2-22,5°
Fibras: la tension normal que experimentan es ahora —7/v2 = 70,7 N/mm’ menor
que la requerida anteriormente.

Resina: las tensiones normal y tangencial méximas valen 100 N/mm? menores que las
anteriores.

Deslizamiento/separacion fibra-resina: la tension normal perpendicular a las fibras
contintia siendo de compresion; por tanto, no se separan.

La tension asociada al deslizamiento es T/\/E = 70,7N/mm2. Para mantener el coefi-

ciente de seguridad en 1,5 es necesaria una resistencia al deslizamiento de 1,5 - 7/v/2 =
106 N/mm’.

Problema 12

1) En todas las superficies en contacto con el fluido, actiia una presiéon en direccion
normal a la superficie y de valor proporcional a la profundidad:

En la cara superior, actta la presion del fluido mas la presion debida a la fuerza F uni-
formemente distribuida

prghy +F 14

Debido a la accion gravitatoria, todos los puntos de la columna estan sometidos a una
fuerza de volumen en direccion vertical 3, de valor:
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e

i ﬂFzzoo "

porghy ivi 'l l prehe WV
X3

prghith) TN

a

0 o A=200 cm’
Folo | v %
i]/ \ Izl

Imponiendo el equilibrio de fuerzas verticales, en la cara inferior tiene que actuar una
presion vertical hacia arriba de valor igual y en sentido contrario a la que actua en la
cara superior mas la presion uniforme debida al peso propi de la columna:

prghy +F 1 A+pe-ghe.

2) No se tienen fuerzas de volumen en las direcciones 1 y 2. Las componentes tangen-
ciales de las fuerzas de superficie son nulas en todas las superficies exteriores y en el

interior.
Existe fuerza constante de volumen en direccion 3 y las fuerzas de superficie dependen

linealmente de x;; por tanto, las funciones de tension podran depender linealmente de

X3.
Asi, de las condiciones de contorno, las tensiones tangenciales tienen que ser nulas en

cualquier punto.
0; =0 Viz

En el plano 1-2, tenemos una compresion de valor constante, con independencia de la
orientacion de las caras (hidrostatica). Asi, de las condiciones de contorno:

O11 =02 = —pPr g'X;3
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En direccion 3, tenemos una compresion creciente debido a la fuerza de volumen (peso propio
de la columna).

Asi, de las condiciones de contorno:
033 = —,O/gh/ -F/A —pc'g'(X3—hf)

En resumen, el tensor tension es:

—p,8x, 0 0
o= 0 —P, 8% 0
0 0 —p,gh, —F /A= p.g(x;—h,)

De la ley de Hooke, el tensor deformacion:

1
E_[O_n —V. (0'22 — 033 )] 0 0
‘ 1
[‘9]: 0 F[O'zz _Vc(o-ll _0'33)] 0
‘ 1
] 0 0 E [033 —Ve (011 —Op )]_

3) Todas las direcciones del plano 1-2 son principales; por tanto, no se producen varia-
ciones angulares. Cualquier longitud contenida en el plano 1-2 (lados del triangulo que
define la seccion transversal) se modifica en la magnitud (&;; = &5)).

24
cos30

Al=l,¢,=a¢,, donde a=

4) La variacion de altura es:

Al _ J‘h, +h,

5 £33dx;

5) Coeficiente de seguridad. Criterio de Rankine (fragil)
o, =max(|o, |,|oy [)=[ o3|, perax; = hy+h,
Ocq — |_pf.g.hf —F/A4 _pc'g'hc|

Gmt

7/5‘8 =
£ o

eq
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Problema 13
a=60°

1)

- Las fuerzas de superficie sobre el plano de normal 7, son f, =0, por tratarse de una
superficie exterior libre de carga. La direccion «, por tanto, es principal

- La direccion 3 es también principal (deformacion plana en el plano 1-2).

- La otra direccion principal es, pues, la perpendicular a 7, y a 3.

La expresion del tensor tension en la base de direcciones principales 1*, 2* y 3* es:

0 0 O
[0]1*,2*,3*= 0 o, 0 |;
0 0 o

por tratarse de un caso de deformacion plana en 1-2, tenemos:
0 o0 0
=0 o, O

0 0 vou.

&x=0= %(03* - Vaz*) ; por tanto, o, = 0,30,. —> [6]1* -

Asi, las direcciones principales ordenadas son [ = 2* | I1=3* | IIl = 1*.

Como es un material fragil, justo en el instante previo al fallo, la tension normal maxi-

o, = 0, =800 N/mm’

ma es .
Asi: N

0 0 0 A
[0]-re5-=|0 800 0 |N/mm?

0 0 240 2%

1% __(D'/
i
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2) &, =_—;(o-2* +03)=—0,00156

. -1.560 0 0
£ = Lo v =0.00364 ()= 0 3680 0|
0 0 0

& =0
[‘9]1,2,3 = [R]T [‘9]1*,2*,3* [R] =

—cosa sina 0[] —1.560 0 O||—cosa -—sina 0
=|-sina -cosa O O 3640 O sina —cosa O
0 0 1 0 0 0 0 0 1

2340 -2252 0
= 2252 260 0 |ue
0 0 0

3) El angulo o’ = 30° lo forman las direcciones —1*1i 2.
Ad' sina'= (g, + £,,)cos a'—Z{— nl*}r [8]{112}

Aa',=2.25010"° rad = 0,129 °

-1560 0 0
Aa',sin30 =(-1.560—-260)10" cos30-2{-1 0 0} 0  3.640 O
0 0 0
—cos30
104 —sin30 ; =1.12510"°
0

4) Las direcciones 1* — 1 forman un angulo « (sentido horario); por tanto, en el circu-
lo de Mohr, los extremos de los vectores tension forman un angulo 2« (sentido antiho-
rario) desde el centro del circulo:

Circulo del plano




. t, es perpendicular a la figura

5) El criterio de fallo elastico podria ser el de Tresca ()
c,, =|o, =0, =[800—0| =800 N/ mm’

(En un estado de tension uniaxial, todas las tensiones equivalentes coinciden.)
Por tanto, en el punto A, la ruptura se produciria en el mismo instante.

(Para el andlisis global del tubo, se tendria que comprobar si el punto critico continta
siendo efectivamente A cuando se cambia de criterio de fallo.)

Problema 14

RESOLUCION ANALITICA

24
1,2y3)

100 N/mm?

Direccio-

Tensor tension en la base 1,2,3: nes prin-
o, 100 0
[c]=/100 0 0|N/mm?’
0 0 0

Soluciones
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Las direcciones principales siempre forman 45° respecto a la normal en el plano donde
actiia 7,4

En esta base, el tensor es diagonal. La matriz cambio de ejes respecto a 1,2,3 es:
(%] - CO.S15° sin15° | 0 _ [R]T o, 100 (7]
—sin15° cosl5° 0 o, 100 O
De los términos de fuera de la diagonal, obtenemos o1 :

=2 2
0=, sin15cos15 —100sin’ 15+100cos’ 15 = o, = OGN I =COS1S) _ 346 41 N/ mm?
sinl5cos15

Los términos de la diagonal (de la misma expresion, o bien, con las formulas simplifi-
cadas de tension plana) son:

o, = 26,8 N/mm? o, =-373,2 N/mm® (o, =0)
7 I
45°

Tmax

I

-346,4 100 0
100 0 0
0 0 0 N/mm?

4) Los vectores dibujados en los circulos de Mohr:
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RESOLUCION GRAFICA

ly2) -

100 N/mm? N,

100

| 7,4 = radio del circulo = ——— =200 N/m
sin
. 1 ) - .
centro del circulo: |o |= an30° =173,2N/mm” (tension normal asociada a T,sy)
an
Tensiones principales: T
Tmax SZ,S r 2
: o, =-173,2+200 = 26,8 N/mm
0, =—173-200 = -373,2 N/mm’
o
Y100 N/mm®

S1,S

3) El vector tension asociado a la direccion vertical (2) es el que corresponde a la su-
perficie S1:

1| = |o12| = 100 N/mm’ 622 =0 (del enunciado)

El vector tension asociado a la direccion horizontal (1) es el diametralmente opuesto a
(2) al circulo de Mohr, o sea:

‘T| = |612‘ =100 N/mm2 |Gll‘ = ‘Z.Gcentréﬂ' = 34694 N/mm2
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~346,4 100 0
[c]=] 100 0 0|N/mm’
0 0 0

4) De los vectores dibujados en los circulos de Mohr del apartado 1:

PROBLEMA 15

1) o "

La pieza es plana y no hay acciones externas Las terlsiones tangenciales o,
perpendiculares al plano de la pieza (633 = 0) actian tangencialmente a los
planos definidos por los ejes 1-2.
= La direccion 3, normal al plano, es princi- Por condicion de equilibrio de
pal. 3=3* con o3+=0 momentos, deben actuar de ma-
nera reciproca en planos perpen-
La direccion 1* indicada es la normal a una diculares.

superficie exterior libre de carga.

0 0 0
2) [0]irse =|0 450 0| N/mm?
0o 0 O
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Las direcciones principales (de tension) son las normales a los planos donde la tension
tangencial es nula 7= 0. Por tanto, las tensiones principales sélo tienen componente
normal; los vectores tension son perpendiculares a los planos donde actian. Siempre
hay tres y son perpendiculares entre si. Dos de las tensiones principales corresponden a
las tensiones normales extremas (maxima y minima).

Corresponden a los vectores y valores propios de la matriz del tensor tension.

3)
1*
2
2*

9="?
G+ O = 450 -
1 >

A " -~

Yo, = -225 N/mm?
= 0=145°
Cnp=7T= -225 """"

4) Del circulo de Mohr se deduce que las tensiones normales asociadas a los ejes 1 y 2
son oy, = oy =225 N/mmz; por tanto: 2

Oy = 225
225 =225 0

[0]123 =[-225 225 0| N/mm? G =-225 1

<j:|ﬂ A ﬂ-:{)—»
0 0 0 51y = 225 N/mm?

=—rg

{

Las tensiones normales oy, , 03, traccionan al material en las direcciones 1 y 2, respec-
tivamente, y tienden a provocar que las particulas se separen en estas direcciones.

Las tensiones oy, actian tangencialmente a los planos de referencia y tienden a provo-
car deslizamientos, a distorsionarlos angularmente; en este caso, tienden a aumentar el
angulo 1-2.

5) Si el material es ductil, el fallo elastico es debido al deslizamiento entre particulas,
causado bien por la tension tangencial maxima (criterio de Tresca) o bien por la tan-
gencial octaédrica (criterio de von Mises). El fallo se iniciara en los planos donde ac-

Soluciones %
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tuen estas tensiones; en nuestro caso, las tensiones tangenciales maximas actiian sobre
los planos de referencia definidos por los ejes 1-2.

6) En materiales fragiles, el fallo elastico se debe a la separacion entre particulas cau-
sada por la tension normal maxima (criterio de Rankine); por tanto, el fallo se iniciaria
alli donde actue esta tension; en nuestro caso, el plano perpendicular a 2*.

7) o, =450 N/mm? para todos los criterios, porque se trata de un estado de tension

uniaxial y, por tanto, la comparacion con el ensayo uniaxial es siempre directa, sea cual
sea el criterio.

Oy

_ 2
8) 0, =0, 7s =45012 = 540 N/mm’ 0, = 540 Teq = 450 N/mm

9) 6, =0,/7s=900/12=750 N/mm’

1,67 veces mayor; por tanto, F'=1,67 - 1.000 N =1.667 N

10) 997 nodos x 2 g.l. /nodo = 1994 g.1. de la matriz de rigidez general. La reducida se
obtiene eliminando los g.1. restringidos (3); por tanto, 1.994 —3 =1.991 g.1.

PROBLEMA 16

61, =— 1,6 N/mm?

Tension plana (o33=0) 0;,=0 op=-1,6 N/mm?
2
i
4___176
* |_ 17 1
! ____j 7o
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[0 -1,6 ) . - ) oy 0 2
D [o] = [—1,6 Gy ] N/mm- en direcciones principales: [o] = 0 —1,6] N/mm
teniendo en cuenta que det[o] = —1,62 es un invariante, se ve que o, = 1,6 N/mm’,

con lo que la traza, también invariante, es nula y; por tanto, g,, = 0.

También se pueden deducir estos valores de manera inmediata a partir del circulo de
Mohr o desarrollando la diagonalizacion del tensor.

Por tanto: + | 1

P
<

2) El tensor tension es simétrico siempre, porque las componentes de ambos lados de la
diagonal corresponden a tensiones tangenciales de planos perpendiculares que deben
estar en equilibrio de momentos.

3) De los circulos de Mohr se ve que las direcciones principales estan a 45° de los pla-
nos de referencia; por tanto:

I 2 I

4) Las tensiones principales son aquellas tensiones que no tienen componente tangen-
cial, es decir, el vector tension es normal al plano donde acttia. Por tanto, matematica-
mente, ¢ tiene la direccion de 7i: t = [o]ii = AR, que es el problema de valores y
vectores propios de la matriz [o]. Son perpendiculares entre si. Corresponden a los ejes
del elipsoide de tensiones y a los valores extremos de tension.

5)e33 = _?V (011 + 05,) = 0 ; por tanto, el grosor no varia.
Criterio de Rankine:

Oeq = 1,6 N/mm’. Falla por separacion de los planos donde actiia el maximo esfuerzo
normal.
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Criterio de Tresca:

Oeq = 3,2 N/mm?’. Falla por deslizamiento de los planos donde actiia la maxima tension
tangencial.

Criterio de Von Mises:

Oeq = V3:1,6 =277 N/mm?. Falla cuando se alcanza la maxima energia de distor-
sion.

6)

Yo

1,6J 2774 13.2 Ot

K (1,6,-1,6)

7) Las tensiones oy, son nulas en los puntos del contorno, porque no hay fuerzas de
superficie que las equilibren.

Problema 17

1) No hay friccion en las caras ni fuerzas de volumen; por tanto, por equilibrio de fuer-
zas verticales, la tension vertical es uniforme en todo el conjunto y de valor 033 = 03 =
—100 N/mm”.

El tensor tension para cada material sera:

(a7, O 0 oig O 0
[oa]=|0 o3, 0 [Nmm’ [os1=[ 0 a5 O l
L 0 0 -100 0 0 -100
0 0 O 0 0 O
[eal =10 O 0] [eg] =0 O ol
0 0 &34 [0 0 &35
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100 100

I YYVYVYVYVYYVYYY YYVYVYY

<

2 66,67
< 4286

A\ AAAAAAAAAL

e
mill.
ol

Y

A

Hir

A AAAL

100 100

Aplicando la ley de Hooke a cada material:

04 =05, =100 ”f_‘l = —66,67 N/mm®

VA

VB

* — * —_
O{p =0, = 100vB

- = —42,86 N/mm?

« _ 034 _ VAo . _ —100 04, _
2) 34 = =5 2000 = 5~ +52°6667 = 0,047
* 3 . -100 |, 0,4
ey =08 _YBogr, =201 2%) . 4286 = —0,037
Ep Ep Ep Ep
A g
] ’811:0 &

3)Ah =c- &334+ C &335 = —0,84 mm

4) Tyg 4 = T = 200000 — 16,67 N/mm’
Tmaxp = ttl = 2200 — 28,57 N/mm’
5) Oeq 4 = 33,33 N/mm’ Opq s = 57,14 N/mm’
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6) o4 =15-33,33=50 N/mm’
0,5 =1,5-57,14 = 85,71 N/mm’

7)

Problema 18

Del gréfico |:>71 . =300 N/mm’

n n, direcciones principales

S|

y
Superficie exterior o
(libre de carga) :> f=0

Deformacioén plana en el plano 1-2 — &3 = &3 = &3 =0 — 3 direccién principal 3*

1) Los tensores tension y deformacion:

o, o0, 0 300 o, O & &, 0
[0-]1,2,3 =loy, 0n 0 |=|0o, 05 0| N/mm’ [5]1,2,3 =|&n &p 0
0 0 o,/ |0 0 o 0 0 0

En el punto A, punto de la superficie exterior: {1 =[c)n}={o}
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300 o, O || sin30 300sin30 — o, cos 30 0
{f}z 0, 0, 0 |{—co0s30p=<0),sin30-0,c0830;=¢0; =
0 0 oy 0 0 0

300

UIZZf:

173 N/mm” 0, =100 N/mm’

Ley de Hooke:

£y = %(% ~v(o, +0,))= %(033 ~0,2(300+100))=0 = o, =80 N/mm’

£y = %(022 V(o +05))= ﬁ(mo ~0,2{300+80))=12010"°

&, = %(a11 (o, +05,))= ﬁ@oe —0,2100 + 80))=1.32010"°

14w 1,2300

= = =1.039107°
P E Oz 2.105_\/5
300 173 0 1.320 1.039 0
[6],5/173 100 0 | N/mm? le].s=[1.039 120 0|ue
0 0 80 0 0 0
Circulos de Mohr de tensiones:
T
173
tl
80Y 1100 300 9
t3
t2
173
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_+J,—0'H, i400_0

” . = 4200 MPa

2) a)

Al

2
o, =0, =211 % +\/("“ _%j + 07, =400 MPa
2 2

AO=-2g=-2 d +EV) r=-2 (1;1(())’52) (£200) = 70,0024 rad

b) 7,4 acthasiempre a45°de 1 yde III

III : direccién normal a la superficie externa
n,
I : direccion paralela a la superficie externa

c¢) Criterio de Tresca: o, =27, = (0', - 0',,,)

(o}
e
7/ =
seg o

eq

>1,5 |:> o, 21,52z, =1,52:200 = 600 \(py

Problema 19

1) Los puntos a, b, ¢ y d pertenecen a la superficie exterior del muro y no existen fuer-
zas de superficie tangentes; por tanto, la direccion normal a la superficie, en cada pun-
to, es principal.

También lo es la direccion 3 (=3*) por ser deformacion plana y, en consecuencia, tam-
bién lo es la perpendicular a ambas.

La tension principal en la direccion 3* es el valor de &, en cada punto, dada en el

33
enunciado.

La tension principal en la direccion normal a la superficie exterior (2*) es el modulo de

la fuerza de superficie f en cada punto, dada en el enunciado.
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Finalmente, el valor de la tension principal en la direccion tangente a la superficie exte-
rior (1*) la deducimos de la ley de Hooke, imponiendo la condicion de deformacion
plana:

&.=0= %(03* - v(ol* + 02*)) = 05 = v(al* + 02*):>al* = % — 0,

2)
000 21 0 0
[¢],=/0 0 © [c],=] 0 -0,05 0 |N/mm’
000 0 0 04l
321 0 0 0 0 0
[c]l.=| 0 -01 0 |Nmm> [o],=|0 -48 0 |N/mm’
0 0 64 0 0 -96

3) Las componentes del tensor tension corresponden a las tensiones normal y tangen-
cial que actuan sobre los planos de referencia. En el caso de los planos principales, las
tensiones tangenciales son nulas y las normales son las extremas (N/mm®):

punto a (no hay tensiéon) punto b punto ¢ punto d
2,1 0,41 6 4 \
AV 0,05 ﬁ 005 L, 1 {
0,41 / @ j N 0,1 /
2,1

4) El tensor tension del punto a es nulo. El del punto b ya esta expresado en los ejes 1-
2-3, solo con reordenarlos:

005 0 0
[cl,=| 0 21 0 |N/mm
0 0 04l
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Los tensores de los puntos ¢ y d deben cambiarse de ejes. Se trata de ejes a 45° de las
principales I y III; por tanto, las componentes tangenciales son las maximas y las nor-
males son iguales y de valor la media de las principales:

16 161 0
[0].=]161 16 0 |N/mm’
0 0 64

£y = =T 3ZIZCOD 6y N2

max 2
_ ooy _32H (0D
2 2
24 24 0
[c],=| 24 -24 0 |N/mm’
0 0 -96
(- 0+ (48
i = 0-(4%) (2 48) = 24 N/mm* o= i) (2 ) = 24 N/mm’

5) Los puntos a y b ya estan expuestos mas arriba. Los puntos ¢ y d, en los ejes 1-2-3,
presentan componentes tangenciales que, por estar a 45° de las principales, correspon-

den a las maximas.

punto ¢ punto d

-9,6
24
16Lj =
161 '?D/ [=—
16 9.6
6,4 @

— 16 ,
24

6) En el caso de los puntos ¢ y d, ya se ha respondido en el apartado anterior.
Para el punto b:

e == 2’1_(2_0’05) = 1,075 N/mm’
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\1,075
III
7

La 7,4, siempre tiene el sentido de I1I hacia I.

7) Punto ¢ AT

16,0

/ G, >0
-0,1\ 6 16 32,1

16;

8) Si el material falla fragilmente a traccion, sera debido a la maxima tensién normal;
por tanto,

6= 32,1 N/mm® en el punto c.

9) El material fallard por separacion (desprendimiento) de los planos donde actia la
tension normal oy (en el punto ¢):
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Te %% - 5 >1532,1=48,15 N/mm’

10) 7 =15< =
I 5

eq

Problema 20

1) Friccion nula; por tanto, no hay tensiones tangenciales. Las aristas del prisma son
direcciones principales. No hay fuerzas de volumen; por tanto, el estado de tension es
constante. Las paredes de la cavidad son rigidas; por tanto, la deformacion es nula en
aquellas direcciones en que se impida totalmente el movimiento (direccion 1). Las
tensiones seran nulas en las direcciones normales a las superficies libres de carga (di-
reccion 1).

P

& 00 0 0 0
[£]=] 0 &. 0 [o]=[0 -p 0
0 0 O 0 0 O3+
2) Ley de Hooke:
S\
& =?V(—p +0,.) Epe =EV(—P—W)=%V(1+V)

v+v) 0 0 00 0
[g]:% 0 -1 o [o]=p0 -1 0
0 0 0 0 0 -v



1
3) Si hay contacto &. = 5 =0,02; por tanto,

Ee, E0,02 E
= - L 21786 2
Pe = e v)  0,4(1+0.4) 28 N/mm

El descenso de la cara superior es Ah=h,-&,. =h, I;j (V2 - 1): 20-(-0,03) =0,6 mm

4) Para p > p.. la deformacioén &, =0,02. Asi, tenemos:

002 0 0 o. 0 0
[e]l=] 0 &. 0] [o]=| 0 —p O
0 0 0 0 0 o,

5) Sustituyendo p = 2-p. y aplicando la ley de Hooke:

\

1
&0 =0,02=—(0. ~v(2p. +02)) 0,02E —v2p, (1+v)
O = 1-v2
1 >
£y = E(—ch -v(on +03.))
£y = %(—213((1 —v?)=vo.(1+v))==0,0467|0 = 0. —v(-2p, + 0. ) =03 =v(6,. —2p, )
Y,

Ah = hy¢,. =—0,933
6) El tensor deformacion es constante para todo el prisma; por tanto, basta que las fun-
ciones de interpolacion (de desplazamientos) sean lineales.

Elemento solido plano (2D) de tres o de cuatro nodos, con dos grados de libertad por
nodo.

Se puede modelar el plano 2*-3* en tension plana, o bien el plano 1*-3* en deforma-
cién plana.

7)

Opcion 1: plano 2*-3* (tension
plana) un elemento rectangular (o
dos triangulares)
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% Mecanica del medio continuo en la ingenieria

4 Opcién 2: plano 1*-3* (de- A
formacion plana) un elemen-

to rectangular (o dos
triangulares)

R _kn ki, klR_ u
P, ky U,
Py Uy
Z‘ = Kr (8x8) Z:
F Ug
P, sim u,
Y kg || us

El sistema reducido se obtiene imponiendo los enlaces y eliminando sus filas y colum-
nas:

LR

[N

DS O D

| ~
w
bl
S
=~
P
3
(=)}
<
E

-l
[«

~

|
N S
byl
&
bl
EN
<
(=)

]

~
S D

~.
~
oo
L

{PE } = [K £ ]{u E }, dos grados de libertad {_ F} = {k‘” Kae H%}
-F Ky

66 | (U6

B
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10) El sistema general, sin enlaces, es compatible indeterminado (el determinante de
Kp: es cero). Solamente existe unicidad de solucion (compatible determinado) cuando
se imponen, como minimo, los enlaces necesarios (ceros en el vector u de desplaza-
mientos) para evitar los movimientos de solido rigido. El sistema definido por los gra-
dos de libertad no fijos (reducido) esta desacoplado del resto y el determinante de K #
0.
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