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Onda reflejada en un extremo fijo



Resumen e historia de los apuntes’

Los Apuntes de Métodos Matematicos Il (EDPs) fueron seleccionados por la Junta de Fa-
cultad de Ciencias Fisicas para ser editados como libro dentro de la coleccién de Manua-
les Complutenses. Aqui se ha cambiado el titulo inicial para dejar més claro su contenido.

Este manual recoge el material de teoria y problemas utilizado por el autor entre 2012
y 2025 en la asignatura de 2° curso del Grado en Fisica y en otras similares anteriores.
Contiene un curso elemental de ecuaciones en derivadas parciales, abreviadas en todo
el libro como EDPs. Se dirige a estudiantes de Fisica (u otras ciencias o ingenierias). Y
puede ser (til para estudios de Matemidticas, pese a omitir bastantes demostraciones.

El texto es asequible con las matematicas de primero de un grado en Fisica (o similar) y
con conocimientos basicos de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). Hay un breve
apéndice de repaso con ello al final. Incluye muchos ejemplos y problemas, utiliza un
lenguaje matematico sencillo, no entra en conceptos abstractos de andlisis funcional y
estudia casi siempre las ecuaciones en dos variables lineales, evitando complicaciones
técnicas. Claramente hay muchos buenos libros dedicados a las EDPs, pero la concisiéon
de este y su corta longitud, lo pueden hacer de interés para muchos estudiantes.

Los temas se ajustan al programa de los Métodos Il de Fisicas y pueden ser explicados
completos en un cuatrimestre de 4 horas semanales de clase (en unas 55 horas).

El libro incluye 4 temas de diferente duracién. El primero, Introduccién a las EDPs, recoge
el estudio de las de primer orden, la clasificacién de las de orden 2, la unicidad de las
EDPs clésicas (ondas, calor y Laplace), el estudio de la cuerda vibrante y la transformada
de Fourier (después en otros textos). Se resuelven las ecuaciones haciendo desaparecer
una de las dos variables mediante cambios o a través de una transformada integral.

El capitulo 2, menos habitual en los libros de EDPs, describe cémo resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias mediante series de potencias. Entre ellas se resuelven las de
Legendre y Bessel que surgiran en las ecuaciones de la fisica.

El 3, Problemas de contorno para EDOs, trata los autovalores y autofunciones que surgen
al imponer datos de contorno, lo que no ocurria con los datos iniciales. Y se estudian los
desarrollos en esas autofunciones (las series de Fourier), bésicos en el ultimo capitulo.

El largo capitulo 4, Separacion de variables, resuelve las EDPs clasicas de la fisica y otras
similares (homogéneas y no homogéneas, con variados datos iniciales y de contorno, en
distintas coordenadas y en 2 o més variables) en recintos sencillos (y acotados en alguna
variable). También se estudian, brevemente, las funciones de Green.

Pasemos a describir brevemente la historia de las asignaturas de EDPs en los planes de
estudios de Fisicas y la evolucién de las versiones de estos apuntes ligada a ellos.

Mis primeras clases de ecuaciones diferenciales las imparti en el curso 1980-1981. Eran
los Métodos Matematicos Il anuales de 3°, con 5 horas semanales. Incluian EDOs y EDPs
y en 2° se habian estudiado variable compleja y espacios de Hilbert. Al afio siguiente ya
elaboré (para un ‘grupo piloto’) sus primeros apuntes (mecanografiados y con dibujos a
mano). Evolucionaron con los afios y la dltima versién de la parte de EDPs acabé siendo
esta: apuntes de ecuaciones en derivadas parciales (del 2000, para el grupo residual).

Versién 2007. Primeros apuntes de Ecuaciones Diferenciales Il (EDPs), del nuevo plan.
Ahora en 2°, de 4 horas y solo cursadas Algebra, Célculo y EDOs. Se recortaron temas y
otros pasaron a titulo informativo. Con mas detalle, se abrevié la unicidad, los problemas
de contorno se centraron en las condiciones separadas, sin comparaciéon de autovalores
y con la 6 en letra pequefia. En separaciéon de variables se juntaron homogéneos y no
homogéneos, viéndose primero calor y ondas, y luego Laplace (con armdnicos esféricos).

1 Al final del manual hay un listado de cédigos QR enlazados con los apuntes citados y las soluciones de los problemas basicos.
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10 Métodos Matematicos Il: ecuaciones en derivadas parciales

Pasaron al final las ondas en una, tres y dos dimensiones, con la F y el método de
las imagenes. Los problemas se dividieron en “problemas” (los de clase) y “problemas
adicionales”, despareciendo varios de los viejos. Fue la primera version hecha en IATEX,
eligiendo ese afio, para distinguirse de las letras habituales, el tipo Palatino.

Versién 2008. Correcciones leves en 1.2 y 3.1. Los problemas incluyeron los de examen
del 07, algunos pasaron a adicionales y otros fueron problemas a entregar en el piloto.

Versién 2009. Bastantes novedades. La letra pasé a ser Bitstream-Vera y se debié re-
escribir gran parte del texto. Se modificé el tema 1. El 2 perdié una seccién incluyendo
nuevos ejemplos, lo mismo que de series de Fourier y de problemas no homogéneos.
3.1 incluyé mas ejemplos del calor y 3.2 dos mas en cartesianas y uno en polares. 3.3
cambié poco y como 3.4 aparecieron las funciones de Green para Laplace. En todo el 4
se modificaron ejemplos. En 4.1, uno de cuerda semi-infinita y otro de cuerda acotada,
dos de ondas en 3 dimensiones en 4.2, y tres de la F de 4.3. Se creé un apéndice con
repaso de EDOs, de convergencia uniforme y calculo en varias variables. Los problemas
cambiaron bastante (los grupos piloto exigen muchos problemas nuevos y se notd).

Versién 2011. Adaptaciéon a otro grupo residual de otra licenciatura. Pasaron a “letra
pequefa” temas no vistos en otros grupos (como las ondas en tres y dos dimensiones),
bastantes problemas pasaron a adicionales y llegaron otros desde el piloto del 08/09.

Versién 2012. Primeros apuntes de métodos matematicos Il del grado incluyendo las so-
luciones por series (dejaron la asignatura de EDOs haciendo sitio a la variable compleja).
Se debieron recortan contenidos de Ecuaciones Il. Se limaron sutilezas de tangencias en
1.1. En 1.2 hay solo coeficientes constantes. La cuerda vibrante vuelve simplificada al
tema 1 y casi no hay ondas en mas dimensiones. El tema 2 recogié el tema 3 de los
apuntes de EDOs, reduciendo ejemplos y problemas. Del anterior tema 2 (ahora 3) salen
las funciones de Green para unirse a las de Laplace. En el de separacién de variables pa-
san a tener seccidn propia las ondas (con mas ejemplos y comparando con D’Alembert).
Desaparecen las transformadas seno y coseno de Fourier. Cambios en el apéndice. Y la
mayor reduccién, como en el otro cambio de plan, se hizo en los problemas. Para separar

los ejemplos se incluyeron (como en otros apuntes de ese curso) recuadros coloreados .

Versién 2013. El mayor cambio es el traslado de la F al final del capitulo 1, con nuevo
nombre (y de las funciones de Green al final del 4). Bastantes retoques en teoria y
ejemplos de separacion de variables. Como cada curso, cambios en problemas.

Version 2014. Bastantes retoques. En el 1, A pasa a llamarse T, se reordenan 1.2 y
1.3 y hay nuevos ejemplos. Cambios en 2.1, 2.2, 3.1 y 3.2. Méas ejemplos en 4.1. Las
reflexiones sobre separacién de variables se retrasan. Y las novedades en problemas.

Versién 2017. Mas ejemplos en 1.1, 1.4, 3.2 y 3.3, creciendo en péaginas. Algin cambio
en ejemplos de 4.1 y en las ideas sobre separacién de variables. Problemas del 13-14.

Versién 2020. Leves cambios en teoria (en 2.3 y 3.2). Inclusién de problemas del 16-17.
Reduccién ligera de los margenes del texto (lo que implicé muchos cambios estéticos).

Versién 2021. Escasas modificaciones en los apuntes, pero fueron creadas y actualizadas
las versiones resumidas de sus secciones en formato horizontal para ser utilizados en
tiempos de COVID-19 como transparencias en las clases desde casa o para estudiantes
de DNI pares o impares.

Versiones 2022 y 2023. Retoques minimos en teoria, pero se vuelven a actualizar los
problemas a partir de los creados para los cursos pandémicos, y para el 21-22.

Versién 2024. Nueva portada, numeracioén y el indice tiene ahora enlaces a cada seccién.
Abundantes leves cambios en los apuntes, pero manteniendo las 90 pdaginas del 2023.
Se conservaron las 6 paginas de problemas (y pasaron a 12 los de adicionales).

Versién 2025 (y final). Para ajustarlos al orden habitual de mis clases: Laplace simétrica
en esfera se adelanta a 4.3. Retoques en introduccién y menores. Y siempre nuevos pro-
blemas: siguen siendo 90 basicos (30+20+15+25) y los adicionales han crecido hasta
170 (58+32+29+51). Las soluciones de los 90 problemas béasicos se pueden ver aqui.
Las de los adicionales solo estan a disposicién de docentes que quieran utilizarlos.
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Introduccion

Este manual estudia principalmente las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs),
aunque también trata las soluciones por medio de series y los problemas de contorno
de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). Una EDP es una ecuacién en la que
aparecen derivadas parciales de una funcién incdgnita de varias variables. Todas las
EDPs que trataremos seran lineales. Mas en concreto, salvo un breve estudio de las
lineales de primer orden, de menor interés fisico pero que nos servirdn para entender
las siguientes, veremos EDPs lineales de segundo orden (con derivadas de orden 2 o
menor), del tipo:
a 32u < au
ij=1 Jj=1

con u, Aj, Dj, Hy F funciones de (xi, ..., Xn). Casi siempre trataremos el caso n=2
para entender mejor los problemas. En mas dimensiones en esencia lo que se complican
son los célculos. Una solucién de [E] serd una funcién u(xa,...,xn) de clase C2 en una
regién D de R" que sustituida en la ecuacién la convierte en una identidad.

Entre las EDPs lineales de segundo orden se encuentran muchas ecuaciones de la fisica.
Entre ellas las tres EDPs clasicas:

ecuacion de ondas Uit — c2Au=0
ecuacion del calor ur—kAu=0
y ecuacion de Laplace Au=0,

ejemplos respectivos de los tres tipos en que se clasifican: hiperbdlicas, parabdlicas
y elipticas. Las teorias avanzadas de las EDPs vienen a ser la generalizacién del estudio
de estas tres ecuaciones. Sus propiedades son tan diferentes que no existe una teoria
general como para las EDOs lineales.

En el capitulo 1 se describirdn las pocas veces que se puede hallar la solucién de una
EDP mediante integracién (por eso, en el capitulo 4 utilizaremos series para resolverla).
Veremos cémo calcular la solucién general de algunas EDPs de primer orden en dos
variables (y aparecera una funcién arbitraria de las caracteristicas, soluciones de una
EDO ligada a la EDP) y de pocas de segundo (con dos funciones arbitrarias). Precisare-
mos qué condiciones adicionales (iniciales o de contorno) se imponen a las EDPs para
gue tengan solucidn unica. De las clasicas, solo para la de ondas se podra deducir su
solucién general y tendremos una férmula (de D’Alembert) para la solucién con el par
de datos iniciales. Conseguiremos también con la transformada de Fourier resolver
algunas EDPs de las anteriores en recintos no acotados y alguna otra nueva (como la del
calor para la varilla infinita).

El capitulo 2 describe cémo resolver EDOs lineales de segundo orden mediante series
de potencias (Unico método posible en la mayoria de las ocasiones), en torno a los
Ilamados puntos regulares y a los singulares regulares, incluido el llamado punto del
infinito. Se aplica el método a tres ecuaciones particulares (Legendre, Hermite y Bessel)
gue aparecen al resolver EDPs de la fisica.

El capitulo 4 resuelve con el método de separacién de variables las tres EDPs clasicas
(homogéneas y no homogéneas, en diferentes coordenadas y en 2 0 mas variables) en
recintos sencillos (y acotados, al menos, en una variable). Se supone que la solucién
es producto de funciones de cada variable y esto nos lleva a resolver EDOs para cada
una, alguna de ellas con condiciones de contorno. Las soluciones quedan expresadas en
términos de series de Fourier (habitualmente series de senos o cosenos).
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La teoria (muy diferente de la de los de valores iniciales) de los problemas de contorno
para EDOs (homogéneos y no homogéneos) y un estudio de dichas series se dara pre-
viamente en el capitulo 3. Y al final del 4 hablaremos brevemente de las funciones de
Green para problemas de contorno de EDOs y para Laplace.

La parte tedrica de los apuntes se acaba con un apéndice que repasa diferentes conoci-
mientos matematicos utilizados en las pdginas anteriores: de EDOs de primer y segundo
orden (estudiadas en el curso de Métodos | del cuatrimestre anterior) y de célculo en
varias variables y de la convergencia uniforme (en asignaturas de primero).

Un cuatrimestre habitual con unas 55 horas de clase se puede distribuir de esta forma
aproximada (media de los Ultimos cursos): 14 horas para el tema 1, 7.5 para el 2, 8 para
el 3, 20.5 para el 4, 2 de repaso y 3 para realizar un par de controles.

Para acabar esta introduccién, describamos el significado fisico de las tres ecuaciones
clasicas. Las interpretamos Unicamente en sus versiones mas sencillas (que son las mas
tratadas en los apuntes): cuando la u es funcién de dos variables.

La ecuacién de ondas unidimensional o ecuacién de la cuerda vibrante describe las
oscilaciones de una cuerda eldstica, tensa y fija en sus extremos. Suponemos que sus
oscilaciones son transversales y de pequeia amplitud. Si

la u(x,t) representa la altura del punto de abscisa x en instante t

el instante funcién t, esa u(x, t) satisface la EDP: U /\.l

Utt — CUxx = F(x, t) ,

donde c2 =T,/p, T, fuerza de tensién en los extremos, p masa por unidad de longitud
(densidad lineal) y F(x,t) fuerza vertical externa por unidad de masa que actla sobre
el punto x en el instante t. Para determinar la evolucién de una cuerda concreta, se
debera fijar la posiciéon de la cuerda y la distribucién de velocidades verticales en el
instante inicial, es decir, u(x, 0) y u¢(x, 0). También se deberd de tener en cuenta que
permanece fija en los extremos x=0 y x=L, o sea, que debe cumplir las condiciones
de contorno u(0, t)=u(L, t)=0. No olvidemos que el modelo matematico de esta cuerda
ideal es una simplificacién de la realidad; lo mismo ocurre con las siguientes.

La distribucién de temperaturas a lo largo del tiempo en una varilla delgada (que se
puede suponer unidimensional) viene regida por la ecuacion del calor:

Ut—kax=O ’

donde u(x,t) es la temperatura del punto x en el instante t y k>0 es una constante
que mide la capacidad de conducir el calor de la varilla. Si hay fuentes de calor en el
interior de la varilla se debe poner una F(x,t) en el segundo miembro de la EDP. Aqui
basta para determinar la solucién, a diferencia de las ondas, dar solo la distribucién
inicial de temperaturas u(x, 0) junto con los datos de contorno, que pueden ser de
diferentes tipos: temperatura dada en el extremo, extremo aislado, radiacién libre al
medio...

Entre otras situaciones fisicas, puede decribir la ecuacién de Laplace
Uxx + Uyy =0

la distribucién estacionaria de temperaturas en una placa bidimensional. La existencia
de fuentes de calor en el interior de la superficie aportaria una F en el sequndo miembro
(ecuacién de Poisson). Frente a las dos EDPs anteriores que describian la evolucién de
un sistema a lo largo del tiempo, esta describe situaciones estacionarias y los problemas
que se plantean para ella son siempre con condiciones de contorno.



1. Introduccion a las EDPs

Para las EDOs se suelen plantear problemas de valores iniciales, casi siempre de solucién
Unica. Para resolverlos (cuando se puede) se suele hallar primero la solucién general e
imponer después uno o varios (dependiendo del orden) datos iniciales.

En este capitulo describiremos los problemas anédlogos para las EDPs y veremos los
métodos que permiten hallar sus soluciones a través de integraciones. La variedad y
complicacién serd mucho mayor que en las ordinarias. Por ejemplo, casi nunca se podrd
hallar la solucién general de una EDP.

Comenzamos en la seccion 1.1 tratando las EDPs lineales de primer orden en dos
variables, es decir, ecuaciones del tipo:

[1] A, y)uy+BXx, y)ux =H(X, y)u+ F(x,y),

con pocas aplicaciones fisicas, pero que plantean de forma sencilla los problemas de
las de segundo orden. Seran resolubles si es posible hallar las soluciones de una EDO
de primer orden, llamadas curvas caracteristicas de [1]. En la solucién general de [1]
aparece una funcién p arbitraria (como en el ejemplo ux=0, de solucién u(x, y)=p(y),
para cualquier p). Para precisar esta p fijaremos el valor de la solucién a lo largo de una
curva G del plano xy (problema de Cauchy). Un caso particular serd el problema de
valores iniciales, si imponemos u(x, 0)=f(x). La solucién quedara determinada si G
no es tangente a las caracteristicas.

En 1.2 abordamos las EDPs lineales de segundo orden en dos variables:
[2] L[u] = Auyy + Buxy + Cuxx + Duy + Eux + Hu = F(x, y)

Aungue no es mucho mas complicada la teoria para coeficientes variables, nos limitare-
mos a considerar que A,...,H son constantes. Para intentar resolver [2], se escribir3,
mediante cambios de variables, en la forma mas sencilla posible (forma canédnica)
en las nuevas variables &, n, lo que llevara a su clasificacién en ecuaciones hiperbdli-
cas, parabdlicas y elipticas.

En pocos casos, a partir de la forma candnica, se podra hallar la solucién general, que
dependerd de dos funciones p y g arbitrarias, que se pueden fijar con datos de Cauchy
o iniciales analogos a los de [1]. La Unica de las EDPs clasicas resoluble por este camino
es la ecuacion de ondas uit — cZuxx =0, para la que seran:

ugn=0 [forma candnica]
u(x, t) = p(x+ct) + g(x—ct) [solucién general]

Partiendo de esta solucién general se deducird la férmula de D’Alembert que expresa
su solucién en términos de la posicion y velocidad iniciales:

u= %[f(x+ct)+f(x—ct)] + % Jx_m g(s)ds

x—ct

{utt—czuxx=0,x,teR .
u(x, 0)=£(x), ut(x, 0)=9g(x)

Los datos iniciales puros solo se imponen a las ondas, pues no tienen sentido fisico y
plantean problemas matematicos en las otras dos ecuaciones clasicas. Las condiciones
iniciales y de contorno ligadas a un problema real son diferentes para cada uno. No hay
teoria general de EDPs que abarque todas las posibilidades. En cada caso hay que com-
probar que el problema estd “bien planteado”, es decir, que tiene solucién tnica que
depende continuamente de los datos (es facil verlo para las EDOs). La seccién 1.3
describe los diferentes problemas asociados a las EDPs clasicas, interpreta fisicamente
el significado de las diferentes condiciones adicionales y precisa su unicidad. Todos ellos
tendran solucién Unica, excepto el lamado “problema de Neumann” para Laplace.
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En la seccién 1.4 nos dedicaremos a sacarle jugo a la citada férmula de D'Alembert que
da la solucién del problema puro de valores iniciales para la cuerda infinita. Veremos que
la solucién u(x, t) resulta ser la suma de dos ondas que se mueven en sentido opues-
to a velocidad c. Daremos también una férmula para las soluciones de la ecuacidén
no homogénea [con fuerzas externas F(x,t)]. Comprobaremos cémo, extendiendo
de forma adecuada los datos iniciales a todo R, podemos abordar problemas con
condiciones de contorno. Primero para la cuerda semi-infinita (a la que se pueden
reducir las ondas en el espacio con simetria radial) y luego para la acotada. Al estar
manejando funciones con expresiones distintas en diferentes intervalos, dar la solucién
explicitamente lleva, en general, a largas discusiones. Nos conformaremos muchas ve-
ces con hallar su expresién para valores de t o x fijos o con los dibujos de la solucién.

En 1.5 definiremos la transformada de Fourier F de una funcién f:
— =L [ i kx
FIAK =)= 7 [ Foeax

y veremos algunas de sus propiedades que permitirdn resolver unas cuantas EDPs en
intervalos no acotados (en ellos no se podra utilizar la separaciéon de variables del
capitulo 4 por no aparecer problemas de Sturm-Liouville).

Las transformadas de Fourier de derivadas haran desaparecer las derivadas:
FLf1=—ikFLfl, FIf'1=—k*FLf].

Por eso, aplicando F a un problema de EDPs en dos variables obtendremos otro para una
EDO. Resuelto este segundo problema, para hallar la solucién habrd que encontrar una
transformada inversa. En particular (ademas de otros problemas que sabiamos resolver
por otros caminos), la F nos permitird dar la solucién del problema para la ecuacién
del calor en varillas no acotadas (no resoluble con las técnicas de 1.2):

{ut—uxx=0, xeR, t>0

1 ,
- = —(x—s)/4t
u(x, 0)=f(x), uacotada — YV =37% f_m f(s)e ds

De ella se deducird que, segln nuestra ecuacién matematica, el calor (a diferencia de
las ondas) se transmite a velocidad infinita y que las discontinuidades desaparecen aqui
instantdneamente. También se veran problemas en los que aparece la “delta de Dirac”
6(x—a), que serd introducida informalmente.
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1.1. EDPs lineales de primer orden

Sea [E] ]A(x,y) uy +B(x, y)ux = HO, Y)u+ F(x, y) |, u=u(x,y).

dy A(x,y) | ecuacién

Para resolverla usaremos la EDO de primer orden [e] dx = B(x,y) | caracteristica

Suponemos que A y B son de Cl (con parciales continuas) y que no se anulan a la vez
en una regién del plano. Entonces [e] tendra en ella unas curvas integrales:

E(x,y) =K| curvas caracteristicas de [E]

(que se podran hallar explicitamente si [e] es separable, lineal, exacta...).

E=8&(x,y)

n=y (0 bien n=x) ' [Else convierte en:

Haciendo el cambio de variable {

Uy = UE Ey + Url
Aup +[AEy + BEx]luse =Hu+ F
W 2o = Aup+ 148, + BEug
Y como sobre las soluciones y(x) definidas por §(x, y) =K se tiene:

B y()) =K — Ex+& % =1[AE +BE]=0,
[E] pasa a ser una ecuacion en las variables (&, n) en la que no aparece ug:

[E*]|A(E, Mup=H(E, nNu+F(E,n) |, u=u(g,n).

Si en vez de n=y hubiésemos escogido n=x se llegaria a [E«] | Buy=Hu+F |.

(Como vemos, tras el cambio queda el término con la variable elegida).

[E*] (o [E«]) es una EDO lineal de primer orden en n si consideramos la § constante,
resoluble con la férmula de variacién de las constantes, por ejemplo. En su solucién hay
una constante arbitraria para cada &, es decir, una funcién arbitraria de &:

[o] U(E, n) = p(E)el 79N 4 ef%dnfge_f%d” dn, con p funcién arbitraria de CI.
Deshaciendo el cambio queda resuelta [E] en funcién de x e y. En la solucién, como se

observa, aparece una funcidn arbitraria p de las caracteristicas.

{Cémo determinar una unica solucién de [E]?, es decir, icémo fijar
esa p? Cada solucién describe una superficie en el espacio. Definimos
inspirandonos en el problema de valores iniciales para EDOs:

El problema de Cauchy para [E] consiste en hallar la solucién
u(x, y) que tome unos valores dados sobre una curva G del plano
Xy, o de otra forma, que contenga una curva dada I del espacio.

En particular, cuando G es unarecta x o y=cte [por ejemplo, si se pide u(x, 0)=f(x)],
se tiene lo que se llama un problema de valores iniciales.

Pero un problema de Cauchy puede no tener solucién o que no sea unica.

Analicemos lo que ocurre en un caso sencillo de la EDP [E]:

La solucién general de (o) Auy + Bux =0 pasa a ser u(Xx, y)=p(£(x, y)).
Cada solucién toma valor constante sobre cada caracteristica §(x, y)=K.
Si la curva G donde se dan los datos es una de ellas se debe exigir que I
esté en un plano horizontal z=C. Entonces habrd infinitas soluciones [una
para cada funcién peC! con p(K)=C]. Pero si " no tiene z constante,
caso H=F=0 no hay ninguna solucién que contenga a .

Observemos de paso que (o) se puede leer como que es 0 la derivada de u(x, y) segun el

vector (B, A), de pendiente B/A. Debe u ser constante en esa direccién y esto lo cumplen
las soluciones de la ecuacién caracteristica (e), que aparece aqui de modo natural.
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Ej. 1. | (2x—y)uy+Xxux=—yu % +2 es lineal — y——+ f2xdx——+x
Las caracterlstlcas son hipérbolas: x(y—x)=C.
L Ux=y—2x,U=xy—x2+p(y)

) dy _ 21l
También exacta: (y—2x)+xz,=0. Uy=x, U=xy+q(x) , Xy—X

I
M,=1= NX ' i
Obien: y=xz— [2=—[224C, In(z-1)=C-2Inx, z—1=£-1=5 |
= xy—x2 5_
{g;iy *, ufl=_§U=_(1+n£2)U' u=p(§)en ", u(x,y)=p(xy—x2)e¥=2x (solucién general).

lineal homogénea

[Peor: {f}:y’_xz, N?—48=(y—2x)> = up= 25 u= hu—»u =p(E) eV1’—48 =p(xy— xz)ey—zx]

Impongamos ahora diferentes datos de Cauchy a esta EDP y veamos lo que nos sucede:

) [u(l, y)=e¥| = p(y—=1)e¥—2=eY, p(y—1)=e2. Es p(v)=e2 Vv y asi u(x, y)=ey=—2x+2

Estos célculos han determinado una Unica solucién del problema de valores iniciales.

i) |ulx,x—1)=1| —» p(—x)=eXt1 7 p(v)=el=V, u(x, y)= eX*¥+y=2x+1 también Gnica.

Aqui parece claro, pero para precisar la p despejariamos en general (si se puede)
la x en funcién de v vy la sustituiriamos: —x=v —» x=—v

i) | u(0, y)=eY |y iv) |u(0, y)=1 | dardn problemas por estar dados sobre una caracteristica.
[x=0 es clara curva integral, aunque no venga recogida por la primera solucién general de arriba].

Para iii): p(0)eY=eY — p(0)=1. VpeC! que lo cumpla tenemos una solucién. Hay infinitas.
Por ejemplo, tomando p(v)=1 es u=e¥Y=2X, con p(v)=eV es u= eXy—x Hy-2x
Paraiv): p(0)e¥Y=1, p(0)=e Y es imposible. No hay solucién con ese dato.
Datos sobre caracteristicas dan siempre 0 o o soluciones
[pues se acaba en p(cte)=algo, que puede ser constante o no].

Veamos la unicidad en general. Suponemos que se busca la soluciéon que cumple el dato
[d1|u(g(s), h(s))=f(s)|, g, h y f derivables [curva G=(g, h) y dato son suaves].

Sustituyendo [d] en [e] y despejando p: p(E(g(s), h(s)))=R(s), con R conocida. Como sugerimos
arriba, llamemos v =§(g(s), h(s)). Si se puede despejar s en funcién de v de forma Unica s=
s(v), la p(v):R(s(v)) queda fijada y habra una Unica solucién de [E] satifaciendo ese dato.

Sabemos que esta funcién inversa existe seguro en un entorno de cada s, para el que sea:

P oms, = o[E(9(5), h(5))]s_s, = VE((50), h(50)) - (9" (S0), h(50)) £ 0.

Como V& es perpendicular a las caracteristicas y (g’, h’) es tangente a la curva G, deducimos:

Si G no es tangente en ningln punto a las caracteristicas hay
solucién Unica del problema de Cauchy en un entorno de G.

La tangencia se puede ver sin resolver la EDO [e], a partir
de su campo de direcciones: el vector (B, A) es tangente a sus /gendi te A/B
soluciones y (A, —B) es perpendicular. Resumiendo todo: !

Sea G=(g, h) y llamemos T(s)= g’(s)A(g(s), h(s))— h’(s) B(g(s), h(s)).
Teor. | Si T(s)#0 Vs existe solucién Unica de [E] cumpliendo [d]. G es tangente
a alguna caracteristica en un punto (g(so), h(so)) si y solo si T(sp)=0.

[T(S)EO Vs = G es una caracteristica, puesto que es tangente en cada punto].

Estudiemos de nuevo la unicidad del ejemplo 1, ahora que tenemos teoria general:

Para i) el dibujo ya mostraba que x=1 no era tangente a las caracteristicas.
Exactamente lo mismo lo asegura T(y)=0-(2—y)—1-1=—1#0Vy = unicidad.

Para ii) tampoco es tangente y=x—1 y ademases T(x)=1-(x+1)—1-x=1#0.
Para los otros: T(y)=(—y):-0—0-1=0, lo que confirma que G es caracteristica.
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Veamos mas ejemplos. En los dos primeros no hay problemas de unicidad, y ademas la ecuacién
[E*] o [Ex] que aparece se limita a un simple integracién.

. Ur+cux=0 | ay 1 o - e 0
Ej. 2. u(x, 0)=f(x) | &x—¢ — X — ct =K (caracteristicas) — u=p(x—ct) solucién general.

u(x, 0)=p(x)=f(x) — u(x, t)=f(x—ct), solucién Unica del problema de valores iniciales.

Para dibujar la grafica de u en funcién de x para cada t=T fijo
basta trasladar la de f(x) una distancia cT (hacia la derecha
si ¢>0). Se puede interpretar la solucién como una onda que
viaja a lo largo del tiempo.

[Situacién similar se dara en la ecuacién de ondas].

Ej. 3. Szazy’;):{:éx:y dy _Y2X |y CeX42x+2 — (y—2x—2)e~*=C y/=2x+2
{gziyaazi(e:ezr)nij:r) — Up=y =§e"+2n+2 — u=p(§)+&e1+n?+2n, /\
u=p([y—2x—2]e )+ y+x2-2. .
[Escogiendo n=y no se podria despejar la x de §=(n—2x—2)e™> ]. %
p(y—2)+y—2=y—2, p(y—2)=0 - p(v)=0 Vv, u=y+x%2-2. /\
Solucién Unica porque x=0 nunca es tangente a las caracteristicas,

o, lo que es lo mismo, porque T(y)=0-y—1-1=—1#0Vy.

En los siguientes si tenemos que resolver lineales en n y ademas imponemos unos datos con
solucién Unica y otros sin ella:

Ej. 4. ’3yuy+xux=3u—3‘ Z_§=3;(_y “n—eaJy=Cx3, {—3=C-

. E:yx_3 { uy = X_?’Ug + Up _ _ _u-1
Haciendo {n=y = e =3yt 3yun=3u—3, up=-"7p-.

Resolviendo la lineal (y separable): u=p(E)n+1=p(L)y+1.
a 0jo \
(més largo —n[n=2dn=1)
, u=q(E)N*+1=q(H)x>+1.

= —3
O bien: {g;ix SOGPVIE VS B TS
Y

[Las expresiones con p y g dan la misma solucién, pues q()%))% es otra p arbitraria de = ]

Imponemos un primer dato ‘bueno’:

u(=1,y)=y| = —p(=y)y+1l=y, p(v\)=1+% — u(x,y)=y+x3+1 [0 g(v)=1+V].

Solucién Unica pues x=—1 no es tangente a las caracteristicas como se ve en el dibujo. O porque en
el proceso de célculo queddé p(v) precisada de forma Unica Vv. O porque T=0-3y—1-(—1)=1#0.

Ahora un ‘mal’ dato: |u(x,x3)=x| - p(1)x3+1=x [0 q(1)x3+1=x].

Imposible. No existe ninguna solucién de la EDP que cumpla ese dato de Cauchy.

T

Imponemos tres datos distintos a la solucién general u(x, y)=p(%)y?:

3 3 7 7 .
uix,1)=x3| - p(%)=x3, p(v)=%, u=;—3y2= "7 Solucién Unica.

[Pero definida solo si y>0, la solucién de un problema de Cauchy, en principio, solo es local].

’u(x,l—x)=2x—1‘ - p(%—l):%, v=r2—1, X=r1, p(v)=%—l, u=x2%—y?.

[De nuevo la solucién es Unica por estar dados los datos sobre una recta no caracteristica o
porque T(x)=1-(1—x)—(—1)-x=1#0.Y en este caso la solucién es vélida en todo Rz].

u(x, x)=0 |. Dato sobre caracteristica que dara lugar a infinitas o ninguna solucién.

[Nos confirma que es caracteristica el hecho de que T(x)=1-x—1-x=0].

Imponiendo el dato: p(1)x2=0 — p(1)=0. Infinitas soluciones. Hay una para cada
peC?! que se anule en 1. [Por ejemplo son soluciones: u=0, la u=x2—y? de antes... ].
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Las dificultades de la unicidad, en los problemas que se han visto hasta ahora, se han limitado a ver
lo que sucedia al imponer datos sobre caracteristicas. En los dos siguientes aparecen problemas
de tangencia, que dan dificultades de andlisis mas sutiles y complicadas de precisar.

Ej. 6. ’ 2XUy — Ux = 4xy Z—Z =—2x — y+x?% =K caracteristicas.

= 2
{E;J};H — 2XUp=4xy ; Up=2n — u=p(8)+n*=p(y+x?)+y?.

— 2
{5247 — —up=axy=agn—an* -
n=x
u=q(§)+n*—28n?=q(y+x?)—2yx?>—x*.
Imponemos diferentes datos de Cauchy a la ecuacién y analizamos la unicidad:

ply+ 1)+y2=0; P(V)=—(V—1)2 2 4 2
1,y)=0| — - u=2y—2 — 2x<—1.
U N=0]= G(y41)—2y—1=0, q(v)=2v—1 ~ U= 2YTXITXTH2xX

[p o g fijadas Vv; x=1 no es tangente a las caracteristicas].

u(x,—x?)=0|— p(0) + x* = 0. Imposible, no hay solucién.

Cada peCl con p(0)=0 da una solucién
diferente, con lo que existen infinitas.

Solo queda fijada p(v)=0 para v=0, pero
—0l — 2y —
Hps W=t ple)=, no hay ninguna condicién sobre p si v<O0.
Podemos elegir cualquier peC! que valga 0 para v=>0, con lo o(v)
que existen infinitas soluciones en un entorno de (0, 0): v

u(x,—x?)=x*|— p(0)=0.

p validas

u(x, y)=y? si y>—x2, pero esté indeterminada si y <—x2.
[En (0,0) es y=0 tangente a las caracteristicas. Lo confirma T=1-2x—0-(—1) ].

’u(x,x3—x2)=x4—2x5‘ — p(x3)=—x%, p(V)=—Vv2 Vv — u=—2x2y—x* V(X,y).

Hay solucién Unica pese a ser la curva de datos tangente a una caracteristica
en el punto (0,0) [es T =1-2x—(3x2—2x)-(—1) =—3x? ]. A veces hay tangencia y
existe solucién Unica. La no tangencia es suficiente pero no necesaria.

Ej. 7. [(+ Duy+xux=0| =L2 — y=Cx—1- u=p(51). y
Dara solucién Unica este dato inicial: \ l/
=P(3) = u=f(F1) s caracterisicas. \
x=0 caracteristica (T=0, cumple g-;:%).

Sabemos que debe tener infinitas soluciones. Para precisarlas

reescribimos u=q(%) » q(0)=1. [u=1, u=cos 7, ...son soluciones con ese dato].
u(y?,y)=0|, T=2y(y+1)—y*=y(y+2)=0, y=0,—2 = 7
cerca de (0,0) y (4,—2) quizas no Unica. i
u(yz,y)=p(y;—21)=0 solo precisa p(v)=0 para v>—7z, b
pues la grafica de g(y)=)%21 es la de la derecha. z z__A B 7y

4y+x+4
X

Por tanto, solo podemos asegurar que es u=0 para >0 (en la zona coloreada).
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1.2. EDPs lineales de segundo orden. Clasificacion

Consideremos [E] L[u] =|Auyy +Buxy + Cuxx+Duy+ Eux+Hu=F(x,y)

Nos limitamos en estos apuntes al caso de que A, B, ..., H sean constantes (A, By C
no nulas a la vez). Como en las EDPs de primer orden, quizds un cambio de variable
bien elegido elimine términos de [E] y aparezca una ecuacién que sepamos resolver.
Hagamos un cambio genérico y analicemos la expresién de [E] en las nuevas variables:

& =px+qy , .
{n —rxtsy ' ONPATS constantes y jacobiano J=ps—qr#0. Entonces:
Uyy = q°Uge + 2qSUgn + S2Uny
Uxy = pqueg +(pS+qgr)ugn + rsupy ,

Uxx = pZUEE + 2pr‘u§n + qu,m

Uy = qQUg + Sup
Ux = pug+rup ’

[q2A+pgB+p?Cluse + [2gsA+(ps+qr)B+2prClugy + [s?A+rsB+r?Clup, + -
=A*uge + B*ugn+ C*upp +--- =F(E, n)
[los puntos representan los términos en ug, uy y uJ.

g2A+ pgB + p2C=0

* * .
Intentemos hacer A*=C*=0. Para ello debe ser: 2A+reB 4 r2C=0

Si B2—4AC>0 y A#0 podemos elegir p=r=1vy q,s= %[—B:F\/BZ—4AC] .
[Si A=0y C#0 tomamos g=1, p=0y s=1, r=—§; A=C=0 es caso trivial].

Si B2—4AC=0, g y s coinciden y seria J=0.Ysies <0, q y s serian complejas.

Ademads, es facil comprobar que (B*)2— 4A*C* =[B2—4AC] J? vy, por tanto, el signo de
B2—4AC no varia con los cambios de coordenadas. Todo lo anterior nos lleva a definir:

>0 hiperbdlica
Si B2Z—4AC =0 se dice, respectivamente, que la EDP [E] es parabdlica
<0 eliptica

Encontremos la forma mas sencilla en que podemos escribir [E] (forma candnica) en
cada caso. Si es hiperbdlica, arriba hemos visto que se convierte con el cambio

2A

n=x— B+4/§Z—4Acy forma canodnica de las hiperbdlicas: | ugy+---=F*(§,n)|.

A las dos familias de rectas E=K, n=K se les llama rectas caracteristicas de [E].

{ £=x— B=v/B=8AC, | en B*ugy+---=F.Como (B*)?2>0, podemos escribir la

Si [E] es parabdlica, solo tenemos & =x — %y [una familia de rectas caracteristicas].

Con esta & conseguimos que A*=0, y como (B*)2—4A*C*=0 también es B*=0. Para
n podemos tomar cualquier r y s tales que J#0. Se suele tomar n=y . Asi haciendo

{g:x_ 2.y | y dividiendo por C* se obtiene Ia

n=y forma canonica de las parabdlicas: | upp+---=F*(§,n)|.
: P : . - . J/4AC—B2
Si es eliptica, las &, n son rectas complejas conjugadas: ZA’Z‘ABV +i 422 B y (no hay,

pues, caracteristicas reales). Y no es dificil comprobar que el cambio:

{E= 2AxBY_ | jjeva [E] a la

V/4AC-B? i i
n=y forma candnica de las elipticas: | ugg+ upy+---=F*(§,n) |.

[Para A, B, C no constantes, si es B(x,y)2—4A(x,y)C(x,y)>0,=0 o <0 en cada (x, y)eQcR?,
se dice, respectivamente, que [E] es hiperbdlica, parabdlica o eliptica en Q. Las caracteristicas
en este caso general son curvas integrales de EDOs de primer orden (quizds no resolubles)].
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Ej. 1. | uyy —4uUxy + Suxx+u=0 | - B?—4AC=-4 <0, eliptica.

Copiando el ultimo cambio de la pagina anterior:
Uyy = 4UEE + 4uEn + u”n
— ny — ZUEE + UEr]

{E=x+2y _, U =2ugtuy
Uxx = Ugg

n=y Ux = Ug

Llevandolo a la ecuacién se llega a la forma canénica de la EDP: | uge + upp+u=0 |.

Ej. 2. ’ 4uyy — 4Uxy + Uxx =0 | — B?—4AC = 0 — parabdlica en todo R?.

El cambio en este caso seria & =x+§, 0 quizds mejor (son las mismas caracteristicas):

Uyy = Ugg+2Ugn+Unn

E=2x+y _ Uy=ug+up - R - —

uXX = 4UEE
Esta forma canénica que se resuelve facilmente: up =p(§) — u=np(§)+q(§) .
Por tanto, la solucién general de la ecuacién es:

Ut ) = y px+y) + q2x+Y)

, con p y g funciones C?2 arbitrarias.

Como en este caso, a veces es posible hallar elementalmente la solucién general de
[E] tras ponerla en forma candnica (en la mayoria, como en el ejemplo 1, serd imposible).
Identifiquemos las formas candnicas resolubles:

Si solo hay derivadas respecto a una variable: | uy, + D*up+ H*u=F* |.

Esta lineal de orden 2 con coeficientes constantes, ordinaria si la vemos como funcién
de n, se integra viendo la § como un parametro (analogo a las de primer orden). Un par
de constantes para cada & dan lugar a dos funciones arbitrarias de & en la solucién. La
ecuacién, como vemos, debe ser parabdlica.

UEFI+E*U‘S=F*

Si solo aparecen ug, y una de las derivadas primeras: * N
Ugn + D Ur’ - F

Haciendo en la primera ug=v se obtiene la EDP lineal de primer orden v, + E*v = F*,
resoluble viendo & como parametro. La v contendrd una funcién arbitraria de &. Al
integrarla para hallar la u aparece otra funcién arbitraria (de n). Todo es analogo si solo
aparece up .Y mas sencillo aln si no esta ninguna de las dos. La ecuacion es hiperbdlica.

[En las EDOs de segundo orden aparecen dos constantes arbitrarias; aqui hay, en los
dos casos, dos funciones arbitrarias (evaluadas en las caracteristicas como ocurria en
las EDPs de primer orden). Se ve que ninguna ecuacién eliptica, ni la del calor ut— uxx
son resolubles por este camino].

[Otras pocas ecuaciones mds pueden llevarse a estas formas resolubles con cambios de
variable adicionales del tipo u=ePYe%w que hacen desaparecer alguna derivada de
menor orden o el término con la u].

Ej- 3- Uyy+ 5qu+4uXx+3Uy+ 3UX=9 i BZ—4AC=9, hlpel’béhca

Uyy = UEE ar SUE[’] + 16Ur]r]
— qu =—UEE—5uEr]—4u”n

B«/B?—4AC _ 1 _| { E=Xx=y _ Uy=—ug—4up
2A -
uXX = U}_—:E + ZUE[] + u”n

4 n=x—4ay Ux = Ug + Up
Entonces: ugp+up=—1, del segundo de los tipos citados. Para resolverla:

up=v = vg=—v—1 - v=p*n)e5-1 - ugn=pn)es+q(E)—n.

La solucidén general es: | u(x, y) = p(x—4y)eY=>+ g(x—y)+4y—x |, p, q arbitrarias.

[La ecuacion similar uyy+ 5uxy+ 4Uxx+ 3Ux=9 — ugn—%un—%u,g =—1, no es resoluble].
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¢Qué datos adicionales proporcionan problemas bien planteados para una EDP de se-
gundo orden en dos variables lineal [E] L[u] = F? En primer lugar, écdmo aislar una
Unica solucién? Para una EDO de segundo orden se fijaba el valor de la solucién y de
su derivada en el instante inicial para tenerla. En una EDP de primer orden ddbamos los
valores de u en toda una curva G (no tangente a las caracteristicas). Hemos visto que
en los pocos casos en que [E] era resoluble aparecian dos funciones arbitrarias en la
solucién. Todo ello lleva a plantear el problema de Cauchy para [E]:

Hallar la solucién que tome unos valores dados de u y de la
derivada up a lo largo de una curva dada G del plano xy .

[Geométricamente: hallar la superficie solucién que contenga una curva
dada y tenga a lo largo de ella una familia de planos tangentes también
dados. La derivada normal un sera habitualmente ux o uy 1.

En particular, al tomar como G el eje x se tiene el problema de valores iniciales que
consiste en hallar la solucién de [E] que cumple u(x, 0)=f(x), uy(x, 0)=9g(x).

Como ocurria en las de primer orden se puede probar que:

Si los datos son suaves y G no es tangente a las caracteristicas en ningln punto,
el problema de Cauchy tiene solucién Unica en las proximidades de G.

y
Uyy+ 2Uxy + Uxx—Uy—Ux =0 2_ = B y—x_y=
Ej. 4. Sea [P]{ vy CExy T BT By BT—4AC=0 x—zy=x—y=K
u(x,0)=x, uy(x,0)=0 parabdlica,  5racteristicas.

Como y=0 no es tangente a ellas, el problema [P] tiene solucién Unica. /‘ /

La ecuacién resulta ser resoluble y podemos comprobarlo:

{ ,E,:;_y — Upp—uUp=0 — u=p(E) +q(§) e = p(x—y) + q(x—y)e.
Imponiendo los dos datos iniciales [ uy =—p’ + (gq—q’) e |:
u(x, 0) =p(x) + q(x) = x } p’(x)+q'(x) =1 }
uy(x,0) =—p’(x)—q’(x)+q(x) =0 p’(x)+q’(x) = q(x)

[p’ y q’ representan la misma derivada ordinaria en ambas ecuaciones]

- g(x)=1Vx - p(x)=x—1Vx — ’ u=x—y—1+eY ‘

solucién determinada de forma Unica por los célculos anteriores.

[Imponiendo datos de Cauchy sobre una caracteristica, por ejemplo u(x, x)=f(x), uy(x, x)=g(x),
nunca tendriamos solucién Gnica o tendriamos infintas, pues solo aparecerian p(0) y q(0) ].

iSerd el problema de Cauchy adecuado a todas las EDPs de segundo orden? No, no lo
es. En los problemas reales aparecen condiciones mucho mas variadas: en unos casos
condiciones iniciales y de contorno a la vez, en otros solo de contorno...

Por otra parte, unos datos de Cauchy pueden dar lugar a problemas mal planteados para
las EDPs no hiperbdélicas. Ademas de la unicidad, debe haber dependencia continua:
variando poco los datos, deben variar poco las soluciones. Se pueden dar ejemplos de
problemas de Cauchy para Laplace (de solucién Unica, pues sin caracteristicas reales
no puede haber tangencia con la curva de datos), para los que no se tiene la citada
dependencia continua.

En la préxima seccién describiremos los principales problemas asociados a las tres EDPs
clasicas en dos variables [solo el primero para ondas serd de Cauchy]. Para cada uno
de ellos habria que probar que ‘estd bien planteado’. Demostraremos solo parte de las
afirmaciones. Para més variables las cosas son analogas y poco mas complicadas.
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1.3. Los problemas clasicos. Unicidad

Ondas. Tiene solucién Unica dependiente continuamente de los datos el

0
problema puro de |, ) Urt—C2Uxx = F(X, t), x, teR "%
valores iniciales: Y ux, 0) =f(x), ur(x, 0) = g(x) ifx)

| X

para la cuerda infinita (de sentido real cuando t es pequefo y estamos lejos de los extremos).
Hallemos su solucién (es la Unica ecuacién clasica resoluble por este camino) para F=0:

— 2 =
{Utt CoUuxx =0 B2—4AC = 4c?, hiperbdlica.

u(x, 0)=f(x), ut(x, 0)=9(x)

A partir de las expresiones halladas en la pagina 19: {

E=x+ct . {Uxx = Uge + 2u§n + Unn
n=x—ct utt=c2[u55—2u§,7+u,m]

— —4c%ugy =0 — o ca — Ut =p*(§) = u=p(&)+q(n).

Luego la soluciéon general de la ecuacién de ondas homogénea es:

’ u(x, t) = p(x+ct)+ g(x—ct) |, p y q funciones arbitrarias de C2.

Imponemos los datos para aislar la solucién del problema de valores iniciales:
PG +q0) =f0) POI+a' =) _ 5 sy 1

{ P’ (X)—cq’ () =g(x) {p’(x)—q’(x) = £9(x) 2P ) =170+ 29()

= p0) =30 + 52 [ 9(S)ds + k = q(x) = 3f0) — 5 [ 9(s)ds—k —

formula de
D’Alembert

_1 1 [t [Para que u sea C?,
ulx, )= [fOc+ct) + fix—ct)] +5: f_ 9()0s | Gepe fec?y gect].

t La unicidad del problema de Cauchy (P1) la asegura el hecho de que
imponemos los datos sobre la recta t=0 no caracteristica.
Probemos, si F=0, la dependencia continua. Las soluciones u(x, t) y u*(x, t)
para datos iniciales préximos son cercanas en intervalos de tiempo finitos:
Si [f(X)—f*X)I<6é y |g(x)—g*(x)| <6 Vx, para te[0, T] se tiene:
lu—u*| < SUFOc+C)—F*Oc+ct)] + SIf(x—ct)—fF*(x—ct)| + 2 [ lg(s)—g*(s)l ds

T .
<&+ zicf)’:;_ ds=6(1+T)<e€e Vx y Vte[0,T], si 5<1i—r-

Otro problema bien planteado es el de la cuerda acotada cuyos extremos se mueven
verticalmente segun ho(t) y h.(t) dadas (que estén fijos es un caso particular). Hay
entonces dos condiciones de contorno adicionales:

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) =g(x)

ust — C2uxx = F(x, t), x€[0,L], teR
(P2) {
u(0, t) = ho(t), u(L, t) = h.(t)

Demostremos su unicidad (veremos que la solucién existe, como en otros casos, halldndola
explicitamente [en la seccién 1.4 mediante extensiones o en 4.2 por separacién de variables];
no probamos la dependencia continua). Sean ui y uz soluciones de (P2) y sea u=ui—u.

Utt — C2uxx =0, x€[0, L], teR

Entonces u cumple: (Pg) { u(x, 0)=ur(x, 0)=u(0, t) =u(L, )=0

Probemos que u=0. Integremos la identidad u¢[ Usr — C2Uxx] = %%[uf+c2ui] —c? 2 urux]
para x entre 0 y L y t entre 0 y T cualquiera, suponiendo u solucién de (P,):

L T T Lt L
3 oluz+c? ui]&ogdx —c?f, [uf“X]Eo,r))dt =3 [ [uc0x, T)?+c2ux(x, T)?]Jdx =0
pues urt—C?uxx =ut(x, 0)=ux(x, 0)=ut(0, t)=ur(L, t)=0.

El Ultimo corchete es >0 y es funcién continua de x. Para que la integral se anule debe ser
ut(x, T)=ux(x, T)=0 si 0<x<L y para cualquier T. Por tanto u(x, t) es constante y como

u(x, 0)=0 debe ser u=u;—u=0. Hay unicidad.
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Calor. Para la varilla infinita se prueba que esta bien planteado:

(P3) ur— kuxx = F(x, t), xeR, t>0
371 u(x, 0) = f(x), uacotada

Basta un solo dato, la distribucién inicial de temperaturas, para fijar las posteriores.

[No podemos dar arbitrariamente la ut(x, 0) pues debe ser ut(x, 0)=kf"’(x)+F(x, 0) si
u es solucién (t=0 es caracteristica y (P3) no es buen problema de valores iniciales)].

Para la varilla acotada hay condiciones de contorno, que pueden ser de varios tipos,
con diferentes significados fisicos cada uno. Si los extremos toman a lo largo del tiempo
las temperaturas dadas ho(t) y h.(t) se tiene:

u(x, 0) =f(x)

us—kuxx = F(x,t), x€(0,L), t>0
(P4) {
u(0, t) = ho(t), u(L, t) =h.(t)

Si lo que fijamos es el flujo de calor en los extremos obtenemos:

u(x, 0) =f(x)

ur— kuxx = F(x, t), xe€(0,L), t>0
(Ps) {
ux(0, t) = ho(t), ux(L, t) =hc(t)

[En particular, si ho(t)=h,(t)=0, los extremos estan aislados].
Un tercer tipo de condiciones de contorno combina u y ux:

’ u(0, t)—aux(0, t)=ho(t) o u(L, t)+bux(L,t)=h.(t), con a,b>0

Expresan la radiacion libre de calor hacia un medio a temperatura dada (si el extremo
x =L estd mas (menos) caliente que h; entonces se irradia (chupa) calor puesto que
ux=(h—u)/b<0 (>0) y el flujo de calor es siempre en sentido opuesto al gradiente de
las temperaturas; lo mismo sucede con el otro extremo).

(P4) o (Ps) (o cualquiera de los otros 7 problemas que aparecen combinando los 3 tipos
de condiciones descritos) son todos problemas bien planteados.

Probemos que todos tienen solucién Unica. Sean uj y uz soluciones. Entonces u=u;—u;
satisface el problema con F=f=hg=h;=0. Nuestro objetivo es deducir que u=0.

Multiplicando la ecuacién por u e integrando respecto a x entre 0 y L se tiene:

(L.t)

(oo +kfouZdx=0= & [;[ux, )] dx <0

L L L
fo uurdx—k [, uuxxdx = %%fo u?dx—k[uux |
[si u=0 o ux=0 en los extremos la Ultima implicacién es clara, ya que k>0 ; es también
facil verlo si u—aux=0, a>0 o si u+bux=0, b>0; no se puede dar ese paso ni probar
la unicidad para a<0 o b<0 (fisicamente inadmisible)].

La Ultima integral es una funcién U(t) no creciente (U’ <0), que cumple U(0) =0 (pues
u(x,0)=0) y es U(t) =0 (integrando positivo). De las tres afirmaciones se deduce que
U(t)=0= u=0. Unicidad.

Una forma alternativa de probar la unicidad de algunos problemas (que ademas permite
atacar la dependencia continua) es utilizar un principio del maximo que se ajuste a ese
problema. Por ejemplo, es cierto este principio que no demostramos:

Si u es continuaen [0, T]x[0, L] y satisface ut—kuxx=0 en (0,T)x(0, L), los valores
mdaximo y minimo de u se alcanzan o bien en t=0, o bien en x=0, o bienen x=L.

[Si la temperatura inicial en la varilla y la de sus extremos no superan un valor M, no se
puede dar en su interior una temperatura mayor que M (sin fuentes externas). La prueba
a partir de esto de la unicidad y la dependencia continua de (P4) seria similar a la que
veremos para Laplace y no la hacemos. Si quisiéramos demostrar la unicidad para los otros
problemas de la ecuacién del calor, necesitariamos otros principios del maximo diferentes].
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Laplace. Los problemas son de contorno. Los dos méas importantes son:

Problema

Au=FenD Problema Au=FenD

d d -
Diricﬁlet: (Pp) {Ll=f en oD Neumeann: (Pn) {Un =fenaD [ dominio

acotado

Donde D es un abierto conexo acotado de RZ, 3D es su frontera y un
es la derivada en la direccién del vector normal unitario exterior n.

Si vemos la ecuacién describiendo una distribucién estacionaria de temperaturas en una

placa, en (Pp) imponemos las temperaturas en el borde y en (Py) fijamos el flujo de calor
en direccién normal al borde.

Si F, f y aD son regulares, el (Pp) es un problema bien planteado. Lo resolveremos en
recintos sencillos en el capitulo 4. Probemos ahora su unicidad por dos caminos.

Mediante la férmula de Green (generaliza la integracién por partes a R?):

Sea ueC?(D)nC}(D). Entonces H uAudxdy=j€ U Un ds—ﬂ IVull? dxdy
D oD D

[Identidad uAu=div[uVu]—||Vu||2 y teorema de la divergencia ff divfdxdy =§ f. nds].
D oD

Si u1 y uz son soluciones de (Pp), u=uj3—uy verifica el problema con F=f=0.
La férmula de Green dice entonces que:

jj IVull? dxdy =0 = Vu=0 = u=cte = u=0 (pues u=0 en aD).
D

Probamos de otra forma la unicidad de (Pp), y también la dependencia continua, con el
siguiente principio del maximo para Laplace (intuitivamente claro: la temperatura de
una placa no supera la méxima de su borde) que no demostramos:

Si u satisface Au=0 en un dominio acotado D y es continua en D entonces
u alcanza su méximo y su minimo en la aD.

Au=0enD
u=0enoD’

O=minu<minusmdxu<maxu=0=u=0
aD D D aD

Como u=uj—uz, con ui, uz soluciones, verifica { se tiene:

Sea u* solucién de (Pp) con u=f* en aD y sea |f—f*|<e€ en aD. Entonces:
Av=0enD

v=f—f*enaD
Si la diferencia entre datos es pequefia, lo es la diferencia entre soluciones.

v=u—u* — =>—€e<minv<v<maxv<e = |[u—u*l<e en D.
D D
F) F)

Para el (Py) la situacién se complica. En primer lugar, para que (Py) pueda tener
solucidn es necesario que F y f satisfagan la relacidn:

_ [basta aplicar el teorema de la
JL Fdxdy—ﬁofds divergencia a Vu para verlo].

Ademés, si (Py) tiene solucién, esta contiene una constante arbitraria [lo que podiamos
esperar, ya que ecuacién y condicién de contorno solo contienen derivadas]. También
se ve que si queremos repetir la prueba de la unicidad con la férmula de Green, se
pueden dar todos los pasos excepto la Ultima implicacién. Se dice que el problema de
Neumann (Py) tiene unicidad salvo constante.

[Ademas se imponen a Laplace condiciones de contorno del tipo u+aun=f, a>0, y también
tienen interés los problemas en que en parte de aD hay condiciones tipo Dirichlet, en
otra tipo Neumann... (todos son problemas bien planteados). También se trataran en 4.4
problemas en D no acotados. Para tener unicidad, ademas de los datos en 8D, habra que
exigir un ‘adecuado comportamiento’ en el infinito].
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1.4. Ecuacion de la cuerda vibrante

En secciones anteriores vimos que para el problema puro de valores iniciales:

Urt—C?uxx =0, X, teR ux0|  g(x)
(o) { e F | ¥
u(x,0)=f(x), ut(x,0)=9(x) ()

X

las caracteristicas eran x+ct=K, la solucién general

’ u(x, t) = p(x+ct) + g(x—ct) |, p y g funciones arbitrarias de C2,

y la solucién Unica de (P1), satisfaciendo ya los datos iniciales:

xtet formula de

. g(s)ds D’Alembert

[1] | u(x, t) = 3[fOx+ct)+f(x—ct)] + 2_1Cf

X—Ci

[Para que u sea C2, debia ser feC2y geCl (entonces es solucién cldsica o regular).

Si u es continua pero no C2 se llama ‘solucién débil’, concepto tipico en EDPs. En cada
caso habria que precisar que se admite como solucién débil y comprobar que el problema
sigue bien planteado (si mas funciones valen como soluciones, éseguira la unicidad?)].

La solucion de (P1) es la suma de dos ondas que viajan a velocidad ¢, una hacia
las x crecientes y otra hacia las decrecientes. A |a vista de [1]:

q(x) = %f(x)—G(x) va hacia la derecha

Llamando G(x)= = [Xg(s)ds :
2¢ fo p(x) = %f(x)+G(x) va hacia la izquierda

Para obtener un dibujo de la solucién u(x, t) en diferentes instantes t, una vez identificadas estas
ondas viajeras, bastara trasladar sus graficas y sumarlas (graficamente). Esto es especialmente
sencillo cuando solo hay f (si no hay velocidades iniciales).

Ej. 1. Supongamos f=0 salvo una perturbacién en forma de triangulo
en torno a 2 y que soltamos la cuerda sin impulso (g=0).
Dibujemos la solucién para distintos t. Bastara trasladar las dos
ondas que viajan en sentidos opuestos [aqui ambas son %f(x) ]:

| 112 — 712

Ha costado muy poco hacer los dibujos y predecir la evolucién de esta solucién débil
[bastante mds costaria dar la expresién analitica de la solucién para todo x y todo t].
Los picos de la f inicial siguen indefinidamente y viajan también a velocidad c.

Las cosas se complican cuando viaja la G:

Utt—Uxx =0, x,teR — G)=G(=x) |14 ()
Ej. 2. { _ _ ]_, |X|S1/2 : :g -----7.; ..... -
utx, 0)=0, ur(x, 0)= {0 x|>1/2 : E : /|'~ SN
Viajan a izquierda y derecha: -z |12
e . 1 X uixl) A
u=G(x+t)—G(x—t), con G(x)=7fo g. _\\

z
o127 A2 | 12 ~3]2

Moviendo G dibujamos la cuerda para t=1,2y 3:
1/2

Es sencillo dibujar también la evolucién de x=3: u(x,2)

u(3, t) = G(3+t)—G(3—t)= G(t+3)+G(t—3). =50 KT
u(3,t)
1 ,3 12
Ir u(x/):

N
- 4 . B
52. . 72 I 52 52 02

-1/4
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Supongamos ahora que hay fuerzas externas. El problema y su solucién seran ahora:

) { Utt — C2uxx = F(x,t), x, teR
27 L u(x,0)=f(x), ut(x,0)=g(x)

(21 | ulx, t) = L[fx+ct)+flx—ct)] + & J Tgsyds+ £ tf T s T dsdt

x—c[t—T]

Se puede comprobar que la integral doble proporciona la F(x,t) al llevarla a la EDP utilizando esta
extensién del teorema fundamental del calculo (regla de Leibniz de derivacién de integrales):

Si H(x)= fb((:))f(s x)ds es H'(x)=f(b(x), x)b’(x) — f(a(x), x)a’ (x)+fb((;())fx(s,x) ds (a,b,fecl).
Observemos que u(x, t) solo depende de los valores de f en x—ct y x+ct
[puntos de corte con el eje x de las caracteristicas que pasan por (x,t)]
y de los de g en el intervalo [x—ct, x+ct]. A este intervalo se le llama E
dominio de dependencia del punto (x, t). Se comprueba también que el i
recinto descrito por la integral doble es el tridngulo del plano st limitado x-ct X x+ct
por el eje T=0 y las caracteristicas citadas. Asi pues, para hallar la solucién
u en un punto (x,t) se necesita exclusivamente: i) los valores de F en dicho tridngulo, ii) los de
g en toda su base, iii) los de f en los dos puntos x—ct y x+ct.

Ej. 3.

— =2 . .
{ T Utilizando directamente [21]:

u(x,0)=x, ut(x,0)=3

X+[t—T]

u={x+t+ =]+ f_ 3ds+3 ftf

x—[t—1]

t
2dsd'r=x+3t+2J [t—T] dT = x+3t+t2.
0

A veces es facil hallar una solucién v de la ecuacién no homogénea y evitar el calculo de la
integral doble, pues w=u—v conduce a un problema con F=0, resoluble con [1] (cuando
haya condiciones de contorno, deberan seguir siendo homogéneas). Si F depende solo de
X o de t se puede buscar una v(x) o una v(t). En este caso:
; Wit — Wxx =0
—Vxx=2 = V=—X2+Cx+K — si v(x)=—x2, w cumple
XX ) P w(x,0)=x+x2, w¢(x,0)=3

X+t

— w= 1[0+ )+ 00+ )2+ (=) + (x=0)2]+ [ ¥ 3ds = x+x2+£243t, u=x+3t+t2,

Wit — Wxx =0

- = — = 2
w(x,0)=x, wt(x,0)=0 W=X — U=x+3t+t<.

vir=2 — v(t)=t24+3t — {

Empecemos a resolver problemas con condiciones de contorno. En primer lugar, el
problema homogéneo para la cuerda semi-infinita y fija en un extremo:

(P3) { ut—C2uxx =0, x>0, teR [para que no esté rota,
37 ulx,0)=f(x), ur(x,0)=g(x), u(0,t)=0 debe ser f(0)=01.

La formula [1] exige funciones definidas Vx y ni f ni g estdn definidas si x<0. éCOmo
extender estas funciones a todo R? Si llamamos f* y g* a sus extensiones y se debe
cumplir la condicién de contorno:

u(0,t) = 3[f*(ct) + f*(=ct)]+ = [, g*(s)ds = 0

es claro que f* y g* han de ser impares Fog" fog
respecto a 0, es decir, N J_/\ /N
FX=X)=—f*(x) ; g*(—x)=—g*(x) . “--et

Asi pues, la solucién de (P3) es la del siguiente problema (para la cuerda infinita):

u(x, 0)=f*(x) s | Ul =[x+ ct)+fH(x—ct) ]+ Zicf““g*(s) ds | [3]
ur(x, 0)=g*(x) i
pues u cumple la ecuacién, las condiciones iniciales para x>0, y la de contorno. Pero

las dificultades practicas del uso de esta solucidon es que f* y g* tendran, en general,
diversas expresiones en distintos intervalos.

{ Utt—C2Uxx =0, x, teR
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utt—uUxx=0, x=>0,teR 7
Ej. 4. { sen2nx, x€[2, 3] el H_a”a_r u(6'4).
u(x, 0)={0, x€[0,2]U[3, 00y » Ut(X, 0)=u(0, t)=0 | b) Dibujar u(x,2) y u(x, 4).
La solucién es u(x,t)=%[f*(x+ t+f*(x—t)], LA sen?mx
con f* extensién impar respecto del origen. -3 -2 31/6
[ f* es funcién Cl. Seria —sen?mx en [—3,—2], ‘}f J t 2 3 4 5
pero no lo necesitamos para lo que se pide]. \coooosooos -1
7 1 31 17 u(x,2)
a) u(§, 4)=3[r(G)+r(-¥)] 12l g VAN
1[ (31 17 1 17 1 G T 2 3 4 5
. ?i[f(?)—f(?)]=—§Se“Z(T")=—§- e
f*impar wx4)
I . IR 2 i —>
b) Para hacer los dibujos basta llevar rigidamente " ™ 12 / \
la grafica de %f* hacia la izquierda y derecha 2 V—» & 7
unidades en un caso y 4 en el otro y sumarlas. [dibujo 3d en la portada de los apuntes]

En t=2, la onda que se mueve hacia la izquierda esta llegando al origen; en t=4 se ha
reflejado e invertido y ahora viaja hacia la derecha.

[Esta reflexién e inversién siempre se dard en los extremos con la condicién u=0, lo que
permite predecir facilmente la evolucién de estas perturbaciones localizadas en la f. Si
la f fuese no nula, por ejemplo, en todo [0, o) o si la perturbacién fuese en la g, las
cosas, graficamente, se pueden complicar muchol.

utt—uxx=0, x=>0,teR ) Hall | aaller G 3.6)
- — a allar el valor de u o .
Ej. 5. | { u(x,0)=0, ue(x, 0)={ 720D, xeL2:4]

0, resto de [0, o) b) Hallar u(3,t) para t>7 y para 1<t<5.
u(o,t)=0
. g
Para aplicar D'Alembert extendemos g a PN 1
una g* impar definida en todo R: '/ S 2 3 4
=T 2

_ 1 x+t oy . = -3
Entonces u(x, t) =5 t 9 (s)ds sera la # _________ szm

solucién del problema para todo X, t.
=1 = Ll(%2_ —[l3_321% 4-_13 4__1
a) u(3,6)= 2f_3g*im_par2f3(s 65+8)ds=[5s’—5s?[; +4=—F +4=—3 .
b) Para t>7 es 3—t>—4 y 3+t>10.

1 3+t
2J3-t

Para 1<t<5 es —2<3—t<2 y 3+t>4,yasi g* soloesnonulaen[2,4]:

Por tanto, u(3,t) = g* =0, pues las areas se cancelan.

u(3,t)= 1 [ (s?—6s+8)ds =—2 [el doble de la de arribal.

Gracias a la imparidad no se ha necesitado, para hacer los célculos anteriores, conocer
la expresiéon de g* para x<0, pero esta es facil de escribir:

Para xe[—4,—-2] serd g*(x)=—(x+2)(x+4) y claramente es 0 en el resto.
(cambiando x por —x y el signo)

Con esta expresién se obtendrian (trabajando mas) los mismos resultados, por ejemplo:

=3 4
a) u(3,6)= %f_93 g* =—%J_3 (52+6s+8)ds+%f2 (s2—65+8)ds= %—% —% .

Veamos cdmo se debe extender si la condicién de contorno u(0,t)=0 de (P3) se sustituye por la

ux(0,t)=0| (describe el hecho de dejar al extremo de la cuerda subir y bajar libremente).

ux(0, t) = 3[F*(ct)+f*'(—ct) ]+ 5[ g*(—ct)—g*(ct)] = 0, f*' impary g* par =
se deben extender f y g de forma par respecto a 0. Observemos, por ejemplo, que en este
caso las ondas siguen reflejdndose en los extremos con ux=0, pero que no se da la inversiéon
(pues las ondas que se encuentran en el extremo tienen el mismo signo).
[Anticipandonos a lo que veremos: también se extenderia par respecto a x una F(x, t)#0,
y en la cuerda finita se extenderia par también respecto a x=L si fuese ahi ux=0 ]



28 Métodos Matematicos Il: ecuaciones en derivadas parciales

Siguiendo con la cuerda semi-infinita, veamos cémo se resuelve el problema mas general
con fuerzas externas y extremo movil:

Utt—C2uxx = F(x, t), x>0, teR
(Pa) { u(x, 0) =f(x), ut(x, 0) = g(x)
u(0, t) = ho(t)

[debe ahora ser

f(0)=ho(0) ].

Primero debemos hacer la condicion de contorno homogénea, encontrando una v
gue la cumpla y haciendo el cambio w=u—v, ya que entonces serd w(0, t)=0, aunque
probablemente se complicardn la ecuacién y el resto de condiciones.

La v mas clara (no siempre la mejor) es: v(t)=ho(t).

Una vez que tenemos la condicién de contorno homogénea, la solucién del problema en
w la da[2] sisustituimossus f, gy F por f*, g*y F*, siendo esta Ultima la extension
impar de F mirdndola como funcién de x:

1 1 x+ct 1 t px+c[t—1]
w(x,t):5[f*(x+ct)+f*(x—ct)]+2—Cf g*(s)ds+2—CJJ F*(s, T)dsdT.
x—ct 0Jx—c[t—1]
Utt—Uxx=0, x=0,teR
Ej. 6. u(x, 0)=ut(x,0)=0 Hallemos primero la solucién para un x y t fijos: u(1,2).
u(o, t) = t2
Para anular la condicién de contorno podemos usar la v citada: 2|--on. 2
Wit— Wxx =—2 _ _ [ 2, x<0 2
W=u—t2—) {W(X, 0)=Wf(xr 0):0 — {th WXX_{—Z,X>0 —_
w(0,t)=0 w(x, 0)=wi(x, 0)=0

w(1,2)=1 [ F* =3[ (2) 4rea M +(~2) érea( \]=—3 — u(1,2)=—3+4=1.

[Por ser constantes las F a integrar, nos hemos ahorrado el cdlculo de integrales dobles.
Pero como esto no se podra hacer en general, vamos a perder un poco el tiempo en hallar
w(1, 2) sin este atajo. El valor que estamos calculando es:

w(l,2)=3 [[AF*= 1 [2[2T F*(s, 1) dsdt
Sobre el tridngulo pequeno la integral viene dada por:
1 fyfe 2dsdTr= [  (1-T)dr=1.
Para el otro cuadrilatero hay que dividir en dos el recinto de integracién:
12T (=2)dsdT+ 2 [2[2 T (=2)dsdT = [y (1—3)dT+ [} (21—4)dT=—1 .
Sumando ambos resultados obtenemos w(1, 2)=—3 como antes].

También podriamos conseguir un problema sin F, haciendo el cambio con una v mejor.
Tanteando un poco se ve que v=x2+t2 cumple la condicién y también la ecuacién:

Wet— Wxx =0 Wit—Wxx =0, X, teR
wW=u—v — { w(x, 0)=—x2, wi(x,0)=0 — {w(x, 0) =F*(x)
w(0,t)=0 wi(x,0)=0

- w(l,2)= %[f*(3)+f*(—1)] =—4-> u(l,2)=5—-4=1.

Con este segundo cambio no es dificil dar la u(x,t) para todo x,t> 0 (con el primero
nos costaria muchisimo mas). Esta claro que hay que considerar dos posibilidades, pues,
aunque x+t es siempre positivo, x—t puede ser también negativo, y la f* tiene expresiones
distintas para valores positivos y negativos:

—1(x+1)?+ F(x—t)2=—2tx, x<t L 6 ) {(X_t)z, Seen
—3(x+ 12— (x—t)2 =212, x>t ' 0, x=t

W=%[f*(X+t)+f*(X—t)]={

[Como las ondas viajan a velocidad c=1, los puntos a distancia >t
debian estar parados en el instante t |.
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Estudiemos la cuerda acotada y fija en los extremos [la volveremos a ver en 4.2]:

Upt—C2uxx=0, x€[0,L], teR [debe ser
M e { w00 oo 2 | ro=rw=0]

Para hallar su solucién Unica con la férmula de D'Alembert extendemos f y g a [—L, L]
de forma impar respecto a 0 y luego de forma 2L-periddica a todo R, es decir,
llamando f* y g* a estas extensiones:

FX=)==*) , f*x+2L)=f*(x) ; g*(—x)=—g*(x), g*(x+2L)=g*(x) .

:-.. . f :"o‘
P e f o, .
N (JM S (entonces f* y g* también

BT D T D .. seran impares respecto a L).

Como para (P3), la solucién de (Ps) se obtiene aplicando [3] al siguiente problema (por
la imparidad de los datos se cumplen también las condiciones de contorno):

{ Utt—C%Uxx = 0, X, teR

u(x, 0)=f*(x), ut(x, 0)=g*(x)

Para que la u dada por [3] sea C2 (regular) deben feC?2[0,L] y geCl[0,L] y ademas:
FO)=f(L)=f"(0)=f"(L)=9g(0)=g(L)=0 [f’ y g’ existenen 0 y L por la imparidad].

utt— uxx =0, x€[0,1], teR u(x,0)
. _ [ x, 0&x<1/2 (Puede representar la pulsacién f
Ej. 7. u(x, 0) = { 1-x, 1/2<x<1 de la cuerda de una guitarra). A X
ut(x, 0)=u(0, t)=u(L, t)=0

—1—x, —3/2<x<-1/2
wron_ | x, —12<x<1/2
P =4 1y 12<x<32
X—2, 3/2<x<5/2

Hallar u(x, t)=%[f*(x+t)+f*(x—t)] exigirfa discutir en qué intervalos se mueven x+t y
x—t, lo que seria muy largo (para hacer estas discusiones conviene dibujar los dominios
de dependencia). Algo mas facil es hallar la solucién para un t o x fijos. Por ejemplo:

ulx, ) =3[+ P+ F*(x—1)] »
SR T T AT T T T T T
i 8+§_§=XI OSXS% o' \)4';"~“\ ‘ :0"‘ S
3 x 1_1 1_.,.3 s A ‘~‘« »” X
"= 7+§ 8= 74, 3SX=7 00000c £ £ - e e
3_x43 x-1y, Jexsl -1/2 o 1/4 1/2 3/4 1

Si es muy facil hallar u para un (x, t) dado. No se necesita siquiera la expresién de f*.

Por ejemplo: u(%,3)=3[f*(3)+r*(- 11)]T =2+ (-2 ]?—f(%)=—‘

f* es 2-periddica f* esimpar
Tampoco se precisa la expresién de f* para hacer dibujos: basta trasladar ondas y sumar.

Dibujemos: u(%,t):%[f( +t)+f*(3- )]:%[f*(%+t)—f*(t_%)]

La gréﬁca tiene periodo 2. Esto es general: por las propiedades de f* y g* la u dada por
[3] es ?—perlodlca [Lo que sera evidente en la serie solucién de 4.2].
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Si queremos resolver el problema mas general:

urt—C2uxx = F(x, t), x€[0,L], teR
(Pg) { u(x,0)=f(x), ut(x,0)=g(x) (hay fuerzas externas y
u(o, t) = ho(t), u(L, t) =h.(t) movemos los extremos)

primero, como en (P4) y otros problemas que veremos, hay que hacer las condiciones de
contorno homogéneas, hallando una v que las cumpla y haciendo w=u—v. Tanteando
con funciones v=a(t)x+b(t) se ve facilmente que una posible v es:

v(X, t)=|:1—>L—<:| ho(t) + %hL(t) [a veces serd mejor buscar otral.

La solucién del problema en w la da de nuevo [2], poniendo en vez de f, g y F, las
extensiones impares y 2L-periddicas f*, g* y F* (vista F como funcién de x).

utt—Uxx=0, x€[0, 2], teR | Estydiemos la evolucién de la cuerda para te[0,2].

Ej. 8. | { u(x, 0)=ut(x,0)=0
! uEO, t))=t,tt(1(2, g)=0 Primero usamos la v de arriba v=t(1—3%) =Y

Wit—Wxx=0, X€[0, 2] Wit—Wxx =0, Xx€R /‘ /

{ w(x,0)=0, wi(x,0)=35—-1 — { w(x, 0)=0 '

w(0, t)=w(2, t)=0 we(x, 0)=g*(x) 2
x+t g* / V /

La solucién del ultimo problema es w(x, t)_ 5

Sea T€[0, 2] fijo. Como [x—T,x+T] no contiene valores negativos a partir de x=T:

300 (5+1)ds+3 [X*T(5-1)ds=x(3-1), xe[0, T]

w(x, T)=
1 rx+T
2 Jx—T 2 1)d5 T(>—(—1) x€l[T, 2] =0 T t=T<2 ? =2
(0 T) = T—x, x€[0,T] B
ulx, )= 0, x€[T, 2] > T | 2

La perturbacién viaja a velocidad 1. La cuerda debia estar en reposo para x>T .

Acabemos la seccién viendo que las ondas ui—c2Au=0 en el espacio con simetria
radial se reducen a cuerdas semi-infinitas. Pasando el laplaciano a esféricas (en 4.4 esta
su expresion) y quitando los términos con derivadas respectoa 6 y ¢ se llega a:

(P { uet— c2[urr+2ur]=0, r=0, teR
" utr, 0) =£(r), ue(r,0) = g(r)

Haciendo el cambio , la ecuacién pasa a ser la de la cuerda: vit—c2vyr=0.
Y como u debe ser acotada, aparece la condicién de contorno: v(0,t)=0-u(0,t)=0.
Asi pues, el problema en v es del tipo (P3) que vimos antes:

{vtt—czvrr =0, r>0, teR
v(r,0)=rf(r)=F(r), ve(r,0)=rg(r)=G(r), v(0,t)=0

Si F* y G* son las extensiones impares de F(r) y G(r) la solucién de (P,) sera:

u(r, t) = Z[F*(r+ct)+FH(r—ct)] + o= [ G*(s)ds

—ct

que podemos escribir en la forma u(r, t) = %p(r+ ct)+ %q(r—ct) e interpretar como
la suma de dos ondas esféricas, cuyos radios decrecen o aumentan a velocidad c.
La magnitud de la perturbacién propagada es inversamente proporcional al radio.
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1.5. Transformadas de Fourier

Sea f(x) definida en R y absolutamente integrable [f_°°oo |f] < oo].

La transformada de Fourier de f es la funcién: f(k)=%f f(x)elkxdx.

Si f es ademéas C! se puede recuperar a partir de f usando la formula de inversién:

Teor. 1 | feCL(R) y absolutamente integrable zf(x):%f f(kye kxdk ¥xeR.

[Algunos libros no ponen la constante % en la definicién de f y ponen 2—111 en la férmula

de inversién; también se puede ver en la primera férmula e~'%% y en la segunda e'k* ].
[Como otros resultados (algunos se probardn en problemas) no la demostramos].

Se llama a f transformada inversa de Fourier de f. Vamos a denotar
también F[fl1=Ff y F ![f]=f.Es evidente que F y F~1 son lineales.

Veamos otras propiedades. La F hace desaparecer derivadas:

FLf 1=—ikF[f]
FLf"1==k2FIf]

FIF00]= 74z [ 2 F/ () edx= = 00 ] — 2 [ f0x) elkdx = =ik F[f(x)],

pues f—0 si f_°°°o |f] converge. F[f"(x)]|=—ik F[f'(x)]=—k?F[f(x)] .

Teor. 2 | f, f/, f”€C(R) y absolutamente integrables =

Estas transformadas nos apareceran resolviendo EDPs (probamos las 2 primeras):

17k eika]= : _ (1, xela,b] _ 1 elkb_glka
reon 3| 5 [fkyeika]=f(x—a). si h(x)_{0 et reto  FLh1 == S—=¢
—ax2\_ _1 _—k?/4a 1(p—ak?Y_ _1 _—x2/4qa
./T(e )—me f ]'—_(e )_1/2_ae , a>0.
FH(felk)= == [2 f(k) e~k dk = f(x—a). F(h) = %fﬁ el X dx = %ei“’i—ke‘k"
La convolucién de f y g es la funcién: (f>|<g)(x)=1/L_foo f(x—s)g(s)ds.
Teor. 4 . . 27 | .
Se tiene fxg=gx*f, y F(f*g)=F(f) F(g), si las transformadas existen.

Hallemos la transformada de la ‘funcién’ delta de Dirac, cuya
definicién seria exige la llamada ‘teoria de las distribuciones’, pero
que es facil de manejar formalmente. La 6(x—a) se puede ‘definir’
intuitivamente como el ‘limite’ cuando n — co de

f (X)={n si xe[la— 5=, a+ 5]

5(x—a)

0 en el resto a a

31

Esta 6(x—a) tiene las siguientes propiedades (que nos bastardn a nosotros para trabajar con ella):

f(a) sia€[b,c]

§(x—a)=0 si x#a; fbcf(x)é(x—a)dx={ , f continua; [* §(x—a)dx=1.

0 siaé¢[b, c]
i 1
5(x—a)=%ua(x), donde uq es la funcién paso ua(x)={(1) : );<>C; . | u,(x)
La transformada de la delta es muy facil de hallar: o a
- =1 (*® _ kX 4y — | _L_ aika
Flo(x—a)] | = mf_oo s(x—a)e™dx=| —e

[Obsérvese que formalmente esta funcién de k (que no tiende a 0 en +o0) no tiene transformada
inversa, pero con la F se suele ser riguroso justificando los resultados al finall.
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Aplicando a una EDP en dos variables la F en una de ellas aparece una EDO (en la otra
variable) para la (. Resolviendo la EDO se halla G. Identificando la u de la que proviene
o con el teorema 1 se puede a veces dar explicitamente la solucién, pero en muchos

casos hay que dejar u en términos de integrales no calculables.

x5k En cada uno de los pasos anteriores, se debe tener claro

EDP en Xt — e > EPOent  y4les son las variables y cuales las constantes. En lo que

kc‘ei sigue, haremos lo esquematizado a la izquierda, ya que

solucién x& g . nuestras ecuaciones seran en (x,t) y siempre haremos
ux Foonstante (<D la transformada en la x.

Aplicamos la F en la variable x (se supone que u, g y f son ‘buenas’,
de modo que se pueden usar los teoremas).

Utilizando la linealidad, el teorema 2 y el hecho de que Flut]=0;:

*© 3 *© - . ar—ika=g(k
I[Ut]=%f_w—a“f,’§’t) e'kxdx=%%f_wu(x, t)elkxdx = a; — { ! g(k)

Ej. 1. { ut+ux=9(x)

u(x, 0)=£(x)

ack, 0) = f(k)

Esta lineal de primer orden en t tendrd solucién con una constante distinta para cada k:
atk, )= p(k) etkt—9% con p arbitraria 4 o= ek eikt & _c}(k)[eikit—k—l] .

Por tanto, a la vista de las dos primeras transformadas del teorema 3, y el 4:

1 si x€[0,t]

u(x, t) = f(x—t) + ¥2mg(x) * h(x) siendo h(x)= { 0 en el resto

Como fg g(x—u)du = —f;(_tg(s) ds, concluimos que | u(x, t) = f(x—t) +f;:_t g(s)ds

Obsérvese que la expresién anterior nos da la solucién del problema si feCly
g continua, aunque no sean absolutamente integrables, que era necesario para
aplicar la transformada. Esta situacién es tipica utilizando la F.

[La solucién la podemos calcular también con las técnicas de la secci6n 1.1:
dt =x—t X
Hx=1— {gzx — up=9g(n) = u=px—t)+[;g(s)ds —

p(x)+fg g(s)ds =f(x) — u=f(x—t)—fg_tg(s) ds +fg g(s)ds como antes]|.

Qe — i ke + 2k20=0
a(k, 0)=f(k), ar(k, 0)=0"

Utt + Utx — 2Uxx =0

Ej. 2. { u(x, 0)=f(x), tr(x, 0)=0 Aplicando F: {

Las EDOs lineales de orden 2 con coeficientes constantes de coeficientes complejos se
resuelven igual que las de coeficientes reales. A través del polinomio caracteristico:

u2—iku+2k?2=0 — u=2ik,—ik — a(k, t) = p(k)e?ikt4 g(k) ekt

p(k) = 3 f(k)

Imponiendo los datos iniciales: 3 2
q(k) = 3f(k)

— A(k, t) = 3 F(k) eIkt + T F(k) eIkt

Y como FI[f(k)e'k?]= f(x—a), concluimos que |u(x, t) = %f(x+t) + %f(x—Zt) :

[Solucién valida VfeC?, tenga o no transformada].

De nuevo el ejemplo es resoluble también por otros caminos. Los descritos en 1.2:

2 hiperbdlica de E=x+t Uxx = Ugg+2Ugn+Unpp
B<—4AC=9 cc%%f;(é;enr}t:ss — n=x—2t — { Uxt = Uge—Ugp—2Upp — Ugp= 0

Utt = Ugg—4Ugn+4uUpp
— u(&, n)=pE)+qn), u(x, t)=p(x+t)+q(x—2t), solucién general.
{u(x, 0) = p(x)+q(x) = f(x) q(x)=%f(x)T§ .
ue(x, 0)=p’(x)—2¢’(x)=0, p(x)=2q0)+C" p(x)=3f(x)+5

ulx, t) = 3f(x+t) + 3 f(x—=2t) |.

[Hay similitudes entre las formas de trabajar con la F vy las caracteristicas. En ambos casos
se ‘matan’ derivadas, se resuelven EDOs en una variable mirando la otra como constante y
aparecen entonces funciones arbitrarias].
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Mds interés que los ejemplos anteriores, ya que no conocemos ningudn otro método para
resolverlo, tiene el problema para el calor en una varilla infinita:

P) {ut—uxx =0, xeR, t>0
u(x, 0)=f(x), uacotada

Supongamos que u y f son suficientemente regulares y que tienden a 0 en +oo lo
suficientemente rapido como para poder utilizar los teoremas anteriores. Aplicando la F
en la variable x a la ecuacién y al dato inicial se tiene el problema:
{ at + kza =0
a(k, 0)=f(k)
La solucién serd la convolucién de las transformadas inversas de cada uno de los factores
(la del segundo la tenemos en el teorema 3):

cuya solucién es a(k, t) = f(k) ekt

u(x, t) = 5= f F(5) e~(x—9)%/4t gs = f Gx, s, O)f(s)ds | [1]

2 . s .z
G(x,s, bt)= %me—(x—s) /4t es |a llamada solucién fundamental de |a ecuacién del calor

[es la temperatura del punto x en el tiempo t debida a una f inicial de la forma §(x—s) ]

Una vez deducida [1], en vez de justificar los pasos que llevaron a ella, se prueba que
proporciona realmente la solucién de (P) con hipdtesis mas amplias de las que permiten
aplicar la F. En concreto, para cualquier f acotada y continua a trozos, [1] nos da la
solucién Unica acotada de (P) que es continua para t>0 a excepcién de los puntos de
t=0 en que f es discontinua.

De [1] se deduce también que, segln este modelo matematico, el calor (a diferencia de
las ondas) se transmite a velocidad infinita: si f>0 en un entorno de un x, y es nula
en el resto, es claro que u(x, t)>0 por pequefio que sea t y grande que sea |x—Xo]|.

También se comprueba que u(x, t) es C* para t>0 aunque f sea discontinua (iaunque
sea f(x)=6(x—s)!). En las ondas se conservaban los picos iniciales.

Ej. 3. Apliquemos [1] para resolver un par de problemas particulares.

Sea primero | f(x) = ug(x) = { 0, x<0 |, ix,t)=—L J“’ e—(x—5)2/4t gs
0

1, x>0 24/mt
. —ﬂ . z. _i oo _VZ e
Haciendo v= 57 &n la integral sera: u(x,t) = ,/ﬁf—x/zft e~ V" dv, que podemos escribir:

u(x, t) = %fg/z’ﬁe—"zdv+ %fgo e Vv = %[1+¢(2Lﬁ)] donde ¢(s)= %f; e~ Vidv

es la ‘funcién error’ que aparece a menudo en la teoria de las
probabilidades y hemos usado la conocida integral:

f e_"zdv=4, j e~ Vidv=JT.
0 —00

lt-»oo

Como se observa, la solucién, suave si t>0,
tiende hacia % para todo x cuando t — .

Sea ahora | f(x) = e | Completamos cuadrados y hacemos un cambio de variable:

X
51/4t+1—ﬁ

% 2 _ (x=s)? _ X2 e 2
u= % j eS’e” @ ds=-—1_e 4r+1f e (*)ds con e=

24/mt 24/mt R 24/t
2 0 2
o q 1 24/t . _ 72 1 =2
— . = 4t+1 = 1+4t
Haciendo z = e se obtiene: u(x,t) >/ VAT e+ LOe dz = € .
Pero se llega a la solucién mucho mas réapidamente aplicando directamente la F:

at=—/<20 R 1 _k2(+4p 1 _ X2
A 2 - U=——e 4 — U= e 1+4t ,
ack, 0)=% e—k/4 2 JI+at
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{ Ut— Uxx + 2tu=0, x€R, t>0 | Hallamos la solucién para una f(x) general y de ella
u(x, 0)=f(x), uacotada deducimos la solucién para f(x)=1.

[Como F(1) no existe, no se puede resolver directamente el problema con u(x, 0)=1 ]
{at+(k2+2t)a =0
ack, 0)=r(k)

= Uk t) = pk) ekt Lb ¢y = fk) et ekt

42 o
u(x, t) = e~tf(x) * F~l(e K*t) = _zeJt;th f(s)e~(x=9)*/4t gs

2 =2 [ 2
e—(x=s)/4tqs — eﬁ e~ UWdy=e-t

(5—x)/(2vVt)=u

. : _ _ et
En particular, si f(x)=1, u= v Al

Wt_ WXX = O
w(x,0)=f(x) ’

[1] nos da nuestra férmulay w=1 es solucién clara para f(x)=1 (la varilla sigue a 1° )].

. . 2
[Parece que seria adecuado hacer un cambio de la forma u=we™t — {

En los ejemplos anteriores podiamos dar la transformada inversa (lo que no es habitual). Hacemos
uno, primero con la delta de Dirac 6, para él solo sabremos hallar la solucién para x=0:

. Ur—Uxx = 6(x), XER, t>0 k20 =-1 _~—k2t [que no es identificable con
Ej. 5. { t= U= 6(X) At 2, G(k,t) = 12e— la transformada de ninguna
u(x,0)=0 a(k,0)=0 k“¥/2m  funcién conocidal.
Rl P —k2¢ i s .
Acudimos al teorema 1: u(x, t)_— 1%e_'k"dk, dificil en general, pero no si x=0.
1—e¥’t t [© k2 V[ =2 t
u(0, t) = [partes] = —=5— }_oo+ ﬁf_m e kKtgk = TLH e Sds=|/ ¢

Podriamos evitar la § utilizando esta v=%|x| que satisface v//=6(x):

1 * —(x—s)?/4t
i mﬁw Is| e ds.

__1 (- —s/at e — 1 (T —s¥atye __ [T —sz/4t:|°°= [T
YW _wlsle ds 2JHL se ds = 0 — -

Resolvamos para acabar un problema (algo largo) para la cuerda infinita con una F=§ (empujamos
hacia arriba en el punto central de la cuerda):

Haciendo w=u+ %"

|X| {Wt_Wxx=o - w(x, t) =

w(x,0)=|x|/2

w(O0, t)

0“ + szl =
a(k, 0)=d¢(k,

Ej. 6. {““_uxx=5(x), x€R, t>0

1
J__
u(x,0)=ut(x,0)=0 0

)=

Aplicando la F: {

La solucién general (A==£ki y up a simple vista) es:

g k
~ ai . _ l—coskt _ 2 rsenzty2
ack, t) = (k)coskt+q(k)senl<t+‘/_k2 aCk, t) = 22048 = m[ =1
En la h del teorema 3, cuando a=—b se tiene como caso particular:
. _[1, xe[—b, b] _ 1 elkb_e"ikb /7 senbk
= h(x)_{o enelresto * 7 (M= ik T /m k-

La u sera, por tanto, la convolucién de una h de este tipo consigo misma. En concreto:

(" (1, xe[—t/2,t/2]
_?L h(x—s)h(s)ds, donde h(x)={ g X<~/

Discutiendo en qué intervalos el integrando es 1 o 0 segun los valores de x se concluye:
Si x<—t osi x>t es u=0

] . 4 . . 1 t t 1
W2 ) U2 xt2 x xR Si xe[—t, 0], U=—[X+§— ——)]=—[x+t]
e Si xe[0,t], u=3[£—(x—5)]=3[t—x]
Y20 u(x,t), t>0 fijo 0, si [x|>t
Es decir, u(x, t) ={ e . .
- 51 . - s[t=Ixl], si Ix|<t

Para hacerlo sin transformadas, mejor utilizamos la v=%|x| del ejemplo anterior:
Wit — Wxx =0
w(x,0)=|x|/2, wt(x,0)=0

Discutiendo los valores absolutos se llega a la solucién de arriba.

Con w=u+V se obtiene: { — u(x, t)=%[|x+t|+|x—t|]—%|x|.



2. Soluciones de EDOs en forma de serie

En el estudio de las EDOs lineales se comprueba que hay escasas formas de resolver
elementalmente la ecuacién con coeficientes variables

[e]| y”+a(x)y’+b(x)y=0 |

Este capitulo trata una forma general de atacarla: suponer la solucién desarrollada
en serie de potencias e introducir esta serie en la ecuacion para determinar
sus coeficientes.

En la seccién 2.1 recordaremos la definicién de funcién analitica (aquella que se puede
escribir como una serie de potencias convergente) y las manipulaciones matematicas
gue se pueden hacer con ellas. Si a y b son analiticas en x =X, (punto regular)
siempre se podran encontrar dos soluciones linealmente independientes de [e] en forma
de serie de potencias por el siguiente camino: llevando la serie a la ecuacién se podrd
expresar sus coeficientes cx en funcién de los dos primeros cg y ¢1, que seran las dos
constantes arbitrarias que deben aparecer en la solucién de cualquier EDO de orden dos
(algunas veces podremos dar la expresién general del ¢k, pero otras nos limitaremos a
ir calculando coeficiente a coeficiente). Un teorema, que aceptaremos sin demostracién,
asegurard que las series solucién convergen al menos en el intervalo en que las series
de a y b lo hacian. Imponer datos iniciales en x, sera inmediato, pues tendremos que
y(Xo)=co y y'(xo0)=c1.

Empezaremos la 2.2 resolviendo elementalmente (con el cambio x=e® se convierte en
una de coeficientes constantes) la ecuacién de Euler:

[ul | x2y”+axy’+by=h(x), a,beR

Pasaremos luego a resolver utilizando series la ecuacién homogénea mas general:

[eX] | xX2y”"+xa*(xX)y’+ b*(x)y=0

Si a* y b* son analiticas en x=0 diremos que este punto es singular regular (otros
puntos X, se llevan al origen haciendo s =x—Xx,). La forma de resolver [e*] es solo
algo mas complicada (es el método de Frobenius). Calcularemos primero una solucién
y1 que serd siempre de la forma x" > (siendo r la mayor de las raices del llamado
polinomio indicial) y a continuacién otra y», linealmente independiente de la anterior,
gue unas veces (segln sea la diferencia entre las raices) serd del mismo tipo y otras
contendra ademas un término incluyendo el Inx, que ya aparecia en las de Euler. Un
teorema no probado garantizard la convergencia de las series que vayamos hallando.

El célculo de los coeficientes de las series es sencillo (aunque algo pesado). El problema
basico es la dificultad de obtener informacién sobre las soluciones que se encuentran
(muchas veces ni tendremos su término general). Pero ecuaciones del tipo [e] o [e*]
aparecen resolviendo EDPs y las series son el Unico instrumento para abordarlas. Por
eso hay libros enteros (los de funciones especiales de la fisica) dedicados a estudiar las
propiedades de las series soluciéon de algunas de estas ecuaciones (las de Legendre,
Hermite, Bessel, Laguerre, Tchebycheff...). Una pequefia muestra de tales estudios son
las propiedades de las soluciones de las ecuaciones de Legendre, Hermite y Bessel
citadas en la seccién 2.3.

Las series solucién en torno a cualquier punto (salvo que se puedan identificar con una
funcién elemental) no dan ninguna informacién sobre el comportamiento cuando x— oo
de las soluciones. En la seccién 2.4, para estudiar la ecuacién para grandes valores de
X, introduciremos el llamado punto del infinito, punto s =0 de la ecuacién que se
obtiene haciendo x=1/s en la inicial.

https://dx.doi.org/10.5209/docm.005.03
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2.1. Funciones analiticas y puntos regulares

Recordemos que una funcién real f(x) es analitica en x =X, si viene dada por una
serie de potencias cerca de X,

fx)= i ck(X—X0)K = co+C1(X—X0)+C2(X—X0)?+-+-
k=0

A partir de ahora, x=0 (si no, con x—Xx,=s estariamos en ese caso): f(x)= Z cxxk.

A cada serie de potencias estd asociado un radio de convergencia R tal que:
Si R=0, la serie solo converge en x=0.Si R=00, converge para todo x.
Si 0<R<oo, converge si [X|<R y diverge si |x|>R (en x=%xR no sabemos).
Ademas, si 0< x, <R, la serie converge uniformemente en [—Xo, Xo] .

El R se puede calcular en muchas ocasiones aplicando el criterio del cociente:
Sea Zak y p=jim "T’il' Entonces si p<1 la >} converge, y si p>1 diverge.

k=0
Propiedad bdasica de las series de potencias es que, para |x|<R (si R>0), se pueden
derivar e integrar término a término (infinitas veces):

f’(x)=ikckxk‘1=c1+2czx+--
"ix)=S kj k=2 _ (= f90)=ktcy )
f (x)_Zk(k 1)cix =2C2+6C3X+:, ...

00

chkxk Z ke xk+1 = C+ cox+Sx%+--- si |x|<R.
k=0

También pueden sumarse, multiplicarse,. . . estas series como si fuesen polinomios:
OO = Saex si [x| <Ry y g(x) = S1bexK si |x|<Rg = Si [x|<min{Rs,Rg},
k=0 k=0

FOO+g00= Y [ak+bilx¥, F(x)g(x)=aobo+(aob1+a1bo)x+(aoba+a1b1+azbe)x?+---
k=0
[También f/g es analitica si g(0)#0, o si anuldndose tiene el cociente limite en x=0

senx senx
cosx '’ X

(asi lo son . ); en el primer ejemplo ya haremos desarrollos de cocientes].

Caso particular importante de las series de potencias son las de Taylor:

= FK(0) K P .

Z —— X%, para una f con infinitas derivadas en 0.

k=0
La siguientes funciones elementales coinciden con su serie de Taylor (y por tanto son
analiticas) en todo el intervalo de convergencia de la serie. Por ejemplo ¥x€ R son:

_ © k ( 1)I<X2k+1 ( 1) x2 2k+1 (X2k
ex—;%, senx = ZW' Cosx = ZW' shx = Z(g‘kﬂ),, chx = Z
Y para [x|<R=1: ﬁ=ix’<, [1+x]°‘—1+orx+°’(°‘ Dy24...,
k=0
© 1 \Kyk+1 ®© 1)Ky 2k+1
IN(1+x)=>" % , arctqnxzz%
k=0 k=0

[Inx y X (a¢N) no son analiticas en x=0 (discontinuas o no C®), aunque si
en cualquier otro punto x,, como también lo son, por ejemplo, €X o arctanx].

Aunque f sea C*®(R) y su serie de Taylor converja Vx puede que ambas no coincidan,
como le ocurre a f(x)=e~**, £(0)=0 (que cumple f*k)(0)=0 Vk, con lo que su serie
de Taylor es . 0-xK=0 vy, por tanto, f no es analltlca) Para que una f lo sea, debe al
menos tener infinitas derivadas en el punto, pero esto no es suficiente.

[Entender los comportamientos extrafios de las series de potencias reales exige pensar
. 2 . B . . R . n 2
en el mundo complejo: f(z)=e~1V/Z* en el eje imaginario es la discontinua f(iy)=el/Y ]
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Ej. 1. Hallemos de varias formas (algunas nada naturales) el desarrollo de f(x)= ﬁ .

) )

FOO=—F h = ragr == 2, (XK == 31 (~ 1 kxk1= 31 (— 1) (k+1)xK si [x]<1.

k=1 k=0
Otra forma:
(L4+x)72 = 1—2x+ 2252702, 202 WC2-D,3 L = 1 2x+ 3x2— 43+, |x]|<1.

Multiplicando: f(x) =[1—Xx+x2—---J[1—X+Xx2—---]
=[1+(1-1)x+(A+1+1)x2+:--]=1—2x+3x2—--- si |x|<1.
También podemos ‘dividir’: buscar una serie 3. ckx¥ tal que
[co+cix+Cax2+c3x3+---][x24+2x+1]=1 =
co=1; 2cop+c1=0—-c1=—2cp=—2; Co+2C1+Cc2=0—>Cr=—Cp—2C1=3 ;...
[El radio R del desarrollo de un cociente P/Q, con P y Q polinomios,

simplificados los factores comunes, y siendo Q(0)#0, es la distancia
al origen de la raiz (real o compleja) de Q mas préximal.

Y con un caso sencillo de ‘composiciéon’ de series:

1

2 3
o =1— (2x+Xx2) + (2x+x2) = (2x+Xx2) + -+ =1—=2x+ (—1+4)x2 + ---

Pasemos ya a resolver ecuaciones diferenciales ordinarias por medio de series. En esta
seccién nos dedicaremos a los puntos regulares. Sea la ecuacién:

[e] | y”+a(x)y’+b()y=0 |

Se dice que X=X, es un punto regular de [e] si a y b son analiticas
en X=X, . En caso contrario se dice que x=Xx, es punto singular de [e].

Supongamos que x=0 es regular. Se podran, pues, escribir a y b como series de potencias para
x| <R (minimo de los radios de a y b). Y es esperable que las soluciones de [e] también se
puedan escribir como una serie de potencias para |x|<R. Empecemos con un ejemplo:

Ej. 2. | (1+x2)y” + 2xy’—2y =0 |, es decir, y”’ + 1i§2y’—ﬁy=0,

a(x) y b(x) son analiticas en x=0 (regular) con R=1 (x==i ceros del denominador).

Sustituyamos una solucién en forma de serie arbitraria y sus derivadas en la ecuacién inicial
(mejor que en la otra, pues deberiamos desarrollar a y b) y hallemos sus coeficientes:

y=>axk, y=>kaxk7t, y” =S k(k—1)ckxk=2 -
k=0 k=1 k=2

STIk(k—1)cixk=2 + k(k—1)cixk] + > 2keexk — > 2ckxk =0
k=2 k=1 k=0

[Se podria poner k=0 en las tres series, pues se anularia el primer término en la de k=1 y
los dos primeros en la de k=2, pero asi es clara la potencia con la que empieza cada unal.

La soluciéon de esta lineal de segundo orden debera tener dos constantes arbitrarias. Vamos
a intentar escribir los cx en funcidén de los dos primeros cp y ¢1. Como han de ser
0 los coeficientes de cada potencia de x, deducimos:

x%: 2.1.c;—2:co0=0 — c2 =cp
x1: 3.2.c3+[2—2]c1=0 - c3=0

xK: (k+2)(k+1)cks2 + [k(k—1)+2k—2]ck = 0

[Hemos escrito aparte los primeros términos porque cada serie empieza a aportar
términos para distintos k; como potencia general hemos tomado xK porque era
la més repetida, pero también podriamos haber escogido xK=21.

De la Ultima igualdad deducimos la regla de recurrencia que expresa un coeficiente en
funcién de los anteriores ya conocidos (en este ejemplo, queda ck+2 en funcién solo de
Ck, pero en otros pueden aparecer varios); para facilitar los célculos, factorizamos los
polinomios que aparecen calculando sus raices:

(k+2)(k=1) k=1

Ck+2=—ka=—ka, k=0,1,...
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Si preferimos tener el ck en términos de los anteriores, basta cambiar k por k—2:
Ck = —g Ck—2, k=2,3,...

A partir de la regla de recurrencia escribimos algunos cx mas (siempre en funcién de cg o
c1) con el objetivo de encontrar la expresién del término general de la serie (en muchos
ejemplos esto no serd posible, pero aqui si):

Ca =—%C2 =—%Co , Ceé =—%C4 = %Co , C8 =—%C6 =—%Co paoa
c5=0 por estar en funcién de c3 que se anulaba. Andlogamente c;=cg="---=0.
Por si no estd todavia clara la expresion de los ¢z, usamos la recurrencia ‘desde arriba’:
Ck = —%Ck—Z = %i:—gck—zl = ,;:—ick—4 = —f:—zck—e Sooo
El numerador de c2x es 1, el denominador es 2k—1 y el signo va alternando, asi que:

Cok=(—1)}*15trco, k=2,3,...

Agrupamos los términos que acompanan a co y ¢1 (que quedan indeterminados) y
obtenemos por fin:

1 1 29 2k
y=co[l+x2—3x*+&x8+ .- ]+ c1x = co[1+2 (—1)k+1 2’,2_1]+ C1X = Coy1 + C1y2
k=0

Expresién con la estructura cldsica de las soluciones de las lineales de segundo orden. Pero
para que lo sea de verdad, las series deben converger en un entorno de x=0, y ademas
y1 Y y2 han de ser linealmente independientes. Esto es lo que sucede. La serie de y1 (lo
prueba el criterio del cociente) converge si [x|<1 y la ‘serie’ de y, (truncada a partir de
su segundo término) converge Vx.Y ademas el wronskiano de ambas soluciones en x=0
es 1 (pues y1(0)=1, y7(0)=0, y2(0)=0, y’(0)=1).

Si, en vez de la solucién general, buscamos la que cumple los datos iniciales y(0)=y,,
y’(0)=y; (que existird y sera Unica por ser a y b analiticas en x=0), dada la forma de
las series de y1 e y»2, es inmediato que debe tomarse co=yo, C1 =y;.
La ecuaciéon se podia haber resuelto sin series. Bastaba advertir que y,=x era
una solucién y hallar la y; mediante la férmula citada en el apéndice:

—[=2x_
Y1 =Y2fy§2 e~Jagx =xfx—2 e “1+x? dx =XI% =—1—xarctanx.

[Su desarrollo, salvo el signo, coincide con el obtenido anteriormente para y; 1.

Gran parte de lo visto en este ejemplo ocurre en general, como asegura el siguiente
teorema que no demostraremos.

Si x=0 regulary R es el menor de los radios de convergencia de las series
de a y b, la solucién general de [e] y”+a(x)y’+b(x)y=0 es

y=coy1+ciyz=co[l+ X |+ca[x+>],

con co, c1 arbitrarios, y las series, que contienen potencias xK con k>2,
convergen, al menos, si |x| <R . Los coeficientes las series se determinan de
forma Unica probando una serie de potencias arbitraria en la ecuacién (con
las funciones a(x) y b(x) desarrolladas) y expresando sus coeficientes c,
para k=2, en funcién de cg y c1. La solucién unica de [e] con y(0)=yo,,
y’(0)=y; se obtiene simplemente tomando co=yo,, c1=y/ .

Teor.

[El desarrollo de a y b, desde luego, serd innecesario si esas funciones son polinomios,
y esto sucede en la mayoria de las ecuaciones que se resuelven por series en la fisical.

Para dar las soluciones de [e] cerca de otro x, regular, el cambio de variable s=x—x,
(que no afecta a las derivadas por ser ds/dx=1) lleva a una ecuacién en la variable s
para la que s=0 es regular. Probariamos entonces para hallar su solucién la serie:

y = i cksk [es decir, y= i ck(x—x0)K 1.
k=0

k=0
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x=0 es regular puesto que a(x)=0 y

i /2 —_ = — / —
HE s | 7 bty =, =2, 7= b(x)=x—2 son analiticas en todo R.

El ejemplo 2 era demasiado sencillo. En general, y como en este, las cosas se complican.

Llevamos de nuevo una serie arbitraria y sus derivadas a la ecuacién e igualamos a 0 los
coeficientes de cada xX:

y=Scxk » S k(k=1)cixk2+ S [cxk* = 2¢,xK]= 0 —
k=0 k=2 k=0

x0: 2.1-c;—2-co=0—co2=cg; x': 3:2-c3+co—2:c1=0—>c3=—Co+C1 ;...

xK=2: k(k—1)ck+Ck—3—2Ck—2=0 — ck=—k(k1_1)ck_3+k(kz_l)ck_z , k=3,4,...

(regla de recurrencia de 3 términos que suele traer muchos mas problemas que las de 2).
Escribimos un par de términos mas en funcién de co y c1:

1 2 1 1 1 2 1 1
Ca =—ﬁC1 + ﬁcz = gCO- ﬁCl , Cs =_ﬁC2 oGP ﬁC3 =_ECO + %Cl .
No hay forma de encontrar la expresion del término general, aunque paso
a paso podemos ir calculando el numero de términos que queramos.

La solucién general es entonces:

= 2_1,3,1y4_ 1,5, .. 1314, 1,54 ...
y=co[l+x2—gx3+ex*— x>+ - J+ci[x+ 33— xt+ 552 + -+ ]

1

Y la particular pedida: y=2+4+x+ 2x2+%x4—mx5+--- (converge V¥x segln el teorema).

Para calcular unos pocos términos (pero no para hallar muchos o buscar la expresién
del término general) de una serie solucién cerca de un punto regular (en los singulares
regulares no se podra hacer) se puede seguir el siguiente camino:

Haciendo x=0 en la ecuacién: y”/(0)+(0—2)y(0)=0— y’/(0)=4
Derivando la ecuacién y volviendo a hacer x=0:
Yy +(x=2)y’+y =0 — y"’(0)=2y’(0)—y(0)=0
Derivando otra vez: y””/+(x—2)y”’+2y’=0— y’”’(0)=2y’’(0)—2y’(0)=6, ......
Y de estas derivadas deducimos la expresién de la serie solucién:

YOO =y(0)+ y'(0)x + L5052 . YHO3 4 o m 2y x4+ 4324+ O3 4 Bxt 4.

Si los datos iniciales fueran ’ y(2)=16, y’(2)=0 |, la solucién general de antes, dada por

series en x=0, no sirve para imponer los datos. Se debe resolver en torno a este punto:

s=x—2— |y””+sy=0| (esta derivada es respecto a s, pero la seguimos llamando igual).

s=0 regular - y =>" cksk - STk(k—1)cksk2 + Dleksk*l =0 —
k=0 k=2 k=0

— 50 2¢,=0; sl: 6c3+cp=0, c3=—Co; ...;
sk=2: k(k—1)ck+cCk—3=0 — Ck=—ﬁck—3i k=3,4,... —
. 1 . 1 1 . 1 1
Cs=Cg=:-=0,C4=—73C1;C6=—55C3= §5.32C0: C7=—75C4 = 7523C1 —

1

- B DC I TP P = s
y=co[l—gs>+ 1555% + -+ |+ c1[s— 555 + 5535 + -]

Y=6—53+ 3550+ = 6—(x—2)> + 55 (x—2) +---

(Aqui si podemos dar su término general, menos compacto que en el ejemplo 2:

_ S (=1)k(x=2)%* O (=1)k(x=2)3+1
y= Co[l + kZzl 2-5--~(3k—1)-3-6~--(3k)] + Cl[x +§1 3~6~--(3k)-4-7---(3k+1)} )

39
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2.2. Ecuacion de Euler y puntos singulares regulares

Empecemos la seccién tratando una EDO lineal de segundo orden con coeficientes
variables, resoluble de forma elemental, que daré ideas para el trabajo con series.

Ecuaciones de Euler: [u] | x2y” +axy’+ by =h(x) |, x>0.

Haciendo el cambio de variable independiente x=e* (s=InXx), [u] se convierte en una
ecuacion lineal con coeficientes constantes:

dy _1dy d%_ 1 [dzy dy]

dx ~xds ' dx2~ x2Lds? ds

2
Y+ (a—1)%+by=h(e%)|,

de ecuacién caracteristica ’ ow=pu(u—1)+au+b=0 ‘ .

Conocemos las soluciones de la homogénea para la segunda ecuacién. Deshaciendo el
cambio , obtenemos que la solucién general de una ecuacién de Euler homogénea es:

Si u1#u2 reales, y =cixHl + coxH2,
Si u doble (real), y =(c1+c2Inx)xH.
Si u=p=qi, y =[c1cos(gInx)+czsen(qgInx)]xP.

(Observemos que la ‘ecuacién caracteristica’ de una ecuacién de Euler seria
la que obtendriamos probando en la homogénea soluciones de la forma x*).

Ej. 1. , es decir, x2y”’+ axy’=0 de ‘ecuacién caracteristica’ p(u—1)+au=0.
y=c1+cox17% si a#1,
y=ci1+c2Inx si a=1.
Expresiones, en general, con sentido cuando x>0 (aunque para algunos a valgan Vx).

Como u=1-—a, 0, su solucién general sera:

Podemos con facilidad dar unas soluciones vélidas también si x<0 escribiendo:
y=c1+c2|x|17%, y=ci+caln|x|.
[También se podria resolver esta ecuacién haciendo y’=v: v’=—“x—" — v=Cx9.
Integrando se llega a las soluciones de antes (con otro nombre de las constantes):
y=Cx1794+K, a#1, y=Clnlx|+K, a=1].

Para la solucién particular de la ecuacién no homogénea siempre se tiene la férmula de

variacion de las constantes con f(x)=h(x)/x?, y para la de coeficientes constantes

en s, el método de los coeficientes indeterminados si h(e®) es del tipo adecuado.
[Aunque todas las ecuaciones a resolver con series en este capitulo serdn homogéneas,

volverdn a aparecer las de Euler en la separaciéon de variables del capitulo 4 para la
ecuaciéon de Laplace en polares y alli se deberan resolver también las no homogéneas].

Ej. 2. Resolvamos ahora la ecuacién de Euler no homogénea ’ X2y +xy’'—y=2x

La homogénea es siempre muy facil: u(u—1)+u—1=0, u=+1 — xp=cix+cox" 1.

(valida en este caso Vx#0).
Con la férmula de variacion de las constantes:

IWI(x)=

x x71
1 —x2

— -1 _2 _ -1 x2xtdx x12xtdx _ X
==2x"%, fO)=% = Yp=X J_ZX,l —xj S =xInx=3.

. s 2 _ C2 1
Luego la solucién general de la no homogénea es y=cix+2+xInx (regalando el —3 a c1).

La yp se puede hallar utilizando coeficientes indeterminados en la ecuacién y”’—y =2e°®
a la que conduce el cambio x=e®. La yp que debemos probar en la ecuacién en s serfa
yp=Ase®, o lo que es lo mismo, podemos probar yp,=AxInx en la de Euler inicial:

y;)=A[Inx+1], yé’:é — AX+Ax=2x — A=1, yp=xInx como antes.
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Volvamos a las soluciones por medio de series. Supondremos en esta seccién que para
[e] y/+a(x)y’+b(x)y=0 es x=X, un punto singular, es decir, que a o b o ambas
no son analiticas en x=Xx,, con lo que no es aplicable el método de la seccién anterior.
Interesa precisamente a menudo conocer la forma de las soluciones de [e] cerca de sus
puntos singulares. Solo sabremos decir algo sobre ellas para un tipo particular de puntos
solo débilmente singulares: los singulares regulares que pasamos a definir.

Suponemos a partir de ahora que x=0 es el punto singular. Para tratar las soluciones
cerca de otro x,#0 singular, el cambio s=x—x, traslada el problema al estudio de las
soluciones cerca de 0 de la ecuacién en s. Empecemos escribiendo [e] de otro modo.

Multiplicando por x2 y llamando a*(x)=xa(x), b*(x)=x2b(x) se obtiene:

[e¥] | x2y” + xa*(x)y’+ b*(x)y =0

’ x=0 es punto singular regular de [e]-[e*] si a* y b* son analiticas en x=0.

Ej. 3. ’ x(x—1)2y” —xy’ + (x—1)y =0 |, es decir, y”’ — (x—11)2y/ + X(Xl_l)y =0.

x=0 y x=1 son puntos singulares de la ecuacién (todos los demas serian regulares).

X
(x—1)?

X

Para [e*] x2y”/—x Y+ 27y=0 son a*=—ﬁ y b*=-%_ analiticas en x=0 =

x—1
este punto es singular regular.

S

Con x—1=s obtenemos: s2(s+1)y”’—(s+1)y’ +sy=0, es decir, szy”—s%y’ + 57

y=0
S — — .

=1 lo sea), x=1 (s=0) es singular no regular.

[En torno a x=1 no sabremos resolver la ecuacién por series (la teoria es complicada)].

Como —% no es analitica en 0 (aunque

Queremos resolver [e*] cerca de x=0 suponiendo a* y b* analiticas en él, es decir, que
admiten desarrollo en serie valido en |x| <R (minimo de los radios de convergencia):

a*(x):Za;xk=a6*+aIx+---, b*(x):Zb;xk=b6‘+bfx+--- . IxI<R.
k=0 k=0

senx ]

[Normalmente serd aX*=a*(0) y bg =b*(0) salvo para funciones como =

0

[e*] se resolvera con el teorema de Frobenius de la siguiente pagina. No lo probaremos, pero
intentemos intuir sus hipétesis y conclusiones. La ecuacién mas sencilla del tipo [e*] es la de Euler
(en ella a*(x) y b*(x) son ‘series’ que se reducen a su primer término). Viendo sus soluciones
estd claro que no hay, en general, soluciones analiticas de [e*]. Pero ya que las tiene del tipo x"
se podria pensar que [e*] posee soluciones en forma de serie que comiencen por términos x'.

Probemos por tanto en [e*] la solucién y =x" >l cixkK = cox" + cix™ 1+ x4 o
k=0

i (k+r)(k+r—1)cgxk+r + ( i a; xk)( i (I<+r)c;<x’<+r) + ( i b,’:xk)( i Cka”) =0

El coeficiente de la potencia de menor orden (x") debe anularse: [r(r—l)+aa‘ r+b3]co =0.

Si la serie ha de empezar por términos x", debe ser co #0. Por tanto, los Unicos r para los que
pueden existir soluciones no triviales de la forma x" Y son las raices del polinomio:

Q(r)=r(r—1)+ajr+b] , llamado polinomio indicial de [e*].

Es coherente con lo obtenido para Euler. Para ella, si Q(r) tenia dos raices distintas r1 y rz, dos
soluciones independientes suyas eran x™ y x" . Si la raiz era doble solo habia una solucién de
esa forma, y la segunda era la primera multiplicada por el Inx. Luego también es de esperar que
en la solucién general de [e*] aparezcan logaritmos.

Pero al resolver por series [e*] aparecen problemas que no se daban en el caso particular de Euler.
Igualando a 0 el coeficiente que acompafia a x"*k tenemos:

(r+k)(r+k=1)+(r+Kk)af+b} |ck +|(r+k—1)aX+b} |ck—1+:--=0
0™ %o 1™

donde los puntos son términos con ck—2, Ck—3, ... Podemos despejar cx en funcién de los anterio-
res ya hallados cuando no se anule el corchete que le precede, que es Q(r+k). Si r1 esla mayor de
las dos raices Q(r1+k)#0Vk. Pero si ry esla menor,y ri—r,=n entero positivo, es Q(r,+n)=0.
Y salvo que los demds sumandos también se anulen (entonces quedaria indeterminado ¢, ), no
hay forma de anular el coeficiente de x™2*" y no puede haber soluciones x23".
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Enunciamos ya el teorema de Frobenius (aunque se podrian considerar raices comple-
jas de Q, nos limitamos, por sencillez, a las reales, que son las que nos apareceran):

Supongamos que el polinomio indicial Q(r)=r(r—1)+ a(’;r+ bg tiene raices
reales ry1, r con ri=ry. Entonces:
Siempre hay una solucién de [e*] de la forma y1=x"}" ckxk, co#0.
k=0
La otra solucién y> linealmente independiente es, segun los casos:
Teor. al Si ri—r2 no es cero ni entero positivo: y>=x"23" bgxk, bg#0.

blSi ri=r, y2=Xr1+12kak+y1|nX
=0

clSin—-rn=1,2,3,..., y x’22bkx’<+dyllnx bo#0, deR.

Todas las soluciones estan definidas aI menos si 0<x <R y los coeficientes
Ck, bk y la constante d se pueden determinar sustituyendo cada una de
las soluciones en la ecuacién.

En el caso a] se pueden calcular las soluciones en el orden que se quiera, pero en los
otros dos debe hallarse primero la y1, pues aparece en la expresién de la y>.

En el c] la constante d puede ser perfectamente 0 (como ocurre en las ecuaciones de
Euler), con lo que, a pesar de todo, hay dos soluciones independientes del tipo x>’ .

Se prueba sin dificultad que obtenemos otras soluciones validas en —R <x <0 a partir
de las anteriores sin mas que sustituir Inx por In|x| y las expresiones de la forma x"
que preceden a las series por |x]|".

Ej. 4. ,0sea, X2y + x5 y + 2y 0 —a (x)—%, b*(x)=ﬁ.

a*(x) y b*(x) analiticas (R=00) = x=0 singular regular. Como a y b*—O
el polinomio indicial es r(r—1)+ §r+0=r(r—5) — r1=%, ro=0, con r1—r2¢N.
Las dos series solucién linealmente independientes (una analitica y la otra no) son, pues:

y1=> ckxk*t2 co#£0, y2=> bixk, bo#0 (convergen VxeR, segln el teorema).
k=0 k=0

Llevando y1 a la ecuacion (estas series se derivan como las de potencias habituales):

520+ Hlk= P2+ 3kt e V2 + 3okt 32 =0
k=0 k=0

(ahora las 3 empiezan en k=0 pues no se van los primeros términos al derivar).

Igualando a 0 los coeficientes de las diferentes potencias de x:

x~Y2: [2 (%)(——)+%]co =0-cp=0 y co queda indeterminado como debia.

x12: [2(3)(3)+3]ea=0—-c1=0,
(k+

k—=1/2. _ — 1 —
xk=12: [2(k+3)(k—3)+(k+3)]ck + ck—2 = 0 — Ck = —gmiry Ck—2 » k=2,3,...
Por tanto: ¢c3=c5=---=0, cz=—%co, C4=—%C2=ﬁ€o, v —
121 .5/2 ... _1/2 = (=1)m om7] (eligiendo cp=1,
Vi = 10X =X [1+m2::1 2.4-2m-5-9--(dm+1) X ] por ejemplo).

Para la otra raiz del Q(r): > 2k(k—1)bxx*=1+ > kbpxk=1+ ST bexkt1 =0 —
k=0 k=0 k=0

x0: b1=0, x1- [4+2]b2 + bg=0 — by =_%b0 .
xk=1. [2k(k—1)+k]bk+bk—2=0 — bk=_mbk_2' k=2,3,... - b3=bg=---=0.

—_ 1 —_ 1 — 2, _ ="
ba=—z5b2=5737bo,... = YZ—l_‘x 1"'2 2:4-2m-3-7-(@m—1) X

El criterio del cociente dice que, como debian, las series convergen Vx. La y, vale Vx,
pero y1 solo para x>0 (en x=0 es y; una funcién acotada, pero no es ni derivable).
Una y1 valida Vx#0 es y1=|x|*2[1+3 ], que es ya una funcién continua en x=0.
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Ej. 5. xzy”+(%—4x2)y=0 Hallemos algunos términos de sus series solucién.

a*(x)=0, b*(x)=%—4x2 son analiticas con R=oc0. Es x=0 singular regular con
1 1 [oe] o]
r’—r+3=0,r=3 doble - y; = ;}Jckxk“/z - ;}[kzckxk+1/2—4ckxk+5/2]= 0 —

x2:0.c9=0, cg cualquiera; x32: c1=0;

xk+1/2. k2c—4ck_>=0; ck= % Ck—2 regla de recurrencia

4 1 1 1
— €3=C5=:--=0,C2=Co, C4=75C2=7C0, C6=5C4=35C0,---,

y1=xY2[14x2+3x4+ 55x8+ -] = ¥ =3x7V24 3x324 IxT/2 4
Como es raiz doble, seguro que la otra solucién contiene un logaritmo:

y2=x3/2k§bkx’<+ yiinx — y} = k;)(k+%)bkx’<+1/2 + %y1+ yiInx,
< 3 1 - 1 2
yy = k;}(k+ S)(k+3)bixk"V2 — Sy + Sy 4y Inx —
k;) [(k+1)2brxk*3/2 — 4byxk+7/2]— y1 + 2xy] + |nX[X2y’1’+(%—4x2)y1] =0.
El dltimo [-]=0 por ser y; solucién (lo que acompana a Inx siempre se anula).

Operamos como siempre, utilizando los desarrollos de y1 e y’1 dados arriba:
— x32: bg=0; x%2:4b1+4=0, b1=—1; x’/2: 9by—4bp=0, b2=0;
x¥2:16b3—4b1+2=0, b3=—3; ... = y2=—x¥2—3x¥2+ ...+ y1Inx.

[Observemos que, como ocurre con todos los puntos singulares regulares, desde que
se tienen las raices del polinomio inicial, se sabe ya mucho sobre sus soluciones. Por
ejemplo, aqui sabemos que ninguna (salvo la trivial) es analitica. O que todas ellas
tienden a 0 cuando x— 0", pues recordemos que x%Inx —0»+0, Si a>0].

X—

El ejemplo anterior muestra que son mas largas las cuentas para el célculo de la y> en el caso
b] del teorema que en el a]. Y también son méas complicadas las del c], caso al que pertenecen
los siguientes ejemplos. Para distinguir en ellos si aparecen logaritmos o no (es decir, si es 0 no
d#0) no se necesita dar la expresién del término general, bastan los primeros términos de la y; .

Ej. 6. ’ xy” +2eXy’ =0 ‘ Se puede resolver sin utilizar series, pero acudamos a Frobenius:

x=0 es singular regular [a*(x)=2e* y b*(x)=0 analiticas en todo R]. r1=0, rp=—1.

La y1=> ckxK se ve (ia ojo!) que es y1=1. Laotra es: y2=> bkxk"1 + dinx —
k=0 k=0

X

= - d = - d
¥y=2 (k=D)bix 24+ %yl = 5 (k=1)(k=2)bix > — 5

2box2+2b3x+-++—dx L + [242x+X2+ 333+ [[dx " 1—box 2 +b2+2b3x+-++]=0 —

X~2: 2bg—2bg=0 — bg indeterminado como debia.

x~1: —d+2d—2bp=0 — d=2bg (aparecen, pues, logaritmos).
x%: 2d—bo+2b2=0 — by=3bo—d=—3bo.

x1: 2b3+d—3bo+2ba+4b3=0 — b3=3bg. +reeeenee

- y2=2Inx+1—3x+5x2+--
[No podemos, desde luego, dar el término general de esta solucién].

2eX

Resolvamos la ecuacidén ahora sin series: y'=v — v/ = i e

v = Ce—J2xte¥dx — caf(=2/x=2—x=x?/3+)dX — Cx—2o—2X—X2/2—X3/9+-

=Cx 21+ (—2x—3x2—gx3—-) + %(—ZX—%XZ—---)2+ (- Dyrcao ) Ak oa || =

y=K+Cf[x—2—2x—1+%—gx+---]dx =K—C[2Inx+%—3x+3Zx2+---].
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Ej. 7. | x2y” +2x2y’—2y=0 ‘ x=0 singular regular; a*(x)=2x, b*(x)=—2 con R=.

r(r—1)+0-r—2 tiene por raices r1=2, ro=—1. Asi pues:

y1= i cxxkt2, co#£0 — i (k+2)(k+1)cpxk+2 4+ i 2(k+2)cpxk+3 — i 2ckxkt2=0 —
k=0 k=i k=0 k=0

co indeterminado, ck=—kgﬁgck_1, k=1,2,... » c1=—Cq, cz=§co, C3=—%C0,
_ Kk 2(k+1) 2k 2(k=1) (=2)k(k+1)
k=1 1) e Fam D 0 = e 0C0
. . k
Si elegimos co=¢, y1= Z = (2,3+(§)Tl) k42 = 2x2—2x3+ 00 > Y= Ix—3x%+ -

La otra solucién (caso c]) es y>= Z bix =14+ dy1lnx, bo#0, d constante (quizas nula)
k=0

— S [(k—=1)(k—2)brxk—1+2(k—1)bkxK— 2bxxk—1]
k=0

+d[(=1+2x)y1+2xy] |+ dInx[x?yy)+2x2y} —2y1]=0.

Como siempre, el tercer corchete se anula, por ser y; solucién. Sustituyendo las series de
)% y’1 escritas arriba en el segundo corchete y agrupando potencias de x:

—2bo—2b1—2box + [2b3+2b2—2b3— 3+ |x2 + ... =0 —
bi=—bg, b=0, d=0, bo, b3 indeterminados.
Como d=0, y> no tiene Inx. Por el teorema debia ser bg #0. Que también quede libre
b3 se debe a que proporciona potencias x2, comienzo de la serie de y1. Elegimos bg=1

y b3=0 (para no volver a calcular y1). Como en la recurrencia cada bix depende de bk—1
es bg=bs=---=0. Concluimos que:

—(1 x)=<—1 [es facil comprobar que satisface la ecuacién].

2X
[De la y2 sacariamos otra con: y¥ = TX ’(‘1 ex)z

pero esto no impide desarrollar e integrar para obtener una serie solucién:

dx . La primitiva no parece calculable,

Lo mas corto para desarrollar el integrando (se podria hacer un cociente) es:

1 d 1

o = o ox — (1242254 [142x4 32443 + - ] = x4t x5+

* _[1 1.3,1,5, 1.6 —1,2_ 1,3, 1.4 4 3
—>y1—|:;—1:|[§x +§X +§X +"']—§X —§X +§X —EX + ..

Aunque no lo pareciese, la primitiva si se puede calcular: u=x2e=2X, dv=

2 a—2X —2X
fx < dx—x & —[2xe=Xdx =31 Ze > - y1=(1+5)e X,

1
(1—x)?

(1—x)2 2 1—x
y1 ho es exactamente ni yf ni yi (es fy{‘ y una combinacién lineal de y, e yi)]
En este ejemplo, si, en vez de partir de la raiz mayor r; =2, se hubiese sustituido la y,, habriamos

obtenido las dos series de un tirdn. Pero esto se debe a que resulta ser d=0. Si fuera d#0 solo
obtendriamos asi la solucién trivial y=0 y habria que empezar de nuevo desde el principio.

Ej. 8. xzy”+xy’+(x2—%)y=0 x=0 singular regular con r=£3, ri—r=1. y1= > ckxk+1/2,
k=0

y2=">bixk=12 + dy1 Inx. Probamos primero esta y> con d=0 buscando el atajo citado:
k=0

i [(k=2)(k=2)brxk=1/2 4 (k= 1 )byxk=1/2— L py xk=1/2 4 pyxk+3/2]
k=0

=1 [k(k—1)bgxk=1/2 4 by xk+3/2]=0 — x=1/2: 0bo=0, bg indeterminado.
k=0
x2; 0b1 =0, también Vb1 . x¥2: by=—3bo. x5/2:b3=—%b1. xk—l/Z:bk=—ﬁbk_2
(_1)nx2n+1
blz “@n+D)T ]
COSX+b senx

VX X
[Se puede comprobar la solucién haciendo el cambio y=x"12u que lleva a u”’+u=0 ].

— b4=—ﬁb2=ﬂb01 b5=_20b2=%b1v . Y= X—l/z[

Son series conocidas y dan la solucién con funciones elementales: y= bg
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2.3. Ecuaciones de Legendre, Hermite y Bessel

[En muchos textos se escribe esta ecuacidn poniendo p(p+1) en vez de p].

La ecuacién de Legendre es [L] ’ (1—x2)y” —

La resolvemos primero en torno a x =0 que es regular. Como a(x) =—-2x/(1—x2) y
b(x)=p/(1—x?2) son analiticas en |x| <1 la ecuacidn tiene series solucién que convergen
al menos en ese intervalo. Probamos pues:

y = i ckxk — i [k(k—1)cpxk—2—k(k—1)ckxk]— i 2kcexk + ipckxk =0 —
k=0 k=2 k=1 k=0

x0: 2:1-co+p-co=0— co=—Fco; x: 3-2:c3+(p—2):c1=0— C3=—%C1 R
—k(k+1
XK. (k+2)(k+1)Cksa+[p—k(k+1)]Ck = 0 — Cks2 = _—(FIJ<+2)((k-:1)) ck, k=0,1,... —
ca=—52cy=P00¢;; cs=—Lritc3 =020 1¢, ,

y=co[1=5x2 + PETExt 4 4 ca[x— B2 + BB=20x5 1 ] = coyn + caya.

Cuando p=n(n+1) con neN una de las dos series pasa a ser un polinomio de grado n, pues
Cn+2 (y, portanto, cp+4...) se anulan. Se trunca yi1 si n pary lo hace y, si n impar:

p=0—y1=1, p=6—y1=1-3x2, p=20—y1=1-10x2+2x*, ...
p=2— y2=Xx, p=12—>y2=x—§x3, p=30— yr=x— 3x3+ 5x5,...

Se llama polinomio de Legendre de grado n al polinomio P, P,
solucién de [L] con p=n(n+1) que cumple P,(1)=1, o sea:

Po=1, Pi=x, Po=3x’—1, Py=3x3-3x,

Pa=2x4—0x2+3, Ps=2x5-2x3+2x, ... -1 T

Los P>m tienen simetria pary los Pom+1 impar. Poms1 Y P’2m se
anulan en 0. Se pueden probar ademas las propiedades:

. n 3
P, tiene n ceros reales, todos en (—1,1). Pn(x)= ﬁ:?(xz_l)n ;‘gdmr‘;;auii

Los P, son ortogonales: f_ll PhnPmdx=0, si m#n ; f_ll Pn2 ax = 2n2+1 .

Los P, son las Unicas soluciones de [L] acotadas ala vezen x=1 y x=—1.

Para intentar comprobar lo Ultimo resolvemos en torno a x=1, haciendo s=x—1:

2(s+1) b*(s)= ps  analiticas

5+2 Ts+2

[L1] s(s+2)y” +2(s+1)y’—py =0, a*(s)= s+2 para |s|<2

s=0 es singular regular, y es r=0 doble Vp. Por tanto sus soluciones son:
=>cksk e ya=Is| D bksk+y1inls|, co=1,
k=0 k=0

y las series convergen al menos si |s| < 2. Sin hallar ningln coeficiente podemos ya afirmar que
y1 estd acotada Vp en s=0 (x=1), mientras que y> no lo estd (——oco si s—0).

Calculemos y1 y comprobemos que si p=n(n+1) obtenemos los P, [pues y1(1)=1]. Debe ser:
i [k(k—1)cksk+2k(k—1)cesk1] + i [2kcksk+2kcksk—1]— ipcksk =0 —
k=2 k=1 k=0

ck=%ck_1, k=1,2,... » y1(s)=1+5s+ p[q—gz]sz+---

Si p=n(n+1) la regla de recurrencia nos dice que cp+1 Y los siguientes se anulan. En particular:

6[6 2] 2 1

p=0—-y1=1; p=2-y1=1+s=x; p=6—> y1=14+35+ "5~ 2x =35

Faltaria demostrar (es dificil) que si p#n(n+1) la y1 no esta acotada cuando s—»—2 (x—-—1)
para comprobar que no hay mds soluciones de [L] acotadas en x=+1 que los Pj.
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Otra ecuacion ligada a problemas fisicos es la de Hermite: [H] | y//—2xy’+2py=0

Tiene solucién analitica (x=0 regular), convergente en todo R. Resolvemos:

y=i cxk— i k(k—l)ckxk—z—i 2kckx’<+i 2pckxk=0— ck=2,’j(k2 f;ck 2, k=2,3,...
k=0 k=2 k=1 k=0

> —p)(2—p)-+(2n—2— 1-p)(3—p)-+(2n—1—
_,y=C1[1+n;2n(p)( ;(gn)(n p)xzn]+C2[X+22n( —p)( (Zi)ﬂ()ln P)X2n+1]

Como para Legendre, [H] posee solucién polinémica cuando p=neN. Si p=2m, la
primera solucién y1 pasa a ser un polinomio de grado 2m,ysi p=2m+1 esla y> la
que se convierte en un polinomio de ese mismo grado:

p=0—)y1=1, p=1—)y2=x; p=2—>y1=1—2X2; p=3—>y2=X—%X3;

Los polinomios de Hermite H,(x) son las soluciones polinémicas de [H] tales que los
términos con potencias mas altas de x son de la forma 2"x", es decir:

| Ho=1; Hi=2x; Ha=4x?—2; H3=8x3—12x;

Citemos, una vez mas sin prueba, algunas propiedades de los H, que serdan Uutiles, por
ejemplo, cuando aparezcan en fisica cuantica. Una forma de generarlos todos es:

2 2 . ‘L .
e2xs—s* = > %Hn(x) s" (a esa exponencial se le llama funcién generatriz de los Hp).
k=0

[Nos limitamos a comprobarlo para los 4 que ya hemos calculado:

(1+2xs+2x252+43i353 +o0-)(1=s2+ 54—+ )= 1+2xs+(2x2—1)52+(4T"3—2x)s3+--- ]

De la funcién generatriz sale otra férmula de Rodrigues: Hn,(x)=(—1)" exzd‘i,,

an e2x5—52

X2 a”e (x —s)2
as” |s=0 €

[Pues Hp(x)= lico=(x—s5=2, 2=—2)=(-1)"eX L e

’ 35 |Z=X :

En cudntica no aparece [H], sino u”+(2p+ 1—-x2)u=0. Haciendo u=ye>*/2 en ella se
llega a [H]. Se prueba (no es facil hacerlo), que las unicas soluciones u de la inicial
que —0 si |x|—o0 son las de la forma un(x)= e_"z/an(x) , lamadas funciones de
Hermite de orden n. Solo estas u, interesan fisicamente.

Como los P, se puede ver que también las u, son ortogonales, ahora en (—o0, ©):
(o] (% —x2 _ . . o 2 (% 2 —x2 5N
[ oo Unumdx=["_ HpHme™'dx=0,si m#n; [ uZdx=["_ H2e ™ dx=2"n!ym.
[Lo comprobamos exclusivamente cuando n=0, 1:

[2 uour=[% 2xe™*=0, [% u2=[% eX=ym, [ ud=—2xe|" +[% 2e°=24m].

Para expresar compactamente las soluciones de la Ultima ecuacién
de interés fisico que vamos a estudiar (la de Bessel) utilizaremos
las propiedades de la funcién gamma (que generaliza el factorial
para nimeros no enteros) definida por esta impropia convergente:

F(s)=f e Xx5"ldx si s>0, y extendidaa s<0 con:
0

F(s+n . = 2 3 4
GHn— (1) ()S+1)s,s —n<s<—n+1l, neN. !

r(s)=

Se cumplen para la " las siguientes igualdades:

r(1)=fy e>dx=1. F(%):Zf:’e‘uzdu=ﬁ. N

r(s+1) =—e_"x5]g°+sr‘(s) =sI(s)
— [(s+n)=(s+n—1)---(s+1)sl'(s) —» IMNn+1)=n!, neN.
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La ecuacién de Bessel es: [B] | x2y”’ 4+ xy’+[x2—p?]ly=0|, p=0.

x=0 es singular regular con polinomio indicial r2—p2, ri=p, ro=—p. Entonces

y1=xpickxk, x>0, (acotadaen x=0Vp)

k=0

es una solucién definida por una serie que convergera en todo R. Llevandola a [B]:

kZ(:)|:k(2p+l<)c/<xp+’<+c;<xF’+’<+2]= 0; ck=—%, k=2,3,...; c1=0—> c3=---=0
—__C .o co : — P S (=1)mx2m
=370 ' AT 2 ypr) | T Y1TC0X [1"'; 22mm!(p+1)-~(p+m)]
© [funcion de Bessel
Eligiendo Cp=sper—~ — x)=[%P __D7_rxq2m de primera especie
g 0= 2PF(p+ D) Jp() =[3] ngo T GrmTD L2 S oedan o)
—1 1 2m+1
En particular son: Jo(x) = Z (m,))z [—] , 1) = Z m,((mll), (3] )
1
osf Vo cuyas graficas estan a la izquierda. Se prueba que,
08 como Jo y J1,todas las Jp oscilan y que si x grande:

oaf [\ \* Jp ~ /& cos[x—(2p+1)F]

0.2

Cada Jp tiene un infinitos ceros en (0, o) [que deben
‘) 1 20 conocerse para resolver algunas EDPs]:

los de Jo son: 2.4048, 5.5201, 8.6532,
los de J;: 3.8317, 7.0156, 10.1735,

Para hallar una solucién linealmente independiente (no acotada seguro en x=0), nos
dice Frobenius que si ri1—r;=2p#0,1,... la y> es de la forma:

yo=x"P i bexk, x>0 (Ilevéndola a [B] se tiene J_p(x)=[3]"" Z m,r(@}r):%l)[’z—‘]zm).
k=0

Si p¢N, pero 2peN (p=%, % ... ), la y2 no contiene el Inx posible de Frobenius (caso

c] con d=0). Para p=% la resolvimos ya en el ejemplo 8 de 2.2. O sustiyendo en Jip:

2 (- 1)mX2m+1 > _ _ 2
j%(x)—\/zmz = senx ,j_%(x)—---— 7% COSX |,

22m+Imi(m+3)- lr(1/2)

que son linealmente independientes (Ia expresién asintética pasa a ser exacta si p=% )
Como seré jp+1=2X—pjp—jp_1, todas las J2n+1, N€Z, son funciones elementales.
2

Para p=neN el atajo anterior no sirve, pues cambiando n por —n la J_, que aparece
no es independiente de J, [es J_n=(—1)"J, ]. Tendriamos que hallar las y> de Frobenius
(y obtendriamos un Inx en su larga expresién). Por ejemplo, para p=0 (que seguro
contiene logaritmos) se acaba encontrando:

[funcidon de Bessel

yz(X)—Z:((;q),n;r [1+%+---+%][ ] +Jo(x)Inx =Kp(x), x>0 de segunda especie
y orden 0].

Pero en bastantes problemas fisicos en los que surge la ecuacién [B] (en otros no) es
necesario que las soluciones estén acotadas, y para ellos no servird de nada disponer
de estas complicadas segundas soluciones.

Lo que si nos serd (til en el futuro sera conocer estas propiedades de las derivadas:

- - : [x)1]'=J
d%[xpjp(x)]zxpjp_l(x), %[x PIp(X)]= —Xx"PJp+1(x) (En particular, [Jo]1’=—J(i )

y similar la otra).

. . ) i o (—1)mX2m+2p — P 0 (_1)mx2m+2p—1
(Son inmediatas: ZO STBmI(prm1) — X > 22— mI(p+ m+ 1)

m=

Derivéndolas y despejando J/ : j;=jp_1—§jp=—jp+1+§jp = jp+1=zx—pjp—jp_1 , que es

la relacion de recurrencia citada, que expresa cada Jp+1 en funcion de las anteriores.
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2.4. El punto del infinito

Nos preocupamos por el comportamiento de las soluciones de una lineal de segundo
orden para grandes valores de x. Pocas ecuaciones son resolubles elementalmente.
Por otra parte, las soluciones en forma de serie (salvo que se puedan identificar con
funciones elementales) no dan ninguna informacién para grandes Xx, incluso aunque
converjan Vx. Si queremos ver qué sucede cuando x — oo, la idea natural es efectuar
el cambio de variable x=1/s y estudiar el comportamiento de las soluciones de la
nueva ecuacion cuando s— 0%, que sera facil de precisar si s=0, llamado punto del
infinito de la ecuacién inicial, es punto regular o singular regular de esta ecuacién.

A diferencia del cambio s=x—Xx, que no modifica las derivadas, hacer x =1/s exige
usar la regla de la cadena. Denotando las derivadas respecto a s con puntos:

X=3= Y=y H=—gV Y/ =aytEy = |y ==y, y'=s'y+25%y

Ej. 1. ’ (1+x2)y”+xy’—y =0 |. Estudiemos su comportamiento para grandes X :

x=1 - (1+3)s%y + (1+ 5)2s3y — %y—y: s2(1+52)y+s(1+2s2)y—y=0.
Para esta ecuacién s=0 es singular regular, con r=+1. Sus soluciones para s>0 son:

y1 =Y cksktl =cos+c1s?+-+-, co#0; y2=> bkskI+dyiins, bo#0.
k=0 k=0

Si s — 07, la solucién y1 —0, mientras que la y, —» o0 (si bg>0, sea d=0 o d#0), con

lo que deducimos, sin necesidad de resolver nada, que hay soluciones de la ecuacién

inicial que, cuando x — oo, tienden a 0, mientras que otras tienden a oo.

Como la ecuacién es resoluble elementalmente pues y; =X es solucién que salta a la
vista, podemos en este caso concreto hallar su solucién general y comprobar:

- —2a—[adx 4y — ax __ _ _ ./ 2 = i 2

=X|x ‘e dx =x = 1+x =C1X+CoV1+x“.

L f fx21/1+x2 y 1 2

Hay soluciones que claramente — oo y las de la forma C(x—v1+x2) = —=¢ _ _,o0

X+ 4/ 1+x2 X—00

De paso observemos que y1=x=% es la y> que obtendriamos arriba (es d=0).

Para Hermite y Bessel este camino parece adecuado para estudiar sus soluciones para x gordo,
pero por desgracia, se comprueba que s=0 en ambos casos es singular no regular. Aunque para
Legendre lo interesante fisicamente es lo que sucede en [—1, 1], vamos a analizar su punto del
infinito. En 2.3 obtuvimos sus series solucién en torno a x=0 [que hablan solo de lo que ocurre
en |x|<l]yentornoa x=1 [hablan de xe(-1,3)].

[L] (1—x2)y” —2xy’+ py =0 S Lol s2(s?2=1)y+2s3y+py=0.

Para [Leo] €s s=0 singular regular, con a*(s)=2s2/(s2—1), b*(s)=p/(s2—1) analiticas en |s|<1.
Las series solucién de [Ls] convergeran al menos en ese intervalo y de ellas podremos extraer
informacién, por tanto, sobre las soluciones de [L] para |x|>1. Como el polinomio indicial de [L]

tiene para todo p>0 una raiz r; = %[1+ \/1+4p]> 0 deducimos, por ejemplo, que siempre hay
soluciones de [L] que tienden a 0 para x—0.

X—00

[Pues y1(s)=s" Scksk -0 si s> 0%, 0sea, y1(x)=x"" > cxkK—0 ]
k=0 k=0

Resolvamos por series [Lo] si p=0 (Unico p para el que s=0 es regular): y=>" cksk —
k=0

ck="2ck_2, k=2,3,... sy =co+cils+3s3+1s%+- . I=co+ calx T+ Ix 3+ x5+,

serie (no de potencias) que describe las soluciones para |[x|>1, que es donde converge.

- — y=co+clln|ii—§|=co+clln|}%’j . X, S#EEL.

C1
1—x

De otro modo: (1—x2)y”’+2xy’=0 — y’=



3. Problemas de contorno para EDOs

Un problema de valores iniciales para una EDO lineal con coeficientes continuos tenia
solucién Unica. En concreto, quedaba determinada la solucién de una lineal de orden dos
fijando el valor de la solucién y de su derivada en un punto dado. Las cosas cambian si
imponemos las condiciones en los dos extremos de un intervalo [a, b] . Esos problemas
de contorno presentan propiedades muy diferentes. Por ejemplo, es facil comprobar
que tiene infinitas soluciones un problema tan sencillo y regular como

{y”(X) +y(x)=0
y(0)=0, y(m)=0

Los problemas de contorno que nos apareceran insistentemente al utilizar el método de
separacion de variables del capitulo 4 dependerdn de un paradmetro A. Para precisar
y probar algunas de sus propiedades se deberdn reescribir las ecuaciones méas generales
en la siguiente forma (llamada autoadjunta):

P) { (py’Y —qy+Ary=0
ay(a)—a’y’(a) = By(b)+B’y’(b) =0

Ante un problema como (P), para el que y=0 es siempre solucién trivial, nuestro objetivo
(que no siempre alcanzaremos) serd hallar los valores de A\ para los que tiene
soluciones no triviales [que se denominan autovalores de (P)] y esas soluciones no
triviales asociadas a cada A [sus autofunciones]. Observemos que, por ser lineales
y homogéneas la ecuacién y ambas condiciones de contorno, si y(x) es solucién de (P)
también, para cualquier C, lo es Cy(x)={y(x)} . La notacién y lenguaje algebraicos son
abundantes en esta teoria.

— y=Csenx, con C constante arbitraria.

Comenzaremos en 3.1 estudiando ejemplos con variadas condiciones de contorno para
la ecuacién y””+Ay = 0 (la més sencilla y la que mas veces aparece separando variables).
En ellos aparecerd una sucesion infinita A, de autovalores y las autofunciones {yn}
asociadas a A, distintos serdn ortogonales entre si. Después precisaremos para qué
tipo de problemas de contorno (P) mas generales se mantienen esas propiedades. Seran
los que se llaman problemas de Sturm-Liouville separados. Veremos ejemplos mas
complicados para mostrar las dificultades que pueden darse y hablaremos brevemente
también de los problemas periédicos y de los singulares.

En la seccién 3.2 aseguraremos que cualquier funcién f continua y derivable a trozos se
podra escribir como una serie de Fourier (una suma infinita de autofunciones {y,}
de un problema de Sturm-Liouville). Esto serd muy Uutil en la resolucién de EDPs. Como
caso particular trataremos con algun detalle mas los desarrollos de Fourier en senos y
cosenos. Aunque la convergencia natural de estas series sea la llamada ‘convergencia
en media’, nosotros nos limitaremos a hablar de convergencia puntual y uniforme.

Separando variables en la ecuacién de Laplace y otra similares apareceran, ademas de
problemas de Sturm-Liouville homogéneos, otros problemas de contorno con la ecuacién
o alguna condicién de contorno no homogéneas. Por eso, estudiaremos problemas de
ese tipo en 3.3. Para ellos, ni y=0 es solucién, ni lo son los multiplos de una solucién
dada. La existencia de soluciones dependerd de si existen o no soluciones no triviales
del problema homogéneo. Tendrdn solucién Unica en el Gltimo caso, e infinitas o ninguna
si el homogéneo tiene infinitas.

La notacidén en todo este capitulo sera y(x), pero en separacién de variables las funcio-
nes de nuestros problemas de contorno seran X(x), Y(y), R(r), ©(6)...

https://dx.doi.org/10.5209/docm.005.04
Métodos Matematicos Il: ecuaciones en derivadas parciales. Pepe Aranda Iriarte. (© Ediciones Complutense, 2026.
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3.1. Problemas de Sturm-Liouville homogéneos

Antes de dar la teoria general, hallemos los autovalores y autofunciones (es decir,
busquemos sus soluciones no triviales) de dos problemas de contorno homogéneos para
la sencilla EDO lineal y”’+Ay=0.

Ya que su polinomio caracteristico es pu2+A=0 — u==++/—X, la solucién general de la
ecuacioén sera diferente segun la constante A sea menor, igual o mayor que 0.

Ej. 1. | (P1) { V=0 Imponemos las condiciones de contorno en cada caso:
2 vo=0, ym=o | MP :
Si A<0 la solucién general es y=cj ePX+ cy; e PX, con p=+v—X >0.
y(0)=c1+c2=0 — C2=—C1\ fmp
y(m)=c1e™+ce ™ =0 Cl[enp_e—np] =0 ‘.\
Por tanto c1=c,=0 (pues e™ #e~™ para p>0). Para ningn  w.es=*" ’ e’
p existen soluciones no triviales y ningin A <0 es autovalor. | p
y(0)=c1=0

SiA=0es y=c1+Cx — } — y=0. A=0 tampoco es autovalor.

y(m)=c1+com=0

0)=c1=0
Y para A>0 es y=cicoswx+crsenwx, llamando w=+v/A >0 — y(0)=c1 ¢ }

y(n)=csenwn=0
Para tener solucién no trivial debe ser c2 #0.

Lo seré si el seno es cero: wn=nvA=nm — Apn=n?%, n=1,2,...
Para cada uno de estos A, hay soluciones no triviales

yn=cC2sennx={sennx}.

T
Observemos gque se cumple para m#n: fo sennx senmxdx =0,

m A
pues %J [cos(n—m)x—cos(n+m)x]dx = %[Se”ﬁ;")x - Se”}ﬂ")x]o =0.
0
(P1) tiene una sucesion infinita de autovalores A\,=n2, n=1, 2, .... Las autofunciones

yn={sennx} asociadas a cada A, constituyen un espacio vectorial de dimensién 1. La
n-sima autofuncion posee n—1 ceros en el intervalo (0, ). Autofunciones distintas

son ortogonales en [0, rr] [respecto del producto escalar (u,v)=fguvdx].

Ej. 2. | (P2) {y:' + )\_y ,= v _ Imponemos las nuevas condiciones a las soluciones de arriba:
y'(0)=y’(m)=0
ro0m SOOI o) rmerm estewe =0y
A=0— i:%g;zzizg } — A=0 autovalor con autofuncién yo=c1={1}.
A>0— }{:Eg;ifﬁf;geln Wi=0 } — An=n?, yp=C1COSNX.

Los Ap=n? ylas yp={cosnx}, n=0,1,2,... (se suelen escribir
asi, poniendo {1} como el caso particular {cosO}) poseen las
mismas propiedades resaltadas para el problema anterior.

Por ejemplo, la autofuncién que ocupa el lugar n se anula n—1 veces y continGa habiendo
ortogonalidad (yn, ym)=0, cualesquiera que sean m y n distintos (0 incluido):

sen(n—m)x " sen(mMm)x :|Z=0 _

s s
1 1
L cosnx cosmxdx = ifo [cos(n—m)x+cos(n+m)x] dx = 2[ m o

[No es 0 la integral, desde luego, si m=n: [ 12dx=m, [ cos?nxdx = 3 [;[1+cos2nx]dx =§]
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Pasemos a tratar ya el problema general. Consideremos la ecuacién lineal de segundo
orden que depende de un pardmetro real A:

y” +ax)y’ + b(x)y + Ac(x)y=0, con a,b,ceC[a,b], c(x)>0 en [a,b].

Para estudiar y probar sus propiedades (no para resolverla) se reescribe de otra forma,
que se suele llamar 'autoadjunta’ o ‘'Sturm-Liouville’, con todas las derivadas en un
Unico término. Multiplicando todo por ela y agrupando los dos primeros sumandos:

[efay’],+befay+)\cefay5[py’]'—qy+)\ry=0, con peCl, g,recC, p,r>0.

Las condiciones que mds nos van a interesar son las condiciones separadas (cada una
afecta a los valores de y o de y’ solo en uno de los extremos del intervalo):

Se llama problema de Sturm-Liouville separado regular a uno del tipo:
") [y’ —qy+Ary =0
" ay(a)—a’y’(a)=0, By(b)+B’y’(b)=0 (condiciones separadas)
donde peClla,b], q,reCla,bl, p,r>0 en[a,bl, |al+|d|, |Bl+]8’|#0.

[La funcién que mas aparecerd serd la r que acompafa a A e y, peso del producto escalar].
[Las Ultimas condiciones simplemente dicen que a y o’, By B/ nose anulanala vez].

Los ejemplos 1 y 2 eran unos (Ps). Este teorema generaliza sus propiedades:

Los autovalores de (Ps) son una sucesidn infinita A\ <Ay <. <Ap<---
que tiende a o. Las autofunciones {yn} forman un espacio vectorial de
dimensién 1 para cada n y cada y, posee exactamente n—1 ceros en el
intervalo (a, b). Las autofunciones asociadas a autovalores diferentes son
Teor. 1 | ortogonales en [a, b] respecto al peso r, es decir:

(Yn, ym) = f: rynymdx=0, si yn, ym estan asociadas a Ap#Am .

Si aa’, BB’>0 y g(x)=0 en[a, b] entonces todos los autovalores A,>0.
En particular, para y(a)=y(b)=0 [o sea, si a’=8'=0]todos los A,>0.

No probamos la primera afirmacién y la de los ceros que son dificiles. Si el resto.
Si y cumple (Ps): y'(@)=Zy(a), o’ £0 ; y'(b)=—F5y(b), B’ #0
[yes y(a)=0,sia’=0; y(b)=0,sip’ =0].

Si y, y* estdn asociadas al mismo A, se deduce que dependen linealmente, pues su
wronskiano se anula en a (o también en b):

Wiy, y*)@)=yy*'—y'y*|,.,=0. si a’=0 osi a’#0.
Sean ahora yp,, ym asociadas, respectivamente, a Ap y Am:

Anryn=—[py; 1’ +ayn Multiplicando por ym e yn,
Amrym =—[py; 1’+qym | restando e integrando:

[An=Am] [2 rynymdx =2 [yn(oy’ ) =ym(py’) 1dx" = [p(yny’, — ymy’) ]2 =0,
ya que |W|(yn, ¥ym)=0 en a y en b. Por tanto, si Ap#Am se tiene que (yn, ym)=0.
Si y es la autofuncién asociadaa A y aa’>0, B8’>0, g=>0 entonces

A2 ry2dx=[; [—y(py'Y +ay?ldx =; [p(y")*+ay?Jdx— [pyy’]; 2 0 = A20,

pues ffryzdx>0 (r>0), ff[p(y’)2+qy2]dx20 (p>0,9>0),

gLy (D)]*20si B #0 SP@Iy(@]’20sia’£0

/ —
0sip’=0 - Lpyy ](a)_{ 0sia’=0

—[PW’](b)={

Si y(a)=y(b)=0, y={1} no es autofuncién = y’#0 :ffp(y’)2>O= A>0.
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Ej. 3. | (P3) {y”+)\y= 0 (est4 ya en forma autoadjunta: [y’]+Ay =0y es r=1)
y'(0)=y(1)=0 ' -

Tendra las propiedades del teorema 1. Hallemos sus A,. Como aa’=83’=0, g=0, nos
limitamos a los A>0. [Ahora sabemos que podiamos haber hecho esto en el ejemplo 2,
y que en el 1 hubieran bastado los A >0; que conste que hay problemas con A<0].

y'(0)=c2=0

y(1)=c1+c2=0
A>0: y=cicoswx+czsenwx. y’(0)=0—-c2=0— y(l)=cicosw=0
_ (2n—1)?m?
=T

A=0: y=c1+C2x — }—»yEO. A=0 no es autovalor.

2n—1

- Wp==5-Tm, An , ynz{cos%nx}' n=1,2,...

El teorema asegura que las {y,} son ortogonales: fol YnYmdx=0,n#m
(serfa facil comprobarlo), y que la autofuncién n-sima (como le ocurre a
las tres dibujadas) tiene n—1 ceros en (0, 1).

Ej. 4. | (P ){y”H‘y:O Como es aa’=0, fp’'=1>0, q=0,
). S 47 vy (0)=y’(1)+y(1)=0 | volvemos a estudiar solo los A>0.
y'(0)=c2=0

A=0: y=cC1+C2x — }—>yEO. A=0 no autovalor.

y'(1)+y(Q)=c1+2c2 =0
A>0: y=cicoswx+czsenwx. y’'(0)=wc2=0 — y’(1)+y(1l)=ci[cosw—wsenw]=0.

]
No podemos hallar exactamente los )\, pero tan W”=wi,, i
1

lo cumplen infinitos w, (anulan el corchete infinitos wp ), que AN
solo se pueden calcular aproximadamente. Para cada )\,,=w,27

la autofuncién y, es {coswpx}. Las y, seran ortogonales. 0 w

[La mayoria de los problemas de S-L no son resolubles, pues pocas
lineales de orden dos lo son elementalmente (coeficientes constantes
y pocas mas), y aunque lo sean puede ocurrir lo que en este ejemplo].

tanw

}
I
}
}
}
}
1
1
T/
[}
}
I
}
}
[}
}
1
I

1" __ 5 —
Ej. 5. (Ps){y 2V AAY =01 2 2peA=0, u=1£/T=R. [e2Xy'T +Ae=2y=0.

y'(0)=y’(1)=0
Sabemos que los A >0, pero esto no ahorra cdlculos, pues tenemos que mirar A<,=,>1:
A<l: y=c1e(+PX ¢ c;e(=PX | y/ = c)(1+p)eM+PX 4 3 (1—p) 1P, p=yI=A —

c1[1+p]+c2[1—p]=0
c1[1+plel*P+co[1—plel=P=0

} — Cz(l_p)e[e—p_ep] =0-p=1 (A=0), y0={1} .

c1+c2=0

— . — X / X
A=1: y=[c1+cax]eX, y'=[c1+cr+cox]eX — c14+2¢2=0

} — y=0. A=1 no autovalor.

_y=[c1coswx+casenwx]eX, w=vA-1

A>1: (0)=c1+cow=0
y’=[(c1+czw)coswx+(cz—c1w)senwx]eX —y(0)=ctc P -
y'(1)=cre(l+w?)senw=0 —
w=nm,n=1,2,... » Ap=1+4n?n?, y, ={eX[sennnx—nmcosnnx]}, n=1,2,...

Las autofunciones serén aqui ortogonales respecto al peso r(x) =e2X:
1 __
(1,y,,)=f0 e X[sennmx—nmcosnmx]dx=---=0

(yn,ym)=f(;l [sennmx—nmcosnnx][senmnx—mmcosmmux]dx=---=0 (m#n)

X

217 ’ — —efa_afZ s 1 y_ _1
Ej. 6. (PG){xy +xy’+Ay=0 | p(x)=e e x — [xy’] +A%£=0. Peso r(x)=5% .

y(1)=y(e)=0 Es problema separado regular (p,r>0 en [1,e]).

Es ecuaciéon de Euler con r(r—1)+r+A=0 —r==++/—X .Y basta mirarlos A>0:

c1=0

y=cicos(wlnx)+czsen(wlnx), e

} An=n?m?, yp={sen(nminx)}, n=1,2,...

e
Como siempre, las autofunciones son ortogonales: J Se”(”"'”");e”(m"'”x) dx=0, m#n.
1
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Separando variables apareceran también (por ejemplo, al resolver Laplace en un circulo)
problemas de contorno como el siguiente, que no es separado, pues sus condiciones de
contorno mezclan los valores en los dos extremos del intervalo. En concreto, resolvamos
este problema periddico:

Ei. 7. | (P+) y”"+Ay=0 [Estas condiciones para las soluciones de la EDO
) 7 v y(—m)=y(m), y'(—m)=y’(m) equivalen a pedir que y sea 2m-periddical].
c1[e™—e ™]—c;[e™—e ] =0 eW—eT® e _  1p_ a—mp)?
A<= ci[e™—e ] +cz[e™—e"™P] =0 |° Ccomo e™P—e~™ eMP_e=TP =2(e"™—e")"£0,
cuando p>0, el sistema solo tiene la solucién trivial c;=c2=0, por ser no nulo el
determinante de los coeficientes. No hay, por tanto, autovalores negativos.
A=0 — Ei;CCZZTT:CHCZn} se satisface para c,=0 y cualquier c1: yo=c1={1}.
2c;sentw =0 2
A>0 — — senntw=0 —» Ap=n4, n=1,2,...

2ciwsenntw =0
Para esos autovalores A, los datos de contorno se cumplen para todo c; y todo ¢ .
Las autofunciones son, pues: yn =C1 cosnx+ ¢z sennx = {cosnx,sennx} .

[Es claro que exigir simplemente que y sea 2m-periddica
lleva directamente a los mismos autovalores y autofunciones].

Las propiedades de (P7) son algo distintas de las los problemas separados: sigue habiendo
una sucesion infinita de autovalores A\, =n2, n=0,1,2,... que tiende a oo, pero las
autofunciones yo={1}, yn={cosnx,sennx} forman ahora un espacio vectorial
de dimension 2 (cuando n>0). Utilizando senacosb=%[sen(a+b)+ sen(a—b)] (y otras
relaciones trigonométricas ya vistas) se comprueba que siguen siendo las autofunciones
diferentes ortogonales entre si.

Los problemas de Sturm-Liouville pueden generalizarse. Demos alguna idea sobre ello. En la prue-
. L. . b
ba del teorema se aprecia que lo basico para la ortogonalidad es que sea [plWl(yn,ym)]a=0.
Esto puede suceder para otros tipos de condiciones de contorno (y para otros muchos no) ademas
de nuestras separadas.
Por ejemplo ocurre en los llamados problemas periddicos que generalizan el (P7):
(p.) [ [PY'V'—ay +Ary =0, con p(a)=p(b), peC'[a,b], q,reCla,b], p,r>0en[a,b]
PPl y(@)=y(b), y’(a)=y’(b) (condiciones periédicas)
Para (Pp) no se anula el wronskiano de dos soluciones ni en a nien b (y por eso hay espacios de
autofunciones de dimensién 2), pero es claro que [p|W|(yn, ym)](b)=[pIWI(yn, ym)](a).
Mas en general, se llaman problemas autoadjuntos aquellos tales que [plWl(u, v)]Z:O para
todo par de funciones u, v que cumplan sus condiciones de contorno.

Las yn de los problemas autoadjuntos (que en libros avanzados se prueba que tienen propiedades
similares a las vistas) son, pues, ortogonales. Pero no nos ocupamos mas de ellos, pues todos los
problemas que nos aparecerdn en el capitulo 4 serdn todos separados (o el (P7) de arriba).

[EI término ‘autoadjunto’ se debe a que sillamamos L[y]=—[py’]’+qy, la ecuacién adopta
el aire algebraico L[y]=Ary. Denotando (u,v)=f5 uvdx, se cumple (L[ul, v)=(u,L[V])
para todo par de funciones u, v que satisfacen las condiciones de contorno. El operador
L es ‘autoadjunto’ en ese conjunto de funciones].

y"”"+Ay=0
y(0)=y(m), y’(0)=—y’(m)

El problema, pues, no es autoadjunto. Operando como en el ejemplo 7 es facil ver que las
cosas son muy diferentes: cualquier A (menor, igual o mayor que 0) es autovalor

Ej. 8. | (Pg) { Se tiene [p|W|(u, v)](m)=—[pIW|(u, v)](0).

(asociado, respectivamente, a {ch[p(x—35)]}, {1} o {cos[w(x—3)]})

y, en general, es falso que las autofunciones asociadas a A distintos sean ortogonales.
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Resolviendo algunas EDPs apareceran problemas singulares de Sturm-Liouville que
no relnen todas las condiciones de los regulares: p o r se anulan o no son continuas
en algun extremo del intervalo, el intervalo es infinito. .. Resolvamos tres de ellos (el 9
surge, por ejemplo, tratando ondas o calor en el espacio, el 10 si esas ecuaciones son en
el plano y el 11 para Laplace en la esfera), en los que en uno o ambos extremos es p=0.
En esos extremos las condiciones de contorno de un (Ps) son demasiado fuertes para
tener autovalores y autofunciones como en los regulares y se sustituyen por acotacion,
de forma que siga habiendo ortogonalidad, es decir, segin vimos en la demostracién del
teorema 1, que se cumpla:
0=[p(yny,, _YmY,/,)]Z =An—=Am){Yn, Ym) -

fa_y2
Y7+ 2y 4ay=0 "= [y T +ax2y=0.

74 / —_
Ej. 9. | (P ){xy +2y'+Axy =0

y acotada enx=0, y(1)=0

Haciendo el cambio u = xy la ecuacidn se convierte en la muy conocida u” +Au=0 —

la solucidn general de la inicial para A>0 serd y =c1 <5 + 22 50*% , con w=+vA.

ser;(wx —>W).

{ Ssennmx }
X

y acotadaen x=0 — c1=0 (pues si x - 0, cosxwx

— 00, mientras que

21‘[2,n=1,2,... , Yn=

Imponiendo ahora y(1) =0 —» senw=0 — Ap=n
[autofunciones ortogonales, como es facil comprobar, respecto al peso r(x)=x?2 ]

Es facil ver directamente que no existen A <0, o podemos evitar las cuentas pues la prueba
de esa parte del teorema se puede adaptar a este problema singular, con lo que A>0.

[También se podria haber observado que las condiciones que quedan tras el cambio son
u(0)=0-y(0)=0, u(1)=1-0=0 — up={sennnx}, y haber deshecho el cambio].

[Si hubiésemos impuesto y(0)=0, y(1)=0, la Unica solucién seria y=0 VA;
las condiciones para este problema singular habrian sido demasiado fuertes].

Ej. 10.

17 / —
(P10) {xy tY Xy =0 - [xy’] + xxy=0.

y acotada en x=0, y(1)=0

Se puede probar que A>0. Haciendo el cambio de variable independiente s=vAx=wx

2 e .
[y’=w%, y”=w2% ], 1a ecuacién se convierte en la de Bessel de orden 0:

2
sIL+ L +sy=0-y=c1)o(s) + c2Ko(S) = c1Jo(Wx) + c2Ko(wx).

La primera condicién de contorno impone que c2=0 (pues 1

Ko no estd acotada en x=0). De la otra se deduce que o

c1Jo(w)=0. Asi pues, los autovalores son los A1 <Ay <---

cuyas raices son los infinitos ceros w, de Jo 0.6

[w1~2.40, W>~5.52, w3~8.65, ..., wnz(n—%)n si n grande]. 0.4

Para estos )\,,=wr27 sus autofunciones son yp={Jo(wnx)}, 02 ‘ ‘ 7

ortogonales respecto al peso r(x)=x. 0 3 12 6
Parece complicado, pero en el fondo no es muy distinto del primer ~ -0-2
ejemplo que vimos. Alli las w,, eran los ceros de un seno. Aqui son 04
los de la una funcién simplemente menos famosa. ’

[(1-x?)y’] + Ay =0

La ecuacién es la de Legendre con A en vezde p .
y acotada en x==+1

Ej. 11. | (P11) {

Sabemos que sus Unicas soluciones acotadas alavezen 1 y en —1 son los polinomios de
Legendre Pnh(x), y que estos aparecen cuando A=n(n+1), n=0,1,2,...

Po=1, P1=x, P2=3x2-1, P3=3x3-3x, ...
Los autovalores son pues Ap=n(n+1), n=0,1,2,... y las autofunciones son los {Pn}, que

cumplen, como dijimos en 2.3: f_ll PnPmdx=0 si m#n, f_ll Pnzdx=ﬁ [r()=1].
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3.2. Series de Fourier

Consideremos el problema de Sturm-Liouville separado regular:

(Pe) { [py’l —qy+Ary =0
> | ay(a)—a’y’(a)=0, By(b)+B’y’(b)=0

y sean yi,¥2,...,¥Yn, ... Sus autofunciones asociadas alos A1, Az, ..., An, ...

La importante propiedad que veremos en esta seccidon es que cualquier funcién f
suficientemente regular en [a, b] puede ser desarrollada en serie de dichas
autofunciones, es decir:

£60) = i ChYn(X)

Supongamos que este desarrollo es valido y que la serie puede ser integrada término a
término. Entonces, por ser las y, ortogonales:

ffrfymdx= > cnffrynymdx= cmffryrzndx

n=1
Asi pues, representando como en 3.1 el producto escalar respecto al peso r(x) por:
(u,v):f:ruvdx debe ser c,,=M , n=1,2,...
(Yn, yn)

[El r es el de la ecuacidén en forma autoadjunta. En la mayoria de los problemas que
aparecerdn separando variables en el capitulo 4 dicho peso serd 1, pero no siempre].

El problema (nada elemental) reside en precisar para qué funciones f la serie que tiene
esos coeficientes (llamada serie de Fourier de f en esa familia de autofunciones)
converge realmente hacia f en [a, b]. Aunque se le pueden exigir condiciones mas
débiles, nosotros pediremos a f que sea C! a trozos, condicién que serd satisfecha por
las funciones que nos apareceran en los problemas practicos.

[Se dice que una f es C! atrozos en [a, b] si podemos dividirlo en

subintervalos [a, b]=[a, x1]U[Xx1, Xx2]U---U[ X, b] de modo que: . h g
i. fy f/ son continuas en cada (X, Xk+1), PN P Y X
ii. los limites laterales de f, f’ en cada xx existen (son finitos)]. | a  Xp e Xn b

Si f es C! atrozos en [a, b] entonces su serie de Fourier:

&, {f yn)
Teor. 1 ,; (Yn. yn)
converge hacia f(x) enlos x€(a, b) en que f es continuay
hacia %[f(x‘)+f(x+)] en los xe(a, b) en que es discontinua.

Yn(x)

[El teorema no dice nada sobre la convergencia en los extremos a y b y, en
general, no sabremos decir lo que ocurre en ellos. Si lo sabremos en el caso particular
de la series ‘en senos’, ‘en cosenos’ y ‘en senos y cosenos’ que pronto veremos].

[La demostracién es dificil y la omitimos. En lenguaje de ‘andlisis funcional’, las {yn}
son una ‘base de Fourier’ del espacio de funciones de dimensién infinita (similar a una
base ortonormal de uno de dimensidn finita). La cuestién principal es ver que la base
es ‘completa’, es decir, que no hay otras funciones ortogonales a las {yn}. El espacio
‘natural’ para estudiar las series de Fourier es L2 (funciones de cuadrado integrable) y
la convergencia mas ligada a ellas es la ‘convergencia en media cuadratica’:

J.

fO)— Zn] Ckyk(x) )zdx — 0 cuando n— o |.

k=1
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Caso particular de los desarrollos en serie de Fourier son los desarrollos en series
trigonométricas, que, al ser los que mas utilizaremos, estudiamos con detalle.

y”+)\y=0 _n°m
Para | (P1) {y(0)=y(L)=0 son Ap=

=} n=1,2,..

[Sale facil directamente, o con s—— -y’ +%Ay=0, y(0)=y(m)=0 en la variable s,
que es casi el ejemplo 1 de 3.1. También conviene trasladar con s=x—a un problema
en [a, b] al (P1) (con L=b—a), sin necesidad de estudiarlo desde el principio].

Llamaremos serie de Fourier en senos en [0,L] de f al desarrollo en estas {yn}:

L
) = Z bhsen™ , con bp= %J f(x)sen™Xdx, n=1,2,... | [s]
0

Puesto que el peso r(x)=1 yes (yn, yn)= fo senm dx = zfo [1—cos 2”"X}dx =5

Se llamaré serie de Fourier en cosenos en [0,L] de una f dada al desarrollo en las
autofunciones de este segundo problema de contorno:

(P2) {il({;)iyy,:(f)zo - )\n="2" , yn={cos ™}, n=0,1,... [yo={1}]

o L
fx) = % + Z anpcos =, con ap =%f f(x)cos " Zdx, n=0,1,2,... | [c]
n=1 0

nmx

Pues (yo, Yo) fo 12dx=L e (yn yn) fo cos T ] dx=%,si n>1.
[Poniendo % en la serie, la férmula del a, vale también para ao |.

Otras dos familias de autofunciones sencillas en las que muchas veces tendremos que
desarrollar funciones son las de estos problemas faciles de resolver:

"+ Ay =0 2n—1]2 2n—1 L
U@oyay=o on A=t yo={sen ISR}y, yp)=5, n=1,2,...

y"’"+Ay=0 [2n—1]2n? _ [2n—1]mx _L _
{y’(O):y(L)=O con )‘”_T' yn—{cosT}, (yn,yn)—f, n=1,2,...

A estos desarrollos en autofunciones los Ilamaremos, respectivamente, series en senos
impares y en cosenos impares en [0, L].

Observemos que en estos cuatro casos la férmula para el coeficiente ¢, de la serie
de Fourier (que se deduce de la general (f, y,,)/(y,,,yn)) adopta la forma:

cp=2 j:f(x)yn(x)dx

[No olvidando poner a,/2 para las series en cosenos, que son las Unicas que
tienen ese término, ya que para las otras tres las sumas empiezan desde n=1].

Ej. 1. Desarrollemos ’f(x):x, x€[0,1] ‘ €en senos, COSeENOS Yy COSeN0s impares:

=2 31C

1M t

2cosnm =1,2,...

i sennmx, pues b —2f1xsenn1rxdx——
n » P n—<Jo - ' =

fOO=3+ % Z: Lcosnmx =1 — izmz (2m 1z cos(2m—1)mx ,
ya que ao=2f0 xdx=1, an=2f0 xcosnnxdx:—nznz[cosnn—l] , n=1,2,...
20) 4(—1)n+1 8 2n—1 1 2n—1
SEU= ;[ RERED) ~ n2(2n—1)2]cos( "5, pues ¢y =2 [y xcos 15 dx =

Las tres series, por el teorema 1, convergen hacia f(x) para cada x€(0, 1). Lo mismo haria
el desarrollo en autofunciones de cualquier otro problema de Sturm-Liouville.

Hemos venido escribiendo f= X aunque la igualdad solo se da seguro en los x€(0,L) en que f
es continua. En 0 y L vamos a ver ahora lo que pasa para las dos primeras series.
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Cada sumando de una serie en senos (sen”™ ) es impar y todos son de periodo 2L vy,

por tanto, la serie tendra esas mismas propiedades. Si la f que desarrollamos, definida
inicialmente en [0, L], se extiende primero de forma impara [—L, L] y luego de forma
2L-periddica a todo R, la suma de la serie sera esa funcién extendida. Donde esta sea
continua, la serie tenderd hacia su valor (y si no, hacia el valor medio). Apareceran
discontinuidades en alglin extremo del intervalo inicial salvo si es f(0)=f(L)=0.

[Si fuese f(0)#0 o f(L)#0 la extensién impar y 2L-periédica de
f no seria continua en 0 o en L. Ademas estd claro que todas las e
series en senos se anulanen 0 y L, pues lo hace cada sumando]. :

~
&
»

Analogamente, cualquier serie en cosenos (cuyos sumandos £
son pares y peridédicos) convergera hacia la extension par y !
2L-periddica de la f inicial, lo que no crea nuevas discontinuidades en los extremos.

[Aunque las series en cosenos convergen mejor que la de los senos, cuando nos surjan al
resolver EDPs no podremos elegir el tipo de series en que desarrollar las funciones: serdn
impuestas por las condiciones de contorno del problemal.

Ej. 1*. Ya podemos precisar hacia qué convergen las dos primeras series del ejemplo 1 en los
extremos del intervalo. 1

En particular, la serie de senos no converge hacia f en N\ : :
todo [0, 1] (en x=1 la suma serd 0) y parece hacerlo ~ = o 3
uniformemente en todo intervalo [0,b], b<1. La de
cosenos parece converger uniformemente en [0, 1].

1
serie en senos
serie en cosenos 1 2,5y 50 términos
2y 5 términos
0.8
08 Comprobamos con ordenador (usando
06 el programa Maple). La sumade 2 y 5
0.6 términos de la serie en cosenos ya da
os una buena aproximacién. La de senos,
; 0.4 en cambio se ajusta mal cercade x=1
al valor real, incluso con 50 términos.
0.2 . . .
02 [Cerca de las discontinuidades apare-
cerdn siempre ese tipo de ‘picos’. Es el
X v i r4 H ’
00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ' ”amado fenomeno de Glbbs ]

Desarrollamos ahora una funcién ‘rota’ en serie de cosenos impares:

y”"+Ay=0

s
2 | en serie de autofunciones de .
T y(0)=y’(m)=0

Ej. 2. Desarrollemos f(x)={ P

(2n 1)

Autofunciones conocidas: Ap ., Yn={sen W} n=1,2,.... (yn, yn)=

m /2
— cp= %f f(x)sen—(znzl)X dx = %f xsen—(zngl)X dx
0 0

+ COS(Zn—l)x dx = 8sen 7(2";1)" _ 2cos 7(2”21)"
0 m(2n—1) . 2 n(2n—1)2 2n—1

@n—1)x 7T/2
4x cos ==X
m(2n—1)

La serie converge hacia f en los x € (0, ™) en que es continua, y /2
hacia %[f(x+)+f(x—)] en los que es discontinua. En particular, para /4| ¢

x=3Z la suma ha de ser %. Por tanto, se tiene que: | o
puesto que sen%%—%):%[l cos (nn——)]:% i =arctanl=17% .
Deducimos de la igualdad de arriba el valor de la suma de esta serie: iﬁ:% .

[No es raro obtener sumas de series desconocidas a partir de un desarrollo de Fourier].

[Arriba no hablamos de la convergencia de esta serie en los extremos, aungue no seria complicado
ver también lo que sucede con las series en cosenos y senos impares (los extremos con y=0 llevan
a extensiones impares y los de y’=0 a pares y habria que hablar de extensiones 4L-periédicas)].
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La teoria de series de Fourier también incluye los problemas periédicos. Para:

177 )\ =O 252
(Py) {){(—t)iy(L),y’(—L)=y’(L) An="L—§, Yo={1}, yn={cos™*, sen™*}, n=0,1,...

se deduce la siguiente serie de Fourier en senos y cosenos en [—L, L]:

[pl| fOO) = % + > [ancos = + bysen = ] |, con coeficientes:
n=1

[1]1 | ap = %J‘i f(x) COSnLLXdX y [21| by = %J-_LL () sen %dx

n=0,1,2,... n=1,2,...
ya que: ffL cos = sen 1= dx =0 paratodo my n; fﬁL 12dx =2L;

L mmx nmx _ (0 m#n L mmx nmx _ (0 m#n
f_LcosTcosde—{Lmzn, J, sen T sen 1% dX—{L m=n -

[Las féormulas [1] y [2] también sirven para desarrollar una f definida inicialmente en cualquier

otro intervalo [a, a+2L] (cambiando los limites a la integral) pues f;HZL cosz=f:+2L sen2=L].

Como en el teorema 1, se prueba que la serie [p] converge hacia f(x) paralos x en que
f es continua. Y también se puede decir lo que pasa en los extremos —L y L (pues,
al ser sus sumandos de ese periodo, [p] define una funcién 2L-periédica en todo R).
Y vamos a dar también aqui un resultado sobre la convergencia uniforme de [p] (sin
demostrar nada, como en toda la seccién):

Supongamos que f es Cl a trozos en [—L,L] y extendamos f fuera de
[—L,L] de forma 2L-periddica. Entonces la serie [p] con a, y b, dados
por[1]y [2] converge hacia f(x) en todos los puntos en que su extensién

Teor. 2 | es continua (y en los puntos de discontinuidad hacia %[f(x‘)+f(x+)]).
Ademas [p] converge uniformemente en cualquier intervalo cerrado sin

discontinuidades de la f extendida. Por tanto, si f(—L)=f(L) y f es
continua, [p] tiende uniformemente hacia f en todo el intervalo [—L,L].

Las formulas [s] y [c] de los coeficientes de las series en senos y en cosenos se pueden
ver como casos particulares de [1] y [2]. Una f inicialmente definida en [0, L] se puede
extender de forma impar o para [—L,L]. En el primer caso es impar f(x)cos(nmx/L)
y par f(x)sen(nmx/L). En el segundo, es par f(x)cos(nmx/L) e impar f(x)sen(nmx/L).
Asi, ap=0 y [1] se convierte en [s] en el primero, y en el otro b,=0 y [2] pasa a ser [c].
[Si definiésemos la f inicial de cualquier otra forma en [—L, 0), la serie en senos y
cosenos también convergeria hacia f(x) en los x de (0, L) en que fuese continual.

Como consecuencia de lo anterior y del teorema 2 se tiene que:

La serie de cosenos de una f continua en [0, L], con f’ continua a trozos,
converge uniformemente hacia f en todo [O,L].

Si f cumple ademas que f(0)=f(L)=0, también lo hara su serie de senos.

Ahora hacemos un desarrollo en serie de senos y cosenos:

0, —-1<x<0

Ej. 3. Sea f(X)={X, 0<x<1

Su serie en senos y cosenos ya esta casi calculada con
las integrales del ejemplo 1:

1,1 $ED-1 _lsey
4+n22 7 COSNTMX 112; = Sennmx.
n= n=

Viendo su extensién 2-periddica se deduce que la suma
de la serie es 0 en (—1,0], x en [0,1) ¥ 1/2 en
—1 y 1. En todo cerrado que no contenga estos dos
puntos la convergencia es uniforme. Cerca de ellos la
serie converge mal y aparece Gibbs.
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Calculemos desarrollos en autofunciones mas complicadas que las 4+1 citadas hasta ahora. De-

beremos ocuparnos en ellos del peso r, del cdlculo de los (yn, yn) ...

Ej. 4. Desarrollemos ‘f(x):x, x€[0,1] ‘ en las autofunciones del ejemplo 4 de 3.1:
{coswpx} con tan w,,_—n [r()=1].

2 2 2
senw, cosw, _ W;,+C0s“Wp 2+w

1 1
{cos wnx, cos wpx) = [ cos?wpx dx = 5 + 0L = 1o 2(1+W2) ,
n

_rl __senw, , coswp,—1 _ 2cosw,—1
(x,coswnx)—foxcoswnxdx— w, -t W =W -

. _ 2(2coswp—1)
Por tanto: x= n2=1 “Wetcostwy COS WpX. o
[Vamos a usar el ordenador para hallar varios coeficientes y dibujar
algunas sumas parciales de la serie. Primero aproximamos los w,: %¢
wi1~0.8603, wy~3.4256, w3~ 6.4373, wa~9.5293 ... o4
De ellos deducimos los ¢p:

c1~0.5223, c;~—0.4614, c3~0.0460, c4~—0.0651 ... 02

A la derecha estan dibujadas x y la cuarta suma parcial. Parece

que converge también en los extremos, cosa que no sabiamos]. % 02 04 06 08

Ej. 5. Ahora enlas {yn} delEj.5de 3.1: yo={1}, yn={ex[sennnx—nncosnnx]}.

Era r(x)=e—2X — co= S ) = Jpeox __1-el _ ze e —_
(e=X, e=X) fle—zxdx (1—e=2)/2 ~ e+l-
(e yn)=[—icosnnx sennnx](l) % (se anula si n par). o
(yn, yn)=J; [ sennmx+n2n?cos?nnx—nmsen 2nmxJdx =10 Zj

El desarrollo es: ex—e+—1+ Z 2[1=C17] eX(sen nmx—nmcos Nmx) .

nm[1+n2m?] 0.2

o 2[1—(=1)"]

(sennmx—nmcosnmx). O

.1 = 28 —x
Se puede poner: 1=7e %+ 02 04 06 08
n

~ nm[1+n?n?]

Para cada x€(0,1) la suma de estos ultimos infinitos complicados términos debera ser 1.

1

Maple muestra que la convergencia es buena (incluso en los extremos). El dibujo es solo la suma del

término con la exponencial y de los dos primeros trigonométricos no nulos (n=1y n=3).

X

Ej. 6. Otro desarrollo de , ahora en [1, e], en las autofunciones del ejemplo 6 de 3.1.

€ sen?(nminx) dx

Esta vez el peso no es 1, sino r(x)—— Como j = =f01 sen?(nms) ds=% ,
1
) . e 1 2 1—e(—1 n
x=>'cpsen(nminx), si cn=2J sen(nminx) dx=2f e®*sen(nms)ds = % g
1 1

m=1

También se pueden hacer desarrollos de Fourier en series de autofunciones de problemas singula-

res de Sturm-Liouville, en particular en las de los tres que vimos al final de la seccién anterior.

Ej. 7. Desarrollemos una f (C! a trozos) en las autofunciones Jo(wnx) del (P10) de esa secci6n:

— f(x) = i cnjo(wnx) , con peso r(x)=x .

m=1

(P10) xy”+y’+ Axy =0

10 y acotadaenx=0, y(1)=0
fo X f(x) Jo(wnx) dx

fo xJ3(wpx) dx 12(W )

pues [ xJ2(wnx) dx = wr o upWdu= 55 [ (3W+ W)= 33 (wn),

[ xFG) Jo(wax) dx,

ya que las J, satisfacen [x"Jn] =x"Jn_1 — [x)1] =xJo , Jy=—)1

- [u2du= 2j2+fujoujldu— 210 [Ull]
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3.3. Problemas no homogéneos

y" =x—d

Ej. 1. Discutamos cuantas soluciones tiene { , d, b constantes.
. y(1)=y(2)+by’(2)=0

Lz x3  dx? / x2 :
La solucion general es: y =c1+C2X+ 5 —5- (con y =cz+7—dx). Imponiendo datos:

y)=c1+c2+—9=0
y(2)+by’(2)=c1+2c2+5—2d+bc2+2b—2bd=0

d 1
C1+C2=§—€

, es decir: ac
C1+(2+b)C2=2bd+2d—2b—§

Este sistema lineal tiene solucién Unica en c1 y ¢2 si el homogéneo tiene solo la trivial
(si el determinante de los coeficientes es no nulo). Cuando el homogéneo tenga infinitas
soluciones, el no homogéneo tendra infinitas o ninguna. Por tanto, si b#—1, podemos
despejar de forma Unica c1 y ¢z, Yy la solucién queda determinada Vd. Pero si b=—1:

d 1
Ci+Cr=5—%= . . .,
2_ 6  este sistema solo tiene solucién cuando d_1_-2 o qg=2 ,
cltca=2 276 3 3
-3

y en ese caso una de las dos constantes queda libre. Si b=-—1, d;ég, no hay solucién.

Demos un teorema que generalice el ejemplo anterior. Consideremos el problema para
la ecuacién no homogénea con condiciones separadas homogéneas:

e | [PCAy’] +g(x)y = f(x)
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+pB’y’(b)=0

y llamemos (Py) al problema homogéneo asociado (f=0). Entonces:

, peCL, g,feC, p>0 en[a,b].

El problema (Ps) tiene solucion Unica si y solo si (Py) tiene solo la
solucién y=0. Si (P,) tiene soluciones no triviales {ys} entonces | | 1 1

infinitas soluciones w7
ninguna solucién

Teor. 1

seguln sea f:f(x)yh(x) dx ;g , (Pf) tiene

Gran parte del teorema sale de imponer las condiciones de contorno a la solucién general de
la ecuacién y=c1y1+C2y2+yp, usando las propiedades de los sistemas algebraicos lineales:
tienen solucién Unica si y solo si el sistema homogéneo tiene solo la trivial. Ademds si hay
soluciones y de (Pf) debe ser (y esto se ve que también es suficiente):

[2fyn=[21lpy'Y +aylyn = [Py’ —yyi)]o+ [ [Lpy;] +9yn]y =0

Ej. 1*. Para el Ej. 1, (P) tiene solo la soluciéon y=0 si b#—1.Y cuando b=—1 es y,={1—x}.
El (Pf) [para [y’]’=x—d], tendra entonces solucién Unica si b#—1, e infinitas o cero,

para b=—1, segun se anule o no la integral: flz(x—d)(l—x)dx = g—% = d=§ .

Si en vez de la x—d dada tuviésemos una f(x) general, el teorema daria rdpidamente:

Unica solucién si b#—1, e mggggg , segln flzf(x)(l—x)dxig , para b=—1.

[Costarfa bastante méas decirlo a partir de la solucién: c1+czx+xfff(s)ds—ff sf(s)ds ].

Ei. 2 {xy” + 2y’ =3x—4 Determinemos cudantas soluciones tiene el problema.

). 2 2y(1)+y’(1)=y(2)=0 | Para ello empezamos analizando el homogéneo (Ph):
2c1+c;=0 El homogéneo tiene
c1+2=0 " infinitas soluciones {1—)2—(}.

xy”+2y'=0 — =c1+%2, ’=—C—2—>{
y y EuIeroy':vy 1¥5 Y x?
’ 2 2 2
En forma S-L: [x?y’] =3x%2—4x. [;(3x2—4x)(1-%£)dx = [;(3x2—10x+8)dx =0.
= el problema no homogéneo tiene infinitas soluciones.
[O directamente, hallando la solucién general de la no homogénea:

{ 2y(1)+y’(1)=2c1+c2—4=0 c;=4-2c1, ]

y=C1+L2+X 2, Y =—24x—2 — = - ,
X2 ' y(2)=c1+3-2=0 c1 cualquiera

x2
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{y”+y’—2y =1-2x Veamos también cudntas soluciones tiene este no homogéneo.
y(0)—y’(0)=y(1)=0 | Y volvemos a analizar primero el homogéneo (Ph):

3c2=0

c1+ce2=0" c1=c2=0.

y’+y'=2y=0 - y=c1eX+cre~2X, y'=c1eX—2c e~ %X, {
Como el problema homogéneo tiene Unicamente la solucién y=0,
nuestro problema no homogéneo tiene una sola solucion.
[Imponiendo los datos en la solucién de la no homogénea y=ci1eX+ c,e72X+x, podemos obtener

.z ’ B p— 2
esa solucién Gnica: y=1e 2 — %ex +x ]

Sea ahora el problema con condiciones de contorno no homogéneas:

Pro) | (PO + 90y =£()
ay(a)—a’y’(a)=A, By(b)+B’y’(b)=B

y sea (Pn) el homogéneo con f(x)=0, A=B =0 (el mismo de antes). Hallando una
funcién v que satisfaga sus condiciones de contorno y haciendo w=y—vVv el (Pag) se
reduce a otro del tipo (Ps) ya discutido en el teorema 1:

(o) {[p(x)w']’+g(x)w=f(x)—[p(x)v']’—g(x)v N
W aw(a)—a’w’(a)=0, Bw(b)+ B’ W’ (b)=0

, peCl, g,feC,p>0en]a,b],

Teor. 2 | (Pag) tiene solucién Unica < (P;) tiene solo la solucién y=0

[y si (Pp) tiene infinitas soluciones, (Pag) puede tener infinitas o ninguna].

La idea de hallar una v que cumpla las condiciones de contorno para hacerlas homogéneas se
utiliza a menudo en las EDPs. Para encontrar la v normalmente se trabaja por tanteo. Si no es
una constante, se prueba una recta; si no vale, funciones mas complicadas... Aunque en (Pag) sea
f(x)=0, si (al menos) una condicién de contorno es no homogénea, las propiedades son
las tipicas de uno no homogéneo. Como en el siguiente ejemplo.

xy” _y/ =0
y'(1)+ay(1)=0,y(2)=1
Comenzamos analizando cuantas soluciones tiene el homogéneo: y = c1+c2x% —

y/(1)+ay(l)=2c2+aci+ac; =0 [2—3alc2=0 y=0 si a#%
—
y(2)=c1+4c2=0 — c1=—4c, 7

Ej. 4. Discutamos cudntas soluciones tiene: | (Pg) {

—y2__ T—)
y=x°—4 si a=3

Si a#%, (Pq) tiene solucién Unica. Para a=§ vemos lo que sucede directamente:
’ 2 —2 — . L,

{y W+35yM)=5lar+4c21=0 _  , qyiste solucién de (P2/3).
y(2)=c1+4c2=1

Aunque también podriamos (mds largo) convertirlo en un (Ps) y aplicar el teorema 1.
Para ello buscamos una v de la forma v=Mx+N que satisfaga las condiciones:
{v’(1)+§v(1)=%[5M+2N]=0 Xw’ —w' =—2
v(2)=2M+N=1 W (1)+3w(1)=w(2)=0
La f del teorema 1 es, desde luego, la de la ecuacién escrita en forma autoadjunta,

w’]/ 2 .
x 47 x2-

flz [—%][x2—4] dx=2#0 = (Pw) [y por tanto (P2/3)] no tiene solucién.

— v=5-2Xx, w=y—V — (Py) {

con lo que, para aplicarlo, tenemos que reescribir nuestra ecuacion: [

Consideremos ahora una tercera situacion, el problema de S-L no homogéneo:

(Py) { [py’] —ay +Ary =£(x)
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+p’y’(b)=0

Sea (Ps) el problema separado de Sturm-Liouville homogéneo (el de f=0). Para cada A
aparece un problema de los ya vistos (con g=—qg+Ar). Se tiene por tanto:

(P,) tiene solucién Unica < A no es autovalor de (Ps). Si A, es autovalor

no tiene solucién

Teor. 3 y , b
con autofuncion {yn}, (Px,) tiane infinitas segln sea [ fyndx ig :
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Ej. 5. | (Py) y"+Ay=1 Determinemos, segln A, cuantas soluciones tiene.
J-3- 1AV y7(0)=y"(1)—2y(1)=0 | Para ello hallemos los A, del homogéneo.
Como BB’<0 pueden aparecer autovalores negativos.
_ C2 =C1\
0 W= pX pX
A<0: y=c1eP’+cre7P* - cl(p[eP—e—P]—Z[eP+e—p])=0}
Hay autovalor )\o=—p(2) con po=p%, y es yo={ch(pox)}. :
[Utilizando el método de Newton o uno similar: po~2.07, Agx~—4.27]. /| R
A=0: y=c1+cox— izzzo_CZ -0 } — A=0 no es autovalor.
C oy _, ©2=0x
A>0: y=C1COSWX+C2Ssenwx T AT S ) }
Hay infinitos )\n=wf] si tan wn=—win, con yp={cos(wnx)}.
Por tanto (la ecuacién estd ya en forma autoadjunta):
Si A#Ap hay solucién Unica de (Py).
Si A=Ap, como f& ch(pox)dx#0, (Px) no tiene solucién.
Si A=A, n=1,2,..., f(;l cos (Wpx)dx = %;&0, (P)) tampoco tiene solucién.
) X2y + Xy’ + Ay = x2—a Precisemos si )\=,—1 y )\=_0 son 0 no autO\I/anre,s del
Ej. 6. D)=y (1)=y(2)—2y"(2)=0 problema homogéneo y discutamos después cuantas
y y =Y y - soluciones tiene el no homogéneo.

U(u—1)+pu+A=0, u=x4/—A —» u==+1,si A=—1; u=0, doble A=0.
2c2=0 } — c2=0 y cualquier c;3 .

A=—1: y=cix+cox 1 — -,
y=a 2 %Cz+%Cz=0 Es autovalor con autofuncién {x}.

Mo e c1—c2=0 o
A=0:y=ci1+c2lnx — c1+0oIn2—Cy=0 } — c1=c2=0. No es autovalor.

Por tanto, para A=0 el homogéneo tiene solo la solucién trivial = el no homogéneo
tiene solucidén unica Va.
Para A=—1 tendrd infinitas o ninguna. Ponemos la ecuacién en forma autoadjunta:

Y + iy +aLy=1-9%, e/Vx=x, [xy']+Aly=x-2.
Tendra infinitas o ninguna solucién dependiendo del valor de:
Tiene infinitas soluciones si a=
Ninguna si a;é%.

Wi

flz(x—g)xdx =f12(x2—a)dx =1-a

[Bastante mas largo seria hallar la solucién particular de la no homogénea e imponer los datos].



4. Separacion de variables

Este amplio capitulo se dedica a uno de los mas antiguos métodos de resolucién de EDPs
lineales (el de separaciéon de variables) que nos permitira dar la solucién (en forma de
serie de Fourier) de gran parte de los problemas cldsicos citados en el capitulo 1, en
concreto de los planteados en un intervalo finito en una de las variables. Resolveremos
la ecuacién del calor con varias condiciones de contorno, la de la cuerda acotada, la de
Laplace en rectangulos, circulos y esferas... Ello serd posible porque las ecuaciones seran
‘separables’ y los recintos que consideraremos son simples, pero hay muchos problemas
no resolubles por este método.

En 4.1 resolveremos problemas para la ecuacién del calor en 2 variables. Empezaremos
con problemas homogéneos (aquellos en que son homogéneas ecuacién y condicio-
nes de contorno; si estas no lo son, primero haremos un cambio de variable). Basicamen-
te esta serd la técnica utilizada: buscaremos soluciones de la EDP que sean productos
de funciones de cada variable [u(x, t)=X(x)T(t)] y que cumplan todas las condiciones
homogéneas; obtendremos infinitas soluciones de ese tipo resolviendo un problema de
Sturm-Liouville (casi siempre para X””+AX = 0) y otra EDO; construiremos una serie a
partir de ellas [u(x, t)=2chn(x)Tn(t)], cuyos coeficientes ¢, se fijardn imponiendo la
condicién inicial aln no utilizada (bastard hacer un desarrollo de Fourier). La presencia
de series exigirfa justificar las cuestiones de convergencia, pero no entraremos en ello.
Después trataremos los problemas no homogéneos, buscando también una serie so-
lucién. Probaremos en la ecuacién una serie cuyos términos seran productos de las
autofunciones del problema homogéneo por funciones a determinar de la otra
variable. Resolviendo la familia infinita resultante de EDOs lineales no homogéneas con
las condiciones que se deducen de las condiciones iniciales, se obtendrd la solucién.

En la seccién 4.2 haremos lo mismo para la ecuacién de ondas, aprovechando para
comparar resultados con los obtenidos en 1.4 a través de extensiones y de la férmula de
D’Alembert. Veremos también un ejemplo para ondas en el espacio.

En la 4.3 resolveremos por separacién de variables diversos problemas en cartesianas
o en polares para Laplace (homogénea y no homogénea): de Dirichlet, de Neumann o
mixtos. En cartesianas el problema de contorno sera en x o en y segun convenga, pero
en polares siempre serd en 8 (mejor que la ecuacién de Euler para r). Las condiciones
adicionales a imponer a la otra variable serdn aqui de contorno (en polares bastantes ve-
ces no estaran escritas explicitamente como hasta ahora). De las soluciones en forma de
serie deduciremos la férmula integral de Poisson (se obtendrd de otra forma en 4.5) que
da la solucién del problema de Dirichlet en el circulo. Acabaremos la seccién resolviendo
Laplace en la esfera dependiente solo de un angulo (y nos apareceran los polinomios
de Legendre) y estudiando los problemas exteriores en el plano y el espacio.

En 4.4 extenderemos el método a algunos problemas con tres variables. La técnica
serd muy parecida tras definir las series de Fourier dobles. Simplemente apareceran
dos problemas de contorno (en vez de uno). Se veran brevemente también ejemplos
mas complicados en que aparecen nuevas EDOs, como la asociada de Legendre (para
Laplace en la esfera con dependencia de 6 y ¢) que lleva a los arménicos esféricos
y las funciones de Bessel vistas en el capitulo 2 (tratando la vibracién de un tambor).

En 4.5 se estudian brevemente y a titulo informativo las funciones de Green, primero
para problemas de contorno para EDOs. Se escribird la solucién de un problema no
homogéneo en términos de una integral con el término no homogéneo f y la funcién de
Green G(x,s), construida con las soluciones del homogéneo. Luego se generalizard G
para dar las soluciones en términos de integrales de la ecuacién de Laplace en recintos
sencillos, introduciendo el concepto de solucién fundamental (una funcién v tal que
Av=¢) y utilizando el lamado método de las imagenes.
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4.1. Separacion de variables para el calor

Resolvamos varios problemas para la ecuacion del calor. En el primero, con ecuacion
y datos homogéneos, los extremos de la varilla se mantienen a 0 grados y los datos
iniciales vienen dados por una f que suponemos C! a trozos en [0, L]:

Ur—kuxx =0, xe(0,L), t>0 | [E]
Sea [Pl]{

u(x, 0)=£(x) (1]
u(0, t)y=u(L, t)=0 [C]

Busquemos soluciones de la forma u(x, t) = X(x)T(t). Debe ser entonces:

. XV/ T, . kX” T/
XT'—kX"T =0, es decir, 5r = F (mejor que F—=+).

Como el primer miembro es funcién solo de x y el segundo lo es solo de t ambos deben
ser iguales a una constante:

X =kT = —A (ponemos —A para que nos quede la ecuacién habitual de 3.1).
X'+2X=0 [1]

T'+AXkT=0 [2]°

Cualquiera que sea A, el producto de una solucién de [1] por otra de [2] serd enton-

ces una solucién de [E]. Sin embargo, aqui nos interesan solo aquellas que satisfacen
ademas las condiciones de contorno:

u(0,t)=X(0)T(t)=0 = X(0)=0
(si fuese T(t)=0 tendriamos u=0 y no se cumpliria la condicién inicial).

Asi obtenemos una EDO para X(x) y otra para T(t): {

Andlogamente, debe ser X(L)=0.
Nos interesan, pues, las soluciones (no triviales) del problema de Sturm-Liouville:

{X”+)\X=0 n?m?

X(0)=x(L)=0 ~ An="[z . Xn={sen®*}, n=12...

L ’
[Si el intervalo para la x fuese no acotado, no saldria un problema de contorno
de los de 3.1; se utiliza entonces la transformada de Fourier de 1.5].
Llevando estos valores de A a la ecuacién [2] obtenemos:

242 2,242
T/=_I<I7L2Tl' T = Tn={e_kn net/L }

Hemos deducido hasta ahora que para cada n las funciones
2.2 2
un(x, t) = {e_k” T°t/L% sen %} , n=1,2,...

son soluciones de la EDP [E] que satisfacen también las condiciones de contorno [C]. Por
la linealidad de la ecuacién y de las condiciones, sabemos que una combinacién lineal
finita de estas u, también cumple [E] y [C]. Pero consideremos la serie infinita:

u(x, t) = Z CnUp(x, t) = Z Cn e—kn?mt/L? gan % (3]

n=1 n=1

y supongamos que converge y que satisface también [E] y [C]. Si gueremos que ademds
se cumpla la condicién inicial [I] debe ser:

oo L
> cnsenE =f(x) = | ch= %j f(x)senT™dx , n=1,2,... | [4]
n=1 0

pues la serie es precisamente la serie de Fourier en senos en [0, L] de f. Hemos hallado
la solucién Unica de [P1]: la serie [3] con coeficientes dados por [4].
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Pero deberiamos comprobar que la convergencia es suficientemente buena para asegurar que
realmente cumple el problema (una suma infinita de funciones derivables podria ser no derivable).
Si f es C! atrozos, se prueba que la serie converge y define una funcién C*® en [0, L]x (0, =)
y que U: Y Uxx Se pueden calcular derivando término a término (y asi se satisface la ecuacion).
En x=0 y x=L es claro que u se anula. Y la condicién inicial se cumple en el siguiente sentido:
la u(x, t) definida por la serie para t>0 y por u(x, 0)=f(x) es una funcién continua salvo en los
posibles puntos de t=0 en que f fuese discontinua.

Aunque f sea discontinua, la solucién es C*® para cualquier t > 0 arbitrariamente pequefio. A
diferencia de lo que pasa en las ondas, las discontinuidades desaparecen instantaneamente
en la ecuacién del calor, como ya dijimos al resolverla con la F en la recta infinita.

Como cada unt—> 0 y es buena la convergencia, se tiene que: u(x, t)t—> 0 vxe[O,L].
— 00 — 00

La varilla tiende a ponerse a 0 grados, como era de esperar.

Suponemos ahora que los datos de contorno son no homogéneos y constantes:

u(x, 0) =f(x)

ur—kuxx =0, xe€(0,L), t>0
[P2] {
u(0,t)=To, u(L, t)=T,, To,T. constantes

Comenzaremos siempre (como en métodos anteriores) haciendo cero las condiciones
de contorno si no lo son, a partir de una v que las cumpla.

[Si separdasemos variables directamente en [P, ] llegariamos a X(0)T(t) =To
(y otra anéloga para x=L), expresi6n de la que no deduciriamos nada].

Tanteando se ve que una Vv(x) que las satisface es larecta: v=[1—7]To+7T. .
Haciendo w=u—v, nuestro problema se convierte en otro como el [P1]:

{ wi—kwxx=0, x€(0,L),t>0

w(x,0)=f(x)—Vv(x), w(0, t)=w(L, t)=0 " Por tanto:

ad 224712
ux, ) =[1—F]To+ ITe+ D cpne M mUlisen I | = v+ w,

n=1

con |cp= %fé [f(x)—v(x)] sen X dx, n=1,2,...

Esta v(x) tiene un significado fisico claro: como w—0 cuando t—oo, v(x) representa
la distribuciéon estacionaria de temperaturas hacia la que tienden las temperaturas
en la varilla, independientemente de las condiciones iniciales.

[Si To y T, fuesen funciones de t, la v(x,t) definida arriba (que es la misma que
dimos resolviendo la cuerda finita por D’Alembert) seguiria cumpliendo las condiciones
de contorno. Pero la ecuacién para la w obtenida con el cambio seria, en general, no
homogénea, es decir, del tipo de las que vamos a resolver a continuacién. Dicha v,
funcién de t, pierde ademads su significado fisico.

No perdamos de vista que con otros datos de contorno diferentes habra que hallar v(x, t)
distintas. Algunas veces no dependeran de x, otras seran rectas como aqui, quizas haya
que probar parabolas o mejor otras funciones...].

Ej. 1. , v=1—x. w(x,0)=x.

u(x,0) ;
ut— Uxx =0, x€(0,1), t>0 o &t 1k
W(x,0)

u(x,0)=1, u(0,t)=1, u(1,t)=0

1 1 1
cn=2f0 X sennmx dx =—% cosn11x]0+nz—nf0 cosnmxdx —

(_1)n+1

22 0 g
=~ — e~ ""Ttsen(nmx) — 1—x , estacionaria.

2 [oe]
u=1l-—-x+ = Z
n=1 06

[No nos importa que para t =0 sea incoherente el dato inicial con el
de contorno en x=1; la solucién serd, como se ha dicho, continua para o4
t>0 y en el célculo de integrales el valor en un punto no influyel].

[A la derecha, el dibujo (hecho con Maple) de la solucién para
t=0.001,0.01,0.1, 1 (utilizando 20 sumandos de la serie)]. o 02 04 06 08 1
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Veamos cédmo resolver un primer problema no homogéneo con datos homogéneos:

u(x, 0)=f(x)

ur — kuxx = F(x,t), xe(0,m), t>0
[Ps] {
u(o, t)y=u(m, t)=0

(Tomamos L=m para abreviar las expresiones, pero no se pierde
generalidad pues un sencillo cambio de variable lleva [0,L] a [0, m]).

[Si las condiciones de contorno de [P3] fuesen no homogéneas empezariamos
como en [P2] con un cambio w=u—v para conseguir que lo fuesen].

Las autofunciones del [P1] eran {sennx},n=1,2,... Probamos en [P3] |la siguiente serie
(relacionada con la ecuacién) que ya satisface las condiciones de contorno:

ulx, t)= Z Th(t)sennx |, conlas T,(t) funciones a determinar.

n=1

[Acabamos de hallar las autofunciones del homogéneo. Si no, se comenzaria calculdndolas. A

un problema no homogéneo siempre se lleva una serie de autofunciones del homogéneo].
2 . . s .z

[Tomando las Th=cpe k"t que aparecieron al resolver [P1], u satisfaria la ecuacién con F=0.

Hay que darle mas libertad a las T, para conseguir, al meter la serie en la ecuacién, una F#O0 |.

Suponiendo que la serie se puede derivar término a término, la llevamos a la EDP, en
la que desarrollaremos la F para que ambos miembros puedan ser comparados:

> [T7(8) + kn?Ta(t)]sennx = F(x, t) = 3. Bn(t) sen nx

n=1 n=1

con | Bup(t) = %fg F(x,t)sennxdx | (desarrollo de F en senos para t fijo).

Entonces para cada n se debe cumplir la EDO de primer orden: T,’7 + kn2T, =Bp(t).

Y ahora, para obtener sus datos, también llevamos la serie al dato inicial, desarrollado
en las mismas autofunciones:

u(x, O)=i Th(0)sennx =f(x) = Th(0)=cp, con cn=%fgf(x)sen nx dx

Hallando la solucién Unica T, de esta familia de problemas con la EDO no homogénea:

{T,g + kn2T, = Bp(t)
Th(0)=cn

(con la féormula de las lineales de primer orden o, a veces, mejor por tanteo, si es constan-
te o de cualquiera de los tipos en que se pueden usar los coeficientes indeterminados),
obtenemos la T,(t) y, con ello, la solucién de [P3].

[Como siempre faltaria comprobar (justificando la convergencia) que esta serie es
solucién de verdad, que es realmente lo que sucede si f y F son decentes].

Otra posibilidad de resolver [P3] seria descomponerilo en dos subproblemas algo mas
sencillos [P1]y [PFr], el primero con F=0 (ya resuelto) y el otro con f=0:

Ur— Kuxx =0 Ut — kuxx = F(x, t)
[P1] { u(x, 0)=f(x) [PF] { u(x,0)=0
u(o, t)=u(m, t)=0 u(o, t)=u(m, t)=0

La solucién ur de [Pfr] se hallaria como arriba, simplemente sustituyendo los datos ini-
ciales Tp(0)=cp, por los homogéneos T,(0)=0.

La soluciéon u de [P3] (por la linealidad de la ecuacién y de las condiciones iniciales y de
contorno) seria la suma de esta ur y de la serie solucién de [P1] que ya obtuvimos.

[Normalmente descomponer en subproblemas es una pérdida de tiempo. Quizas solo
pueda ser util si alguno de ellos estuviese ya resuelto, como es nuestro casol.
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Resolvemos ahora el problema homogéneo para la varilla con extremos aislados:

u(x, 0)=f(x)

ur—kuxx =0, x€(0,L), t>0
[P4] {
uX(O, t)=uX(L, t)=0

Separando variables (es la misma ecuacién) aparecen, claramente, las mismas EDOs del
problema [P1]. Pero ahora cambian las condiciones de contorno de la X:
{X”+)\X=0 n2n2

—h°n” _ nmx _
X/(0)=X'(Ly=0 — An="g =012, Xn={cos =} [ Xo={1}].

Para estos valores de )\ se tienen las Tn={e—k”2"2t/L2} [To={1}].

, . a i 2,242
Asi pues, probamos la serie: | u(x,t) = — + > a, e kn“m°t/L* cog IMX
2

Queremos que se satisfaga la condicién inicial: u(x, 0) = —+ Z ancos 1= = f(x) .

Los an desconocidos seran los coeficientes de la serie de Fourier en cosenos de f:

an =2 [ f(x) cos " dx , n=0,1,2,...

Observemos que también aqui la solucién se puede interpretar como la suma de una
distribucion de temperaturas estacionaria [ ao/2 ]y una distribucién transitoria que tien-
de a 0 cuando t — oo. Era esperable que toda la varilla (aislada) tendiese a la misma
temperatura y que esta fuese el valor medio de las temperaturas iniciales:

= 1[5 fOdx.

Si los datos de contorno hubiesen sido ux(0, t)=Fg(t) , ux(L, t)=F.(t) (flujo dado en los
extremos), en general, no se puede encontrar una v(x,t) que sea una recta y, al hacer
w=u—V, la ecuacién en w que resulta es no homogénea.

Para resolver un problema no homogéneo con estas condiciones en la ux, probariamos
la serie con las autofunciones del homogéneo que hemos hallado:

u(x, t) =To(t) + Z Th(t)cos &

y calculariamos las T, resolviendo las EDOs (en general no homogéneas) que surgirian,
con los datos iniciales que se deducen del dato inicial de la EDP.

Tanteando con v=Ax2+Bx obtenemos que
v=x2 cumple las condiciones de contorno.

Y haciendo w=u—x?2 se tiene el problema:

Ej. 2. {ut—uxx =0, xe€(0,1), t>0

u(x,0)=0, ux(0,t)=0, ux(1,t)=2

Wt — Wxx = 2
{w(x,o)=_x2 - w= To(t)+2 Th(t)cosnmx — T/+Z[T/+n m2T,] cos nfx=2
WX(OI t)=Wx(1, t):o n=1

[constante que ya esta desarrollada en cosenos].

Del dato inicial se infiere: To(0)+ > Tn(0)cos nmx=—x2 =—%—Z 4{5;112)'1 cosnmx , ya que:
n=1 n=1

1 1 1
ao=-2 |, x2dx=-3%y an=-2 [y x? cosnmx dx = %fo xsennmxdx =---

Ty =2 T/ +n?m2T,=0
, d Resolviendo y deshaciendo el cambio se llega a
{TO(O)——- {Tn(O) = ap Y g
u(x, t) = 2t+x2———i2i e’ tcosnmx .

[ u— o0 pues por el extremo derecho estamos constantemente metiendo calor:
su flujo va en sentido opuesto al gradiente de temperaturas].
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Veamos mas ejemplos de separacion de variables para la ecuacién del calor o EDPs similares. El
primero es no homogéneo. Y sus condiciones de contorno no nos han aparecido aqui todavia:

Up—Uxx =t SEN X xe(O g) t>0 | Necesitamos las autofunciones del homogéneo para
Ej. 3. { ’ 120

_ I saber qué solucién probar. Al separar variables en
u(x, 0)=u(0, t)=ux(3,t)=0 Ut —Uxx =0 vimos que aparecia:

X"”+AX=0 (ademéas de T’+AT=0 que ahora no nos importa). Esto, con las condiciones
X(0)=X’($)=0 que salen de los datos de contorno nos da (problema conocido en 3.2)
dichas autofunciones: X,={sen(2n—1)x}, n=1,2,... Llevamos, pues, a la ecuaci6n:

u(x, t) = i Th(t)sen(2n—1)x — i [T/+(2n—1)?Tp]sen(2n—1)x = tsenx.
n=1 n=1

La F(x,t) de la derecha ya esta desarrollada en esas autofunciones (no hay que integrar).

Hemos obtenido las ecuaciones ordinarias: T1+T1=t y T,’7+(2n—1)2Tn=0, n>1.

Del dato inicial deducimos: u(x, 0) =3 Tn(0)sen(2n—1)x =0 — T,(0)=0 Vn.
n=1
T/ +T1=t _ _ _
1 o T — t t(att ot — to b
Hoy=o — Ti=Ce'+e [ettdt=Ce~t+t—1

La Unica T, #0 saldrd de: {
N

[0 mas corto: Thp=At+B — A+At+B=t].

Imponiendo T1(0)=0, hallamos T3 y la solucién Unica: u(x,t)= (e t+t—1)senx.

[La ‘serie solucién’ solo tiene un término y no hemos necesitado integrales para dar los
Cn Y Bn. Esto ocurrird silas f o F son autofunciones o sumas finitas de ellas].

El siguiente nos sirve para reflexionar sobre las v que hacen cero las condiciones de contorno
(siempre necesario).

ut—4uxx=0, x€(0, m), t>0 | Tenemos también demostrada (en 1.3) su unicidad.
Ej. 4. u(x,0)=1 Una v que cumple los datos de contorno salta a la
ux(0, t)=0, u(m, t)=e=4t vista: v(t)=e 4. Haciendo w=u—v:

Wi—4Wxx = [Ur—8Uxx] — [ Vi—4Vxx] = de™4t )
{sz O)ixw ([0 tt)—vf(<1]r t)[—tO o] [problema no homogéneo].
’ — WX ’ - ’ -

Aqui las autofunciones las da X”’+AX=0 con X/(0)=X(m)=0, lo que nos lleva a:

w(x, t) =3 Tp(t) cosw - Y [T/ +(2n—1)2Ty] cosw =4e~4
n=1

n=1

(2n;1)x dx= 16(=1)"*!

n(2n—1)

T/ +(2n—1)2T,=Bpe~4
{ n*( )"Tn=Bn , con Bn=%fg4cos

Tn(0)=0 (del dato inicial)

Resolvemos la EDO lineal utilizando coeficientes indeterminados: Tpp=Ae~4t —

Tn(0)=0 16(_1)n+1

— ra—(2n—1)2t Bpe~4t — —4t_ ,—(2n—1)2t
Tp=Ce (n—1%t 4 — " Ta()=mamsyanenaarn € e @]

(2n—-1)°—4

¢Podrfamos encontrar una v mejor que no estropee la homogeneidad de la ecuacién?
Buscamos v(x,t) que también la cumpla. Al separar variables vimos que es solucién,
para todo A, el producto de soluciones de X””+AX=0 y de T’+4AT=0. En particular,
VA, B lo es: v=e~*(Acosx+Bsenx). Imponiendo a esta v los datos de contorno:
Wt — 4WXX = 0
{w(x, 0)=1+cosx
wx (0, t)=w(m, t)=

[problema homogéneo vy,

—_ a4t ,
VE=ET s 0 por tanto, mas sencillo]

u=v+w

w(x, t)=>cp e—(z”‘l)ztcosw - w(x,0)=>cp cosw =1+cosx —

n=1 n=1

2 (" n—x 4o _ 2(=1)"[ 1 1 2
C"—EL (1+cosx)cos=—==dx==7 [2n+1+2n—3_2n—1]'

Evidentemente, deben coincidir las soluciones halladas por los dos caminos:

u=e 4y Tn(t)cos(zn%)x y u=—e"*cosx+> cp e—(2n-1)°t cosw ;

n=1 n=1

[Observemos que las soluciones tienden a 0 cuando t — oo. Esto era esperable, pues uno de los
extremos estd aislado y al otro le obligamos a tener una temperatura que tiende a 0].
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En este, la condiciéon de x=0 representa la radiacién libre hacia un medio a 0° (el flujo de calor es
proporcional a la temperatura: si es positiva el calor sale y entra si es negativa). En x=1 fijamos
el flujo de calor que sale de la varilla (al ser ux >0, es hacia la izquierda).

Ur—uxx=0, x€(0,1),t>0 | También probamos en 1.3 que tiene solucién Unica.
Ei. 5 u(x, 0)=x Lo primero, como siempre, es llevar a homogéneas las
J- > ux(0, t)—au(0,t)=0, a>0 | condiciones de contorno encontrando una v.
ux(1,t)=1 Tanteando con rectas v=Mx+N, se ve que las cumple:
v=x+i, w=u-v {wt—wxx=0
= = = Uu— —_ .
a w(x, 0)=—2, wx(0, )—aw(0, t)=wx(1, t)=0
Separando variables se llega a T’+AT =0 y al problema de contorno:
X =0 ue sabemos que no tiene autovalores <0
X’(0)—aX(0)=x’(1)=0 9 a :
. c—ac1=0
Si A=0: X=c1+C2x — {c§=0 =" - A=0 no autovalor.
q ! I
Si A>0: X=cC1COSWX+Crsenwx, w=+VA — : ! i tanWi
{czw—ac1=0 D=8 o ) i | i
C2 COSW—c1 senw=0 2= w1l ' : i l
g - la/w
ci(acosw—wsenw)=0 — tan w=%. ot |y 1'—/
0a P Wy Wz: Wy b L/
Esta ecuacion transcendente nos da los infinitos : ! ! :
An=w2>0 (aproximables numéricamente). i i : ;
[} 1 ]
q I 1
Las autofunciones son: {cos wnx+win sen wnx}, ! : : l
aunque quedan mas compactas escritas en la forma: X, = {cos wn(x—l)} .
Yendo a la ecuacién en T: Tp={e™t} - w(x, t)=> cpe ™t Xy(x) .
n=1
Imponiendo el dato inicial se determinan los ¢, [serian aproximados al serlo los Ap ]:
S _ 1 _ 1 ' _ 4senwp
;C”X”(x) =—g — t=— Xn. Xn) L EX”(X) dx =— a(2wp+sen2wp) ’
! 2 1 1 1
pues | [Xn()] dx =3+ z-[ sen2wp(x—1)]; . x+1
0
Si se calcula exactamente la distribucidn estacionaria hacia la que tienden
las temperaturas en la varilla: X
u(x,t):w(x,t)+x+% —>x+% cuando t — . l
[La temperatura final de la varilla, como era esperable, es menor cuanto 3 -

mayor sea el a, es decir, cuanto mas fuertemente irradie su extremo].

En los ultimos ejemplos que tratamos vemos que se puede aplicar el método de separacién de
variables para otras ecuaciones parabdlicas separables (y no solo para la del calor).

Ej. 6 {Ut— 4(1+2t)uxx=0, x€(0,m), t>0 | Es problema homogéneo. Primero separamos
" lu(x, 0)=1, u(0, t)=ux(m, t)=0 variables u=XT en la nueva ecuacién:
_ X' _ T _ X" +AX=0 _ (2n—1) _ (2n=1)x
XT’_(4+8t)X/lT, T—W——)\ - {X(O)=X’(Tl)=0 , )\n_T,len—{senT} .
n=1,2,...

Y ademés: T/+4An(1+20)T=T'+(2n—1)2(1+2)T=0 — T,={e~@—1*t+)}

02 = —(2n—1)2 2 =
Probamos entonces la solucién: u(x, t) =3 ¢, e~ N—D () gen w .
n=1

Para determinar los ¢, imponemos el dato inicial: u(x,0)=>cpsen w =1 -

n=1

_2(" (n=1)x ;o _ 4 (2n—1)xm _ 4
C”—EL sen === dx=—rmn=7y C0S ]o—n(zn—l)-

oo
.z — — 2 2 —
Por tanto, la solucién del problema es: u(x, t) = % > an_l e~ (2n=1)*(t+t*) gap w
n=1

[Para ser serios habria que probar su unicidad siguiendo la demostracién del calor].
[Ya hemos dicho que la ecuacién del calor (y similares) admiten datos discontinuos].
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Ej. 7 { Ut—Uxx+3Uu=F(x),xe€(0,m),t>0 | a)Hallemos su solucién si F(x)=4senx.

u(x, 0)=u(0, t)=u(m, t)=0 b) 2 términos de la serie solucion si F(x)=m.

[El término +3u representa una pérdida
de calor al medio a lo largo de la varilla].

Separando variables: u(x, t)=X(x)T(t) — XT”=TT/+3=—)\ [

{X”+)\X =0
X(0)=X(m)=0
[Y ademas T’+ (3+A)T=0, que aqui no se utiliza por ser problema no homogéneo].

Busquemos las X, del homogéneo:

damos el 3 mejorala T ]
para tener la X habitual

— Ap=n?%, n=1,2,..., Xn={sennx}.

Llevamos u(x, t)=>Tph(t)sennx a la EDPy al dato inicial para calcular los Tp:

n=1

> [T,’7+(n2+3)Tn]sen nx=F(x), a desarrollar en sennx para igualar las expresiones.

n=1

Ademas: u(x,0)= i Th(0)sennx=0 — TH(0)=0Vn. Nos queda en cada caso:
n=1

T/ +4T,1=4 , L,
a) Tl(O) 10 — T1=1—e"%, y los deméas Tp=0. La solucién es u=(1—e~4)senx.
1 —
—— n
b) El desarrollo es m=4senx + %sen 3x+:--, pues cn=%fgnsennxdx =21(Tl).

A la vista de este desarrollo, es no nulo Tj [el de a)] y el siguiente no nulo lo da:

4

Ti+12T3=3%
T3(0)=0

[Se puede ver casi igual que para el calor que la solucién es Unica; o bien, haciendo u=e=3tw
se obtiene un problema para el calor con esos datos, cuya unicidad ya demostramos].

— T3=5(1—e™12) - u=(1—e"*)senx+g(1—e12)sen3x +---

Hasta ahora la EDO del problema de Sturm-Liouville siempre ha sido X””+AX=0, vy, por eso, las
series de Fourier eran todas con peso r(x)=1. Resolvamos un ejemplo para una EDP parabdlica
en el que aparece otra ecuacién ordinaria mas complicada para la que es necesario utilizar la
teoria general del capitulo 3.

Ej. 8. T X”+ ax’

{ Ur—Uxx—A4Ux—4u=0, x€(0, 1), t>0 mas corto ahora aquf
u(x, 0)=e=2%, y(0, t)=u(m, t)=0 U=XT —» ==""72 +4——)\ —

{X +AX'+ (4+A)X=0 (en forma autoadjunta [e**X’] +4e%*X+1e?X=0) y T/+AT=0.

X(0)=X(m)=0
Hay que resolver el problema de contorno (y debemos tratar los A<0). y=—2++/—X.
A<0: X=c1eC2+PX 4 cre(2-PX S X =0. A=0: X=(c1+C2x)e XS5 X=0.

x €1=0

=n2 —{e—2X
' cpe2msenwr=0 An=N", Xn={e""sennx}

n=1,2,...

A>0: X=(C1COSWX+C>senwx)e 2

0
e —n2 — e
Probamos pues la solucién: u(x,t)=> che™" te=2Xsennx . Falta el dato inicial:

n=1

u(x,0)=> cn e 2Xsennx=e~2X, Aunque hay atajos seguimos con la teorfa general:

n=1

Para calcular los ¢, necesitamos hallar (X,, Xp)= [, e e~ sen?nxdx = J, y ademas:
_1\n
(e=2X, Xp) f e e=2X e=2X sen nx dx = —1 cos nx]g 1= (n D

0./ (2m— 1) t
Por tanto, la solucién es: u(x, t) == Z S e X sen(2m—1)x.

Veamos ahora los atajos. El primero es observar que la igualdad de u(x, 0) equivale a:
Z chsennx=1 (desarrollo de 1 en senos) — Cn=%fg sennx dx (calculado arriba).
n=1
El segundo sale de recordar (1.2) que cambios del tipo u=eP+3%w simplifican la ecuacién.
Podriamos tantear, pero en este caso todo pide hacer:
Uu=e 2Xw — ur=e"2Xw, Ux=e X[ Wx—2W], Uxx= e~ X[ Wxx—4Wx+4w] —
{Wt— Wxx = 0

w(x, 0)=1, w(0, t)=w(m, t)=0 * problema cuya solucién ya calculamos (pag. 58).
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4.2. Separacion de variables para ondas

Resolvamos el problema para la cuerda vibrante con extremos fijos (en 1.4 lo hicimos
extendiendo los datos y aplicando la férmula de D’Alembert):

utt — C2uxx =0, x€[0,L], teR

[P1] { uCx, 0)=f(x), uelx, 0)=g(x) | [Para due no esté rota se
u(0,t)=u(L, t)=0

Separando variables u=X(x)T(t) e imponiendo los datos de contorno obtenemos:
X' _AT_ 5, {x”+)\x= 0, X(0)=X(L)=0 — An=— x,,_{sen nmx
T"”4+Ac2T=0 n=1,2,.

Las T, correspondientes son combinaciones lineales de sen 2™ ”"Ct y cos ’”{Ct .

nnct nnct] nmx

Asi, funciones de la forma: un(x, t) = [kn cos + cnsen—— |sen—=, n=1,2,...

satisfacen la EDP y las condiciones de contorno. Probamos, pues:

o]
ux, t)=>" [kn cos ”"Ct + cpsen M] sen X

n=1

con kpn y cp constantes. Para que se cumplan las condiciones iniciales:

L
u(x, 0)_2 knsen X =f() = | kn= | f0) senEdx, n=1.2,..
0

y suponiendo que la serie se puede derivar término a término:

ut(x, 0) = Z TEepsen = =g(x) — | cn —nncf g(x) sen™=dx, n=1,2,.

pues ﬂcn son los coeficientes del desarrollo de g en senos.
Tenemos una solucién, al menos formal, aunque se prueba que la serie converge y satisface
realmente el problema si f y g cumplen lo pedido en 1.4: si sus extensiones impares res-
pectoa 0 y L son C2y Cl, respectivamente (si f 0 g no son tan regulares la serie solucién
serd lo que llamamos solucién débil; en las ondas se mantienen las discontinuidades).

Para algunas cuestiones (valores concretos, dibujos, ...) es mejor usar D’Alembert, pero
se ven mejor otras propiedades en la serie. Por ejemplo, como todas las u, tienen este
periodo, también u es 2L/c-peridédica en t. Observemos ademas que la solucién aparece
como combinacién infinita de ‘modos naturales de vibracién’ [ sen(nmx/L)] cada uno de
los cuales vibra con una frecuencia nmc/L (las ‘frecuencias naturales’ de la cuerda). En
términos acusticos uj da el tono fundamental (su frecuencia es nc/L) y los demas son los
‘armdnicos’ (de frecuencia multiplo de la anterior).

Como siempre, para comenzar a resolver por separacién de variables, han de ser las
condiciones de contorno homogéneas. Y para los problemas no homogéneos se prueban
series de autofunciones del homogéneo.

utr—uxx=0, x€[0,1], teR

q x, 0<x<1/2 (Ej. 7 de 1.4 que podia mirarse como la
E). 1. u(x, 0)= { 1-x, 1/2<x<1 pulsacién de la cuerda de una guitarra).
ut(x, 0)=u(0, t)=u(L, t)=0

Basta copiar de arriba: u(x, t) = Z kn cosnmt sennmx (2-periddica),
n=1

con k”=2J xsennmxadx + 2 (1 x)sennnx dx= 24zsen7 (=0 sin par).
0

1/2

(Se ve que pulsando la cuerda en el centro desaparecen los armdnicos pares).
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utt—uxx=0, x€[0,2],teR | Hallemos u(1,2) y u(x, 1), utilizando D’Alembert y por
Ej. 2. | u(x,0)=x2, ut(x,0)=0 separacién de variables. En ambos casos, lo primero es
u(0,t)=0, u(2,t)=4 hacer las condiciones de contorno homogéneas.

La v(x, t)=[1—7 ]ho(t) + Th.(t) citada en 1.4 (y en la seccién anterior) es la adecuada:

wit—Wxx =0, x€[0, 2] v e Semay
v=2Xx, W=u—2Xx — {w(x,0)=x2—2x, we(x, 0)=0 . il \\I . “,
w(0, t)=w(2,t)=0 /2 — -

Para D’Alembert debemos extender f de forma impary
4-periédica a una f* definida en R:

.., X(x+2)en[-2,0], x(x—2)en[O0,2], —(x—4)(x—2)en[2,4],...
La solucién viene dada por w = %[f*(x+t)+f*(x—t)] . Por tanto:

w(l,2)= %[f*(3)+f*(—1)]4;r%[f*(—1)+f*(—1)]im=par—f(1)=1 - u(l1,2)=3.

Para hallar w(x, 1) aparecen dos casos (se podria ver con los dominios de dependencia):

17 o 137 [ 0SXS1, H—(x=1)0x+1) + (x+1)(x—1)] =0
G 1S 7 e 1 s 1)]_{1stz, (= 1)(x—3) + (x=3)(x—1)] =0

[Es claro que llevando f* una unidad a izquierda y derecha y sumando todo se cancelal.

— u(x,1)=2x.

Para resolver el problema en w separando variables copiamos de la pagina anterior:

(o]
_ nmt nmx _ (2 nmx __ 16
w(x, t) —nz_lkn cos 5= sen 2% con kp= [; (x2—2x)sen"P* dx = —3>5[cosnm—1]

(2m-1)nt (2m—1)nx
2 2 :

32 1
- wxt)=—35 > Gm_Ty7 €O sen
m=1

Para t=1 todos los cosenos se anulan, con lo que es w(x, 1)=0 (como por D’Alembert).

. 32 = (=1)m+L . 1,1 1 3
Ademas w(l,2)=75 mZ::l ((2m)—1)3 [=1; deducimos de esto que 1—z3+g5—33+ - =5 ]
. Uit — Uxx =X, X€[0, ], teR 3 =
Ej. 3. U, B)=Ur(x, 0)=ti(0, )=u(m, t)=0 No homogéneo u(x, t) _n=1 Th(t) sennx.
Esta serie ya se anula en x=0 y x=m. Ademas, llevandola a la EDP y datos se tiene:
—11" —11n+1
T/ +nTy = %fgx sennxdx = 2[,17—]+1 — Tp=c1cosnt+casennt+ 2[’7#

u(x, 0)=u(x,0)=0 — T,,(O)=T,’7(O)=0 - ulx,t)=25" [_:,L’#[l—cos nt] sennx .
n=1

De otra forma: podriamos conseguir un problema homogéneo hallando una solucién de
la ecuacién v(x) que cumpla las condiciones de contorno:
v(0)=v(m)=0
—V’=x - v=c1+cx—gx3  —  v=g(m2x—x3).
Con w=u—v, acabamos en [P1], con f(x)=—Vv(x) y g(x)=0, con lo que:
_ 102, .3 o [=117 1 (M 3_2 _2[-1]"
u=z(m2x—x )+22 5 cosnt sennx, pues 3z [, (x3—m?x)sennxdx=="5-.
=

Aunque las series anteriores proporcionan la solucién V(x, t), el problema es obtener
(sin ordenador) informacién sobre ellas. Por ejemplo, équé aspecto tendrd:
4 CDx = YMmx—x3)+ S 2 ?
u(x, 11)—’;::1 Gmos sen(2m—1)x = &(m?x—x )+n§1 =5 sennx

Esto es féacil decirlo con D’Alembert en este caso. El valor para el problema en w seré:

w(x, n)=%[f*(x+ m)+f*(x—m)], -

siendo f* la extensién impar y 2m-periédica de —v.

Por la periodicidad y ser f*(x) en [—m, 0] la inicial (es v impar): S

w(x, m) = f*(x—m) =—v(x—m), si xe[0, ] = . oxhote
u(x, ‘IT) — V(X)—V(X—‘IT)= x(n+xg(n—x) _ (x—n)x6(2n—x) — %X(T[—x) ' " €

parabola invertida con su méximo en x=g que es féacil de dibujar.

[A la derecha el dibujo de 2 términos de la primera serie junto a esa parabola]. 5 5 F
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Otros tipos de condiciones de contorno también proporcionan problemas resolubles separando
variables. La condicién uyx =0 significa que ese extremo se mueve con libertad verticalmente
(se puede imaginar una anilla engrasada al final de la cuerda rodeando una varilla vertical) y las
ux—au=0 o ux+bu=0 indican que el extremo esta unido por un muelle al punto de anclaje.

Ya dijimos en 1.4 que las condiciones llevaban a extensiones pares.

[Separando variables salian las X,=sen™ con condiciones u=0 y saldran cos™™ con ux=0.

La periodicidad y paridades son las mismas resolviendo el problema por ambos métodos].

utt—uxx=0, x€[0, 2m], teR Hallemos u(x, 2m), por D’'Alembert
Ei 4. _ _[senx,x€[0,n] | y separando variables.
P e o NN
x(0, t)=ux(2m, t)= {u(x,0)=0 X —2m O T oy 4t
ut(x,0)=g*(x) con g* par y 4n-periédica.

+2 2
mgr=3[0 g*=[ sensds=2.

[la integral en un periodo de una peridédica no depende del intervalo].
Separando variables: X”+AX=0, X’(0)=X’(2m)=0 _’)‘"=nT2' Xn={cos 5}, n=0,1,...
{T”+)\nT=0 To={t}

Luego u(x,2m) = %

0
u(x, t)=3t+ > an sen cos™, u(x,2m)=agm.

T(0)=0 T Th={sen%}, n>1" = 2
Basta ag: ut(x,0)=%+;angcos%=g(x)—> ao=x g”g=%fgsenxdx=%, u(x,2m)=2.

[La u O sube inicialmente, los extremos estan libres y la cuerda asciende indefinidamente].
— 00

En este ejemplo no homogéneo imponemos condiciones distintas en cada extremo:

X" +AX=0
X(0)=Xx'(%)=0
Xn={sen(2n—1)x}, n=1,2,...

—

utt — Uxx=senx, x€[0,5], teR Las autofunciones las da: {

Ej. 5.
- 5 u(x,0)=mx, ur(x,0)=u(0, t)=ux(3, t)=0

Se lleva u= i Th(t)sen(2n—1)x a EDP y datos: i [TI’7’+(2n—1)2Tn]sen(2n—l)x= senx
n=1 n=1 (ya desarrollada).
u(x,0)=>'Th(0)sen(2n—1)x=mx=> bpXp, ut(x,0)=>" T,’7(O) sen(2n—1)x=0 =
n=1 n=1 n=1

4 rm/2

Th(0)=bn=17], 1szen(2n—1)xdx=‘E;Pln;z1 y T;(0)=0Vn.

Debemos resolver un problema no homogéneo e infinitos homogéneos (para n>2):
T/+T1=1, Ti=cicost+casent+1 T/+(2n—1)°T,=0
{T1(0)=4,T1(0)=0 Tn(0)=b,, T/ (0)=0"

cos(2n—1)t sen(2n—1)x.

, T1=1+3cost. { Th=bpcos(2n—1)t.

4(_1)n+1

Luego u(x, t) =(1+3cost)senx + >, Q1)
n=2

En el siguiente aparece un término adicional (puede representar un rozamiento con el medio):

Ei. 6 utt+4ur—uxx=0, x€[0, ], teR Como la ecuacion es nueva, debemos
J- ©- u(x, 0)=sen2x, ut(x,0)=u(0, t)=u(m, t)=0 | comenzar separando variables:
— R 7 1T, AT XY X" +AX=0 -
U=XT — X[T"+4T']=X"T=0 AT X {X(O):X(n):O

An=n?2, n=1,2,..., Xn={sennx} — T’"+4T' +n?T =0, u=—2+v4—n?2 —
Ti=c1e2+V3)t 4, e(-2-V3)t | T, =(ci+cat)e 2t

T,,23=e—2f(c1 cosvn?—4t+cysenvn?—4 t) .

Probamos, pues, u(x, t)= Z Th(t)sennx, a la que solo le faltan las condiciones iniciales:

n=1

u(x,0)=i Th(0)sennx=sen2x , ut(x,0)=i T;(O)sennx=0 — Th(t)=0, si n#2.
n=1 n=1

Puesto que esas T, son soluciones de EDOs homogéneas con datos iniciales nulos.
T2(0)=c1=1

= —2t
T)(0)=c2—2c1=0 u(x, t)=(1+2t)e “'sen2x.

[La cuerda con rozamiento tiende a pararse].

Solo sobrevive T3, para la que
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La ecuacién de ondas en el plano o el espacio y coordenadas no cartesianas (y también la del
calor) dan lugar a ecuaciones que no son X””+AX=0 y se debe (como en el ejemplo 8 de 4.1)
manejar la teoria general del capitulo 3. Los problemas en mas variables se veran en 4.4, pero
podemos resolver ya alguno si se reduce a uno de 2 variables.

Por ejemplo, la ecuacién de ondas usr—c2Au=0 en recintos esféricos lleva, en general, a una EDP
en 4 variables (el tiempo t y las variables esféricas r, 8, ¢). Sus soluciones quedan determinadas
(como en la recta) con unos datos de contorno y un par de condiciones iniciales. Pero si buscamos
solo sus soluciones independientes de los angulos aparece la ecuacién de ondas en el espacio
con simetria radial (en 2 variables y ya resuelta en 1.4). En concreto, vamos a resolver el
siguiente problema homogéneo (vibraciones entre dos superficies esféricas):

ust—urr—2u,=0, 1<r<2, teR

[P21\ u(r, 0)=£(r), ut(r,0)=g(r)
u(L, )=u(2,t)=0

rR”+2R’+ArR=0, R(1)=R(2)=0
T”+AT=0

Vimos la ecuacién de R en la seccién 3.1 (alli asociada a un problema singular, aqui es regular
pues estamos en el intervalo [1, 2] ). Se resolvia haciendo el cambio de variable:

R” 2R 17
Separando variables: u(r, t)=R(T(t) - ; L= TT=_)‘ - {

7 — _ 77 — =n272 p=
S=rR—>{S +A5=0 I'—S+1{S +A5=0 )\n n<m4, n=1,2,... _)Rn={5enrnr[r}.

S(1)=S5(2)=0 ~  15(0)=S(1)=0 —  S,={sennms}

Y para esos valores de A las soluciones para T son Tp={cosnmt, sennmt}.

[oe]
Probamos, pues: | u(r,t) = > [kncosnmt+ cpsennmt

n=1

] sennmnr

Las condiciones iniciales imponen: > kp=3t =f(r) y > nmcy =t = g(r) .
n=1

n=1
Para hallar los coeficientes del desarrollo de una funcién en las autofunciones Rn(r) se deberia en
principio utilizar el peso del problema de Sturm-Liouville: [r2R’]'+Ar2R=0.

Como (R,,,Rn)=f12 rZde % y (f, R,,)=f12 r?f(r)*$21™%dr, concluimos que:

kn=2f12rf(r)sennnrdr y cn=%f12rg(r)sennnrdr

Evidentemente se llega a lo mismo (aqui es mucho mds corto, pero otras veces no hay estos
atajos) observando que las condiciones deducidas de las iniciales se podrian haber reescrito asi:

(o] (o]
knsennmr=rf(r) vy Z nmcpsennmr =rg(r) .
n=1 n=1

De hecho, todo el problema se hubiera simplificado notablemente si hubiéramos hecho inicialmen-
te el cambio de variable de 1.4:
Vit—Vrr=0
u=¥ — {v(r,O):rf(r),vt(r, 0)=rg(r) , problema casi igual al de la pagina 71.
v(1, t)=v(2,t)=0

[Las ondas en plano con simetria radial satisfacen utt—urr—%ur=0 y la ecuacién en R
es rR”+R’+ArR=0, que (como vimos en 3.1) esta asociada a las funciones de Bessel.
Este tipo de problemas se veran al final de 4.41].
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4.3. Separacion de variables para Laplace

Resolvamos utilizando el método de separaciéon de variables diversos problemas para
la ecuacién de Laplace en recintos especialmente simples. Comenzamos por el primero
gue presentamos en 1.3 y cuya unicidad demostramos alli: el problema de Dirichlet
en un rectangulo, es decir:

b f,9
Au=F(x,y), en (0,a)x (0, b) a0
(P11 4 u(x, 0)=F0x), u(x, b)=fp(x) %) g
u(0, y)=go(y), u(a, y)=9a(y) of  fx a

Por ser lineales la EDP y las condiciones, bastaria resolver los 5 subproblemas que se
obtienen anulando 4 de las 5 funciones que aparecen y sumar las 5 soluciones (de hecho,
conviene descomponer en menos o hacer cambios que anulen alguno de los términos
no homogéneos). Comencemos resolviendo, por ejemplo, uno de los 4 problemas para
la ecuacion homogénea:

Au=0, en (0,a)x(0,b) ulx, yY)=XMx)Yw) —» X’Y+Xy”=0 —
u(x, 0)=fo(x) X'y X"+AX =0
u(x, b)=u(0, y)=u(a, y)=0 X Ty TAT {Y”—)\Y=O

De u(0,y)=u(a,y)=0 se deduce X(0)=X(a)=0, con lo que el problema de contorno
para la X tiene solucién no trivial si

n2m? nmx
)\n=a—2 , Xn={Sen T} , n=1,2,...
Para esos A, las soluciones parala Y son Y,=c1 e"/%c, e~ "/ Ademés la condicidon
homogénea u(x, b)=0 impone que Y(b)=0. Nos interesan las Y, que la cumplen:
c2=_C1e2nnb/a N Yn=Clennb/a(enn[y—b]/a_enn[b—y]/a) N Yn={Sh nn[g—)/]}

[o0)
Probamos entonces: | u(x,y)=>. cn sh% sen™?x

n=1

Para satisfacer la condicién de contorno no homogénea que falta:

= a
u(x, 0) = 3} cn shG% sen”ZX =£o0) = | cn ShZ2 = £ fo(x) sen”¥ dx
n=1 0

Andlogamente se resolverian los otros 3 subproblemas con F=0 de [P1]. En uno de ellos
se tienen las X, de antes, y en los otros dos es Y (con datos de contorno homogéneos)
la que proporcionaria las autofunciones Y,={sen ”%}
[Los papeles de X e Y son intercambiables. En calor y ondas el problema de contorno
siempre era para la X (las condiciones de T eran iniciales). Para Laplace en polares,

aunque tanto R como © tendrdn condiciones de contorno, la EDO de la © serd mas
sencilla y la elegiremos siempre para obtener las autofunciones].

Para resolver el Ultimo subproblema, el de la ecuacién no homogénea:

Au=F(x,y), en (0,a)x(0, b)
{ u(x, 0)=u(x, b)=u(0, y)=u(a,y)=0

como siempre se prueba una serie de autofunciones. Aqui aparecen dos posibilidades
[elegiremos la que dé un desarrollo mas facil para F]:

[oe] [oe]
— nmx _ nmy
ux,y)=>Yn(y)sen=> o u(x,y)=> Xn(x)sen—=*
n=1 n=1
[No olvidemos que con un cambio w=u—Vv, o resolviendo menos subproblemas se
puede llegar antes la solucién; lo Unico necesario para empezar con separacién de
variables es que sea u=0 en x=0,a oen y=0,b].
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Siguiendo con Laplace en cartesianas, resolvemos ahora un problema de Neumann,
gue sabemos que puede no tener solucién y que, si la tiene, contendrd una constante
arbitraria. Suponemos la ecuacién no homogénea, pero con condiciones de contorno
homogéneas (si no lo fuesen, procederiamos de forma similar al problema anterior).

p u=F(x,y), en (0, m)x (0, m) m
P21 {4y, 0) < 1y (¢, M)t ) i,y =0 F

Separando variables en la EDP homogénea se obtienen, desde luego,
las mismas EDOs que en [P1]: X”/4+AX=0, Y/—AY=0. m

Las condiciones de contorno obligan aqui a que sean X’/(0)=X’(m)=0, Y/(0)=Y’(n)=0.
En el problema hay, pues, dos familias de autofunciones {cosnx} é {cosny},n=0,1,...
y podemos elegir cualquiera de ella para nuestra serie. Por ejemplo:

u(x,y)=Xo(x) + i Xn(X)cosny | —

n=1

Xg+>, [X;)’—ann] cosny = BOT(X) +> . Bn(x)cosny, Bn(x)=72—TJnF(x, y)cosnydy.
n=1 n=1 0

Debemos resolver los infinitos problemas de contorno para EDOs:

X¢=3Bo=2[ F(x,y)dy , X”—n?X,=B, (n>1), con X’(0)=X’(m)=0 ambos.
Las X, con n>1 quedan determinadas de forma Unica (el problema homogéneo, como
sabemos desde 3.1, tiene solo la solucién trivial).

Pero X6’=0 , X6(O)=X6(n)=0 tiene soluciones no triviales ({1} ), con lo que, segin 3.3,
para que haya solucién para Xo es necesario que sea fg 1-Bo(x)dx=0.

Es decir, [P2] tiene solucidn solo si fgfg F(x,y)dxdy =0

Y en ese caso tiene infinitas que difieren en una constante. Todo esto es coherente con
lo que sabiamos sobre Neumann desde 1.3. Aqui vemos que la no unicidad se detecta
en el problema de contorno para R, habitualmente para n=0.

Ej. 1. Calculemos la solucién en el caso particular en que sea | F(x,y)=x—a |.

El problema solo tiene solucién si j F= %n3—an2 =0, es decir, si a=§ .
Entonces nos queda: X” =X— (por suerte, la F ya estd desarrollada en {cos ny})

Por la misma razén los Bp, y por tanto los X,, son nulos si n>1.

Integrando e imponiendo X(’)(O)=X6(n)=0 obtenemos | u(x,y) = %x3 — %xz +C

[Si resolviésemos probando u(x, y) => Yn(y)cosnx habria que desarrollar en serie.
n=0

Lo hacemos, aunque esto sea una pérdida de tiempo.
Los coeficientes del desarrollo de F=x—§ en cosnx son:

0, sin=0,2,4,...

T
2 T
B, =% X—=5)cosnxdx = .
n nL( 2) {—#,S|n=1,3,---

YU+ ; [Y/—n2Yp]lcosnx = ) Bam—1c0s(2m—1)x —

m=1

Y/ =0 Y/ —4m?Yom =0
) , — Yo=C. — Yom=0.
Y/ (0)=Y}(m)=0 Y, (0)=Y} (m)=0

2 _
Yé’m 11— 2m=1)"Yom_1=Bom-1 = Yom_1=— Bam-1
0=y, (m—0 m (2m-1)? *

(o)
= % 0(52(;”"1)1)" , que (salvo constante) es el desarrollo de la u de arriba].
m=1
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Dos ejemplos més en cartesianas. El primero para Laplace con condiciones mixtas (en parte
Dirichlet, en parte Neumann). Ya dijimos en 1.3 que todos ellos tienen solucién Unica.

Ej. 2.

{ Uxx + Uyy =0, (x,y)€(0,1)x (0, m) u=Xx)Yly) —

u(x, 0)=uy(x, M)=u(0, y)=0, u(l, y)=1

Y”+AY=0, Y(0)=Y’(1)=0

X"—AX=0, X(0)=0
[Podemos poner el signo menos en cualquiera de las dos ecuaciones, y aqui 0
hemos escogido la Y, que era la que tenia ambos datos de contorno nulos].

- )\,,:(2”2_1)2 , Yn={sen B2}

Para esos A es X=c1e(@n—1X/2 4 cye=(2n-1)x/2 __, X,,={sh —(2"_1)X}.
X(0)=0 2

Probamos u(x, y) = Z cnXn(x)Yn(y) . Imponiendo el dato u(1,y)=1 que falta:

n=1

2n—1 4

2 (M (2n—1) 2n—1)m
chsh =5 =Efo sen =% ydy=n(2n_1)[1—cos—( - ) ] -

— - 4 (2n—1)x (2n—1)y
ulx, y)= 21 n@n—1)sh 71 sh*==-=sen === .
n=

Si nos gustan mas las condiciones de contorno para x podemos hacerlas homogéneas
con un cambio de variable:
Wxx + Wyy =0
V=X, W=Uu—V — {W(X, 0)=—x, wy(x,m)=0 —
w(0,y)=w(1,y)=0

— Ap=n?m?, Xp={sennnx}, Yo={ch[nn(n—y)1}.

X" +AX=0,X(0)=X(1)=0
Y”—AY=0, Y/(1)=0

U= knXn0AYn(y) = >1knXn(0)¥nly) ==X — kn=—grrroy [ xsennmxdx

- ux,y)=x+>, #ﬁ?ﬂch[nn(n—y)]sennnx
n=1

[que serd otra expresién distinta de la misma solucién Unical.

En todos los problemas que hemos resuelto en este capitulo (para el calor, para las ondas, el de
Dirichlet..., excepto el anterior de Neumann) la solucién era Unica (todos eran problemas ‘fisicos’).
Pero no olvidemos que probar la unicidad en EDPs es complicado, y que un problema nuevo del
que no se ha demostrado la unicidad podria no tenerla. Eso pasa en el siguiente ejemplo (para
una ecuaciéon llamada de ‘Helmholtz’, muy asociada a los problemas de mas de dos variables):

Au+u=0, (x,y)€(0, m)x(—7%,7) | Como es ecuacién nueva, separamos variables
Ej. 3. uy(x, —F)=uy(x, ¥)=0 desde el principio: y Y
U(O,)/)=O, u(n-'y)=5en2y u=XY — 7+:|.=—T =) -
Y'+AY =0 s=y+3 (Y +AY =0 Ar=4n2 Y _{ 2n( z)} =0,1
V(- H=v(B=0 — |Y(@=r(E)=0 = *n=4n% Yr={cos2nly+ P} n=0.1....

X"+ (1-Ap)X =0, X(0)=0 —» Xo={senx} y Xp={sh(van=1x)} si n>1.

o cp indeterminado
u(x, y)=cosenx+ »_ cpsh(v/an=1x)cos(2ny+3") = SEN2y = cish(/3m)=1
n=1 cph=0,n>1

; ST . . _ sh(v3x)
Tiene, por tanto, infinitas soluciones: u(x, y)_Csenx+—shw§n) sen2y.

Evidentemente no se podra demostrar la unicidad haciendo uso de la formula de Green.
Operando como en 1.3, si u3 y uz son soluciones del problema, su diferencia satisface:

Au+u=0
u=uyj—u; — {o:o:O — ffD(uAu+u2)=ffD uz—ffD||Vu||2 =0 77

e—e=0
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Para resolver los problemas en circulos nos interesa expresar el laplaciano en polares
(x=rcos@, y=rsen@). Como,
Ur=Ux COSO+UySeNO , Urr=Uxx COS?0+2uxy, SN O COSH+uy, sen?o
Upe = UxxI2sen?0—2uxyr?sen 8 cos 0+ Uy, r’cos?0—uxrcos 6—uyrsen

—

1 1
Au=urr+7ur+r—2ue9

Resolvamos el problema de Dirichlet homogéneo en un circulo. Por primera vez
nos van a aparecer condiciones que no estdn explicitamente escritas.

[Ps] Au=0, en r<R
311 u(R, )=f(8), 6€[0,2m) | [0 6e(-mn],0...].

u(r.8) =R(NBO) = — R =—"3 A= | 2R L fR/—AR=0 °

Parece que no hay condiciones para la ©, pero esta claro que la solucién u(r, 8) debe
ser 2n-periddica en 0, es decir, debe ser ©(0)=060(2m), ©’(0)=0’(2n). Este problema
de Sturm-Liouville periédico, como sabemos, tiene por autovalores y autofunciones:

An=n?,n=0,1,2,..., 00(8)={1}, ©,(8)={cosnb, sennb}.
Y las soluciones correspondientes de la ecuacién en R son (ecuaciones de Euler):

r2R” +rR’ o” { 0”+20=0 f(e)

Ro(r)=ci+c2Ilnr y Ru(r)=cir"+cor" si n>1.

Parece légico imponer por argumentos fisicos que la solucién debe permanecer acotada
cuando r—0 (mateméticamente la solucién también debe estarlo si ha de ser de C?),
asi que debe ser c;=0 en ambos casos. Por tanto, probamos soluciones de la forma:

u(r, 8) = % + i r"[ancosn8+bpsennf]

n=1

Debe ser por Gltimo: u(R, 8) = % + i R"[ancosnB+b,sennB]=f(8), 6€[0,2m) —

an_an f(e)cosnede n=0,1,..., bn—an f(e)sennede n=1,2,.

Sustituyendo estos coeficientes en la serie y operando formalmente se deduce:

utr ) =% [ [1+2 5. g cosn(6—9) ] 7(#) do

Vamos a sumar la serie:
n © ia —ia\N ia —ia RZ_r2
1+2Zrcosna= Z(re) Z(re )=1+ rel+ re'? _
R

~ ~ R—rel@ ' R—re~@ © R24+r2—2Rrcosa’

Por tanto, la solucién de [P3] se puede expresar:

2n
u(r, 8) = Rz_rzj f(9)d¢ férmula integral de Poisson
0 —2Rrcos(8—¢) +r?

Haciendo aqui r=0 (o mirando la serie) deducimos que | u(0, 8) = 2n 0 f(¢)d¢

si Au=0, el valor de u en el centro de un circulo es el valor medio de u sobre su borde.

Habria que probar que la u de la serie (o la integral) es realmente solucién de [P3]. Se prueba
quesi f es C! atrozos, la u tiene infinitas derivadas en r<R (aunque f sea discontinua),
que en ese abierto es Au=0 y que alcanza el valor de contorno con continuidad en los 6 en
que f es continua (y sigue habiendo unicidad, cosa que vimos en 1.3 solo si f era continua).
Laplace (como el calor, y no asi las ondas) hace también desaparecer las discontinuidades,

[La situacion es totalmente anédloga para [P1], Dirichlet en rectdngulo u otros similares].

[El problema exterior en r>R se ve més adelante, para compararlo con el del espaciol.
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Vamos con el problema de Dirichlet no homogéneo en el circulo.
En vez de tratarlo en general, resolvemos un problema concreto.

(Pa] Urr+$Ur+ SUgp=4, en r<1
u(l,08)=cos26

Podriamos descomponerlo en dos (el de Au=0 lo acabamos de ver), pero siempre es
mas corto resolverlo directamente. Como en todo no homogéneo probamos una serie
con las autofunciones del homogéneo (que ya satisfacen la necesaria periodicidad):

u(r, ) = aop(r) + i [an(r)cosn®@+ bp(r)sennd] | —

n=1

ay ++al + i ([a” +%a’ —’r’—san] cosn@+ b +1b’ —’;’—zzbn] sennf)=4,
n=1

gue, por suerte, ya esta desarrollada en esta familia de autofunciones.

[Sienvez de un 4 tuviésemos una F(r, 8) cualquiera, la desarrollariamos en senos
y cosenos, mirando la r como constante e identificariamos ambos miembros].

Habra, pues, que resolver las ecuaciones de Euler:
— 2 24 — 2 2p —
ra6’+a6—4r , r al’7’+ra;7—n an=0, r b;)’+rbI’1—n bh=0 .
La condicién u(1, 8)=cos26 (también desarrollada ya no exige integrar) impone que:
bn(1)=0Vn, a(1)=1, an(1)=0,n#2.

La acotacién cuando r— 0 sera la otra condicién necesaria para precisar la solucién de
cada EDO de segundo orden. Para la de ap necesitamos una solucién particular, que se
puede hallar de varias formas. Con la férmula de variacién de las constantes:

1 Inr
0 1/r

_1 _ 1-44dr Inr-ddr _ 5 2 — 2
=3, aop=Inr[= - [TZE =2r2Inr—4[rinrdr=r2.

O, mejor, tanteando, pues (la de coeficientes constantes la tiene de la forma Ae?®) se
sabe que hay una agp=Ar? —» 2A+2A=4, A=1. Asi:

acotada ao(1)=0
ap=c1+cInr+r2°=S%c;=0 — c1=-1.
v _c

— /I _V
=v, V= r+4, v_r+2r.

’

también calculable con ag

Para a> seré:
_ o acotada a()=1
—_— C

a;=cir’ +cor =0 = c1=1.

No necesitamos resolver mas ecuaciones homogéneas para asegurar ya que el resto de
an y las bp son cero (0 es soluciéon y no hay més por tener un problema de Dirichlet
solucién Unica). La solucién de [P4] es, por tanto:

u(r, ) =r’—1+r?cos26 ‘ [se podria escribir en cartesianas: u=2x2-1|.

Como otras veces, un buen cambio simplifica el problema. Por ejemplo, podemos en este
caso buscar una soluciéon v(r) de la ecuacién no homogénea resolviendo v’ +%v’= 4,
La solucién més sencilla de esta ecuacién de Euler es v=r2.

W= v Aw=0, enr<l
=u w(l,0)=cos26—1 °
De la serie de la pagina anterior obtenemos, identificando coeficientes, su solucién:
w(r,0)=r?cos26—1.

Esto nos lleva de forma mucho mas répida a la solucién de antes.

[Utilizando funciones de Green se obtendrd en 4.5 una férmula integral para

{Au=F, r<R ue generalizard la férmula de Poisson de la pagina anterior]
u(R,0)=f(6) 9Ue9 P |



80 Métodos Matematicos Il: ecuaciones en derivadas parciales

Resolvamos ahora el problema de Neumann homogéneo en un circulo:

p Au=0, en r<R
[Ps] ur(R, 8)=f(8), 6€[0,2m) /\<-T

Como el problema de contorno y la ecuacién de Euler son las mismas \Q
4
f

gue en Dirichlet, la solucién que probamos también es:

u(r, 0) = % + > r"[a, cosnb+b,senné]
n=1

Pero ahora es diferente la condiciéon de contorno que falta:
ur(R, 0) = i nR"~[a,cosn6 + b,sennd]=£(6), 6€[0,2m) —

n=1

2m 2n
an=—2— f(8) cosn6d6, bp= L f(6)sennbdb6, n=1,2,...
0 0

~ nmRn-1 nmRM—1

siempre que no tenga término independiente el desarrollo en senos y cosenos
de f(0). Es decir, una condicidn necesaria para que el problema se pueda resolver
por este método es que se cumpla:

Oz"f(e) d6 =0 | [confirma lo visto en 1.3: debia ser §,, fds=[[,Fdxdy=0].

Ademas, a, queda indeterminado [Neumann siempre tiene unicidad salvo constante].

Ej. 4. {Au:O enr<l

< - 3g_3 _1
U (L, 6)=sen36 ur(1, 9)—;=1 nlanpcosn6+bpsennd]=sen36 =3 sen 06—z sen36.

No hay que hacer integrales: b1 =3, b3=—% y los demas 0, excepto ag sin condicién.

3
z
6

Por tanto, son soluciones: u(r,8) =C+ %rsen 6—%r3 sen 360, con C cualquiera.

Y ahora resolvemos un problema de Neumann no homogéneo en un semicirculo:

[Pe] Au=F(r,0), en r<l,0<6<m
11 ur(1, ©)=us(r, 0)=ug(r, M)=0
No hemos resuelto el homogéneo. Debemos empezar hallando sus autofunciones. Las
dan la conocida ecuacién en © que sale al separar variables y los datos de contorno,
gue ahora aparecen explicitamente escritos:
{O" +20=0
©’(0)=0’/(m)=0

— Ap=n?, ©p(8)={cosnb}, n=0,1,2,... —

_ = La serie con cosenos y senos del [P4] no cumple
u(r, 8) = Ro(r) + n; Rn(r)cosné [ los datos de contorno; aqui no hay periodicidad. ] -

© 2 ad
R” + LRl + ; [R;' + 1R’ — 'r’—ZR,,] cosnd = F(r, 8) = Bo(r) + ;Bn(f)COS no,
con Bo(r)=2 [JF(r.6)d6 y Bn(r)=2 [JF(r,6)cosn6de .

Bastara resolver las ecuaciones: rR;’+R;=[ng]/=rBo(r) y r2R;7’+rR;7—n2R,,=ran(r),
ambas con los datos de contorno (singulares): R, acotadaen r=0y R;(1)=0.

Si n>1 el problema homogéneo (y, por tanto, el no homogéneo) tiene solucién R, Unica
(aungue el problema sea singular, vale lo que vimos en 3.3). Pero si n=0:

R acotada

124 ’ —
rRO+RO_O — Ro=ci1+colnr R’(l_);O

Ron= { 1} e
infinitas soluciones

Existen “hinguna solucion

R, del no homogéno seguln sea fol rBo(r)dr:ég .

[Concuerda una vez mas con 1.3. Debia ser: f(}fg rF(r, 6) dedr=0].
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Resolvemos mas problemas para Laplace en polares en recintos acotados con condiciones mixtas
(por tanto, de solucién Unica). Los primeros (homogéneo y no homogéneo) son en un cuadrante.

Ej. 5. {Au=0,r<1,6€(0,%) . {e"+/\e=o,e’(0)=@(%)=0

ur(1,6)=1, ue(r,0)=u(r, 3)=0 r2R” +rR’—AR=0 0

Problema de contorno conocido: A,=(2n—1)?, ©,={cos(2n—1)6}, n=1,2,...
Resolviendo para esos A la ecuacién en R y exigiendo que esté acotada en r=0:

u(r, 8)= 3" car®™1cos(2n—1)8 — u(1,8) =S (2n—1)cycos(2n—1)8 = 1
n=1 n=1

/2

— cp= ﬁ fo cos(2n—1)6 dé = (2n=1)n  [1 no es autofuncién

7 Bl y debemos integrar].

4
n(2n—1)

Por tanto, la solucién es: | u(r, 8)= % > D™ 2n-1 cos(2n—1)6
n=1

(2n—-1)?
— 2
E 6 {Au=35en9,r<l,0<9<g {e"+)\e=o An=(2n—1)7,
121 lua,0)=0, u(r0)=us(r, )=0 | 10(0)=6'(1/2)=0" Gn={sen(12;1—1)9},
n=1.2,...

Se lleva u(r, 8)= Z Rn(r)sen(2n—1)6 a la EDP y al otro dato de contorno:

n=1
i [R;,’+ %R;_(an;zl)an] sen(2n—1)0=3sen 6 (ya desarrollada),
n=1

iRn(l)sen(Zn—l)6=O = R;(1)=0 Vn (y las R, deben estar acotadas)

n=1

= Si n>1 es R,=0 (es solucién y el problema tiene solucién Unica).

rZR"+rR’—R1= 3[‘2 * e
Sélo sobrevive { 1 1 Ri=cir+cor-l+r2 T —
R; acotada,Ry(1)=0  +_cifTe2 = |u(r,0)=( )
* Rp=Ar2 (Ae?s) — (2+2—1)A=3. Opeor: | l_-_2 R S r3_ .2
p= e =5. P ‘ol 1T T Rp= T 5T = .

Los recintos siguientes no incluyen el origen. La condicién implicita de acotacién se sustituye en
ambos por un dato explicito en r=1. En el segundo ya no hay datos ocultos y todo esta a la vista:

Ej. 7 {Au:O, l<r<?2 Sabemos que: {8 ernA.SeTO"
ul, 0)=0,ur(2,8)=1+sen26 | , _p2 o,={cosnb,sennd}, n=0,1,2,... O

Ro=c1+c2lnr — Ro={Inr
Para esos A: r2R”+rR’—n?R=0 — R(1)=0 gl

Rp=cir"+cor-"— Rp={r"—r="}

u(r,®) =aglnr+ i(r”—r‘”)[an cosn@+bp,sennb]
n=1

ur(2,0)=ap27 1+ i n(2"~t+2="")[a,cosnb+bpsennd] =1 +sen26 —
n=1

ao=2, ¥ by=1 y los demds cero — | u(r,8) =2Inr+ 15(r2—r—2)sen@

Ei. 8 {Au=3cose, l1<r<2,0<6<m Las ©, del homogéno g
J- S u(l, 8) =u(2,06)=ue(r,0)=ueg(r,m)=0 | son los cosenos del [Pg]. r\
0

Probamos entonces la serie: u(r, ) =Ro(r)+ > Ra(r)cosné —

n=1

Ro + %R6 = [R;’ + %R;7 — 7—:Rn} cosn6 = 3cos O [ya desarrollado].
n=1

Las condiciones para las R, salen de las otras condiciones de contorno:

3 Rn(1)@n(6) = 3 Rn(2)@n(6) = 0 = Rn(1)=Rn(2)=0 Vn .

Por la unicidad de los problemas mixtos solo es no nula la solucién de rZR’1’+rR’1—R1 =3r2
con los datos nulos de arriba. Ecuacién resuelta en el ejemplo 6. De los datos se obtiene:

clz—%, fop) =§ . Luego la solucién es: | u(r,8) = (r?> — %r+ %r‘l)cose
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Resolvamos el problema de Dirichlet en una esfera con datos independientes de ¢
gue, de hecho, es un problema con dos variables como el resto de los de esta seccién.
El problema general en tres variables se tratara brevemente en la siguiente seccién 4.4.

En libros de célculo en varias variables se tiene la expresién del laplaciano en esféricas:

X=rsenfcos¢

_ _ 2 1 cos 6 1
y—rsenesencp} - Au=u,+ rur+r2 u99+r2seneu9+r25en29u¢¢'

z=rcos@ /- 9
. _ -
Si los datos no dependen de ¢ podemos encontrar soluciones que
tampoco dependan de ¢: s
{Urr+%Ur+ rlzl:uee‘l‘;(e)rs]gung:O, I‘<R

u(R, 0)=f(0), 6€[0, ]

r’R” + 2rR"—AR =0
07+559 /4 A0=0"

sené@

Separando variables u(r, 8)=R(r) ©(8) se obtiene sin dificultad {

do

1" —can2gd® _ de ¥ .
as » 97 =sen‘0 cos 6% ] lleva la ecuacién en © a:

El cambio s=cosf [ @'=—sen®

[1—52]‘;27(23 —25%° + A0 =0, ecuacién de Legendre.

Imponemos que © esté acotada en s==+1 [es decir, para 6=0, ™ polos de la esferal.

Los autovalores de este problema singular (visto en 3.1) eran A,=n(n+1), n=0,1,...
y sus autofunciones son los polinomios de Legendre:

{Pn(s)}={Pn(cos 6)} [P0=1 , P1=s, P2=§sz—% ) P3=§s3—%s . ]
Para estos valores de A:
r’R”+2rR’—n(n+1)R=0 — p?+u—n(n+1)=0, u=n,—(n+1) - R=c1r"+cor ("+1),
Como la solucién ha de estar acotada en el origen solo nos vale R,={r"}, n=0,1,...

Probamos entonces:

u(r,8) =S anr"Pp(cos8)| — u(R,8)= apR"Pn(cos8)=f£(6)

n=0 n=0

o an=22"T+n1J0 F(8)Pn(cosB) sen8d6 |, n=0,1,...,

pues el peso del problema de Sturm-Liouville es r(8)=sen6 [(sen86’) +Asen6©0=0]
y los P, ya dijimos que cumplen:

F[Pn(cos 0)]° sen0de 5=%’Sejl [Pn(s)]? ds = 52

1 2n+1 -

Ej. 9. Si ’ R=1y f(6)=cos20 ‘ de la férmula de arriba se obtiene: an=2”2—+1f_11 s2P,(s)ds.

p 1 1 .
Asipues: ao=3 [, s?ds=3, az=3 [ [3s*—3s2]ds=5, y los demés a,=0.

[Ya que P1 esimpar (= a1=0), y para desarrollar s?> bastan solo Pg, P1y P2 ].
La solucién es, por lo tanto, u(r, 6) = %— %rz +r2cos?0 [=3(1-x*-y2+222)].

Pero para un dato como este se podrian determinar los coeficientes tanteando:

20—=2(3cos29—1) 4+ 1 =2 =1
cos?6=5(5cos%60—3) +3 — az=%, ap=3 , como antes.

[Para resolver problemas con términos no homogéneos F(r, ) se probaria como siempre

en la ecuacién una serie de autofunciones: u(r, 8) = Z an(r)Pn(cos 6) ]
n=0
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Veamos ahora el problema exterior de Dirichlet para Laplace en el circulo y en la esfera

con simetria (con datos independientes de ¢ ). Para que haya unicidad, las condiciones
en el infinito han de ser distintas:

plano: espacio:
Au=0, sir>R Au=0, sir>R
{u(R, 8)=£(8), 0<6 <27 {u(R, 6)=1(6), 0<6<n
u acotada cuando r— o u— 0 cuando r—oo

Separando variables se llega a las mismas ©p, que en los problemas interiores:

{©nh}={cosnb,sennb}, n=0,1,... {0,}={Pn(cosB)}, n=0,1,...
Pero hay que elegir diferentes R, para las nuevas condiciones en el infinito:
n=0, ci+c2Inr—Ro={1} n=0, ci1+car-t - Ro={r"1}
n>0, cir"+cor"—=Ry={r"} n>0, cir"+cyr— (0t Rn={r—(”+1)}

[En el plano ningin Rg—0, y en el espacio estan acotadas tanto 1 como r—1.
Si se impusiese en el plano tender a 0 nos quedariamos sin soluciones y pedir
acotacién nos darifa infinitas en el espacio].

Probando las series correspondientes e imponiendo el dato u(R, 8) =f(0), se obtiene
que las soluciones respectivas son estas series con los coeficientes indicados:

u(r, 0)=%+> r"[ancosnb+b,sennb] u(r, )=%+%" a,r-"*1p,(cos 6)
n=1 n=1

R r2m n+
an="7J, f(6)cosnbdo, n=0,1,... an=%fgf(6)Pn(cose)sen9d6

% OZ"f(G)sennede, n=1,2,... n=0,1,...

Ej. 10. Hallemos la solucién en ambos casos cuando | f(8)=k | constante.

Basta mirar las series para deducir las soluciones en ambos casos:

en el plano. u= kTR en el espacio.

[Interpretemos estos resultados mirandolos como soluciones estacionarias de la ecuacién del calor.
Si mantenemos la superficie de una bola de radio R constantemente a k°, la temperatura que
tenderian a tener todos los puntos del espacio seria kR/r, disminuyendo con la distancia a la bola.
Para el primer caso, en vez de imaginarnos en un mundo bidimensional, situémonos en el espacio
con datos y soluciones independientes de la variable z: si toda la superficie de un cilindro infinito
de radio R se conserva a k°, todo el espacio tendera a tener esa temperatural.

bn

[Si nos planteasemos el problema en el interior r <R, es inmediato ver que la solucién, tanto en el
plano como en el espacio, seria u=k].

Ej. 11. Sea |[R=1 y f(6)=cos?6 ‘ Resolvamos y comparemos con las soluciones en r<1.

En el plano, la serie del interior y exterior llevan a la misma condicién:

(o]
__ Qo _ 1 1
u(l, 9)—7+2[ancosn9+bnsenn9]—§+§c0529 — T\
n= 1
1,12 ] ] _1 1 -
u=3+ 5r<cos 260 (interior), u= 5+ 57 COS 260 (exterior).
[En cartesianas u= 0=V y =14 X2V respectivamente].
2 27 202+y2)

Para el espacio, el interior ya se ha resuelto en el ejemplo 9. Y en el exterior la condicién
que aparece al hacer r=1 vuelve a coincidir con la del interior.

Las soluciones respectivas son, pues:

=1_1r24r2¢0s20 (interi S N . :
u=3—3rc+recos?0 (interior), u= 3 — 55+ ;3050 (exterior).
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Hagamos varias reflexiones sobre el método de separacién de variables que generalicen las ideas
gue hemos venido utilizando en este capitulo.

Todos los problemas que hemos visto estaban formados por una EDP lineal L[u]=F, con L lineal
(es decir, L[aui+buz]=al[ui1]+bL[uz]) y unas condiciones adicionales lineales.

Para los resueltos por separacién de variables las EDPs eran ‘separables’ (no todas lo son) y los
recintos que aparecieron eran ‘simples’ (limitados por ‘variable=cte").

Todos estos problemas tenian siempre dos condiciones de contorno Ci[u] = hy y ademas
una o dos condiciones iniciales o de contorno. Para Laplace en polares vimos que a veces las
condiciones de contorno estaban implicitas (por ejemplo, en un circulo se exigia periodicidad v,
cuando el recinto incluia el origen, aparecia la acotacién).

Nos hemos ocupado primero de conseguir que fuesen cero las condiciones de contorno.

En todos los problemas homogéneos hemos buscado soluciones de la EDP que eran productos,
por ejemplo u=XT, y ello nos condujo a unas X, autofunciones de un problema de contorno
y unas T, soluciones de otra EDO homogénea (igual si era u=XY, u=R0...). Gracias a la
linealidad pudimos construir la serie u(x, t) = >.cnXn(X)Th(t) y para hallar la solucién solo falté
calcular los ¢, imponiendo la condicién inicial (o condiciones, o las otras de contorno) y haciendo
desarrollos de Fourier.

Para los problemas no homogéneos, buscando también una serie solucién, llevamos a la EDP
(con la F desarrollada) una serie cuyos términos eran productos de las autofunciones del
problema homogéneo por funciones a determinar de la otra variable. Si el homogéneo no
se habia visto previamente, primero se debian precisar esas autofunciones (los pasos iniciales en
ambos tipos de problemas son los mismos). Resolviendo la familia resultante de EDOs lineales no
homogéneas con las condiciones que se deducen del desarrollo de las condiciones iniciales (o de
las otras de contorno), obtuvimos la solucién.

Pensemos también en general sobre la descomposicidn en subproblemas y los cambios de variable
(aqui'y en otros capitulos). Supongamos, por ejemplo, que son 3 las condiciones adicionales (como
para el calor en la varilla finita) y que nuestro problema es de la forma:

L[ul=F
(P1 { Mlu] =1
Cilul=h1, C2[ul=h2

El problema de resolver [P] puede ser reducido a resolver otros subproblemas mas sencillos. Por
ejemplo, si u1, uz, uz y ug son soluciones de:

L[u]=F L[u] =0 L[u] =0 L[u] =0

M[u]l=0 M[ul=f M[u]l=0 M[u]l=0
Py cirag=o P21y coup=0 P31 qrag=n P41 cifur=o

C2[u]l=0 C2[ul=0 C2[u]l=0 Co[ul=h3

esta claro, por la linealidad, que u=uj+u+us+us es soluciéon de [P], pero, como ya hemos
observado, bastantes veces nos convendra descomponer [P] en menos subproblemas.

Bastantes veces necesitamos hacer homogéneas las condiciones de contorno (la separacién de
variables y otros métodos lo exigen). Si somos capaces de hallar una v que cumpla Ci1[v]l=h1 y
C2[v]=h3, el cambio w=u—v lleva [P] a:

M[w] =f—M[v]

{ Llw]=F—L[V]
Ci[w]=C2[w]=0

Otras veces interesa hacer la ecuacién homogénea (por ejemplo, cuando no hay datos de con-
torno, como en algunos problemas del capitulo 1). Asi, si lo que tenemos es una solucién particular
v de la ecuacién (L[ v]=F), haciendo como siempre, w=u—v acabariamos en:

{ Llw]=L[u]l-L[v]=0

M[w] =f—M[V]
Cilwl=h1—-C1[Vv], C2[w]l=h2—C3[V]

Lo que ya es un lujo (pero se puede intentar buscar por el premio que nos da) es tener una v que
cumpla la ecuacién y ademas las dos condiciones de contorno (en algunos ejemplos lo hicimos).
Los problemas homogéneos suelen exigir menos calculos que los no homogéneos (separando va-
riables, por ejemplo, los primeros exigen resolver solo EDOs homogéneas, mas corto que resolver
las EDOs no homogéneas de los segundos).

Como vemos, hay mucha variedad en los posibles cambios. En cada caso habrad que ver cuéles
nos llevan a problemas mas asequibles. Si inicialmente hay condiciones homogéneas intentaremos
gue los cambios no las estropeen, aunque a veces no habrd més remedio.
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4.4. Algunos problemas en tres variables

Comenzamos estudiando las series de Fourier dobles, de teoria inmediata a partir de
las de una variable, ya que son consecuencia de dos desarrollos sucesivos (las triples,
gue aparecerian en problemas con 4 variables, son también similares).

Sean Xm(x), x€[a,b] e Yn(y), y€[c, d] las autofunciones de dos problemas de
Sturm-Liouville de pesos respectivos r(x) y s(y),y sea f(x,y)eC([a, b]x[c,d]).
Entonces, para cada (x,y)e(a, b)x(c,d) se puede escribir f como la serie:

1
fx,y)= Z Z Cnm XnYm €ON Cpm = Tx—"x (Ym,Ym jj fOGY)XmYnrsdydx.

m=1n=1

[(u, v) designa, desde luego, ffruvdx ) fcdsuvdy]

e G _ > — (f(X,y),Ym)
pues para cada x fijo se puede escribir f(x,y) —mZJI Cm(X)Ym, Cm(xX)= U Ym)
ycon Cm(x)= Z CchnXn, Chm= W se obtiene la expresién de arriba.

n=1

[Se llega a lo mismo, desde luego, desarrollando primero en X, y luegoen Y 1.

Un caso particular de las series anteriores son los desarrollos de funciones en series
trigonométricas dobles de una funcién feC([0, L]x[0, M]). Como estas dos:

f(x, y)= Z anm sen"X senTX , con bpm= LMJJ f(x.y)sen™™ sen™X dy dx .
n=1lm=
1 1 = nmx 1 <= mny o nmx mmy
f(x, y)=za0 72 ano COS “1= + §ZGOmCOS— ZZanmcos—cos—
con apm= LMJJ f(x, y)cos™ cosT7¥ dy dx.

[O los desarrollos parecidos en Y. sencos o »,cossen, 0 CON Series en Senos y Cosenos,
o desarrollos que incluyan senos impares o cosenos impares].
[Los factores % y % son, como siempre, para que la férmula valga también sin=0 0 m=0 ]
[Se podria pedir que f fuese solo C! a trozos, pero aqui suponemos que es mas suave].

Ej. 1. Desarrollemos ‘f(x, y)=Xxcosy ‘ en [0, m]x [0, m] de las dos formas de arriba:

© 00 4 mrT
xXcosy=>'>' bpmsennxsenmy con bnm=—2JJ X cosy sennxsenmydy dx
0JO

n=1m=1

[oe] [o0]
_ 16 [=11"1m
— XCcosy =2 E E i sennxsen2my
n=1m=1

n[4m?—1]
4 (T[T 0 si m#1L
anm = FJ J xcosycosnxcosmydydx ={ m si m=1,n=0 —
0Jo 2[(=1)"—11/(nn?) si m=1,n>0

XCcosy = gcosy— % Z (2n 1y cos[2n—1]x cosy [ya estaba desarrollada en y].

[La igualdad entre f y su serie se dard en los puntos de continuidad de la f extendida,
de forma impar en el primer caso y par en el segundo, en cada variable hasta [—m, 7] y
luego de forma 2m-periddica; asi, la serie en senos converge hacia xcosy en el lado x=0
del cuadrado [0, ] x [0, ], pero no lo hace en los otros lados; la serie en cosenos, en
cambio, converge (uniformemente) en todo el cuadrado, incluido el borde].

[Como deciamos ya en 3.2, aunque una f(x, y) se puede desarrollar en cualquier par de
familias de autofunciones, sera el problema el que nos diga en cuéales hay que hacerlo].
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Resolvamos separando variables varios problemas (homogéneos) en 3 variables. En el
primero, para el calor en un cuadrado, estudiamos la evolucién de las temperaturas

de una placa (dadas las iniciales) si el borde se mantiene a 0°: 0
ur—kluxx+uyy]1=0, (x,y)€(0, m)x (0, m), t>0 0
0
u(x, y, 0)=f(x,y)
u(x, 0, )=u(x, m, t)=u(0,y, )y=u(my, t)=0 5 R

Buscamos soluciones del tipo u(x, y, )=X)Y(Y)T(t) — XYT' —k[X"Y+XY"]T =0.
Separamos variables dos veces consecutivas y aparecen dos constantes distintas:

77 / ” X"+ AX=0
I e
vEAYRT T/ =—k[A+u]T

[Como en 2 variables, dejamos para la T la expresién mas complicadal.

[En algunos problemas en 3 variables se actla de forma diferente. Se podria empezar aqui
haciendo u=T(t)v(x,y) = T’v=kTAv — T’=—AkT, Av+Av=0 (ecuacién de Helmholtz)].

Las condiciones de contorno exigen: X(0)=X(m)=Y(0)=Y(m)=0 . Asi pues:

—_n2 _ _
A=n ; Xm={sennx}, n=1,2,... T = {e—(n2+m2)kt} .

u=m<, Yo={senmy}, m=1,2,...

Cualquier funcién de la forma unm(x, y, t) = {e_(”2+m2)’<tsen nxsen my} satisface la EDP
y todas las condiciones de contorno, lo mismo que cualquier combinacién lineal de ellas.

00

. d 2.m2
Esto nos lleva a probar la serie: | u(x,y, t)=> > bym e~ (""*MIktsen nx senmy

n=1m=1

que debe satisfacer ademas: u(x,y,0)=>'>" bpmsennxsenmy =f(x,y) —

n=1m=1

b””’:nizjofo f(x,y)sennxsenmydxdy |, n,m>1.

[Como en la varilla, aqui también u— 0 cuando t —» co].

Ahora, Laplace en un cubo con condiciones de contorno mixtas
(tiene solucién Unica como los similares del plano):

Au=0 en (0, T)x (0, m)x (0, m)
ux,y,0)=f(x,y), u=0 en x=0, x=m, z=m
uy=0en y=0, y=m

" 4 44 4 ”
u=xXYzZ — Y7+Z7:_X7=)\_> 27_)\=—Y7=,1_> Y +uy=0, Y/(0)=Y'(1)=0

X"+AX=0, X(0)=X(m)=0
Z"'—[A+p]1Z=0, Z(1)=0
{A:nz, Xn={sennx}, n=1,2,...

u=m?2, Ym={cosmy}, m=0,1,...

— Zmn = {sh(m[n—z])} -

u(x,y,z)=3 S cno sh(n[m—z])sen nx
) + 315 Com sh(VaZem? [1—2z]) sen nx cos my

m=1n=1

Como u(x,y, 0)=f(x,y), los chm seran:

n=1,2,...

C m=0,1,...

_+ mrn
"M w2 sh (na/n2em? ) LL f(x, y)sennxcosmydy dx

[En caso de ser f(x, y)=sen3xcos4y la solucién se reduciria a un Gnico término.

Identificando se tendria u(x, y)= % sen3xcos4y sin hacer integrales].
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Resolvamos ahora, con pocos detalles y sin dar demostraciones, el problema

general de Dirichlet en la esfera para Laplace en 3 variables: 3
{Urr+ Ur+ r2[u96+§grs]gu9+sen26u¢¢:| O, r<R /
u(R,6,¢)=f(6,¢), 06€[0,m], ¢<[0,2m)
Aqui separamos primero la parte radial y la que depende de los dos angulos:
r’R” +2rR’—AR =0
=R Y(6, —
u=R(Y(®. ) {Y¢¢+sen 6(sen®Yp), + Asen?0Y =0
"+ ud®=0
Separando ahora la parte angular: Y(6, ¢)= 0(0) (¢) — {(senee’)'+()\ sen 6 sene)e 0"

La solucién ha de ser 2m-periddica en ¢: pm=m?, &m(9)={cosm¢, senm¢}, m=0,1,...
Llevando estos um a la otra ecuacién y haciendo como antes s=cos 8 se tiene:
%[(1—52)‘;—?]+[)\ T SZ]O 0, O acotadaen s=%1.

La EDO, nueva para nosotros, se llama ecuacion asociada de Legendre. Si m=0 se recupera
la de Legendre y las autofunciones eran los P, hallados en 4.3. Se prueba que los autovalores del
problema singular son también A,=n(n+1), y sus autofunciones estdn relacionadas con ellos:

‘ PT(s) = (1—s2)™? L pp(s)

, con m<n

[PS:Pn , Pi:sene, P%=3sen9cose, P§=3sen26,...]

- ‘ Y6, ¢) = {cosmqun’”(cos 8),senmg¢P(cos 6)} ,

[Y8={1}, Y0 ={cos6}, Yl ={sen6cos¢,senseng}, YJ={3cos?6-3},
Y2={3sen6cos@cos¢ 3senbcosOsend}, Y2={3sen?6cos2¢, 3sen?6sen2¢}, ]

Las soluciones acotadas en r=0 para esos A, son como antes Rp={r"}.

Los armoénicos esféricos son estas soluciones de la ecuacién de Laplace ’ur’;’ =r"yYr(e, ¢)‘ .

[Hay libros que llaman arménicos esféricos a los Y[", otros a unos multiplos concretos de los Ym. -

Con ellos formamos una serie a la que imponemos los datos. Se obtiene:

u(r, 8, ¢) = i r”[ anoPn(cos6) + i (anm cosme + bpm senmg) P™(cos 6) ]

n=0

— Qpo = i’;ﬁ;} o Jo F(6, ) Pn(cos6) sen8dod¢

Anm = % 5. f(6, ¢) cos m¢ P™(cos 6) sen 6 dOdp

, m=>1
bpm = % 5 f(6, ¢)senm@ P (cos 8) sen 6 dd¢

puesto que se cumple f_l [an(t)] dt = ﬁ% .

Ej. 2. Hallamos la solucién en caso de que sean ’ R=1vy f(6, p)=sen?6sen?¢p

Buscamos identificar como haciamos en 2 variables, mirando los arménicos ya hallados.

Debe ser: f(6, ) = 3 sen?6— 3 sen26cos2¢ = 3 — 5 0526 — 3 sen26 cos 2¢

(S

_ 13 ne2g_17_1..n2 _1y0 1,0 12

3[3 cos26— 3]— 3sen?@cos2¢ = Y] — 3Y3 —3Y2.

Por tanto, aoozé, azoz—%, azzz—% y los otros seran cero. La solucién es, pues:
u(r, 6, ¢) =3 —3r2[3 cos?6—3] — 3r2sen?6cos2¢ .

Escrita en cartesianas es: u(x, y, z)=%—%22+ %[x2+y2+22]—%[x2—y2]= %—%x2+%y2—%22,

funcién que cumple Au=0 y que cuando x?+y?+z2=1 pasa a valer y? [=£(6, ¢) si r=1].
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Si los problemas ‘esféricos’ llevan a Legendre, los ‘cilindricos’ (po-

lares méas otra coordenada, t en calor y ondas, z en Laplace)

llevan a Bessel, como sucede en los problemas de vibracion de 'v ' ‘
una membrana circular (de un tambor). A
Como hicimos con Laplace en la esfera, para empezar tratamos

el caso més sencillo con 2 variables en el que la vibracién no depende de 6. Y para
simplificar ain mas suponemos que inicialmente es u;=0:

1 —
Utt [uff 7 uf} =0, r=<1,teR [Las vibraciones con simetria

u(r,0)=f(r), us(r,0)=0 radial en el espacio, como se
vio en 4.2, son mas sencillas].
u(l,t)=0

UeRT o T _ R”+R7, _ [rR’] + ArR=0, R acotada en 0, R(1)=0
T R T”+AT =0, T'(0)=0 — { cos(vA t)}

El problema de contorno singular para la R fue visto al final de 3.1. Recordemos que
con s=r+/A desaparecia A y la ecuacién pasaba a ser una de Bessel:

SR”(5)+R’(5)+5SR(s)=0 — R=c1Jo(s)+C2Ko(s) = c1Jo(wr)+c2Ko(wr), w=+X
Imponiendo los datos se obtenian los autovalores )\n=w,27 tales que Jo(wp)=0, vy las
autofunciones asociadas eran an{jo(wnr)} .

Nos falta imponer la condicién inicial aun no utilizada a la serie:

u(r, t) = i cncos(wnt) Jo(wpr) | — u(r,0) = fl cnJo(wnr) =£(r)

n=1

Este desarrollo ya lo discutimos en el ultimo ejemplo de 3.2. Alli vimos que era:

2 1
&= j rF(r) Jo(war) dr

Ej. 3. Hallemos si la integral fg(r—r-”)jo(wnr)dr, Wn=+/An , que define c,.

. 1
Haciendo s=wpr: [, =# 3”” sjo(s)ds—# (;”" s3Jo(s)ds .
n n

La primera primitiva es inmediata, pues [sjl]lzsjo. La segunda, por partes:
[s?sjods=53)1—2[s}1ds=53]1—252), =(s3—45)J1 + 25?0 ,
ya que [5212]/= S2J1 Y Jpe1 = 2?”1,7 —Jn—1.Y como Jo(wnp)=0 concluimos:

[ee]

fol =2 )1(wn) = u(r, )= m cos(wnt) Jo(wnr) .

n=1
Pese a su aspecto complicado, esta solucién no lo es mucho mas que la >’ k, cos(nmt) sen(nmx) que
se obtendria para la cuerda vibrante con datos similares (que resolvimos en 4.2).
En muchos libros (o en programas tipo Maple o Sage) se pueden encontrar los ceros w, de Jo:
{wn} ~ 2.4048256, 5.5200781, 8.6537279, 11.791534, 14.930918, ...
y los valores de Ji(wp): 0.519147, -0.340265, 0.271452, -0.232461, 0.206547, ...
Necesitamos solo un programa que reconozca la Jo para dar valores o hacer dibujos aproximados de la

solucién. Por ejemplo, utilizando los 5 primeros términos de la serie, podemos (con Maple en este caso)
aproximar y dibujar u(0, t):
u(0,t) ~ 1.108 cos(2.405t) — 0.1398 cos(5.520t)
+ 0.04548 cos(8.654t) - 0.02099 cos(11.79t)
+ 0.01164 cos(14.93t)
Las vibraciones de un tambor, a diferencia de lo que pasa con

las de una cuerda, no son periédicas (puesto que los w, no son
multiplos exactos unos de otros).
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Para acabar esta seccidn, tratemos el problema més general y complicado en 3 variables:

Uet — [ urr + %ur + rlzuee] =0, r<li, teR
u(r,6,0)=f(r,0), ut(r,6,0)=0
u(l,6,t)=0

” R”+R—/ ’" 2p ’ ”
u=ROT—» Lo =22+ 380 =)\, LR 4 A2 =C =y

©”+u0=0, 0 2n-periédica —» tm=m?2, m=0,1..., Om={cosmb, senmb}, Og={1}
T +Ac?T =0, T'(0)=0 — { cos[ VA ct]}
r’R” + rR’ + [Ar2—u]R =0, R acotada en 0
Para u=m?2 consideramos el problema de contorno singular para R:
r2R” 4+ rR’+[Ar —m?]R =0
R acotada en 0, R(1)=0
Haciendo s=r+vA desaparece como siempre A y la ecuacién se convierte en Bessel:
s2R”(s)+SR’(s)+[s2—m?]R(s)=0 —
R = c1Jm(8)+C2Km(S) = c1/m(wr)+c2Km(wr), w=+X

R acotada = c2=0. Los autovalores seran los A=w?2 que hagan Jm(wr)=0, que son una
sucesion infinita para cada m: wWm,,..., Wm,, ...

Y las autofunciones son Rmk={jm(wmkr)} . Asi que probamos:

o0
u(r,6,t)=3 Z cok cos (cwo, t) Jo(wo,r)

+ Z Z [Cmk cOSNB+dmi sennb] cos (cWm,t) Jm(Wm,r)
m=1k=1

- 25 coco(wo,r) + ST [Cmk €05 nB+dnk sen nB] Jm(Wm, r)=f(r, 6)
k=1 m=1k=1

(oo}

Para r fijo, f(r,0)= %Ao(r) + > [Am(r)cosmé+Bm(r)senmé], con

m=1

Am(n)=2 g”f(r,e)cosmede, m=0,1,..., Bm(r)=7 OZ"f(r,e)senmede, m=1,2,....

Desarrollando:

Am(r) = Z ka./m(kar) , Bm(r)= Z dmkfm(kar)
k=1 k=1

1
Teniendo en cuenta (se puede probar) que: f rj2 (Wm,r)dr= %jr2n+1(ka) ,
0

se llega a la expresién para los coeficientes de la serie doble de arriba:

2 1,2m
= - 0 2] drdeé
Cmk HJ,Z,,H(ka)JJ rf(r,8)cosn® Jm(wm,r)dr

2n
= s J, |, 71 sennon(umr)arae

89
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4.5. Funciones de Green

Comencemos tratando las funciones de Green para problemas de contorno no homogéneos
para EDOs. Veamos una férmula que para cualquier f(x) nos da en términos de integrales la
solucién (en el caso de que sea Unica) de:

P { [P(y’] + g0y = f(x)
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+pB’y’'(b)=0

, peCY, g,feC, p>0 enla,b].

conocidas las soluciones de la ecuacién homogénea (algo parecido a la férmula de variacién de
las constantes para problemas de valores iniciales):

Supongamos que (Py) tiene solo la solucién y =0 y sean y; e y» soluciones
no triviales de la homogénea [py’]’+gy = 0 que cumplen, respectivamente,
oryl(a)—or’y’l(a)=0 y Byz(b)+,8’y’2(b)=0. Entonces la solucién Unica de (Ps) es:
Teor. 1 b Y18 ya(x)
y(x) =j G(x,5)f(s)ds, con G(x,s) = PIWIGa,y2) )
a Y19ya(s) o cp
pIWI(y1,y2) =

Ala G(x,s) se le llama funcién de Green del problema.

a<s<s<x

[Observemos que el denominador que aparece en la G es constante:
[pUy1ys — y2y?)1 = y1lp(y))] — y2lp(y})]) =—gy1y2 + gyay1 =0 .
Comprobemos que la y(x) de arriba cumple (Ps). Desarrollando la integral:

b ya(s) f(s) X y1(s) f(s) X ya2(s) f(s)
y0) = y109 fq w1y sy 95+ Y200 wics) sy 35— Y100 o ics) sy 95 = Y1+ Y-

Por tanto, y(x) es solucién de la no homogénea y” + Fy’ + Ey = %
3 b .
Ademas como y'(x) =y} [, |{§|£ +y) f: I}l;\}l JI—; -y} f: ﬁ;;l]; se tiene que:
b b
y(@)=cy1(a), y'(@)=cy}(a), y(b)=kya(b), y'(b)=ky4(b), c=[ /i3 k=], %L .

Como y1, y2 cumplen cada condicién de contorno, también lo hace la y.

Una vez calculada la G, dada cualquier f, basta hacer un par de integraciones para
encontrar la solucién del problema no homogéneo (Ps).

[Que quede claro que cada yk satisface solamente una condicién (o en a o en b; ambas
condiciones solo las cumple la trivial). La f y la p del teorema son, como siempre, las de
la ecuacién escrita en la forma [py’]’+gy = f; en muchos casos serd p=1 (como en el
ejemplo siguiente), pero en otros deberemos reescribir la ecuacién].

Ej. 1. (P ){y”:f(x) { " =0 solo lo cumple y=0 = (P;1) tiene solucién Unica
- 2P y(0)=y(1)=0 | 1y(0)=y(1)=0 ple y= 1 }

Hallemos su funcién de Green. La solucién general de la homogénea es y =c1 + c2X.
De la primera condicién de contorno deducimos y(0)=c3=0. Podemos tomar y;=x
De la segunda, y(1)=c1+c2 =0. Elegimos y>=x—1. Entonces:

s(x—1), 0<s<x 0| . 1

[W|(x)= x(s—1), x<s<1 °

=1,px)=1, G(x,s)={

1

el G(xs), x fijo

Si, por ejemplo, f(x)=1, la solucién de (P1) viene dada por:
y(x) = [y G(x,5)1ds = (t—1) [Xsds+x [y (s—1)ds = 3[x?—x].
Para resolver un problema con una f dada, calcular la G puede ser un rodeo inutil.

Por ejemplo, la Ultima solucién se podria obtener:

y(0)=c1=0

_1lry2_
y=c1+c+i=0 7 V7 AL =] @i BITES.

y'=1- y=ci+cox+3x2 — {

Pero para cada nueva f habria que volver a hallar la yp e imponer y(0)=y(1)=0.
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Las funciones de Green estan muy ligadas a la ‘funcién’ 6. Observemos que la G(x, s) del ejemplo
1 para x fijo (o para s fijo, pues G es simétrica) es continua pero no derivable en s=x y su
‘derivada’ segunda es §(s—x). De hecho, esto es lo que sucede en general:

[p(5)G’] + 9(5)G = 6(5—x)

Teor. 2 | G(x, s) es la solucién para xe(a, b) fijo de L o .
aG(a)—a’G’'(a)=BG(b)+B’'G’(b)=0

[La prueba es trivial: f: G(s, W) 6(u—x)du = G(s,x) =G(x,s) ].

Hallamos la G del (P1) por este camino mas largo, pero que es el que se generaliza a las EDPs.
G”(5) =6(s—X) G”=0,s#x c1+c2s, y(0)=0— G=c3S, sS<x
—7" G(s)= .
G(0)=G(1)=0 ki+kzs, y(1)=0— G =kz[s—1], s=x
Y como G””=§, ha de ser continua G y su derivada tener un salto en x de magnitud unidad:
G(x )=c2x=k2[x—1]=G(x") {cz=x—1
G'(x*)—G'(x")=kz—c2=1 k2 =x

La idea de la funcién de Green se utiliza en diversos problemas de EDOs y EDPs. En estos apuntes
nos limitaremos a hablar de las funciones de Green para la ecuacién de Laplace.

[En lo que sigue operaremos formalmente con la 6 en dos variables, utilizando solo:
i. 8(§—x,n—y)=0 para (& n)#(x,y)
ii. {[5F(E n)8(E—x,n—y)dEdn=F(x,y) si F continuaen DcR? y (x,y)€D ]

Consideremos el problema de (Pp) Au=F(x,y) enD
Dirichlet no homogéneo: u=f enaD

Nuestro objetivo es (como en lo anterior) expresar su solucién Unica en funcién de integrales en
las que solo aparezcan una funcién de Green G y los datos F y f:

AG=6(§—x,n—y) enD
G=0 enoD

Teor. 3 | vista como funcién de (&, n), se le lama funcién de Green de (Pp). Entonces:
u(x, y)=ﬂ G(x,y; & n)F(E n)d&dn + f Gn(x,y;& n)f(§ n)ds, es solucién de (Pp).
D aD

A la solucién G(x,y; &, n) de (Pg) { , para cada (x,y)eD,

[Gn es, como siempre, la derivada de G en la direccién de n, vector unitario exteriora D].
Del teorema de la divergencia es facil deducir la lamada segunda identidad de Green:
Si uy G son C?(D) setiene [[,[GAu—uAG]ldEdn =§,,[Gun—uGnlds

Si u es la solucién de (Pp) y G la de (Pg), y admitimos que la identidad anterior es valida
para nuestra G (que claramente no es C2, pero se justifica con ‘distribuciones’) tenemos:

[[plGF—u81dEdn = §,,[—fGnlds — u= [[,GFdEdn+ §,,Gnfds

¢Coémo resolver (Pg)? Comencemos buscando una v(x, y; &, n) que, como funcién de (&, n), satis-
faga Av=¢§, aunque no cumpla la condicién de contorno. {Para qué funciones es Av=0 y pueden
originar una &6 ? Las soluciones de Laplace en polares dependiendo de r son:

vrr+%vr=0—>v=c1+czlnr

Asi que algiin multiplo del discontinuo logaritmo de la distancia r = PQ del punto P= (&, n) al
Q=(x,y) es buen candidato a v:

v =2 In[(§=x)2+(n—y)?] = 5= InPQ satisface Av=56(§—x, n—y) para (x,y) fijo.
A v se le llama solucién fundamental para el punto (x, y).

Teor. 4

Volvemos a hacer ‘trampa’ con la 6. Ya vimos que Av=0 si r#0, o sea, si (§ nN)#(x,y).
Ademaés, el ‘teorema’ de la divergencia en un circulo de centro Q y radio R nos da:

[[,<gDVdEAN =§,_pvads=§,_, vrds=f§" 2RdO=1— Av=56.

Si w satisface Aw=0 en D, la funcién v+w seguird cumpliendo A[v+w] =§ para cada (x,y)eD
fijo. Por tanto, para encontrar G [y tener resuelto (Pp)] basta encontrar la w armodnica en
D tal que v+w =G se anule en la frontera oD.
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La forma practica de hallar la w (en recintos D limitados por rectas y circunferencias) es el
método de las imagenes. Viendo la geometria de D se tratara de escribir G como suma de la
solucién fundamental v y de funciones arménicas w del mismo tipo, logaritmos de distancias a
puntos Q’ exteriores a D (‘imagenes’ de Q respecto de la D), elegidos de forma que sea G=0
en la frontera de D. En un primer ejemplo, D estd limitado por rectas:

= = S =(x,y)eD fijo, P=(E,n),
Ej. 2. (PZ){AU 0 en D=(0, ©)x 0, ) ean Q=(x,y)eD fijo (&n)

u(x, 0)=f(x), u(0, y)=0, u acotada v=2_1n|nﬁ_

Si Q’=(—x, y), es claro que w’=—% InPQ’ es funcién de P que es ' % R
arménica en D (lo es en R>—{Q’} )y que v+w’=0 si P pertenece & - )-- e
al eje y, pues entonces PQ = PQ’ . Andlogamente w =—% INnPQ« , D
con Q«=(x,—y), esarménicaen D y v+wx =0 si P se mueve en
el eje x. Para que G sea 0 en ambos ejes a la vez hay que sumar .

Yo . _ 1 _
uha nueva armonica: w; =—5=InPQ’, , con O; =(—x,—Yy).
Entonces G(P, Q)=v+Ww’+wx«+Ww, es lafuncién de Green buscada,

yaque AG=6 [pues Av=5 y A(W+wx+W/,)=0]y G=0 si P€aD  Q!(-x-y) Q.(xy)
[si P estden x=0 es PQ=PQ’ y PQ«=PQ’ ; y similar en el eje x ].
Escribiendo las distancias analiticamente tenemos:
G(x, ¥ ) = 3% IN[(E=X)? + (n=y)?] = 7= In[(E+X)% + (n—y)?]
— 22 IN[(E—0)2 + (N+Y)2] + 7z In[(E+x)2 + (n+y)?].
Y como n=—j en el gje x, la solucién de nuestro problema (P;) sera:

U(X, ¥) = $op Gnf ds = [0 =G0 FEVIE =+ =| % [ [ emimays — ey S (E) 08

Veamos ahora el problema no homogéneo de Dirichlet en el circulo:

(py) { BU=F(r.0) en r<R Q=(r, 6)eD fijo, Q'(%’0)
371 u(R,0)=f(8), 6€[0,21] | P=(0, ¢) variable.

La solucién fundamental v en estas coordenadas queda: P(c,9) 8o
V=5-InPQ =4 In[0? + r? — 2rocos(6—¢)].
¢Dénde situar el punto imagen Q’? Las cosas no son tan claras D

como en el ejemplo anterior. Es claro que su 6 ha de ser igual,
pero {a qué distancia del origen O colocarlo? Se podria llegar al
resultado tanteando, pero solo comprobaremos que la G es:

G(P.Q) = £[INPO—InPQ’ +In8], 0’ = (£, 6)|, es decir,

G(r,0;0,¢) = 4—1n In[0? + r2 —2rocos(6—¢)]— 4—111 In[R% + ’;—32 —2rocos(6—¢)]

En efecto: G=v+V/+cte = AG=0 [ v/ armodnicaen R?—{Q’} y Q’¢D]
y ademdas G=0 si P€aD, o sea, si 0=R.
Ademas, Gn=Gg’o=R y ds=Rd¢, por lo que la solucién de (P3) es:

R 2 2_p2 2 d
u(r,0) = [ f3 " 0 G(r, 00, 9)F(o, $) ddo + B5E [ o o

[Expresién mas compacta que las series de Fourier, aunque estas integrales, en general, no son
calculables (y hay que aproximarlas, pero son aproximaciones también las sumas parciales)].

Las cuentas en tres dimensiones son similares a los de dos. Si G es soluciéon de (Pg):

u(x,y,z)=[[[p GFd&dndy + §,,Gn fdS | (8D es ahora una superficie).

La solucién fundamental en el espacio es v =—ﬁ [vrr+%vr=0 —v=c1+2]
Los puntos im&genes respecto a planos son igual de sencillos y para la esfera
de radio R vuelve a situarse el punto Q’ a una distancia R2/r del origen.
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Repaso de EDOs

Algunas EDOs de primer orden %:f(x, y) | resolubles

/
[f, fy continuas en un entorno de (X0, ¥o) = existe solucién Unica de {y _f(f’ y) (TEyU)].
y(Xo)=Yo
Separables: %:% - [q(y)dy = [p(x)dx +C.
Se convierten en separables: %=f(§) con z=§ . Z—§=f(ax+by) con z=ax+by .

Lineales: % =a(X)y+f(x) — y=Celatdax efa(")d"fe_f“(x)dxf(x) dx.
[solucién general de la homogénea + solucién y, de la no homogéneal.

M=UX

N=U, — U(x, y)=C solucion.

Exactas: M(x, y)+N(x, y)Z—X =0 con My=Nx —

I

. d VA e . . .
Ej. d—i =y = (con soluci6n Unica si y#x) la podemos resolver por tres caminos diferentes:

<

— 2
z=¥ o xZ/+z=Z - [2=2 dz=—2f‘i—x+C—> 22—22=§—2—2¥=%.

X z—1 72227 y

Ux=y — U=xy+p(y)

, y2—2xy=C.
Uy=x—y = U=xy—3y?+q(x) Y Y

y+(x=y)Z =0, My=Ny=1—

—X

<

—_X i ién Gni i ¢, 1 —C.y
= y+1 lineal (solucién Unica si y#0). x—y+yfydy—y+2.

_ i
S

ani i i6 d/ss R
Pasa una Unica curva integral (solucién de £ =--- ode = ) salvo

por el origen (0,0), Gnico punto en que falla el TEyU para ambas EDOs].

EDOs lineales de orden 2

(wronskiano).

[n] | y”"+a(x)y’+b(xX)y=f(x) |, a, b, f continuasen I. |W|(X)= i}

/
1 2

Si xo €I, tiene una sola solucién (definida en todo I) con y(xo)=Yo, y’(xo)=y(’).

Si y1, y2 son soluciones de la homogénea (f=0) con wronskiano |W|(s)#0 para algln
sel, la solucién general de la homogénea es: y=ci1y1+cCay2.

Si yp es una solucion de [n], la solucién general de [n] es: y=ciyi1+Caoy2+yp.
Una solucién particular de [n] es: yp = yzf}l% dx—yljﬁ dx [fvc].
Si b(x)=0, el cambio y’=vV lleva [n] a lineal de primer orden en v.

y1 solucién de la homogénea = y2=y1Je_fadX y;z dx otra solucién de la homogénea.

; y'=v 2v 2,52 [ ax 2 3_1,2
Ej. xy”"=2y'=x — V=541 - v=Cx*+x Z=Cx=x - y=K+Cx>—3x°.

[También se puede ver como una ecuacién de Euler: x2y”’—2xy’=x2, tratadas en la seccién 2.2].

Ej. x3y” —xy’+y =0. Es claro que y1=x es solucién de esta lineal homogénea.

—f—x_zdx —1/x

1 0.z e e —1/x

Como a(x)=—=5 otra soluciénes: y,=x| ————dx=x dx=xe .
x2 X2 X2

Por tanto, la solucién general de la ecuacién serd: y =ci1x+ coxe /X,

[Las rectas y= x+b son soluciones de la homogénea que saltan a la vista,
pues el término con la ¥y’ no aparece y basta mirar los otros dos].

https://dx.doi.org/10.5209/docm.005.06
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Lineales de orden 2 con coeficientes constantes

[h]| y”+ay’+by =0 |, p?2+au+b=0 (sus raices: autovalores de [h]).

Si uy #u reales —» y = c1 eb1X+ ¢, ek2X
La solucién general de [h] (a, beR) es: Si u doble (real) - y =(c1+cax)eH*
Si u=p=xig — y =(c1cosgx+cysenqgx)ePx

[Si a,beC serd y=c1e#X+ cet2X § y=(c1+cx)eHX con pi, U2, 4, €1, c2€C .

Ej. v/ +4y' +3y=0, u?2+4u+3=0 - uy=—1,-3 - y=cr1e X+ cre 3x,
y” +4y’ + 4y =0, u2+4u+4=0 —» u=—2 doble —» y = (c1+cax)e 2%,
y’+4y’ +5y =0, y24+4u+5=0 - u=—2=i — y=(c1cosx+cysenx)e"2X,
y"" —4iy’—3y=0, u2—4iu—3=0 — u=i,3i » y=c1eX+cre3x, c1,c€C.

Método de coeficientes indeterminados para [c] | y” +ay’+ by =f(x) |:

Si f(x)=pk(x)e**, con px polinomio de grado k, y u no es un autovalor, tiene [c]
solucién particular de la forma yp=Pk(x)eH*, con Px de ese mismo grado. Si u es
autovalor de multiplicidad r, hay yp=x"Pi(x)eH*.

Si f(x)=[p,-(x)cos gx+q(x)sen qx]e“", pj. q: de grados j, [, y p£ig no autovalor,
existe yp=[Pr(x) cosgx+Qk(x)sengx]eP*, con Pxy Qk de grado k=max{j, (}.
Si pxiqg es autovalor, es de la forma yp=x[P/<(x) cos gx+Qk(x)sen qx] epPx,

y'—y=¢e
Ej. { 2_1=0, u==1. La solucién general de la homogénea es y=cieX+ ce .

y(0)=y'(0)=0 " ¥
yp=AxeX — A(x+2)—Ax =1, Az% — ypz%xex. O mas largo con la [fvc]:
X —X

e X aX —X o X
- — X[ €€ x e e 1 _x,1 X
IW|(x)= ==2, yp=eX[ESdx—eX[E5-dx =—zeX+ 5xeX.

eX —e~X

La solucién general de la no homogénea serd entonces: y =cieX+ce *+ %xeX .

ci1+c2=0

—lox_laxy lyox (ni iA
c—cpti=0 = Y= 378"+ 3xeX, lnica solucién.

Imponiendo los datos iniciales:
Ej. Hallemos una y, de y” +y =f(x) para diferentes f(x).
[Su solucién general es y = c1 cosx + c2senx + yp |.
Si f(x)=x3, hay yp=Ax3+Bx?+Cx+D (P3 arbitrario pues A=0 no es autovalor)
— 6AX+2B+Ax3+Bx?2+Cx +D=x3 - yp,=x3—6x.
Si f(x)=2xeX, existe yp=eX(Ax+B), y;=eX(Ax+B+A), yl’)’=eX(Ax+B+2A)
— eX[(AXx+B +2A)+(Ax+B)]=2xe* - A=1, B=—1 — yp=eX(x—1).

Si f(x)=eXcosx, hay yp,=e*(Acosx+Bsenx) —

(A+2B)cosx+(B—2A)senx=cosx — {gtgf\:é — ypzex(% cosx+%senx).

Si f(x)=senx, como i es autovalor simple, yp,=x(A cosx+Bsenx)
— 2Bcosx—2Asenx=senx — yp=—3COSX.

Si f(x)=cos2x, parece que no podemos usar coeficientes indeterminados, pero
cos2x= %(1+cos 2x) — hay yp=A+Bcos2x+Csen2x — yp= %—% COoS 2X.

Si f(x)=(cosx)~!, no hay més remedio que acudir a la férmula de variacién de las constantes:

dx —cosx [ 252X

COS X
COos X

W|(x)=1 — y,,:senxf dx =xsenx+cosxlIn(cosx).

Si [n] no es de coeficientes constantes, ni de Euler x2y”’+axy’+by=0, ni es b(x)=0, ni se
encuentra una y1 de la homogénea, se debe resolver mediante series de potencias [tema 2].
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Repaso de calculo en varias variables

Sean a,x€R”, ACR". Entorno B.(a)={x: [|x—a|/<r}. a interior a A si existe B/(a)CA.
A abierto si A=intAE{x interiores a A}. A acotado si hay MeR tal que |la|]|l<M VacA.
Frontera de A es dA={x: Vr, B/(x) tiene puntos de Ay de R"—A}. A=intAUJA.

La derivada segtin el vector v de un campo escalar f: R2 — R en un punto a es:

Dyf(a) = fu(a) = mesveclw(a%v, siendo Vf= (fx. fy)

fr=for+nyr
fs=fxXs+fyys

3f1/9X1 -+ df1/9Xn

Si f(x(r, s), y(r,s)), con f,x,yeC?l, laregla de la cadena dice

--------------- , el determinante jacobiano es

y1=f1(x1, .., Xn)
Si {
Yn=fn(Xx1,..,Xn)

afn/axl afn/'ax"

xX=rsenfcos¢
. X=rcos6 ax,y) _ - L ax,y,z) _ ,2
Polares: y=rsen6} = 3o = Esféricas: )z/;:(s:ggeesenzp = 3o = seng.

Integrales dobles:

Si f continua en D={(x,y) : a<x<b,c(x)<y<d(x)},
c(x)<d(x) continuas en [a,b] = [[,f =f:fd(X)f(X, y)dydx.

c(x)
Si f continua en D={(x,y) : c<y<b,a(y)<x<b(y)},

a(y)<b(y) continuas en [c,d] = [[,f =ffffg))f(x, y)dxdy.

Cambios de variable en integrales dobles:

Sea g:(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) de C!, inyectiva en D*, g(D*)=D y f integrable.
Entonces: [[, f(x, y)dxdy = [[,. f(x(u, v), y(u, v)) gg{“ dudv .

En particular: [ [, f(x,y)dxdy = [[p. rf(rcose,rsen)drde.

Integrales de linea de campos escalares:

Sea C la curva C! descrita por una funcién vectorial c(t): [a, b] — R2 y sea f un
campo escalar tal que f(c(t)) es continua. Entonces: [ fds Efff(c(t)) lle’(B)] dt.

[No depende de la c(t) elegida. Si C es C! a trozos, se divide [a, b] y se suman las integrales].

Teorema de la divergencia [en el plano; divf=fc+g, si f=(f,9) ]

Sea DcR? limitado por aD curva cerrada simple, f: D — R2 campo vectorial C!
y n vector normal unitario exterior a oD . Entonces HD divfdxdy = Sgan' nds.

[Si aD viene descrita por ¢(t)=(x(t), y(t)) un normal unitario es n=(y’(t),—x’(t))/llc’ )l ].

Ej. Comprobemos el teorema para f(x, y)=(7,y?>—1) en el semicirculo r<3, 0<6<m:

49— 2
En cartesianas: [, 2ydxdy=f_33fO =X 2y dy dx = 36. c,
1/ 9— 2
O cambiando el orden: = fgf \;gyiz 2ydxdy =36.
-9y
En polares: = f:fg 2r?sen@drdé = 36. &)

9§6D=f61+sz' Para Ci1, si c(x)=(x,0), xe[—3, 3] —»fcl(l—yz)ds=f_33 dx=6.
Para C,, si c(t)=(3cost, 3sent), te[0,m] — ||c’(t)||=3. Como n=(cost,sent),

f-nds=3("(7cost+9sen3t—sent)dt=30.
Co 0
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Repaso de convergencia uniforme

Sea la sucesion de funciones definidas en AcR: {fn(X)} =f1(x), [2(X), ..., frn(X), ....

{fn} converge puntualmente f en A si para cada x€A es r!Lngofn(x) =f(x).

{fn} converge uniformemente hacia su limite puntal f en A si
Ve>0 existe N tal que si n>N entonces |f(x)—fna(x)|<e Vx€eA.

Gréficamente, si {fn} — f uniformemente, a partir de un N todas las
graficas de las f, quedan dentro de toda banda de altura 2¢ alrededor
de la de f. Si la convergencia es solo puntual, para cada x el N es
distinto y no se puede dar uno valido para todos los puntos de A.

. 0 si x=0
— y1/n
Ej. fn(x)=x"" — { 1 si xe(0, ) (puntualmente).

La convergencia es uniforme en [1,2], perono en [0, 1].

Para cada x€[0, 1] existe N tal que si n=N el punto (x,x/") est4
dentro de la banda, pero hay que elegir N mayores segin nos vamos
acercando a 0. En [1,2] si es uniforme, ya que el N que vale para

x=2 claramente vale también para el resto de los x del intervalo. /ﬂ

N

fn continuas en un intervalo I y {fs} — f uniformemente en I = f continua en I.
fn integrables en [a,b] y {fn} — f uniformemente en [q, b] = fff=nlimoo fffn .

Si las f, son derivables, que f, — f uniformemente no

basta para que f sea derivable, o puede existir f’ y no

ser el limite de las f/ (como se ve en los ejemplos de la X
derecha). Para que pasen ambas cosas, deben también

las f,’7 converger uniformemente.

Las series de funciones son un caso particular

> fn converge puntualmente o uniformemente en A hacia f si
=1 .z -
5 lo hace la sucesion de sus sumas parciales S, =f1+:--+ fp.

Criterio de Weierstrass
Sean {fn} definidas en A y {Mp} una sucesién de niumeros tal que |fn(x)|sMn
Vx€A y tal que >.M, converge. Entonces > f, converge uniformemente en A.

- . 1 1
Ej. > ™ converge uniformemente en todo R pues |S€‘:—2"X|sn—2 y 2 =5 converge.
[Se tiene entonces, por ejemplo, que la suma f(x) de esta serie es continua en todo R1].
La serie obtenida derivando término a término: 3. % diverge, por ejemplo, si x=0.
[Para otros x, como x=m, converge por Leibniz, y para casi todos es dificil decirlo].
En general, no se pueden derivar (ni integrar) término a término las sumas infinitas como las
finitas. Aunque esto si se puede hacer siempre con las series de potencias en cualquier

intervalo cerrado contenido en el intervalo de convergencia |x| <R, pues en ellos convergen
uniformemente la serie y sus derivadas.

) 2 3 4
Ej. x—% +% —% +.-- con R=1, converge puntualmente para |x|<1

[hacia log(1+x), y lo sigue haciendo cuando x=1]y converge
uniformemente en cualquier intervalo [a, 1], a>—1, aunque no lo
hace en todo (—1, 1], pues las sumas parciales estan acotadas en

ese intervalo y el log(1+x) no.

La serie obtenida derivdndola término a término 1—x+x2+ ---
converge en (—1,1) [hacia 1+X , 'y esta no converge si x=1 ]
En cualquier [a, b]c(—1, 1) la convergencia es uniforme. SE

/AN

s, H

log(1+x)
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Los libros [3], [5], [7], [11], [12], [13] y [14] son basicamente de EDPs y estudian gran parte de los
contenidos de la asignatura (menos las soluciones de EDOs con series de potencias del tema 2) y
muchos otros que no se tratan en este manual. Quizés el [5], no dificil de leer, es el mas adecuado,
en muchos temas, para ir mas alla de estos apuntes, aunque algunos resultados se vean mejor en
alguno de los otros. [3] y [7] tienen menos paginas, pero son interesantes para alguna seccién.

[1], [2], [4], [9] y [10] tratan sobre todo las EDOs, y casi todos tratan los temas 2 y 3 relativos a
ecuaciones ordinarias (problemas de contorno para EDOs y soluciones por series), y suelen tener
también introducciones a la separacién de variables o estudiar las EDPs de primer orden (el [4]) o
clasificar las de segundo orden con coeficientes constantes (el [9]). En los libros [6] y [8], mixtos
de EDOs y EDPs, aparece también gran parte del curso de Métodos Il.

Describimos ahora, seccién por seccién, la utilidad de cada referencia y de dénde se han obtenido
las ideas para partes de este manual.

Las EDPs de primer orden de 1.1 se tratan en los libros [4], [5] y [8], pero centrdndose en las
cuasilineales (o incluso no lineales) mas generales y complicadas. Aqui hemos preferido utilizar un
técnica de resoluciéon mas parecida a la que aparecerda en la seccién siguiente.

La reduccion de las EDPs de orden 2 a su forma candnica (también con coeficientes no constantes,
que si se ve en mis apuntes de EDII) y las cuestiones de unicidad estan en casi todos los libros
de EDPs, como en el [7], [13] o [14]. La deduccién de las ecuaciones y el significado fisico de los
problemas se puede mirar, por ejemplo, en [1], [5], [12], [13] 0 [14]. La cuerda vibrante de 1.4 se
pueden estudiar en [5], [12] o [14]. (Y hay ondas en mas variables en los apuntes de EDII).

Para la seccién 1.5 de la F ver [3], [7], [11], [12] vy, sobre todo, [5] y [14] que utilizan también la
transformada de Laplace para EDPs ([14] tiene incluso una introduccién a la variable compleja).
Los citados apuntes de EDII presentan también las transformadas seno y coseno.
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El método de series para las EDOs del tema 2 estd bien contado en el libro [1] y en el [10], tanto
para puntos regulares como para singulares regulares. No suelen darse en los libros elementales
las demostraciones de los dos teoremas del capitulo.

Para el 3 es recomendable leer [1], [5] y [10]. Hay mas demostraciones que en los apuntes (y con
matematicas no muy complicadas) en [3], [12] o [14], pero algunos resultados para los problemas
de contorno exigen resultados mas avanzados.

Se estudia el cladsico método de separacién de variables del tema 4 en casi todos los libros y este
texto se parece necesariamente a todos ellos. Buenas introducciones las hay en [1], [2], [9], [10] u
[11]. El libro que me parece mas recomendable para todo este capitulo es el [5]. Para precisiones
de convergencia y el tratamiento de problemas en mds de dos variables, mas variados que los
escasos resueltos en estos apuntes, ver [7], [12], [13] o [14]. EI [14] en particular (libro cldsico en
titulaciones matemadticas) demuestra con rigor la convergencia de las series de Fourier (y también
los teoremas de la transformada de Fourier, ademas de estudiar la variable compleja).

La introduccién a las funciones de Green para Laplace de 4.5, utilizando de forma poco formal la
6 de Dirac, sigue bastante el camino del [7]. También estudian las funciones de Green, por otros
caminos, [11], [12], [13] y [14].

El [5], el [6] y el [12] dan métodos numéricos para problemas de contorno y EDPs (lo que no hace
este manual o los demas libros, salvo unas pocas ideas del [14]).

Bastantes libros de EDPs, en vez de estar organizados (como lo estan estos apuntes) en torno a
los métodos de resolucién, estudian sucesivamente, por separado y con diferentes técnicas, las
ecuaciones hiperbdlicas, elipticas y parabdlicas.



Problemas

Problemas 1

1. Resolver los siguientes problemas de Cauchy:

(y—2e¥)uy—ux=u YUy +Ux =U—ye™X

a) u(o,y)=y b) ux,—1)=1
) yuy+(2y—Xx)ux=x ) Uy+Xux=u—2e7
¢ u(x,1)=0 u(—1,y)=0

2. Resolver los siguientes problemas de Cauchy y precisar si la solucién es Unica:

Uy +Ux=U—X—Y 2yUy +XuUx=2u—2y?

D ux-2)=x 0 u(=2,y)=4-y?
- 3yuy—Xxux=2xyu d) 2xy2uy—ux=2xyu
u-1,y)=1 u(0,y)=1

3. Sea 3x%uy+ux=4yu. al Hallar la solucién que cumple u(1, y)=e3¥~2 probando su unicidad.
b] Dar un dato de Cauchy para el que la EDP tenga: i) infinitas soluciones, ii) ninguna solucién.

i)u(x,1)=1

ii) u(0, y)=0" estudiando la unicidad de la solucién.

4. Resolver uy+2yux=3xu con

5. Sea yuy—ux=2u—y. Dibujar las caracteristicas y hallar la solucién que cumple u(0,y)=y+1.
Encontrar el punto del plano en que el dato u(x, x)=x plantea problemas de unicidad.

6. Reducir a forma candnica vy, si es posible, encontrar la solucién general:
a) Uyy+4Uxy+5Uxx+Uy+2Ux =X b) uyy+6uUxy+uUxx+9u=9

C) uXx+4qu—SUyy+ 6uX+ SUy=9U d) 3utt—2uXt—uXx+8ut—8uX =0

7. Escribir (E) utt+2uxt =2 en forma candnica y hallar su solucién general. Unos de estos datos
de Cauchy: i) u(x,0)=u¢(x,0)=0, ii) u(0, t)=0, ux(0, t)=t, determinan una Unica solucién de (E).
Hallarla en ese caso y estudiar cuantas soluciones cumplen los otros.

8. Escribir en forma canénica, hallar la solucién general y la que cumple los datos, y comprobarla:
utt+4utx+4uXx+ut+ 2uX=O Uyy+4qu+4uXx—4u=5eX+y
u(x,0)=1—x, ut(x,0)=1 u(x,0)=0, uy(x,0)=e*

Uyy—quy+Uxx+u=x+y

©) u(x,0)=x, uy(x,0)=0

9. Resolver utilizando diferentes caminos (intentando encontrar atajos):
{utt—4uxx=e_t,x,teR b) {utt—4uxx=2,x,teR
u(x, 0)=x2, ug(x, 0)=—1 u(x, x)=x2, ut(x, x)=x

10. Sea (E) Auyy+Buxy + Cuxx+Duy+ Eux+Hu=F(x, y). Comprobar que un cambio de la forma
u= ePYe%w, eligiendo p y g adecuadas, lleva (E), si no es parabdlica, a una (E*) sin derivadas
de primer orden. éPara qué relacién entre las constantes A, ..., H no tiene (E*) término en w?
Aplicar lo anterior para resolver uxy+2uy+3ux+6u=1. Probar que toda ecuacién parabdlica o es
resoluble o se puede poner con cambios de variable en la forma weg+Kwpy=G(§, n).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.
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utt—4uXx—0 X>0 tER . . .,
Sea { u(x, 0)= cosx 1, xe[2m, 4n] Dibujar la extensién f*. Hallar u(3m,3m).
0 x€[0,2m]uf4m ) * Dpipyjar u(x,3m). Hallar u(2m,t) para t>3m.
ut(x,0)=u(0,t)=0
Urt—Uxx=0, x>0, teR a] Dibujar g* y dar su expresion.
Sea { cos3, xe[m, 3m] . bl Calcular u(2m, 31), u(2m, 4m)
0 0,t)=0, 0 2 ’ ’ ’
u(x,0)=u(0. =0, ur(x,0)= {0,X€[0,7T]U[31T,°°) y u(2m, t) para t>5m.
Ham =0, X 20, TeR ] Hallar u(1,3). b] Dibujar u(x, 3)
(x 1)(x—4), x€[1, 4] a allar u(l, . Ioujar u(x, .
Sea ) ulx, 0)= 0 x€[0,1]Ju[4,0) " ¢] Hallar u(x, 3) para x€[0,1].
ut(x, 0)=u(0,t)=0
utt—uxx=0, x>0, teR Calcular u(1,2), u(2,2)
Sea 1-x,0<x<1 .
u(x,0)=0, ur(x,0)={g xar =1, u(0,t)=t * y u(x,2) para x=3.
Utt—Uxx=0, x20,tER  Calcular u(F,2m). Hallar la expresién de u(x, 2m) para
Sea { u(x,0)=u¢(x,0)=0 L)y x>2m, ||) 0<x<2m y dibujar la cuerda para t=2m.
u(o,t)=sent [Ayuda: v=sentcosx cumple el dato de contorno y la EDP].
Utt—uXx—O XG[O 2] teR 3
Sea {u(x 0)=0, ue(x, 0)=(x—1)2, u(0, H=u(2, =t - Halar u(z.1).
ust—uxx=0, x€[0,5],teR
Sea | u(x,0)= 2 x, x€[2,3], x—4, xe[3,4] Hallar el valor de u(4, 3). Dibujar u(x, 3).
0 resto de [0, 5] Hallar la expresién de u(2,t) para te[0,3].
ut(x, 0)=u(0, t)=u(5,t)=0
urt—4uxx=0, x€[0,2],teR
Sea {u(x 0)=4x—x3, ut(x,0)=0 . Hallar u(% %) Dibujar u(x, 2). Hallar u(x, 1).
u0,t)=u(2,t)=0
Utt—Uxx=6x, Xx=0, teR
Sea {u(x 0)=u(x,0)=ux(0, £)=0 ° Calcular u(0, t) para todo t.
Sea { utt—(urr+%ur) =0, r>0,teR a] Hallar u(1,2).
u(r, 0)=r, u¢(r,0)==2 " b] Hallar u(1, t) paratodo t>0.
Resolver, a partir de las caracteristicas y utilizando transformadas de Fourier, los problemas:
] 2Ur + ux=tu b] {tut—ux=u | ur+ etuyx+2tu=0
u(x,0)=e~>* u(x,1)=£(x) u(x, 0)=£(x)
d] 3ut—ux=g(x) ] ut—ux=2xe_’<2 [El término no homogéneo es derivada
u(x,0)=0 u(x,2)=0 de funcién de transformada conocidal.
a) Resolver us+3t2uy= (3t2+1)u u(x, 1)=f(x), a partir de las caracteristicas y con la F,

deducir la solucién para f(x)=eX* y comprobarla.
b) Estudiar la unicidad de a) y para el dato u(0,t)=0.

. . us+(cost)ux=u cos?x,—5 <x<
a] Resolver por dos caminos diferentes {u(x,O):f(x) . b]Casodeser f(x)= { resto de R
describir u(x,t) para t=0.
Resolver i] con caracteristicas y ii] utilizando la F los problemas:
) {21Utt+2Utx—3Uxx=0 b) {utt_GutX+9uXX=o
u(x,0)=f(x), ut(x,0)=3f"(x) u(x,0)=£(x), ut(x,0)=0
) {utt+4utx+4uxx+ut+ 2ux=0 d) {utt—4utx +4uxx +u=0
u(x, 0)=0, u¢(x, 0)=g(x) u(x,0)=0, ut(x,0)=g(x)
S {Utt— 2utx — 3uxx =0 a) Resolverlo con la F y a partir de su forma canénica.
u(x,0)=£(x), us(x,0)=0 ~ b) Si f(x)=4—x2 si —2<x<2 y 0 en el resto, dibujar u(x, 1).

[SIE
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26. Obtener la formula de D’Alembert utilizando transformadas de Fourier.

Utr—AUxx—2Ur+4ux=0, x,teR [Observaf] . o
27. Resolver { con la F |cuadrado|. Deducir la solucidon si f(x)=1.
u(x, 0)=F(x), ur(x, 0)=f(x) oo )

Escribir en forma candnica la ecuacién y hallar a partir de ella su solucién general.

2 ; . Z
Ut—Uxx=(x2—1)eX7/2  xeR, t>0 [el término no homogéneo es la ] _
u(x, 0)=0, u acotada derivada segunda de e™**/2

a] Aplicando F directamente. b] Con un cambio que haga la ecuacién homogénea y evaluando la
integral de los apuntes mediante un cambio de variable. Hallar el t”m u(x, t).

28. Hallar la soluciéon de {

Ut—Uxx=e"%"/4, x€eR,t>0
u(x,0)=0, uacotada

. . T © g2 _ 47
Deducir el valor de u(0, t) integrando por partes y utilizando que f_ooe as"ds=2= |

., ® k2 _ A—k2(t+1) .
29. Resolver { y obtener la solucién u(x, t)=%j %e—‘kxdk_

Ja
30. Hallar, utilizando la F, su solucién sin que aparezcan integrales:
Ut—FUxx+Ux=0, XER, t>0 Ur—2tuxx—ux=0, xeR, t>1
{u(x, 0)= e, U acotada {u(x,1)= e/ 4 acotada
utt—4uxx =0, xeR, teR ur—2tuxx=0, xeR, t>0
) {u(x,0)=2e—xz/2, ut(x,0)=0 ) {u(x,0)=5(x), u acotada
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Problemas 2

1. Resolver por series en torno al punto x = 0, calcular la solucién en términos de funciones
elementales y estudiar donde convergen las series solucién:

a) (1+x?)y”"—2y=0 b) (1—x)(1—2x)y”’+2xy’—2y=0 c) cosxy”+(2—senx)y’ =0

2. Sea y”+(2—2x)y’+(1—2x)y=0. Encontrar el desarrollo hasta x* de la solucién que cumple
y(0)=0, y’(0)=1. Comprobarlo sabiendo que y=eX es otra solucién.

3. Sea 24/xy’’—y’=0. Precisar si x=0 es o0 no punto singular regular. Hallar el desarrollo en serie
de tercer orden en torno a x=1 de la solucién que cumple y(1)=y’(1)=1.

4. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones de Euler:
a) xy”’+2y’=x b) x2y”’—3xy’+3y=9Inx c) X2y +4xy’ +2y=eX

5. Resolver mediante series (1—x?)y”’—xy’+4y=0 hasta x> en torno a x=0, utilizando la regla
de recurrencia. Comprobar que la solucién que satisface y(0)=1, y’(0)=0 es un polinomio. ¢Son
analiticas todas las soluciones en x=17 ¢Estan todas acotadas en ese punto?

6. Sean a) y”+xy’+y =0, b) 3xy”+y’+xy=0, c) xy”’—2y’+ 4eXy = 0. Hallar los 3 primeros
términos no nulos del desarrollo en serie de una solucién que se anule en x=0, encontrando la
regla de recurrencia cuando se pueda. {Estadn acotadas en x=0 todas las soluciones?

7. Estudiar en x=0 si 2x2y” +x(3—2x)y’—(1+2x)y =0 tiene soluciones analiticas no triviales.
Hallar 4 términos del desarrollo de una acotada. Comprobarlos usando que y; =% es solucién.

8. Sea 3xy”’+(2—6x)y’+2y =0. Hallar una solucién que no sea analitica en x=0. Hallar 4
términos del desarrollo de una solucién no trivial que sea analitica en x=0.

9. Dar 2 términos no nulos del desarrollo de una solucién de 3xy”’—y’—3x2y=0 que se anule en
x=0 vy la regla de recurrencia. (En x=0 son todas las soluciones analiticas? ¢Son derivables?

10. Hallar el desarrollo de una solucién no trivial analitica en x=0 de 4xy”’+2y’+y=0,x>0,y
1/2

la solucién general en términos de funciones elementales. Comprobarla haciendo s=x'4.
11. Hallar una corta solucién no trivial de x(2+x2?)y”’+2y’—2xy=0 analitica en x=0, escribiendo
la regla de recurrencia.

12. Sea x2y”+x(7+2x)y’+9y=0. éExisten soluciones analiticas no triviales en x=07? Calcular
una solucién no trivial cuyo desarrollo en torno a x=0 tiene un nimero finito de términos.

13. Sea x2(1+x2)y””—6y=0. Hallar 3 términos no nulos del desarrollo de una solucién acotada
en x=0, dando la regla de recurrencia. éCuél es el coeficiente de x2%12 en ese desarrollo?

14. Hallar el desarrollo de una solucién acotada en x=0 de x(1+x)y”+(2+3x)y’+y=0 y probar

gue hay soluciones no analiticas en x=—1. Comprobarlo utilizando que y=}< es solucién.

15. Hallar usando la recurrencia 4 términos del desarrollo de una solucién no nula de xy”’—(2+x)y =
0 acotada en x=0. {Qué funcién elemental serd? Comprobarla. ¢Es y, analitica?

16. Sea (1—x2)y”’—2xy’+y =0 (Legendre con p=1). Hallar 3 términos no nulos del desarrollo de
la solucién con y(0)=0, y’(0)=1. Estudiar si hay soluciones que tienden a 0 cuando x——1.

17. Resolver xy’’+2y’—xy =0 probando directamente en la ecuacién la y> de Frobenius con
d=0. Comprobar el resultado haciendo v=xy.

18. Sea x(x+1)y”’+(x—1)y’=0. Hallar 3 términos no nulos del desarrollo de una solucién que se
anule en x=0. Precisar si posee soluciones no acotadas para x — .

19. Sea x(1—x)y”’—(1+x)y’+y=0. Hallar el desarrollo de una solucidn no trivial de que se anule
en x=0, dando la regla de recurrencia, e identificarla con una funcién elemental. Probar que hay
soluciones no triviales de la ecuacién que tienden a 0 cuando x—oo0.

20. Sea x(x—1)y”’+y’—py=0. Estudiar para qué valores de p tiene solucién polindmica. Probar
que cuando p=2 existen soluciones que tienden a 0 cuando x—oo0.
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Problemas 3

1. Seg V. tAy=0 Probar que hay infinitos A, >0 Va. Discutir cuando hay A, <0.
) y’(0)—ay(0)=y(1)=0 " Estudiar cémo varia con a el menor autovalor.

2. Hallar los autovalores y autofunciones y calcular (yn,yn) Vn para estos problemas de contorno:

Yy +Ay=0 y'=2y"+dy=0 Xy xy +[ A3 ly=0

y(0)—2y’(0)=y(1)—2y’(1)=0 y(0)=y(m)=0 y(1)=y(4)=0

[son calculables y hay uno negativo] [todos los Ap>1] [hacer u=vXxy 0 s=+¥Ax]

a) b)

Probar que A =—3 no es autovalor. Comprobar que A1 =2 lo es,
dar su autofuncién {y1} y hallar {y1, y1). Basdndose en una gréfica,
probar que el siguiente autovalor A2 es menor que 37.

y"’+2y’+Ay=0
3. Sea { .
y(0)=y’(3)=0

4. Desarrollar f(x)=cos3x, x€[0, ], en serie de i) {cosnx}, ii) {sennx}, dibujando las fun-
ciones hacia las que tienden las series y estudiando la convergencia uniforme.

5. Desarrollar a) f(x)=1, b) f(x)=x2, en [0,1], en serie de i) {sennnx} y de ii) {cosnnx}.
Dibujar con algln programa de ordenador algunas sumas parciales de las series obtenidas.

1, 0<x<1 . . @ ) n1x
0 1<x<2 - Hallar su desarrollo en serie de Fourier f(x) = 3> +nZ:la,, Cos ——.

¢{Cudnto debe sumar la serie para i) x=1, ii) x=27? Comprobarlo sustituyendo en la serie.

6. Sea f(x)={

7. Desarrollar en serie de senos y cosenos en [—m, 1], dibujando la funcién limite de cada serie:

a) f(x)=sen2x b) f(x)=sen % <) f(x)={ ?énsi,‘s?oi"xion

8. Hallarlos Ap e {yn} y desarrollar f(x)=x en las autofunciones de cada uno de los problemas:
y"+Ay=0 b) y"+Ay=0 0 X2y" +xy’+Ay=0
y(0)=y’(1)=0 y(=1)=y(1)=0 y'(1)=y’(e)=0

9. Hallar el desarrollo de f(x)=1 en serie de autofunciones de los siguientes problemas:

2) {y// +Ay=0 [ver con gréficas que b) {y//+ 2y’ + Ay =0

no hay Ap<0 ue
y(0)=y(1)—y'(1)=0 {2 "o =) 0) y(0)+y’(0)=y(3)=0

a)

10. Sea [(1_x2)y']’ +Ay=0 Hallar 2 términos del desarrollo en serie de sus autofunciones

) y(0)=0, y acotada en 1~ [los P2p—1 de Legendre] de: i) f(x)=1, ii) f(x)=x2.
Determinar si A=—1 es o no es autovalor. Probar que A=1 loesy
dar su autofuncién. Precisar el valor de a para el que tiene infinitas
soluciones y”’+y=x—a con esos datos de contorno.

y’+Ay=0
11. Sea { .
y'(3)=y(m=0
12. Sea {XZ,V"+XY’ +Ay=0 Precisar si A=—4 y A=—1 son o no autovalores, dando
' 2y(1)—y’(1)=y(2)—y’(2)=0 " la autofuncién en caso de serlo. Para uno de los A hallar
la constante a tal que x2y”’+xy’+Ay=15x3—a tenga infintas soluciones con esos mismos datos.

13. Sea {XY” +2y’+Axy =0 Precisar si A=0 es 0 no autovalor del problema,

y(m)+ny’(m)=y(2n)+2my’(2m)=0 * dando la autofuncién en caso afirmativo.

Calcular la autofuncién para A =4 [la solucién general y = cq 952X 4 ¢, 3€M2X ga ohtiene haciendo u=xy |.
9 y K R %

Determinar si existen o no soluciones de xy’”’+2y’+4xy=2 con esos mismos datos de contorno.

14. Sea y”’+ Ay =senx Precisar, silo hay, un A para el que: i) tenga solucién Unica,
’ y(0)=y"(3)=0 ~ ii) tenga infinitas soluciones, iii) no tenga solucién.

15. Sea y"+Ay=0 Probar que A1 =1 es autovalor, escribiendo la autofuncién {y1}
’ y(0)=y(¥)+y’(%)=0 "y el término con y; del desarrollo de f(x)=1 en autofunciones.

Hallar la constante a para la que y”’+y=3sen2x—a tiene infinitas soluciones con esos mismos
datos. Comprobar a partir de una grafica que el segundo autovalor Ay >4.
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Problemas 4

_m . X" +AX =0 i) x=1
1. Desarrollar f(x)=7 en autofunciones de {X’(O):X(n):O y dar la suma de la serie si: i) x=0
utr—4uxx=0, xe(0,m), t>0 o . _ X
Resolver { u(x, 0)=£(x), ux(0, t)=u(m, t)=0 para: i) f(x)=7. ii) f(x)=cos3.
2. ut—uxx=0, x€(0,m), t>0 Resolverlo y hallar para cada x€(0, ) el limite de
u(x,0)=0, ux(0, t)=ux(m, t)=t ° la solucién u(x, t) cuando t — oco.
3. Resolver ut—4uxx=0, x€(0, m), t>0 [Hay una v muy sencilla, pero se puede
* u(x,0)=0, u(0,t)=t, ux(m t)=0 " hallar otra que no estropea la ecuaciénl.
4. Resolver por separacién de variables:
a) {ut— Uxx =e~%t, xe(0,m), t>0 {ut— 2tuxx= e’ cosx, x€(0,%), t>0
u(x,0)=u(0, )y=u(m, t)=0 u(x,0)=cos 3x, ux(0, t)=u(3,t)=0

) {ut—uxx+u=0, xe€(0,m),t>0 {Ut—%uxx= 3senx, x€(0, ), t>1
u(x,0)=0, ux(0,t)=ux(m t)=e"t u(x,1)=sen2x, u(0, t)=u(m, t)=0

f)

) {ut—uxx+3u=n, xe€(0,m),t>0

ut—uxx =0, x€[0,1], t>0
u(x,0)=u(0,t)=u(m, t)=0 {

u(x,0)=2—x2, ux(0,t)=ux(1,t)+2u(l,t)=0

u

Sea ur—3uxx=e"?tsenx, XG(O,%), t>0 Hallar su solucién si f(x)=1—senx y dar dos
u(x,0)=£(x), u(o, t)=1, ux(g, t)=0 = términos de la serie solucién si f(x)=0.

. X" +2X" +AX=0
. a] Hallar los autovalores y autofunciones del problema {X(O):X(1)+X’(1)=0 .

)]

Ut—uxx—2ux =0, xe€(0,1), t>0 [directamente o tras un

b] Resolver {u(x,0)=e—><, u(0, )=u(1, )+ux(1,)=0  cambio u=eP+™w].

2 , .
7 Sea {Ut—(urr"' Zur)=0, re(m2m),t>0 Resolverlo por separacién de variables.

u(r,0)=28"C y(m, t)=u(2m, t)=0  [El problema para R es resoluble haciendo v=rR].
) T ) ,

ur—uxx=0, x€[0,2n], teR

8. Sea { u(x O)={25enx,xe[0,n] a] Dibujar u(x, m) y dar su expresién con D’Alembert.
) ’ 0, xe[m2m] " b] Resolver por separacién de variables y comprobar.
ur(x,0)=u(0, t)=u(2m, t)=0
Urt—Uxx=0, x€[0,m], teR al Hallar el valor exacto de u(3%,%) con D’Alembert.
9. Sea { u(x,0)=0, ut(x,0)=1 . b] Separar variables y ver que con 2 términos no nulos
= = ; L ; 5 14
u(0,t)=u(mt)=0 de la serie soluci6n se obtiene u(=F,3)~ 57 [~0.495].
Urt— Uxx=tsenx, xe[0,m], teR a) Por separacién de variables.
10. Resolver {u(x, 0)=u¢(x,0)=0 b) Mediante extensiones y D’Alembert:
u(o0, t)=u(m, t)=0 i) directamente, ii) haciendo w=u—tsenx.

utt—Uxx=0, x€[0,2], teR =
11. Resolver separando variables { S 03] n [v=tes buena
u(x,0)=u¢(x,0)=ux(0,t)=0, “(7't)=t para el cambio].
Ut + 2Ur— Suxx =0, x€[0,m], teR i) para cualquier g(x)
12. Resolver { u(x,0)=0, us(x, 0)=g(x), u(o, t)y=u(m, t)=0 ii) para g(x)=2senx
Ut — Urr — %ur=0, r<i1,t>0 i) por separacién de variables,

13. Resolver 1 o Lo p
u(r, 0)=0, ut(r,0) = £ senmr, u(1,t)=0 ii) con las técnicas del capitulo 1.
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14. Resolver por separacion de variables estos problemas planos en cartesianas:
Au=0, (0, m)x (0, m) Au=ycosx, (0,m)x(0,1) Au+6ux=0,(0,m)x(0,m)
a){u(O,y)=O, u(m,y)=5+cosy b){ux(O,y)=ux(1r,y)=O c){ux(O,y)=O, u(my)=cos4y
uy(x, 0)=uy(x, m)=0 uy(x, 0)=uy(x, 1)=0 uy(x, 0)=uy(x, m)=0

15. Sea urr+%ur+rl2uee=0, r<i, 0<9<§ Hallar su solucién si f(8)=sen 20 vy el primer

' u(1,6)=£(8), u(r,0)=u(r, 3)=0 " término de la serie solucién para f(6)=cos#.
16 Urr+%ur+rlzuee=0, r<2,0<9<72—T Calcular su solucién para i) f(8)=cos 36 y dos
u(2,0)=£(6), ue(r,0)=u(r,§)=0 " términos de su serie solucién para ii) f(8)=m.

1,,1,
Urrt 7Urt 3Uee=0, <1 propar que 2<u(3,2)<1.

17. { 1, 0<0<m . - . . . I
u(1,6)={0 n<<2m [Utilizando la férmula de Poisson o la serie solucién].

18. Resolver por separacion de variables estos problemas planos:

) Au=0, 1<r<? ) Au=0,r<1,0<6<m
a { u(1,0)=1+sen26, ur(2,6)=0 ur(1,8)=4cos36, ug(r,0)=ug(r, ©)=0
{Au:O,r<1,0<9<n Au=4sen26, 6€(0,5), r<1
u(l, =62, ug(r, 0)=ue(r, ®)=0 u(1,8)=sen46, u(r,0)=u(r,5)=0
){Au=35eng, r<1, 6€(0, n) f {Au:—l/r, 1<r<3,0<6<m
u(l, 8)=u(r, 0)=ug(r, 1)=0 u(l,0)=2+cos0,u(3,8)=ug(r,0)=ug(r, m)=0
){Au=cose,r<2 ) Au=8rcose,r<1,0<6<g
9 L u(2, 9)=sen26 u(1, 8)=ue(r, 0)=u(r, 3)=0

19. Resolver estos problemas planos para las constantes k indicadas, estudiando su unicidad:

Au=0,r<2,0€(0,3) , Au=0,r<1,6€(0,m) .
: i) k=1 30 i 1) k=2
a) { ur(2, 8)+ku(2,0)=8cos26, si i k—O, b) { u(l, 8)+kur(l,8)=4sen>, si i) k—_’2
ue(r, 0)=ug(r, 1)=0 I u(r, 0)=ue(r, M)=0 -

20. Resolver los problemas para la ecuacién de Laplace en el espacio:
) Au=0, 1<r<?2 b) Au=0, r<l1 ) Au=0, r<3
a {u(1,6)=cos 6, u(2,0)=0 ur(1,8)=cos36 ur(3, 0)+u(3, 8)=sen?6

Au=0, si r>R (en el plano) Au=0, si r>R (en el espacio)
21. Hallar la solucién de: { u(R, 8) =cos30, 0<6<2m vy { u(R, 0) =cos39, 0<b<m
u acotada cuando r — oo u— 0 cuando r —» o

1 1 2sené H
1 1 —<4s5end 3] en el circulo r<1,
Urr+ rUr+r2 Uge 1412 ]

22. Hallar la solucién de , ‘g .-
{u(l, 9)=1, uacotada b] enlaregién r>1 [|0]0!, rarctanrH—ogoo].

23. Hallar (en términos de funciones elementales) una solucién acotada de:

1 1
Urr+ FUr+zUge +4u=0,r<1,0<6<m [Separando variables y haciendo s=2r
u(1, 8)=sen g , u(r, 0)=ug(r, )=0 aparece una ecuacién conocidal.

24. Sea una placa circular homogénea de 1cm de de radio, inicialmente a 0°. Supongamos que
en el instante t=0 todo su borde se calienta hasta 1° y luego se mantiene a esa temperatura.
Hallar las temperaturas en la placa para t>0 vy la distribucién estacionaria hacia la que tienden.

25. Resolver estos problemas en 3 variables en general y para la f o g indicadas:
ur—2(uxx+Uyy)=0, (x,y)€(0,5)x(0,5),t>0 ust—Au=0, (x,y)e(0,m)x(0,m), teR

a){ ulx, y, 0)=f(x,y) b) { u(x, y,0)=0, ut(x, y, 0)=g(x, y)
uy(x,0, )=u(x, g t)=u(0,y, t)=Ux(g: y, t)=0 u(0,y,t)=u(my,t)=uy(x,0,t)=uy(x,m,t)=0

f(x,y)=sen3xcosy g(x, y)=2sen3x sen?2y
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Problemas adicionales 1

1. Resolver (si es posible) los siguientes problemas de Cauchy:

Uy+Xxux=—x?e7Y 2yuy—xux=u—x2y (y+2x)uy—xux=y

) 4(=1,y)=0 ®) (2, y)=0 9 U@, y)=1
_ X=y — _

q) WUy =gru e) yuy—(x+1)ux=u+2x f 2yuy +Xxux=4yx>u
u(x, 1)=x ull,y)=y u(=2,y)=1

g) YUt X Uy = 2x h uy+3y2ux=2y—“+6y4x ) XUy —YyUx=2Xyu
u(x,0)=0 u(x, 1)=x2 u(x, 0)=x

i Uy—ux=2(x+y)u K (Qy—x)uy+xux =2y " (2x—=y)uy+xux=yu

Dux, x)=1 u(l,y)=0 u(-1,y)=1

m) 3x2uy—uX =4yu n) (By+3)uy—xux=2xy ) Uy — 2yux= 4xy
u(l,y)=1 u(x,0)=0 u(x,—1)=2x+1

2. Sea yuy+xux=2xyu. Calcular su solucién general y la que cumple u(—1, y)=1, probando su
unicidad. Dar f(x) para que u(x,x)=f(x) lo cumplan i) infinitas soluciones, ii) ninguna solucién.

3. Sea la ecuacién uy—ux=§u+2x y sean estos datos de Cauchy: i) u(x,—x)=0, ii) u(x,x)=0.
Hallar la Unica solucién que cumple uno de ellos y precisar cuantas soluciones cumplen el otro.

4. Sean (1—y)uy+xux =2x%y y los datos i) u(x,—1)=x2, ii) u(x,1)=x?. Hallar su solucién
general y la que satisface el dato con solucién Unica, probando su unicidad.

5. Hallar la Unica solucién de las EDPs siguientes que satisface uno de los dos datos indicados y
dar dos soluciones distintas cumpliendo el otro:

a) uy—2yux=2yu, con: i) u(x,1)=e7%, ii) u(—y?,y)=0.
b) yuy—xux =u+2x, con: i) u(x,0)=—x, ii) u(x,2)=7x.
c) 2(y+1)uy —xux=xy, con: i) u(x,—1)=x, ii) u(l,y)=1.

6. Sea (3y—x2)uy+xux = 3u. Hallar la solucién que cumple u(1,y)=y, probando su unicidad.
Dar dos soluciones distintas que cumplan uno de estos dos datos: i) u(x, x2)=0, ii) u(x,x?)=1.

7. Sea y2uy+ux=2xu. Hallar su solucién general tomando n=x y n=y. Hallar las soluciones (si
las hay) que cumplen los datos: i) u(x, 1)=1, ii) u(0, y)=y, iii) u(x,—%):O, iv) u(x,—%):l.

8. Sea (E) y?uy +x%ux =x?+y?. Resolverla con el dato u(x,1) = x+1. ¢Es Unica la solucién?
Imponer unos datos de Cauchy para los que (E) tenga infinitas soluciones y dar dos de ellas.

9. Sea (2y+x)uy+xux=2y+2x. Hallar su solucién general y la que verifica u(l, y)=0. Precisar
en qué puntos del plano la recta y=x—1 es tangente a las caracteristicas.

10. Resolver 3x?uy+ux=x>, u(x,0)=x3, estudiando la unicidad.

11. Sea [E] (y+1)uy+xux=2xyu. Resolver [E] con el dato u(1,y)=1. ¢Es Unica la soluciéon?
Imponer un dato de Cauchy para el que [E] tenga infinitas soluciones y escribir 2 de ellas. ¢En qué
puntos es tangente la curva y=x2 a las caracteristicas de [E]?

12. Sea [E] y3uy,—ux=2y?u—2xy?. al Hallar su solucién general tomando i) n=y, ii) n=x.
b] Resolver [E] con el dato inicial u(x, 1)=2x, estudiando la unicidad de la solucién.

c] Imponer un dato de Cauchy para el que (E) tenga infinitas soluciones y dar dos de ellas.
d] ¢En qué puntos del plano es tangente la curva 2x=—y? a alguna caracteristica de [E]?

13. Hallar la solucién de (E) ut—2tux = 2t(x—t?)u con u(x,1)=1, tomando i) n=t, ii) n=x.
Escribir 2 soluciones distintas de (E) validas en un entorno de origen que cumplan u(0, t)=0.

14. Precisar para qué valores de n entero positivo el dato de Cauchy u(x, x")=x" determina una
Unica solucién de la ecuacién ux+yu=y? cerca de (0, 0).
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15. Sea la ‘ecuacion cuasilineal’ (E) A(x, y, u)uy+B(x, y, u)ux=C(x, y, u) . Ver que si las soluciones
i i .du_C dy_A n(x,y,u)=c1
del sistema de ecuaciones: = =5, gx=g SOn E(x.y, U)=Cy [curvas caracteristicas de (E)], entonces

la solucién general de (E) es n(x, y, u)=p[&(x, y, u)] (o &§(x,y, u)=qln(x,y, u)l ) p, g arbitrarias.
Resolver la cuasilineal: uy+uux=0 con: i) u(x, 0)=x, ii) u(0,y)=0.

vy+ Xt vy—v=0

16. a] Resolver V(x, 0)=e—X

b] Hallar la solucién general de uyy + e**Yuy, —u, =0.

17. Reducir a forma candnica, si es necesario, y, si es posible, encontrar la solucién general:
a) Uyy_4ny+4uXx—4u =8 b) Uyy+2ny+ 2Uxx= 0 C) UXX—3yuX+2y2u=y
d) Uyy—quy+ Uxx+Uy—uX =X+y e) Uyy+3qu+ 2uXX=eX_y

18. Hallar la solucién general de ugt+2uxt+uxx+u=0 y la que cumple u(x,—x)=0, u¢(x,—x)=1.
Escribir una solucién, distinta de la u=0, que satisfaga u(x, x)=u¢(x, x)=0.

. . . i utt_4Uxx=16, X, teR
19. Resolver por diferentes caminos (encontrando atajos): {u(o, t)=t, ux(0, t)=0
20. Sea (e) utt—uxx+Dui+Eux =4, con D y E constantes.
a] Escribir (e) en forma candnica. ¢Para qué relaciones entre D y E es esta forma resoluble?
bl Para D=—2, E=2, hallar la o las soluciones de (e) con los datos: u(0, t)=e2t, uy(0, t)=2.

vx+Lit+Ri=
ix+Cvi+Gv = O’L R.CG
constantes. Hallar la EDP de segundo orden que verifica v. Si GL=RC, comprobar que un cambio

adecuado la reduce a la de ondas y hallar v(x, t) si inicialmente v(x, 0)=V(x) e i(x, 0)=I(x).

21. El potencial v y la intensidad i en una linea telegréfica satisfacen

22. Estudiar la unicidad de: ) Au—k?u=FenD b) ur—kAu=F(x,y,t)en D
(DcR? acotado, k>0) u=f enabD ! ulx,y,0)=f(x,y)enD, u(x,y,t)=0 enaD -

ust—4uxx=0, x=0,teR | o
23. S —x2 . i) Hallar u(1, 1). ii) Dibujar u(x, 1).
= {“(X'0)={§X, 2ol wx 0)=u,0=0" " (1,1). i) Dibujar u(x, 1)
24. S Utt—uxx=0, x>0, teR a] Dibujar f* y dar su expresién.
- >ea u(x,0)= (1> iis[);nxoigo 2m] , Ut(x,0)=u(0,t)=0 " b] Hallar u(2m,3m). c] Dibujar u(x,3m).
Utt—UXx—O X>O tGR
25, Sea ™ 1,3 . al] Hallar u(1,3). b] Dibujar u(x,2).
{uixor [ Xe3)  e(x,0)=u(0,H)=0 (1:3) jar ute2)
26. S utt—uxx=0, x=0,teR . a] Dibujar g* y dar su expresién.
"2 ulx, 0)=u(0, )=0, ur(x, 0)={ 5o e ? * bl Hallar: i) u(3,2), ii) u(l,2).
ust—uxx=0, x=0,teR
27. Sea { ut(x,0)= {’é ;36)([23 S[O 31 Caleular u(1,2) v u(l,t) paratodo t>4 y para te[1,2].
u(x,0)=u(0,t)=0
{utt—uxx—o x>0,teR Lex<s bib 1), ulx,2) x.3)
28. Sea senmx, 1<x< . Dibujar u(x, 1), u(x, u(x, 3).
u(x, 0)=u(0, t)=0, us(x, 0)= {Oen[O,l]u[Z,oo) J y
utt—4Uxx—0 X>O tER
29. Sea {u(x 0)=ut(x,0)=0, u(0, )=t ° Hallar u(2,4).
Utt—Uxx=0, x=0,teR
[La v buena para el
30. Sea { ur(x,0)= E)X Xle)ilx;)[o 1 a] Calcular u(2,1) y u(2,3). cambio es la obvial.
u(x,0)=0, u(0, )=t b] Calcular u(2,t) paratodo t>3.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,
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44,
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Sea {utt—uxx=0, x>0, teR a] Hallar u(m, 2m).

u(x, 0)=0, ut(x, 0)=cos2x, u(0,t)=t * bl Hallar u(x, 2m) para x>2T.

Ses {u“—uxx=0, x>0, teR al Hallar u(3,2m). b] Hallar u(x,m) para x>1.
u(x, 0)=1, ut(x,0)=0, u(0, t)=cost ° [v=costcosx cumple dato de contorno y ecuacién].

Sea Ut — Uxx=0, x>0, teR al] Hallar u(1,2).
u(x,0)=eX, ug(x,0)=—x, u(0,t)=1 ~ b] Hallar u(1,t) para t>0.

Sea Utt—Uxx =0, sz,teRz . o1 a] Hallar u(2,1) y u( ,1).
u(x,0)=0, ut(x,0)={>é,;€’[>{’€;)’ 1, u(0,t)=—t * b] Hallar u(x, 1) para todo x>0.
utt—uUxx=0, x=0,teR [Ayuda: una buena v(x, t) sale de

Sea {u(x,O):e_X, ur(x,0)=0 . al Hallar u(2,3). separar variables y tomar A=—11].

u(o, t)y=e-t b] Hallar u(x, t), x, t=0. c] Dibujar u(x, 3).
ust—uxx =0, x€[0,1], teR

Sea {u(x 0)=u¢(x,0)=0 . Hallar u(% %) y u(% %) [Es dtil encontrar una buena v 1.
u(0,t)=0, u(l,t)=sent
urr—9uxx=0, x€[0,4],teR

2 2 _

Sea { u(x,0)= gx Xle)&(, 1])U[X2€£[1]1 1 Ue(x,0)=0 . a] Hallar u(% %) b] Dibujar u(x, 1).

u(o,t)=u(4,t)=0
—Uxx = teR
Utt—Ux=0, x€[0,7], te Dibujar la extensién f*, hallar el valor de u(%,3%

Sea { u(x,0)=sen?x, ut(x,0)=0 . 3n - 3n
u(0,t)=u(m,£) =0 y hallar u(x,3*) para 7<x< 7.
utt—uxx =0, x€[0,4],teR 1 Dibuj (1), u(x,2) y u(x, 3)

sennx 2<x<3 _ _ al Dibujar u(x, 1), utx, y ux, 3).

Sea { u(x,0)= Oresto de[0,4] ’ ut(x,0)=u(0,t)=0 . b] Dibujar u(3, t), £20.

u(4,t)=0
S Urt—uxx=0, x€[0,2], teR al Hallar u(1,3). b] Dibujar u(x,
ea 2 0,1 .
u(x,0)= ’5 ’;ef‘fg] L, ue(x,0)=u(0,)=u(2,t)=0 " ¢] Dar Ia expresion de u(x,3).
urt—uxx=0, x€[0,4n],teR a] Hallar u(" 21r)
5 0 senx xe[m, 2n] L .
ea { u(x,0)= 0 xe[0, mju[2m 4n] b] Dibujar y dar la expresién de u(x, 2m).
ut(x, 0)=u(0, t)=u(4m, t)=0 c] Dibujar u(m, t) para te[0,8m].
— += 0,
Sea { t Urr ur) rz Hallar u(2, 3).
u(r,0)=6, u¢(r,0)=5r3
Ut — Urr+ 2ur)=0,r=0  a] Hallar u(1,5) y u(7,5). Hallar u(0, t).
Sea . oo . . e
u(r, 0)= r2 , ut(r,0)=0 b] Dibujar aproximadamente y simplificar u(r, 5).
vit—Vrr=0,r=>0, teR utt—urr—zur=0 r=0, teR
_(2r—r?,rel0,2] _ 2 0,2
Sean v(r, 0)_{ 0 en ol resto =F(r) vy u(r, 0)={ 2 ern er|€r[est0] =f(r)

ve(r,0)=v(0, t)=0 ug(r,0)=0

a] Hallar v(6, 3), v(2,3) y u(4,3). b] Dibujar y hallar la expresién de v(r, 3).
c] Hallar el valor maximo de u(r, 3) [ vI5~3.873].

3)
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45. Hallar I(a,x):f(;”e_akzcoskxdk probando que g_i:_;_al' e I(a,0)=5 T,

Usar lo anterior para calcular F~1(e=%*) y r(e=ax*),

N

a] Hallar la solucién con u(x, 1)=x a partir de las caracteristicas.

46. Sea t2ui—ux =tu. o .
tEx b] Resolver con u(x, 1)=f(x) utilizando la transformada de Fourier.

por las caracteristicas y mediante la F.

= 2y =
47. Resolver: a]{ut+2tu’< 4tu' b]{t ut—ux=g(x)

u(x, 1)=f(x) u(x,1)=0

48. Sea ut+ 2ux= —%u. a] Calcular su solucién general y la que satisface u(x, 1)=x.

b] Hallar con la F la solucién con u(x,1)=f(x) y ademas: i) Si f(x)=x, comprobar que se tiene

2
el resultado de al. ii) Si f(x)={ 5" ™ X<LO-11 " gibujar y dar la expresion de u(x, 2).

49. Sea t3uH2ux=2t%u. a] Dibujar sus caracteristicas y hallar la solucién que cumple u(x, 1)=x.

b] Calcular sélo con la F la que cumple u(x, 1)=f(x) y comprobar que devuelve la solucién de al.
c] Precisar en qué puntos plantea problemas de unicidad el dato u(tz, t)=0 y dibujar esta curva.

50. Resolver utilizando exclusivamente la 7 y comprobar el resultado a partir de D’Alembert:
a) {utt—4uxx=0,x,teR b) {utt—9uxx=0,x,teR
u(x, 0)=£(x), ut(x, 0)=2f"(x) u(x, 1)=f(x), ut(x,1)=0 -

2utt + 5utx + ZUXX =0

. . 4 — 2
u(x, 0)=F(x), ur(x, 0)=0 ° b] Escribir la solucién para f(x)=x<.

51. a] Utilizando la F resolver {

Outt + 12utx + 4uxx =0 Resolverlo (mediante la F o a partir de la forma candnica),

52. Sea {u(x,0)=0, ur(x,0)=g(x) * deducir la solucién si g(x)=3x y comprobar esta solucion.

53. Resolver, utilizando exclusivamente la transformada de Fourier, los dos problemas:
) {utt—uxx=0,x,teR b) {ut—uxx=0,x€R,t>O
u(x,0)=2e~", ug(x, 0)=0 u(x,0)=2e~*’, u acotada

54. Resolver utilizando la transformada de Fourier:
{ut—Zuxx+tu=0,xeR,t>O {ut—uxx—ZuX=O,xeR,t>0 {ut—tlzuxx=0,xeR,t>l
u(x, 0)= e~X*/8 | acotada u(x,0)= eX*/4  acotada u(x, 1) = e—** 4 acotada

55. Resolver i) a partir de su forma canénica, ii) con transformadas de Fourier:

) {4utt—12utx+9uXx=0 b) {Utt+2Utx+Uxx=u
u(x,0)=0, ut(x,0)=g(x) u(x,0)=0, ut(x,0)=9g(x)

){utt—uxt+%uxx+ut—%ux=0 ){Utt+2uxt+uxx—ut—ux=0
u(x,0)=0, ut(x,0)=g(x) u(x,0)=f(x), ut(x,0)=0

L. . Ur—uxx—2ux =0, xeR, t>0
56. Resolver (en términos de funciones elementales) —x2/2 :
u(x,0)=e , Uacotada

al con la F directamente, b] con un cambio u=ePtedw que lleve a la ecuacién del calor.

57. Sea (E) ut—uxx—2ux+au = 0. Simplificarla con un cambio de variable adecuado. Hallar la
solucidn de (E) que cumple u(x, 0)= e~ y analizar su comportamiento cuando t — 0.

Uur—uxx =0, x,t>0

58. Resolver extendiendo f de forma adecuada: { u(x, 0)=£(x), ux(0, )=0, u acotada
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1. Estudiar si las siguientes ecuaciones tienen puntos singulares o no y clasificarlos:
2x—x2)y"+y'—y=0 X2y"+2y’+4y=0 xy”’+eXy’+cosxy=0 xsenxy”+3y’+xy=0

2. Resolver y”” +xy =0 mediante series en tornoa x=0.

3. Sea y”’+2xy’+2y=0. Calcular 3 términos no nulos del desarrollo en serie de la solucién con
y(0)=1, y’(0)=0. Hallar su término general e identificarla con una funcién elemental.

4. Sea (x—1)y” +2xy’+(x+1)y =0. Comprobar que tiene solucién de la forma e% y hallar la
solucién con y(0)=1, y’(0)=0 en términos de funciones elementales. Calcular los 3 primeros
términos no nulos del desarrollo en torno a 0 de esta solucién directamente por series.

5. Sea (a+4x2)y”+y=0. alSi a=0 escribir su solucién general.

bl Si a=1 hallar el desarrollo hasta x* de la solucién con y(0)=2, y’(0)=0. ¢Dénde converge,
al menos, la serie solucidén anterior?

6. Sea 3(1+x2)y”+2xy’=0. Hallar 3 términos no nulos del desarrollo de una solucién no trivial
gue se anule en x=0. Estudiar si todas las soluciones estan acotadas cuando x — co.

7. Sea 2x2y”—x(3—4x)y’+2(1—3x)y=0. Calcular, dando la regla de recurrencia, una solucién
de la ecuacién que no sea analitica en x=0.

Hallar el desarrollo hasta (x—%)2 de la solucién que cumple y(3)=0, y’(3)=2.

8. Sea 4x2y””’—3y=x2. a) Hallar la solucién general de la no homogénea. b) Hallar el desarrollo
hasta orden 4 en x=1 de la solucién de la homogénea con y(1)=0, y’/(1)=1.

9. Sea xy”’—xy’—y=0. Hallar una serie solucién (no nula) que se anule en x=0 e identificarla
con una funcién elemental. En x=0: {estdn acotadas todas las soluciones? ihay soluciones no
analiticas? Hallar el desarrollo hasta (x+1)3 de la solucién con y(—1)=1, y’(—1)=0.

10. Sea xy” —(2+x)y’=0. a) Hallar los 4 primeros términos no nulos del desarrollo de una
solucién que se anule en x=0, dando la regla de recurrencia. ¢Estdn todas las soluciones acotadas
en ese punto? b) Hallar los cuatro primeros términos no nulos del desarrollo en torno a x=1 de
la solucidén que satisface y(1)=y’(1)=1. c) ¢Es su punto del infinito singular regular?

11. Sea 3xy”’+2y’+4y=0. Hallar los 4 primeros términos no nulos del desarrollo de una solucién
gue se anule en x=0 dando la regla de recurrencia. éPara qué x converge la serie?

12. Calcular una solucién no analitica de 2xy”’—(1—2x)y’—5y=0, x>0, escribiendo la regla de
recurrencia.

13. Sea 2x2y”’+x(3—x)y’—y=0. Estudiar si la ecuacién posee soluciones no triviales analiticas
en x=0. Calcular una solucién no acotada en x=0, escribiendo la regla de recurrencia.

14. Sea x2y”’+x(x—3)y’+4y=0. En x=0, escribir 4 términos no nulos del desarrollo de una so-
lucién dando la regla de recurrencia, éson todas las soluciones analiticas?, éestan todas acotadas?

15. Sea x2y”’—x(x+5)y’+9y=0. Dar 3 términos no nulos del desarrollo de una solucién analitica
en x=0. Hallar la regla de recurrencia. {Tienden a 0 todas las soluciones cuando x—07?

16. Sea xy”’—2y’+y = 0. Hallar una solucién no trivial que se anule en x=0, escribiendo la regla
de recurrencia, sus 4 primeros términos y la expresién de su término general.

17. Dar un valor de b para el que la solucién general por series de xy’’ + beS®"Xy’ = 0 en torno
a x=0 no contenga logaritmos y otro valor para el que si.
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18. Hallar una solucién no trivial acotada en x=0 en términos de funciones elementales. Deter-
minar si todas sus soluciones estadn o no acotadas en el punto y son o no analiticas:

a) 2x2y"" +x(x+1)y’'—(2x+1)y=0 b) x?y” +x3y’—2(1+x?)y=0
o) x2y”+x(1—x?)y’+(3x2—1)y=0 d) x2y”"—4axy’+(6—x2)y=0
e) 2x2y"" 4+ x(3—2x)y’—(1+4x)y=0 f) xy” —(1+x)y’+y=0

19. Sea x2y"’+x(1—4x?)y’+(12x?—1)y=0. Hallar una solucién no trivial cuyo desarrollo en torno
a x=0 es un polinomio, dando la regla de recurrencia. {Posee soluciones no acotadas en x=07

20. Hallar el término general del desarrollo de una solucién de xy’”’+y=0 que se anule en x=0.
Calcular el valor de la constante del término que contiene el Inx en la segunda solucién.

21. Hallar la solucién general de x2y”’+x(4—x)y’+2(1—x)y=0, desarrollando en torno a x=0 e
identificar las series solucién con funciones elementales.

22. Sea xy”’+(2x%2—1)y’—4axy=0. a] Precisar los a para los que hay polinomios solucién que
se anulan en x=0. b] Para a=1, hallar una solucién analitica en x=0 y determinar si todas las
soluciones lo son. c] Para a=0, hallar la solucién general sin utilizar series.

23. Sea xy”’+(1—x2)y’+ pxy = 0. Precisar, resolviendo por series en torno a x=0, los valores de
p para los que hay soluciones polinémicas y escribir uno de estos polinomios para p=4.

24, Estudiar trabajando en x=0 si existen soluciones que sean polinomios de las ecuaciones:
xy” + (1—x)y’+py=0 (Laguerre) (1—x2)y”’—xy’+ p2y=0 (Chebyshev)

25. Hallar, sin series, una soluciéon linealmente independiente de P; de la ecuacién de Legendre
con p=2. Comparar su desarrollo con el de la teoria. Hacer x=1/s, resolver y comparar.

26. Hallar las funciones de Bessel J3/2 ¥ J5/2 .

27. Sea x(x=1)y”’+(4x—=2)y’+2y=0. a] Probar que hay una solucién analitica en x=0 y calcularla.
b] Identificar esta solucién entre las dos que se obtendrian resolviendo por series en tornoa x=1.
c] Estudiar si todas las soluciones de la ecuacién tienden a 0 cuando x — co.

28. Sea x2(1+x)y” + x(3+2x)y’ +y = 0. Hallar, trabajando en x=0, una solucién no trivial que
no contenga el Inx. Probar que todas sus soluciones estan acotadas cuando x — oo,

29. Sea (x2—1)y”’—4xy’+6y=0. Hallar la solucién con y(0)=—1, y’(0)=3. Utilizando Frobenius,
hallar una solucién que se anule en x=1. {Hay soluciones no triviales acotadas para x—o?

30. Sea x(1+x)y”’—y’=0. Hallar, con Frobenius, una solucién que se anule en x=0. Hacer x=%
y deducir si hay soluciones no acotadas cuando x—oo. Resolver sin series y comprobar.

31. Sea [x*+x2]y”" + [5x3+x]y’ + [3x2—1]y = 0. Escribir la ecuacién para su punto del infinito.
Probar que posee soluciones no triviales que tienden a 0 cuando i) x — 0, ii) x —» oo . {Existen
soluciones que tiendan a 0 tanto cuando x — 0 como cuando x —» o0 ?

32. Sea x*y” +2x3y’—y = 1. Determinar si x=0 y x =00 son puntos regulares o singulares
regulares de la homogénea. Hallar la solucién que satisface y(1)=0,y’(1)=1.
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1. Sea {xzy”—xy’+/\y=0_ Escribir en forma autoadjunta. Estudiarsi i) A=—3 vy i) A=3
y'(1)=y(3)=0 son o no autovalores, dando la autofuncién en caso afirmativo.

y"’—6y’+Ay=0 Hallar sus autovalores A, y autofunciones {yn}, escribir la ecuacién

2. Sea {y(O):y(1)=0 " en forma autoadjunta y calcular (yn, yn).

3. Desarrollar f(x)=|senx| en serie de senos y cosenos en [—m, ], dibujando la funcién a la
que tiende la serie y precisando la convergencia puntual y uniforme.

4. Sea f(x)_{senx, Ixl<m/2  Hallar su serie de Fourier en senos y cosenos en [—m, 1] .
' —lo,n/2<|x|<m * Dibujar la funcién hacia la que converge y la cuarta suma parcial.

{Cuél debe ser la suma de la serie si i) x=7, ii) x=5? Comprobarlo para ii).

y”+Ay=0 al Haciendo x+m=s, deducir todas sus autofunciones {yn}.
y/(—m)=y’(m)=0 ° Calcular directamente las 2 primeras yo e y1 y comprobar.
b] Hallar el primer término no nulo del desarrollo de f(x)=x en autofunciones de (P).

5. Sea(){

y’+Ay=0 Hallar sus autovalores y autofunciones
y'(0)=y(m)+4y’(m)=0 " [A1 e y1 son calculables exactamente].
Calcular el primer término del desarrollo en serie de f(x)=1 en las autofunciones anteriores.

6. Sea {

7. Desarrollar f(x)=x en las autofunciones de los problemas:

a){y"+)\y=0 b){y”—zy’+y+/\y=0 ) ¥y + 2y 4 Axy =0
y(0)=y(1)+y’(1)=0 y(0)=y(1)=0 y acotada en 0, y’(1)=0

a] Escribir la ecuacién en forma autoadjunta y hallar el peso r.

2.\, ’ —
8. Sea {x(i/)_-l-B(z})/_+0y+)\y—0. b] Precisar si A=0 es autovalor dando la autofuncién si lo es.
yi=ylel= c] Para A=m?, hallar la autofuncién {y1} y calcular (y1,y1).
9. Sea {y” + Ay =cos3x Hallar el primer término del desarrollo de f(x)=cos3x
y’(0)=y’(%)+y(%)=0 " en serie de autofunciones del problema homogéneo.

Precisar para i) A=0, ii) A=1 cuantas soluciones tiene el problema no homogéneo.

X2y" + Ay = x3—ax? a] Precisar si A=—2 es o no autovalor del homogéneo (Py).

y(1)+3y’(1)=y(4)=0 " b] Probar que A=0 lo es y dar su autofuncion {yo}.

c] Encontrar, en términos de una tangente, la ecuacién que deberia resolverse numéricamente
para hallar los infinitos A>1/4 del (Py), y escribir las autofunciones.

d] Para A=0, calcular el a para el que el no homogéneo (Ps) tiene infinitas soluciones.

10. Sea (Pf){

y"”—4y’+4y+Ay=0 Desarrollar f(x)= e2X en sus autofunciones {yn} . Precisar cuéntas

11. . . . .
Sea y(0)=y(m)=0 soluciones tiene y”’—4y’+ay=m con esos datos si a=4 y a=5.

Probar que A=—1 es autovalor y dar la autofuncién {y—_1}.
. Calcular sus A, >0, escribiendo sus autofunciones {yn}.
Ver cuéntas soluciones de y”’—y=e2X cumplen los datos.

12. 5€3 11(0)+y/(0)=y(m)+y’(m)=0

y"+4y’ +)\y 0 Ver si A=—5 es o no autovalor y precisar cuantas soluciones
y(0)=y’(b)=0, b>0 " de y”+4y’—5y=5x—4 cumplen los datos.
Hallar b de modo que A=4 sea autovalor y escribir la autofuncién correspondiente.

13. Sea

i
{y”+)\y 0
{

14. S ){y —y'+Ay=0 a] Escribir la ecuacion en forma autoadjunta y hallar el peso.
- Dea y(0)=y(m)=0 ° b]Determinarsi A=—2y )\_ , Son 0 no autovalores de (P).
c] Precisar cuéntas soluciones tiene y”’—y’+ Ay=eX2, y(0)= y(n) 0 para A==-2y )‘—Z'

y”’—2y’+Ay=0 al Probar que A=0 es autovalor y dar la autofunciéon {yo} asociada.
y’(0)=y’(1)=0 ° b] Estudiar si A=—3 y A=2 son o no autovalores del problema.

c] Calcular el coeficiente de {yo} en el desarrollo de f(x)= e* en serie de autofunciones.

d] Precisar cuantas soluciones tiene y”’—2y’— 3y=3 con esos mismos datos de contorno.

15. Sea {
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y"'+2y"+Ay=0 Estudiar si A=—3 y A=1 son o no autovalores, dando
y(0)+y’(0)=y(1)+y’(1)=0 " la autofuncién en caso afirmativo.
Hallar, si existe, un a para el que y”/+2y’+y=ae~2*—1 tenga infinitas soluciones con esos datos.

16. Sea {

xy” =2y’ =2 Escribir la ecuacién en forma autoadjunta.

17. Sea {y(1)+y’(1)=y(2)=0 " Precisar cuantas soluciones tiene el problema.

x2y"” —2xy’ + Ay =0 Determinarsi A=—4 y A=2 son o no autovalores del problema.
y'(1)=y(2)=0 " En caso afirmativo dar su autofuncién {y,} y calcular {yn, yn).
Precisar para ambos valores de A cuéntas soluciones tiene x2y’’—2xy’+Ay=4 con esos datos.

18. Sea {

x2y"”—4xy’+Ay=0 a] Determinarsi A=0 y A=6 son o no autovalores del problema
y'(2)=y(3)=0 "y en caso afirmativo dar su autofuncién {yn} y calcular (yn, yn).

b] Precisar para ambos A cuantas soluciones tiene x2y”—4xy’+Ay =4x—9 con esos mismos datos.

19. Sea {

20. Sea x2y” + Ay=5x2—3x3 a] Estudiarsi A=0y )\=% son autovalores del homogéneo,
' y(1)=y(2)-y’(2)=0 °  escribiendo la autofuncién cuando lo sea. [tan'2%~0.36].
b] Precisar ambos casos cudntas soluciones tiene el problema no homogéneo.

2. 1 _ . A _1 -
21. Sea {x y”"+2Ay=0 Determinar si A=0 y A=3 son o no autovalores, escribiendo

y(1)+2y’(1)=y(3)=0 ' la autofuncién en caso afirmativo.
Precisar en ambos casos cuéntas soluciones tiene x2y”’ +A\y=x2—3 con esos datos. [In3~1.1].

. . . . . xy” +2y’=x+c
22. Discutir cuantas soluciones tiene el problema: { .
P y'(1)=y’(2)=0

cosxy”’—2senxy’=f(x) Encontrar una constante a y una f(x) para las que existan

y' (= 5)=y’(%)—ay(%)=0 " infinitas soluciones.

23. Sea {
4

24, Estudiar cuantas soluciones tienen estos problemas (analizando antes los homogéneos):
){y”=ex2 ){y”+y’=2x—1 {y”—y’+%y= eX—1
y(0)=y(1)—y’(1)=0 y’'(0)=y’(1)=0 y'(—=2)=y(0)=0

25. Precisar para los valores de A indicados cuantas soluciones tienen estos problemas:
a) {y”+y’+)\y=1—x ){xzy”+)\y=3x—4 0 {xzy”+xy’+)\y=x2
y'(0)=y’(2)=0 y(1)+y’(1)=y(2)=0 y(1)=5y(2)—6y’(2)=0

ilA==2 y iilA=0 ijA==2 y ii]A=0 i]A=—1y ii]A=0
26. Para a) {y”+)\y= ! b) {y” Ay =X Hallar autovalores y autofunciones del
: Y (—1)=y(1)=0" "’ 1y(0)=y'(1)—y(1)=0 ° y

problema homogéneo. éExisten para algln A infinitas soluciones del no homogéneo?

u” +r-tu’ =F(r)
u’'()—au(l)=A, u’'(2)+bu(2)=B"
(Se puede interpretar como un problema para Laplace en el plano con simetria radial).

27. Precisar cuando tiene solucién o soluciones a,b=>0.

28. Estudiar la unicidad de y”’ = f(x), x € (0,1) [ecuacién de Poisson en una dimensién] con
diferentes condiciones separadas, utilizando técnicas similares a las de las EDPs.

29. Hallar una férmula para la solucién de un problema de Sturm-Liouville no homogéneo como
serie de autofunciones del homogéneo.

Escribir, si A #n2m?, el desarrollo en autofunciones de la solucién de y”’+Ay=1, y(0)=y(1)=0.
Hallar la solucién exacta para A=0, desarrollarla y comprobar.
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Problemas adicionales 4

1. Resolver por separacién de variables, estudiando el comportamiento cuando t— oo y dando
una interpretacioén fisica cuando se pueda:
ur—uxx =0, x€(0, m),t>0 ur—uxx =0, xe(0,m), t>0
) {u(x, 0)=1, u(0,t)=0, u(m, t)=cost ) {u(x, 0)=0, u(0,t)=1, ux(m t)=0
a9 {ut— Uxx =0, xe€(0,1), t>0 | {Ut_UXX+2U=O, x€(0,%),t>0
u(x,0)=0, ux(0, )=ux(1,t)=1 u(x, 0)=cos 5x, ux(0, t)=u(3,t)=0

Yy’ + Ay =x Hallar autovalores y autofunciones del homogéneo y precisar si hay
y’(=1)=y’(1)=0 ° para algun A infinitas soluciones del no homogéneo.

urt—uxx =0, xe[—1,1], teR

u(x, 0)=cos2mx, us(x,0)=1; ux(—1, t)=ux(l,t)=0 -

2. a]Sea {

b] Resolver: {

3. Resolver por separacion de variables estos problemas homogéneos:
{ut—(2+cost)uXX=O, XE(O,%), t>0 {Ut—UXx + % =0, x€(0,2), t>0

u(x, 0)=1, ux(0, H=u(%,t)=0 u(x, 0)={(1,; O ux(0, )=ux(2,t)=0
{ut— Uxx + 2tu =0, xe(O, %) t>0 ) {ut— uxx +2u=0, x€(0,1), t>0
u(x, 0)=1-2x, ux(0, t)=u(3, )=0 u(x, 0)=2cos? 77, ux(0,t)=0, u(1, t)=e2*

) {ut—(1+2t)uxx =0,x€(0,m),t>0 f {Ut—uxx+2u= 0, x€(0,1),t>0
u(x,0)=0, u(0,t)=0, ux(m, t)=1 u(x,0)=x,u(0, t)=u(l, t)—ux(1,t)=0

4. Resolver por separacién de variables:

a) {ut—uxx+ u=4tcosx, xe(0,m), t>0 | {ut—uxx=65en 6xcos3x, x€(0,3),t>0
u(x,0)=1, ux(0, t)=ux(m t)=0 u(x, 0) =u(o, t)=ux(g, t)=0
{ut—%uxx=2cosx, x€(0,7), t>1 a) {ut—uxx =sent, xe(0,m), t>0
u(x,1)=cos 3x, ux(0, t)=u(3,t)=0 u(x, 0)=sen?x, ux(0, t)=ux(m, t)=0
) {ut—4uxx =0, xe(0,m), t>0 f {ut—ZtuXX =cost, xe(0,m),t>0
€ u(x,0)=0, ux(0,t)=0, u(m, t)=8t u(x,0)=cos 2x, ux(0,t)=ux(m,t)=0
5 S Ut — Uxx+3u=0, xe(O,%), t>0 Resolverlo para: i) f(x)=0, ii) f(x)=1—cosx.
' u(x,0)=£(x), ux(0, t)=0, u(g t):e—3t " [Una v que no estropea la EDP es la clara v=e73].
6. Sea {ut— uxx =A, x€(0,1),t>0 Resolverlo y determinar para qué relacién entre
' u(x,0)=B, ux(0,t)=C, ux(1,t)=D " A, B, C,D constantes hay solucién estacionaria.
7. Hallar la solucién de los siguientes problemas y su limite cuando t — oo,
) {ut—uxx =0, xe(0,1), t>0 ) {ut—uxx=2 sen?x, xe(0,m), t>0
u(x,0)=0, ux(0,t)=0, u(1,t)=1 u(x,0)=0, ux(0, t)=ux(m, t)=0
{ut—4uxx= cos X, x€(0,1),t>0 ) {ut— Uxx = e~ t, xe(0,m), t>0
u(x,0)=1, ux(0,t)=u(1,t)=1 u(x,0)=1—cosx, ux(0, t)y=ux(m, t)=0
) {Ut_uxx= e2tcosx, xe(O,g), t>0 ) {ut— uxx =0, x€(0,1), t>0
u(x, 0)=1, ux(0,)=0, u(%, t)=1 u(x,0)=0, u(0, )+ux(0, t)=1, ux(1, t)=0
Ur— zUxx =0, x€(0,m), t>0 al ulilizando la v=e~t de los apuntes.
8. Resolver ) I _t
u(x,0)=1,u(0, t)=u(m, t)=e=t * b]ulilizando v=e~fcos2x.

i fur—uxx=0,x€(0,1), t>0 [Mejor buscar v=X(x)T(t)
9. Resolvery hallarel tILrQou(X’ £): {u(x,O):O, Ux(0, t)=0, ux(1, t)=2e~t * cumpliendo también la EDP].
10. a] Escribir f(x)=cos’2—‘ en serie de {sennx}, dibujando la funcién hacia la que tiende la serie.
ur—uUxx =0, xe(0,m), t>0

b] Resolver {u(x, 0)=0, u(0,t)=e"4, u(m,t)=0 "

[Encontrar una v que cumpla también la EDP].
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11. Sea {Ut— 8uxx +au=0, xe€(0,3m),t>0 Determinar, segln la constante a, el
' u(x,0)=1, u(0, t)—4ux(0, t)=u(3m t)=0 ~ Iimite de la solucién cuando t — oo,
12. Sea {Ut— 8tuxx =0, x€(0,m), t>0 Resolver si i) f(x)=cosZ y dar un término
) u(x,0)=f(x), ux(0, ty=u(m, t)+4ux(m t)=0 " si ii) f(x)=1.[X;1 es calculable exactamente].
Ut — Uxx = F(x), xe(-1,1),t>0
u(x,0)=0, ux(—1,t)=ux(1,t)=0 "
Resolver para: i) F(x)=sen &, ii) F(x)=sen2% . {Tiene limite u en cada caso cuando t —» ©?

1 1
13. Sea { Probar que Q(t)=f u(x,t)dx es constante sif F=0.
-1 -1

ur— 2tuxx =0, x€(0,3), t>0

14. Resolver {u(x,0)=0, (0, )=0, ux(3, t)=12

y demostrar que tiene solucién Unica.

15. Sea {ut—uxx—2ux =f(x),x€(0,m),t>0 Resolverlo en general, y si f(x)=e Xsen2x.
' u(x, 0)=f(x), u(0, t)=u(m, t)=0 " Probar que tiene solucién Unica.
Utt—Uxx=0, x€[0,1], teR  Hallar con D’Alembert u(3,3) y u(x,3) Vxe[3,1].
16. Sea {U(X,0)=X(1—X) . Resolverlo separando variables y ver que el primer
ut(x,0)=u(0, )=u(L, )=0  té&rmino de la serie da u(3,7)~ —5=~0.13.
T
17. Sea {ZE;_(SI)XX:?X?)E[% 2],teR Hallar u(1, 3) con D’Alembert y separando variables.
. ,0)=ue(x,0)= 42,02 .
(0, )=u(2, t)=t2 [Ayuda: v=t2+x?—2x cumple también la EDP].

Ut—Uxx=0, x€[0,3],teR Hallar u(1, 2) utilizando la férmula de D’Alembert.
18. Sea {u(x, 0)=0, ut(x, 0)=3x—x2 . Resolver por separacién de variables y aproximar u(1,2)
u(o,t)=u(3,t)=0 con el primer término de la serie solucién.

uet—Uxx=0, x€[0,4m],teR Hallar con D’Alembert el valor de u(m,4m) y u(3m,3m).

19. Sea Ut(X,0)={g" gg’di”[]o"m] Separar variables y hallar u(m,4m) con la serie.

u(x,0)=u(0, t)=u(4m, t)=0 Aproximar u(3m,3m) con dos términos [32+2/9 ~5.03].

20. Sean g(x)={x, 0<x<1/2 P) { utt—uxx =0, x€[0,1], teR

0,1/2<x<1 u(x, 0)=0, ut(x, 0)=g(x), u(0, t)=u(1,t)=0 °

a] Desarrollar g en serie de {sennmx} y precisar el valor de la suma para: i) x=%, i) x=%.

b] Resolver (P) mediante separacién de variables y hallar el valor de u(% %) con D'Alembert.

1,0<x<mn/2
0, m/2<x<m

5 {Utt_uxx=0,X€[0,T[],t€R
ut(x,0)=g(x), u(x,0)=u(0,t)=u(m,t)=0

en serie de {sennx}. {Cudnto suma la serie para x=% ?
Hallar u(3, 3) exactamente con D’Alembert.

Separar variables y aproximar el valor con 2
términos de la serie solucién [ 24+3/251~0,53].

21. Desarrollar g(x)={

Ut — Uxx = F(x), x€[0, ], teR Separando variables calcular la solucién cuando

22. Sea {u(x,0)=ut(x,0)=u(0, t)=u(m, t)=0 " F(x)=senx y dos términos de la serie si F(x)=7 .

23. Sea {Za—é‘l)x;:xu;zf [0(;;% t€R  Hallar u(%, m) con D’Alembert y por separacién de variables:
) u(O’ t)=0, u(n 't)=n a) con la v de los apuntes, b) con una v que cumpla la EDP.

urr—4uxx=0,x€[0,1],teR Utt—Uxx=2senx,x€[0,m],teR [separando
24. Resolver a) {u(x,0)=1, ur(x,0)=sen?mx , b) {u(x,0)=sen 3x, ut(x,0)=0 variables y con
Ux(0, t)=ux(1,t)=0 u(o, t)=u(m, t)=0 D’Alembert].

utt—uxx=0,x€[0,m], teR
25. Hallar valores de b para los que la solucién de {u(x, 0)=ut(x,0)=0 no esté acotada.
u(0, t)y=senbt, u(m, t)=0
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Urt—4Uxx=0, x€[0,3], teR utt—uxx=t?senx, x€[0,%],teR
26. Resolver a) { u(x,0)=u¢(x, 0)=0 . b) { u(x,0)=senx, ut(x,0)=0 (Vier?aagfers)
u(0, t)=t, ux(3,t)=0 u(0,t)=ux(3,t)=0

E=x+t?
n=x—t2
b] Separar variables u=XT y ver que esta solucién es producto de soluciones asociadas a A=0.

27. Sea tug—4t3uxx—ur=0. a] Hacer { y hallar la solucién con u(x, 1)=x, us(x, 1)=2x.

. _ —_t Ut—Uxx+2ut+u=0, x,teR
28. a] Resolver con la F y haciendo u=we™" el problema {u(x,0)=f(x), Ur(x,0)=0
Utt—Uxx+2ut+u=0, 0<x<1, teR
b] Resolver {u(x,O):sen mx, ut(x,0)=u(0, t)=u(1,t)=0 -~
Au=-1, (x,y)e(0,m)x(0,m) a)usando v(x) solucién que se anuleen Oy m.

29. Resolver {u=0 en x=0,x=m,y=0,y=m b) directamente por separacién de variables.

30. Sea {uxx+“yy—5u=0 en (0, m)x(0,1) Resolverlo si i) f(x)=sen2x, ii) f(x)=1.
' u(0, y)=u(m y)=uy(x,0)=0, uy(x, 1)=f(x) * ¢Es Unica la solucién?
1 1 n .
+2Ur+5Ugp=0,r<2,0<0<Z 6)=8 60,
31. Resolver el problema {urr rirt iz toe 1 4 !.)f( )=8sen
u(2,6)=£(6), u(r,0)=us(r,7)=0 i) f(@)=m.
32 S O”+20=0 i) Probar directamente que A=4 es autovalor y dar su autofuncién.
- alsea O(—7)=06(%)=0 " ii) Haciendo s=6+7, hallar todos los Ap y {©n}.
b] Sea Au=0, r<l,—m/4<6<m/4 Hallar, separando variables, la solucién con:
ur(1,6)=£(6), u(r,—3)=u(r,7)=0" i) f(8)=2cos26, ii) f(6)=1.

r2y//+ ry/_y - I’2

33. a] Discutir segun los valores de a cuantas soluciones y(r) tiene { .
] 9 y(n y'(1)+ay(1)=y(2)=0

b] Resol t bl lano: Au=senb, 1<r<?2
esolver este problema plano: |, 1 gy— (2, 8)=0

34. Resolver estos problemas planos homogéneos

) Au=0, 1<r<? b) Au=0,r<4,0<0<m
a {u(l, 6)=2sen?0, ur(2,60)=0 u(4,9)=cos¥, ug(r, 0)=u(r, m)=0

){Au=0,r<1,0<9<n d) Au=0,r<1,0<6<m
“1ur1,8)=0, u(r,0)=ug(r, M)=0 ur(1, 8)=cos 6, u(r,0)=u(r, m)=0
) Au=0,r<1 f){Au=0,r<2,0<6<11/3
®lu, 0)=sen g, 0€10,27] ur(2,8)=cos 30, ug(r,0)=ug(r,5)=0
— Au=0,1<r<2,0<0<m/4
Au=0,r<?2 ’ 4 L.
9) {u(z )= {3 S<Cm2 W h) { u(1,6)=0, ur(2,8)=sene {2 s0lcion
’ 11, 6e(n/2,31/2) u(r' 0)=u(r, %)_ue(r’ g)=0

35. Resolver por separacién de variables estos problemas planos no homogéneos:

Au=r,r<2,0<6<m Au=cosf, 1<r<? Au=r2cos26, 1<r<2
up(r, 0)=ug(r,m)=0 ur(2,6)=cos 26 u(l, 8)=u(2, 6)=
_ 4 n _

" Al(Jl_Gr) cgsZG,r<1,0<9<7 ) A(ul_eilol<r<2 ){Au=r2cos39,r<2,0<9<%
u(l,0)= e){ u(1,68)= _ _ ™
us(r, 0)=ue(r, 1)=0 ur(2,6)=sen 26 u(2,8)=uo(r, 0)=u(r, §)=0

_5 =
Au=3cos@,1<r<2,0<6<m Au=4,r<1,0<06<m . Au=rsen¥,r<4,0<6<n
9){ur(1,0)=1 h){ u(1,6)=cos?26 {
u(4,8)=u(r,0)=ug(r, m)=0

u(2,0)=ug(r,0)=ug(r,m)=0 ug(r,0)=ug(r, m)=0
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36. Resolver este problema plano para el a que tiene solucién: {Au =c0s?0, r<l1,0<6<m
' P P P a " lur(l,8)=a, ug(r,0)=ue(r, 1)=0"
Au=m, r<l1, 6€(0,m)

37. Resolver el problema plano {u(1,9)=u(r, 0)=u(r, m)=

o Y probar que u(%,g)so.

Hallar el valor en el origen de la solucién de este problema plano:
i) a partir de la serie que se obtiene por separacién de variables,
ii) con la funcién de Green de la Ultima pdgina de los apuntes.

_ 2
38. Se {Au—rcos e, r<l

u(l1,0)=0,0<6<2m’

39. Escribir en cartesianas los arménicos esféricos: Y, rY9, rv}, r2v9, r2yl r2y2,

40. Resolver los problemas para la ecuacién de Laplace en el espacio:

a) Au=0, r<? {Au:z, x2+y?4+72<1 a {Au:O,x2+y2+zz<1
u(2,0)=6co0s26 u=2z3si x?+y?+z°=1 u=x3 si x2+y?+z2=1

2 1 cos @ _ T

Urr + 7ur+ r—2U99+ mue—o, r<1,0<9<§

41. Resolver el problema en la semiesfera:
ur(1, 8)=f(0), ue(r,m/2)=0

¢Qué debe cumplir f(8) para que haya solucién? Darla si f(6)=cos26—a para el a que existe.

Au+u=0,r<l1,n/2<6<3m/2

en términos de una J de Bessel.
u(1,8)=sen26, u(r, I)=u(r, 3F)=0 J

42. Hallar la solucion de {

43. Resolver por separacién de variables estos problemas en 3 variables:

ur—Au=0, (x,y)e(0,m)x(0,m),t>0 urr—Au =0, (x,y)e(0,m)x(0,m), teR
u(x,y,0)=1+cosxcos2y b) u(x, y,0)=sen3xseny, ut(x,y, 0)=0
ux(0,y, t)=ux(my, t)=0 u(0,y, t)=u(m,y, t)=0
uy(x, 0, t)=uy(x, m, t)=0 ulx,0,t)=u(x, mt)=0

a)

ur—Au=0, 1<r<2, 0<z<l1, t>0
C) {u(r, z,0)=senmnz
u(l, z,t)=u(2,z, t)=u(r,0,t)=u(r, 1,t)=0
44. Un cubo homogéneo de lado m, inicialmente a temperatura constante T1, se sumerge en el
instante t=0 en un bafio que se mantiene a temperatura T, . Hallar la distribucién de tempera-
turas en cualquier tiempo t>0.

45. Hallar la funcién de Green y la solucién para f(x)=x:

a) vy’ =f(x) b) x2y"” +xy’ —y =f(x) a9 y'+y =2y =f(x)
y(0)=y’(1)=0 y(D)+y'(1)=y(2)=0 y(0)—y’(0)=y(1)=0
X2y —xy’ + Ay = x3

y(1)—y'(1)=y(2)—2y'(2)=0 * Naciendo

46. Calcular para A=0 y A=1 la solucién (si la hay) de
uso de la funcién de Green en el caso de que exista.
xy” + 2y’ + Axy = f(x)
y(1)=y(2)=0 '

Precisar para qué neN el problema con A=m2, f(x)=sennmx tiene soluciones, halldndolas en
ese caso. Si A=0, f(x)=1, hallar la solucién con la funcién de Green.

47. Sea Determinar los autovalores y autofunciones del homogéneo.

y” =f(x) a) Hallar su solucién en términos de la funcién de Green, la funcién f y

y(1)=a,y(2)=b" las constantes a y b, por el camino utilizado con la G para Laplace
[v(s)=%|s—x| satisface v//=§(s—x) para x fijo].

b) Llegar al resultado con técnicas del capitulo 3.

c) Hallar la solucién para f(x)=1, a=0, b=1.

48. Sea
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49. Hallar la funcién de Green para Laplace en el semiplano {(x, y): x€R,y >0} y deducir de ella
Au=F(x,y), xeR, y>0

u(x, 0)=f(x), uacotada *

Resolver este problema para F=0 mediante la transformada de Fourier.

la solucién de {

50. Sabiendo que u(1,8)= { Sengé?s[zoﬁ]

0=0, i) con la funcién de Green adecuada, ii) en funcién de una serie.

, calcular u en el punto del plano de coordenadas r=2,

51. Escribir, en coordenadas esféricas, la funcién de Green G para la ecuacién de Laplace en la
esfera unidad y deducir la expresion, en términos de G, F y f, de la solucién de:
Au=F, r<il
(P){u=f sir=1
Hallar el valor de la solucién de (P) en el origen en caso de que: i) F=f=1, ii) F=z, f=23.
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Este manual recoge la teoria y los problemas utilizados por el autor durante
anos para impartir la asignatura Métodos Matematicos Il de 2° curso del
Grado en Fisica de la Universidad Complutense de Madrid.

Contiene un curso elemental de ecuaciones en derivadas parciales (EDPs),
accesible con los conocimientos de matematicas de un primer curso
universitario, y nociones de ecuaciones diferenciales ordinarias. Incluye
abundantes ejemplos y utiliza un lenguaje matematico sencillo, sin entrar
en conceptos muy abstractos.

Aunque existen numerosos libros dedicados a las EDPs, la breve extension
y el gran numero de ejemplos y problemas de esta obra la hacen de gran
interés para los estudiantes y el profesorado del Grado en Fisica y otros
grados de ciencias e ingenierias. Su contenido puede ser explicado en un
cuatrimestre de unas cincuentay cinco horas.

El capitulo 1 se centra en la introduccion a las EDPs, trata las de primer
orden, la unicidad de las EDPs clasicas de la fisica —ondas, calor y Laplace—
y la transformada de Fourier. El segundo resuelve ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDOs), que apareceran posteriormente, mediante series de
potencias. El tercero trata los problemas de contorno para EDOs, estudia
sus autovalores y autofunciones y los desarrollos en series de Fourier.
Finalmente, el capitulo 4 se dedica al método de separacién de variables,
permitiendo resolver las EDPs clasicas y otras similares en recintos
sencillos y en diversas coordenadas, e introduce las funciones de Green.

El volumen incorpora también un breve apéndice con conocimientos
previos y una extensa coleccion de enunciados de problemas, 90 basicos
para un curso normal y otros 170 adicionales.
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