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PROLOGO A LA PRIMERA EDICION

Todo aquél que se adentra en la Mecanica de Contacto y la Fisica de Friccion,
se da pronto cuenta de que hay pocos campos interdisciplinares tan fascinantes
como apasionantes. Y no es para menos; las disciplinas conectan los conceptos
de la teoria de la elasticidad y la plasticidad, la viscoelasticidad, la ciencia de los
materiales, la dinamica de fluidos —incluidos los no newtonianos—, la termodi-
namica, la electrodinamica y la dinamica de sistemas, entre otros. Ademas, las
aplicaciones que de ellas se derivan son numerosas y su uso se extiende desde
la nanoescala, a través de la medida experimental e ingenieria de sistemas, a la
macroescala, mediante el estudio de la dinamica de terremotos (geodindmica
interna), pasando por el vasto dominio de la tribologia clasica. Por consiguiente,
todo aquél que estudie y comprenda la Mecanica de Contacto y la Fisica de la
Friccion, conseguira adquirir una amplisima vision de conjunto sobre diversos
métodos, que ademas son de uso amplio y comtn en Ingenieria.

El libro pretende, entre sus principales objetivos, presentar en una sola
obra los aspectos mas importantes de ambas disciplinas, contacto y friccion,
y analizar su interdependencia de una manera clara y general. Dichos aspec-
tos comprenden, en primer lugar, los derivados de la Mecanica de Contacto
«clasicay, incluyendo la capilaridad y la adherencia, asi como los asociados
a la teoria del rozamiento en la macroescala, la lubricacion, los fundamentos
de la nanotribologia moderna, la dindmica de sistemas en maquinas con roza-
miento (vibraciones inducidas por rozamiento), y los asociados al rozamiento
de elastomeros y al desgaste. Sin embargo, la interrelacion de estos aspectos
puede ser muy complicada y diferente en cada caso. Por tanto, no existe una
manera sencilla que permita resolver todos los problemas triboldgicos, aunque
si existe un procedimiento universal basado en comprender, en primer lugar, el
sistema desde el punto de vista tribologico. Una de las metas del libro consiste
en transmitir esa comprension.

Tengo la firme conviccion de que los aspectos fundamentales de la Mecéanica
de Contacto y la Fisica de la Friccion, o del Rozamiento, son mas sencillos de
lo que parecen con frecuencia. Incluso si nos limitamos a la pura estimacion
cualitativa, es posible alcanzar una comprension muy amplia de ambos campos



en sus muy distintas facetas. En consecuencia, la estimacion cualitativa tiene
una especial importancia en este libro.

Los cdlculos analiticos limitan el estudio a unos pocos ejemplos clasicos,
si bien permiten, basandose en el principio de modularidad, entender y calcular
una multitud de problemas cercanos a la aplicacion. Sin embargo, existe un gran
numero de cuestiones tribologicas que no se pueden resolver de manera anali-
tica, particularmente las que requieren la optimizacion de sistemas tribologicos.
En estos casos, el libro ofrece una vision general de los métodos numéricos de
simulacion en la Mecéanica de Contacto y la Fisica de la Friccion. Entre estos
cabe destacar uno, el cual se describe con especial detalle, que permite integrar
distintos procesos del contacto mecanico a distintas escalas en un inico modelo
de simulacion.

Aunque este libro ha sido concebido ante todo como un /ibro de texto, puede
servir como manual de consulta en las materias que se tratan. Por ello se tratan
tanto los fundamentos tedricos como numerosos casos particulares, los cuales
aparecen en la seccion Problemas al final de cada capitulo. Todos ellos estan
resueltos, lo cual permite conocer tanto el planteamiento de resolucion como
el resultado numérico.

La base sobre la que se asienta este libro de texto es la asignatura «Mecanica
de Contacto y Fisica de Friccion» que imparto en la Universidad Técnica de
Berlin. El libro se concibe de forma tal que permite trabajar y entender todo
su contenido en uno o dos semestres, en funcion de la profundidad con la que
se imparta la materia.
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1.1 FENOMENOS DE CONTACTO, FENOMENOS DE FRICCION Y SUS APLICACIONES

La Mecanica de Contacto y la Fisica del Rozamiento son disciplinas basicas de la
Ingenieria y de uso indispensable en el disefo correcto y efectivo de estructuras.
Ambas disciplinas son de interés fundamental en innumerables aplicaciones, tales
como el embrague, los frenos, las ruedas, el moldeo y mecanizado de materiales,
la soldadura con ultrasonidos, o el contacto eléctrico, asi como en el compor-
tamiento y disefio de cojinetes de rueda, rodadura y deslizamiento, motores de
combustion, juntas o bisagras. Los cometidos de dichas disciplinas incluyen desde
la determinacidn de la tenacidad de elementos de contacto y unién bajo la accion
del rozamiento y el desgaste, hasta sus aplicaciones en la Ingenieria de Micro y
Nanosistemas, pasando por el disefio de materiales. El rozamiento es un fenomeno
que ha interesado a la humanidad desde tiempo inmemorial y sigue jugando un
papel central en el desarrollo de nuevos productos y tecnologias.

Un ejemplo de contacto clasico es el contacto rueda-rail, en el que los aspec-
tos asociados a la tenacidad del material y a la transmision de fuerzas adquieren
gran importancia. Los contactos permiten transmitir fuerzas mecanicas —por
ejemplo, mediante tornillos—, corriente eléctrica o calor, asi como impedir el flujo
de materia —por ejemplo, a través de juntas. Entre otros ejemplos de contacto
se incluyen el generado entre la punta y el sustrato en un microscopio de fuerza
atémica o el que surge entre dos placas tectonicas. Los fenomenos de contacto y
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rozamiento a distintas escalas —de la nano a la mega—, tienen mucho en comtin y
pueden tratarse de forma similar. Por tanto, la Mecanica de Contacto y la Fisica
del Rozamiento pueden englobarse en un unico gran campo de investigacion y
tecnologia modernas, que se ocupa tanto de la dindmica de proteinas-motores y
la contraccion muscular, como de la dindmica y el efecto de los terremotos, sin
descuidar el ambito descomunal de la tribologia clasica.

El rozamiento origina disipacion de energia, y en la zona de contacto se
generan tensiones enormes que a su vez producen microfracturas y desgaste de
las superficies. Por esta razon, es frecuente intentar reducir al minimo el roza-
miento en el montaje y puesta a punto de estructuras e instalaciones técnicas,
de tal forma que el ahorro de energia sea maximo. Sin embargo, existen casos
en los que el rozamiento es indispensable. Sin ¢l, no podriamos disfrutar por
ejemplo de la melodia de un violin, ni podriamos conducir un automoévil. Es mas,
en muchas ocasiones incluso se persigue aumentar al maximo el rozamiento en
vez de disminuirlo, tal y como sucede en el rozamiento entre el neumatico y el
asfalto durante el frenado. El desgaste es también otro fendmeno que no siem-
pre conviene reducir al minimo, puesto que un desgaste rapido y controlado es
fundamental en procesos tecnologicos asociados al mecanizado y acabado de
materiales (por ejemplo, durante el limado, el pulido o el arenado).

Estrechamente relacionado con el rozamiento y el desgaste figura el fend-
meno de la adherencia, cuya importancia se refleja en la manera en la que se
alcanza un contacto estrecho e intimo entre dos superficies. Mientras que en el
contacto macroscopico entre dos cuerpos duros (como metales o madera), la
adherencia no juega un papel importante, si que lo hace en el caso de que uno
de esos cuerpos sea muy blando, y de ella se hace uso en diversas aplicaciones.
Incluso en el empleo de los adhesivos, se puede aprender mucho de mecénica
de contacto. La adherencia cobra también una especial importancia en el campo
de la micro-ingenieria, ya que las fuerzas de rozamiento y adhesion en la micro-
escala pueden plantear un serio problema, que se ha denominado con el término
de sticktion (del inglés, sticking y friction).

Otro fendmeno emparentado con la adherencia y que se discutira también
en este libro, es el asociado a las fuerzas capilares, las cuales surgen en los con-
tactos en presencia de trazas de fluido. En mecanismos de alta precision como
los de los relojes, basta la humedad ambiental para producir fuerzas capilares
capaces de alterar la exactitud del reloj de manera considerable. No obstante, las
fuerzas capilares pueden también servir para controlar el aporte de lubricante en
las zonas donde se produce el rozamiento.

En un libro sobre contacto y friccion no puede faltar la mencion a los feno-
menos acusticos, que con frecuencia se asocian al rozamiento. Los frenos, el
contacto rueda-rail y los rodamientos no solo transforman energia y materia.
También rechinan y chirrian con frecuencia de forma muy desagradable, ruido
que puede, en ocasiones, llegar incluso a ser dafiino al oido. El ruido que generan



1.2 Contexto historico de la Mecanica de Contacto y la Fisica de la Friccion 23

las estructuras técnicas se ha convertido en uno de los problemas centrales en la
Ingenieria actual. Por ello, las vibraciones causadas por rozamiento, las cuales
dependen muy estrechamente de las fuerzas de friccion, también seran tratadas
en este libro.

Si se pudiera estimar la importancia de cada campo de la tribologia en térmi-
nos monetarios, es decir, en términos de la inversion que recibirian sus soluciones
ingenieriles, la lubricacion ocuparia sin duda el primer lugar. Si bien, lamen-
tablemente, no es posible dedicar a la lubricaciéon un espacio acorde a dicha
importancia en este libro, los fundamentos de la lubricacion hidrodinamica son
sin duda parte de su contenido.

Lo que se persigue en la Mecanica de Contacto y la Fisica de Rozamiento
o Friccidn es, en definitiva, poder conocer bien y asi controlar los procesos de
rozamiento, adherencia y desgaste. Para ello es fundamental comprender con
detalle la relacion entre los fenomenos de contacto, friccion y desgaste, asi como
las propiedades de los materiales y de los sistemas.

1.2 CONTEXTO HISTORICO DE LA MECANICA DE CONTACTO Y LA FISICA DE LA
Friccion

La historia de la Tribologia permite dar una primera vision sobre las aplicaciones
tribologicas y su significado. En mayo de 1966, Peter Jost propuso el término
Tribologia para referirse a los campos de la investigacion y de la ingenieria
dedicados al contacto, rozamiento, desgaste y a la lubricacion. No obstante, y al
margen de dicha denominacion, la Tribologia en si es ancestral. Sus comienzos
son remotos y se pierden en los albores de la historia. La invencion del fuego, el
descubrimiento de la rueda y el cojinete de deslizamiento, el empleo de liquidos
para disminuir el rozamiento y el desgaste, son «invenciones tribologicas» que
se conocen siglos antes de Cristo'.

En esta breve resefa sobre la historia de la Tribologia daremos un salto
en el tiempo hasta el Renacimiento y sus invenciones, y comenzaremos por la
contribucién de Leonardo da Vinci. En su Codice Madrid I (1495) da Vinci des-
cribe su invencion del cojinete de rodadura, la composicion de una aleacion de
baja friccion, asi como sus investigaciones experimentales de los fenomenos de
rozamiento y desgaste. Da Vinci fue el primer ingeniero en formular de forma
contundente y cuantitativa las leyes de friccion. A da Vinci se le atribuyen las
observaciones que han dado lugar a las que actualmente se conocen como las
dos leyes fundamentales de la friccion:

1) La fuerza de friccion es proporcional a la carga.
2) La fuerza de friccion es independiente de la superficie de contacto.

1. Mas informacién sobre la Historia de la Tribologia se puede encontrar en: D. Dowson. History
of Tribology, Longman Group Limited, Londres (1979).
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Da Vinci fue ademas el primero en introducir el término coeficiente de friccion
y determinar experimentalmente su valor (1/4).

Como tantas veces ocurre en la Historia de la Ciencia, los hallazgos de da
Vinci se olvidaron para ser «redescubiertos» 200 afios después (1699) por el
fisico francés Guillaume Amontons. Por esta razon, la proporcionalidad entre la
fuerza de friccion y la fuerza normal se conoce como «ley de Amontony.

Leonard Euler se dedico al estudio del rozamiento tanto desde el punto de
vista matematico como experimental. El fue quien introdujo la diferencia entre la
fuerza de rozamiento estatica y dinamica y resolvio el problema del rozamiento
de la cuerda —probablemente el primero de los casos resueltos en la historia de
contacto con rozamiento (1750). Sento las bases para el tratamiento matematico
de la ley de rozamiento y de esta forma foment6 su posterior desarrollo. A Euler
se le atribuye la notacion p para el coeficiente de friccion, de tan extenso uso.
Euler especuld también sobre el posible origen del rozamiento, concibiéndolo
como acoplamiento de una serie de pequenias irregularidades triangulares, donde
el coeficiente de friccion es igual a la pendiente de dichas irregularidades. Esta
visidn, en sus distintas variantes, ha perdurado durante siglos, y atn hoy en dia
se sigue empleando como «modelo Tomlinson»? en el tratamiento de la friccion
a escala atomica, algo que al mismo Euler le hubiera costado imaginar, y que
no obstante forma parte de la Nanotribologia moderna.

De lamano del ingeniero francés Charles Augustin Coulomb lleg6 la siguiente
contribucion a la investigacion de la friccion seca, de gran excelencia y validez
hasta la fecha. Es por ello que la ley de la friccion seca lleva su nombre. Coulomb
confirmé los resultados de Amontons y encontrd que la friccion dindmica es,
en una primera aproximacion, independiente de la velocidad del deslizamiento.
Para ello investigd de forma cuantitativa y muy concienzuda, la friccion seca
entre cuerpos duros y su dependencia con el tipo de materiales involucrados,
la calidad de las superficies, la lubricacion, la velocidad del deslizamiento en
contraposicion con el tiempo de contacto entre las superficies (en el caso de la
friccion estatica), la humedad de la atmosfera y la temperatura. La aparicion
de su libro Theorie des Machines Simples (1781), marca la distincion, desde el
punto de vista cuantitativo, entre la friccion estatica y dinamica. En dicho libro,
Coulomb empled los mismos supuestos sobre el origen de la friccion seca que
Euler, si bien fue mas alla, desarrollando lo que viene en llamarse hoy en dia
«la contribucion de la adherencia». Fue también Coulomb quien identificé las
desviaciones empiricas de las que hasta entonces habian sido las leyes sencillas
del rozamiento, como el hecho de que la fuerza de rozamiento estatico crece con
el tiempo en reposo. Con sus investigaciones, Coulomb se adelantd a su tiempo,

2. El modelo fue propuesto en 1928 por Prandtl aunque se le conoce errdbneamente con el nombre
de modelo Tomlinson. Dicho modelo viene a ser la transcripcion matematica de las ideas de
Leonard Euler.
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y su libro contiene practicamente todas las ramas de la Tribologia que se han ido
desarrollando desde entonces?.

La investigacion del rozamiento rodante no ha jugado un papel historico
tan importante como la del rozamiento deslizante —quizas debido a que aquel es
mucho mas pequefio que este ultimo y por tanto no tan claramente relevante. Los
primeros planteamientos —atn correctos en esencia—, sobre la naturaleza del con-
tacto rodante en cuerpos plasticos deformables proceden de Robert Hooke (1685).
El hecho de que la naturaleza del rozamiento rodante dependa de los paradmetros
del material y de la carga, gener6 en los anos 1841-42 una agria discusion entre
Morin y Dupuit sobre como deberia formularse la ley del rozamiento rodante.
Segtn Morin, el rozamiento rodante deberia ser inversamente proporcional al
radio de la rueda, mientras que Dupuit defendia la proporcionalidad inversa al
cuadrado del radio. Hoy en dia se sabe que ambas posturas son correctas, si bien
con caracter limitado y bajo condiciones distintas.

Osborne Reynolds fue el primero en investigar experimentalmente la feno-
menologia del contacto rodante en la zona de contacto. Reynolds encontrd que,
en una rueda en contacto siempre existen regiones en las que los cuerpos involu-
crados tienden a trabarse y zonas en las que se produce desplazamiento relativo.
Este fue el primer intento de examinar concienzudamente el contacto tribologico,
y al mismo tiempo eliminé la marcada distincion que, hasta entonces, existia
entre rozamiento estatico y dindmico. Reynolds consiguié relacionar la energia
disipada en la rodadura con el deslizamiento parcial que se produce durante la
misma. Mas adelante, Carter (1926) desarrollé una teoria cuantitativa del con-
tacto rodante, en base a la cual Hertz desarroll6 los fundamentos de la Mecanica
de Contacto.

Durante siglos la humanidad habia lubricado los contactos donde se pro-
ducia roce para disminuir el rozamiento. Sin embargo, las exigencias de una
industria cada vez mas desarrollada obligaron a los investigadores a estudiar a
fondo la lubricacion, tanto desde el punto de vista experimental como teorico.
En este contexto, N. Petrov realizd en 1883 sus investigaciones experimentales
con cojinetes de rodamiento, lo que le llevé a formular las leyes mas importan-
tes de la lubricacion hidrodinamica. En 1886 Reynolds publico su Teoria de la
Lubricacion Hidrodinamica, donde presentaba la llamada «igualdad de Rey-
nolds», desarrollada por él, y que atin hoy constituye la base para el calculo en
sistemas hidrodindmicamente lubricados. A raiz de la Teoria de la Lubricacion
Hidrodinamica, el coeficiente de friccion pasoé a expresarse como cociente entre
el espesor de la capa de lubricante, 4, y la extension del contacto, L, p~h/ L.
Esta expresion solo es valida cuando las superficies estan tan cerca la una de

3. En el articulo del autor y de E. Popova, «The research works of Coulomb and Amontons and
generalized laws of frictiony, Friction, 2105, DOI 10.1007/s40544-015-0074-6 puede encon-
trarse un breve compendio de los trabajos de Coulomb sobre Tribologia.
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la otra, que el espesor de la capa de lubricante es similar a la rugosidad de las
superficies. Se dice entonces que el sistema se encuentra en régimen de friccion
mixta, la cual fue investigada en detalle por Stribeck (1902). La llamada curva
Stribeck representa la dependencia de la fuerza de rozamiento con la velocidad
de deslizamiento, y muestra un minimo caracteristico.

Cuando la carga es grande o en condiciones de baja lubricacion, se llega al
caso en el que la pelicula de lubricante es tan delgada que tan solo consiste en
unas pocas capas de moléculas. Hardy (1919-22) investig6 las leyes de la lla-
mada lubricacion de capa limite, y descubrié que incluso una capa de grasa de
dimensiones moleculares tiene un efecto enorme tanto en la fuerza de rozamiento
como en el desgaste. Hardy midi6 la dependencia de la fuerza de rozamiento
con el peso molecular del lubricante, percatandose de manera acertada, de que
las moléculas de la ultima capa molecular se anclan a la superficie del metal. El
bajo rozamiento que de ello resulta es producto de la interaccion de las moléculas
poliméricas de lubricante, lo que hoy en dia se conoce como «fluido adherente».

El siguiente avance en nuestro conocimiento tanto de la mecanica de con-
tacto como de la friccion seca, data de mediados del siglo xx y esté ligado a dos
nombres: Bowden 'y Tabor. Ellos fueron los primeros en sugerir la importancia
de la rugosidad de los cuerpos en contacto. Gracias a la rugosidad, el area real
de contacto entre dichos cuerpos es, tipicamente, un orden de magnitud inferior
al area aparente de contacto. Esta vision cambi6 de manera radical el rumbo de
muchas investigaciones en Tribologia, y permitio rescatar las viejas ideas de
Coulomb acerca de la adherencia como probable mecanismo del rozamiento.
En 1949, Bowden y Tabor propusieron la formacion y cortadura de uniones de
soldadura como explicacion para el origen de la friccion dinamica producida
entre dos superficies metalicas puras. Seglin esta interpretacion, el coeficiente
de friccion es aproximadamente igual al cociente entre el esfuerzo critico a cor-
tadura y la dureza, tomando el valor 1/6 para todo material plastico e isotropo.
Curiosamente, el valor del coeficiente de friccion para muchos pares de materiales
metalicos no lubricados (como por ejemplo, acero con acero, acero con bronce,
o0 acero con fundicidn gris, entre otros) es muy parecido (u ~ 0.16).

Los trabajos de Bowden y Tabor han inspirado toda una serie de teorias
sobre la Mecanica de Contacto entre superficies rugosas. Entre los trabajos pio-
neros cabe destacar el de Archard (1957), el cual concluyd que, también en el
caso de superficies elasticas y rugosas, el area de contacto es aproximadamente
proporcional a la fuerza normal. Otras contribuciones importantes en el area
estan asociadas a los trabajos de Greenwood 'y Williamson (1966), Bush (1975)
y Persson (2002). El resultado principal de estos trabajos es que el area real de
contacto entre superficies rugosas es, grosso modo, proporcional a la fuerza
normal, mientras que las condiciones que se dan en los micro-contactos (presion
o tamaifio de los mismos) dependen solo débilmente de la carga.
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La Mecanica de Contacto en superficies rugosas ha tenido una influencia con-
siderable en la comprension de la friccion seca. Coulomb sabia que el coeficiente
de friccion estatico crece, si bien lentamente, con el tiempo de contacto y que el
coeficiente de friccion dinamico depende de la velocidad de deslizamiento. Por
otra parte, los experimentos de Dieterich (1972) mostraron que, efectivamente,
existe una relacion entre dichos efectos. En particular, la distincion entre «friccion
estatica» y «friccion dinamica» paso a ser relativa, siendo reemplazada por la
idea de que la friccion depende de la velocidad y de una variable interna, la cual
refleja la naturaleza del conjunto de los micro-contactos. Es interesante resaltar
que estos estudios se realizaron en el contexto de la investigacion de terremotos
y que no fue hasta mediados de los afios 1990 que se incorporaron al ambito de
la «Tribologia clasica».

Con el desarrollo de la industria automovilistica, el aumento de la velocidad
y las prestaciones, la friccion de la goma adquirié importancia técnica. Gracias
al clasico trabajo de Grosch (1962) se puede comprender el mecanismo del
rozamiento en elastomeros, y sobre todo el hecho, generalmente reconocido hoy
en dia, de que el rozamiento en elastomeros estd ligado a la pérdida de energia
termodinamica en el material, asi como a su reologia.

Si bien la Mecanica de Contacto sienta las bases para la comprension de los
fendmenos de rozamiento hoy en dia, desde el punto de vista historico fueron
estos ultimos los que se estudiaron mucho antes y en mayor profundidad. Lo
que sin duda desperto el interés por el calculo de las condiciones mecanicas en
el contacto, fue el desarrollo del ferrocarril, ya que en el contacto rueda-rail es
donde las tensiones son de magnitud cercana a la capacidad maxima de carga
del acero.

Pero sobre todo, la Mecanica Clasica de Contacto esta asociada a Heinrich
Hertz. En el ano 1882, Hertz solucion¢ el problema del contacto entre dos cuer-
pos elasticos de superficies curvas. Este resultado clasico sienta las bases de la
Mecanica de Contacto aun hoy en dia. Y no fue hasta un siglo mas tarde que
Johnson, Kendall y Roberts encontraron una solucion analoga al contacto adhe-
rente (Teoria JKR), posiblemente debido a que, seglin la experiencia cotidiana,
los cuerpos rigidos no se adherian. Solo con el surgimiento de la microtecnologia,
la adherencia pasa a ser un problema a tratar por los ingenieros. De forma casi
simultanea, Derjagin, Miiller y Toporov desarrollaron una nueva teoria para el
contacto adherente. Y tras una acalorada discusion, Tabor reconoci6é que ambas
teorias eran casos limite de un problema comun.

A pesar de su evidente importancia, parece sorprendente que los fendmenos
de desgaste fuesen tratados tan relativamente tarde. Esto puede ser debido a que
el desgaste se manifiesta sobre todo en las interacciones entre micro-contactos, lo
cual no se empezo6 a investigar, desde el punto de vista triboldgico, hasta después
de los trabajos de Bowden y Tabor. La ley del contacto abrasivo —el desgaste es
proporcional a la carga y al camino recorrido, e inversamente proporcional a la
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dureza de los materiales en contacto— fue enunciada por M. Khrushchov (1956)
tras minuciosos experimentos, y confirmada mas tarde por Archard (1966). La
investigacion del desgaste adhesivo —para el que las leyes del contacto abrasivo
son igualmente validas— esta asociada a los nombres de Tabory Rabinowicz. Sin
embargo, y a pesar de estos estudios, los mecanismos por los que se produce el
desgaste, sobre todo en condiciones de «bajo desgastey, siguen siendo uno de
los fendmenos triboldgicos menos conocidos.

Desde los afios noventa del siglo xx, la Mecanica de Contacto y la Fisica
del Rozamiento, o de la Friccion, han visto un nuevo renacer. El desarrollo de
métodos experimentales para el estudio de los procesos de friccion a escala
atomica (la microscopia de fuerza atdmica, la microscopia de fuerza de friccion,
la microbalanza de cristal de cuarzo, el aparato de fuerzas superficiales), asi
como de métodos numéricos de simulacion, han desencadenado un aumento
de los trabajos de investigacion en el campo del rozamiento en cuerpos rigidos.
De igual forma, el desarrollo de la Microtecnologia ha contribuido a aumentar
el interés por la Mecanica de Contacto y la Fisica de la Friccion. De hecho, los
experimentalistas tienen ahora la posibilidad de investigar sistemas bien defi-
nidos bajo condiciones muy controladas. Hoy en dia es posible, por ejemplo,
regular el espesor de una pelicula o controlar el desplazamiento relativo entre
superficies rigidas con una precision mayor que la distancia interatomica. No
obstante, existe aun una brecha entre la Tribologia clasica y la Nanotribologia,
que no se ha podido tratar hasta la fecha.

1.3 ESTRUCTURA DEL LIBRO

El contacto y el rozamiento —o la friccion— van siempre de la mano, y en sistemas
reales aparecen interrelacionados de diversas maneras. Un tratamiento teorico
requiere que, en primer lugar, se traten por separado. Se empezara pues, abor-
dando los fenémenos de contacto y friccion en la mecanica de contacto. Esta
a su vez comienza con un analisis cualitativo, que permite una comprension
sencilla, si bien general, de los fenomenos claves. Posteriormente se abordara
el tratamiento riguroso de los problemas de contacto y por tltimo, se trataran
los fendmenos de la friccidn, de la lubricacion y del desgaste.



2. TRATAMIENTO CUALITATIVO DEL
CONTACTO - EL CASO DEL CONTACTO
NORMAL SIN ADHERENCIA
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Se comenzara el tratamiento de los fendmenos de contacto con el caso del
contacto normal. Por contacto normal se entiende aquel que se establece entre
dos cuerpos mediante una fuerza o carga de compresion perpendicular a las
superficies de los mismos. Un ejemplo clasico es el caso de una rueda sobre un
rail. Las dos relaciones mas importantes que la teoria del contacto normal debe
establecer, son las siguientes:

(1) Larelacion entre la fuerza o carga de compresion y el desplazamiento normal
del cuerpo, que a su vez determina la rigidez del contacto y las propiedades
dindmicas del sistema, y

(2) larelacion entre las tensiones o esfuerzos generados en la zona de contacto
y la resistencia mecanica del sistema.

Para que existan fendmenos de contacto, rozamiento o desgaste, dos cuerpos han
de entrar en contacto. En este sentido, el contacto normal podria considerarse
como el requisito basico de todos los fendmenos tribologicos. Hay que tener en
cuenta que, incluso en el contacto normal, puede producirse el desplazamiento
de las superficies en direccion tangencial de una con respecto a la otra, debido a
las tensiones trasversales, también llamadas esfuerzos cortantes, que se generan
entre cuerpos en contacto. Por esta razon, las fuerzas de rozamiento o de friccion
entran también en juego en los casos de contacto normal. Si se considera que las
fuerzas de rozamiento estan determinadas por el contacto entre micro-rugosidades
superficiales, se vera que, incluso en los casos mas sencillos de contacto y a
distintas escalas, las contribuciones de las fuerzas normales, tangenciales y del
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propio rozamiento estan muy interrelacionadas. No obstante y en una primera
aproximacion, se obviaran estas complicaciones para abordar el caso del contacto
normal puro, en el que se asumira que las fuerzas de rozamiento en las superficies
en contacto, junto con las siempre presentes fuerzas de atraccion —adherencia—,
son despreciables.

El tratamiento analitico o numérico de los casos de contacto es, incluso en
los casos mas sencillos, muy complicado. Por el contrario, estos pueden anali-
zarse cualitativamente de forma muy sencilla. Por tanto, se comenzara con los
métodos de analisis cualitativo de fendmenos de contacto, que en muchos casos
pueden conducir a estimaciones cuantitativas muy certeras. El tratamiento rigu-
roso de los casos clasicos de contacto mas importantes se realizara en capitulos
posteriores. Por tanto, se comenzara con una serie de casos de contacto entre
cuerpos de distintas geometrias, la cual puede sentar la base para el tratamiento
de casos de contacto mas complicados

2.1 PROPIEDADES DE LOS MATERIALES

Este libro presupone que el lector esta familiarizado con los fundamentos de la
teoria de la elasticidad. En esta seccion nos limitaremos a resumir las definiciones
de los parametros mas importantes, que mas tarde serviran para el tratamiento
cualitativo de los casos de contacto mecanico. Este resumen no tiene por tanto
intencion de reemplazar la teoria de la elasticidad y la plasticidad, la cual engloba
definiciones y ecuaciones mas generales.

(a) Propiedades eldsticas. En un ensayo de traccion o tensidon uniaxial, una barra
de seccion trasversal 4 y longitud inicial /, se estira en una magnitud Al. El
cociente entre la fuerza de traccion y la seccion trasversal es la llamada tension
de traccion o esfuerzo axial de tension

o=L. @2.1)
A
El cociente entre la diferencia en longitud (elongacion), A/, y la longitud ini-
cial se denomina deformacion de traccion, deformacion axial o deformacion
longitudinal

Al
e=. 2.2)
10
Un diagrama esfuerzo-deformacion tipico para muchos metales y no metales
se muestra en la fig. 2.1. A bajos esfuerzos, la relacion constitutiva esfuerzo-

deformacion es linealmente proporcional
o=E¢. (2.3)

La constante de proporcionalidad E es el modulo de elasticidad o modulo elastico
del material. La extension en longitud lleva asociada una contraccion trasversal
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del material, la cual viene dada por el coeficiente de Poisson (o coeficiente de
contraccion trasversal) v. En un medio incompresible, v =1/2.

De forma anéloga, el moédulo de cizalla, o médulo de cortadura, se define
como el coeficiente de proporcionalidad entre la tension de cizalla, o esfuerzo
cortante, y la deformacion de cizalla, o deformacion cortante. El modulo de cizalla
depende del modulo elastico y del coeficiente de Poisson segun la expresion (2.4).

__E 2.4)
2(1+v)
El cociente entre el esfuerzo y el cambio en volumen para una presion dada, se
denomina médulo de compresion K:
__E | 2.5)
31-2v)

Los cuerpos elasticos almacenan energia potencial, la cual se calcula a través de
la densidad de energia E (energia por unidad de volumen):

1 1., o

2 2 2F

que, en el caso de la deformacion cortante, se expresa como
1 2
2 2G

Esfuerzo de fluencia

O VA /
| Zona plastica /
1 /
I /

|

T
Zona II §0
elastica / Qé?
: —
| /
! TS
0,2 % €

Fig. 2.1 Representacion grafica de un diagrama esfuerzo-deformacion, valido para muchos
metales y no metales.

(b) Propiedades plasticas. Sobrepasando el esfuerzo de fluencia o limite elastico,
el esfuerzo cambia de forma abrupta y pasa de comportarse de forma lineal en
la zona elastica, a ser practicamente horizontal. En esta region, el material se
deforma plasticamente. La deformacion plastica se manifiesta como deformacion
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permanente, ya que el material no recupera su forma original cuando dejan de
aplicarse la(s) fuerza(s) (descarga).

La transicion entre el comportamiento elastico y el plastico es en general
rapida pero gradual, de forma tal que es dificil definir claramente un «esfuerzo de
fluenciax». Por convencion, se define el esfuerzo de fluencia o, como el esfuerzo
para el que la deformacion permanente es del 0,2%.

El esfuerzo de fluencia depende del régimen de deformacion del material.
En los casos de rozamiento, el estado de alto endurecimiento por deformacion,
en frio, o por acritud, es el que se toma como referencia, pudiendo manifes-
tarse en la capa superficial del material tras someterlo a un ensayo triboldgico.
Esto significa que, en aplicaciones triboldgicas y como norma general, se puede
entender el esfuerzo limite de fluencia en el régimen de alto endurecimiento
del material. Por tanto, y siempre que la deformaciéon no conduzca a un nuevo
estado constitutivo de endurecimiento en el material, se puede considerar a este,
en primera aproximacion, como eldstico perfectamente plastico.

Un método sencillo para la determinacion del limite de fluencia en un medio
elastico perfectamente plastico es el ensayo de la dureza. Este consiste en rea-
lizar una impresion en la superficie del material por medio de un indentador
rigido (fig. 2.2). El cociente entre la fuerza normal aplicada y el area indentada
resultante, es la dureza de indentacion o,, o simplemente, dureza del material':

o, =L (2.8)

;]

\

i 22°
vz

Y m <

Fig. 2.2 Medida de la dureza mediante los métodos de Vickers y de Brinell.

\

1. Los valores de dureza que se obtienen mediante el método de Vickers y el de Brinell coinciden
salvo por una constante en el valor de la definicion de dureza. La dureza segun Vickers es
aproximadamente 0,1 la dureza de indentacion. En este libro se utilizara la definicion dada por
la ecuacion (2.8).



2.2 Casos sencillos de contacto 33

Tabor encontro, tanto de manera tedrica como experimental, que en la mayor parte
de los casos la dureza era aproximadamente tres veces el esfuerzo de fluencia’:

o, ~30,. 2.9

La medida de la dureza juega un papel crucial en la caracterizacion tribolo-
gica de materiales, puesto que, esencialmente, los procesos tribologicos vienen
determinados por la interaccién de micro-rugosidades que, por su geometria,
son muy parecidas a las de un ensayo de dureza. Puesto que la dureza depende
muy débilmente de la geometria del indentador, en una primera aproximacion
se puede despreciar dicha dependencia.

El modulo de elasticidad, la dureza, el coeficiente de dilatacion térmicay la
energia superficial, son, entre otras, propiedades relevantes de los materiales en
la mecénica de contacto y en la friccion, y estan estrechamente interrelaciona-
das. En el excelente libro de Ernest Rabinowicz Friction and wear of materials®
pueden encontrarse una gran cantidad de datos experimentales que lo corroboran.

2.2 CASOS SENCILLOS DE CONTACTO

Los problemas de contacto pueden resolverse de manera sencilla, siempre que la
deformacion venga perfectamente determinada por unas condiciones geométricas
muy definidas. Tal es el caso de los cuatro ejemplos siguientes.

(1) Paralelepipedo

El caso de contacto mas sencillo es el que se produce entre un palalelepipedo
rectangular y una superficie lisa sin rozamiento (fig. 2.3). Al presionar el cuerpo
contra la superficie, este se deforma elasticamente. Se definira la profundidad de
indentaciony, d, como la profundidad de la huella que el paralelepipedo dejaria
en la superficie, en el caso de que esta no ofreciese ninguna resistencia.

A

'
f

Fig. 2.3 Contacto entre un paralelepipedo elastico y una superficie rigida.

d

2. D. Tabor, The Hardness of Metals, Oxford University Press, Oxford (1951).
3. E. Rabinowicz. Friction and Wear of Materials, 2.* edicién, John Wiley & Sons, Nueva York
(1995).
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En realidad, el cuerpo no penetra en la superficie rigida, sino que se deforma
en una magnitud d. Si la longitud del paralelepipedo es mucho mayor que su
anchura, entonces se cumple la llamada condicion de esfuerzo o tension uniaxial
y la fuerza elastica resultante viene expresada por la siguiente ecuacion

F:EA% (2.10)

donde £ es el modulo de elasticidad, 4 el area de la seccion trasversal y / la
longitud del paralelepipedo. En este caso, la fuerza es proporcional a la profun-
didad de indentacion d.

(2) Pelicula delgada

Si la longitud del paralelepipedo es mucho mas pequenia que su anchura (fig. 2.4),
el medio no se deforma en la direccion trasversal, y en su lugar, experimenta una
deformacion uniaxial. En este caso, y segun la teoria de la elasticidad,

F=EA= (2.11)

E(1-v)

- 7 . 2.12
(I1+v)1-2v) ( )

Para metales v ~1/3, de tal forma que £ ~1.5E . En el caso de elastomeros,
los cuales pueden considerarse practicamente incompresibles, v =1/ 2, por lo
que el médulo de compresion longitudinal E , es practicamente igual al modulo
de compresibilidad volumétrica, E ~ K, y mucho mayor que E (en torno a tres
ordenes de magnitud):

E~K>E, para elastomeros. (2.13)

'
!

Fig. 2.4 Contacto entre una pelicula elastica fina y una superficie rigida.

d

(3) Casquete esférico invertido

A continuacion, se considerara el contacto entre un casquete esférico invertido,
delgado y elastico, y un plano rigido (fig. 2.5).
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R
P boper
fo N~ AZ}]I*'la d_>
* Iz(r) * r

Fig. 2.5 Contacto entre un casquete esférico elastico invertido y un plano rigido.

La altura méaxima del casquete esférico es /;, su radio de curvatura R, y a es
el radio del area de contacto. Para simplificar, se supondra que la fuerza de
compresion se aplica en una zona donde se cumplen las siguientes condiciones
geométricas: d <</, [, << a. Bajo estas condiciones, cada elemento del cas-
quete esférico se deforma uniaxialmente, y por consiguiente, la deformacion
uniaxial resultante viene dada por el coeficiente de compresion longitudinal £
(ecuacion (2.12)).

El perfil del casquete esférico invertido en torno al minimo puede expresarse
en funcién del radio de curvatura R como

2

Z=—\/R2—r2+R:r—- (2.14)

2R
De la fig. 2.5 se deduce que el radio del area de contacto a y la profundidad

de indentacion d estdn relacionados mediante la expresion d = R—vJR> —a’ .
2

Esta puede aproximarse por d = R de forma que para el radio de contacto se

obtiene la siguiente igualdad
a=~2Rd. (2.15)

El desplazamiento vertical de la superficie se puede expresar en funcion de la
coordenada » como Al =d —r?/2R . Por tanto, la deformacion eléstica resul-
tante es igual a
Al d-r/2R
s ==
0 0

Y el esfuerzo, asi como la fuerza resultante ejercida sobre la zona de contacto
vienen dados por las siguientes expresiones:

d—rz/ZRJ

(2.16)

dr:ElﬁRdz. (2.17)

0 0

o(r)=Es(r), F= EIZﬂr(

0
En este caso, la fuerza de contacto es proporcional al cuadrado de la profundidad
de indentacion. El esfuerzo alcanza un maximo en el centro del area de contacto,

siendo igual a
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-d (EF)"
_F4_ . 2.18
o (0) El {MORJ (2.18)

0

(4) Contacto entre un cilindro recubierto de una pelicula elastica y delgada y
un plano rigido

Un sistema interesante en muchos aspectos es el constituido por un cilindro
rigido de longitud L, recubierto de una pelicula delgada y elastica de espesor
I, (fig. 2.6). Suponiendo que la profundidad de indentacion es mucho menor
que el radio de contacto y mucho mayor que el espesor de la pelicula, se deduce
que la deformacion es, también en este caso, uniaxial. EI desplazamiento en
cada punto de la superficie viene dado por la expresion u, =d —x* /2R . Para
la deformacion se tiene que

42
g(x);;_zzw.

0 ZO

(2.19)

La fuerza de contacto resultante puede calcularse mediante la expresion

J2Rd 2 Sy pl/2
F=2 j EL(MJM:§2M¥5ZM, (2.20)
0 0 0

Y la tension maxima (en el centro del area de contacto) viene dada por

2~ 1/3
OFE }

- = 221
32I*RI, @21

o (0) :E

ZA

Fig. 2.6 Cilindro recubierto de una pelicula elastica y delgada en contacto con una superficie
rigida.
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2.3 METODOS DE ESTIMACION CUALITATIVA EN CONTACTOS CON UN MEDIO
CONTINUO ELASTICO Y TRIDIMENSIONAL

(1) Contacto entre un indentador cilindrico rigido y un cuerpo elastico

Considérese un indentador cilindrico rigido en contacto con un semi-espacio
elastico (fig. 2.7 a). Este ejemplo permitira explicar la idea mas importante
empleada en la Mecéanica de Contacto para hacer estimaciones cualitativas.

Siuna distribucion de tensiones o esfuerzos se aplicase sobre una superficie
en una region finita de extension D (fig. 2.7 b), tanto la deformacion como el
esfuerzo tendrian, en todo el volumen de dimension, D, y en las tres direccio-
nes espaciales, el mismo orden de magnitud. Fuera de esta «region altamente
deformaday, la deformacion y el esfuerzo disminuyen segtn la ley de potencia
oc 2. En consecuencia, la regién de volumen dado por ~ D, es la que mas
contribuye en las expresiones de la energia y de la fuerza®.

a b

Fig. 2.7 (a) Contacto entre un indentador cilindrico rigido y un semi-espacio elastico.
(b) Region del semi-espacio altamente deformada.

Para una estimacion cualitativa grosso modo, basta asumir que la deformacion es
constante en la region antes mencionada, y que esta es la tnica que se deforma.
Esto ciertamente supone una representacion un tanto burda de la distribucion
continua de deformaciones y esfuerzos que, en realidad, se da en el medio con-
tinuo. Sin embargo, dicha aproximacion proporciona, en la mayoria de los casos
y tan solo a falta de un factor de correccion, la relacion exacta entre la fuerza de
contacto y la profundidad de indentacion, asi como la magnitud exacta del radio
de contacto. Dicho factor de correccion es constante, de orden de magnitud 1,y
puede determinarse por simulaciones analiticas o numéricas.

4. Elhecho de que la «profundidad de indentacion» caracteristica de esfuerzos y deformaciones ha
de ser del mismo orden de magnitud que la extension caracteristica de la region de contacto, D,
se deriva de consideraciones dimensionales. En realidad, la ecuacion de equilibrio de la teoria
de elasticidad no incluye ningun término con dimensiones de longitud, y por tanto, la solucion
a cualquier problema de equilibrio no debe contener ningtin parametro de longitud, aparte de
la que viene dada por las condiciones de contorno.
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Se aplicara esta sencilla regla al ejemplo del indentador rigido. Si el didmetro
del cilindro es igual a 2a, entonces la region que se deforma mayoritariamente, y
de manera uniforme en las tres direcciones, sera la contenida en un volumen de
dimension 2a . Dado que este volumen se ha comprimido en una magnitud d, se
puede estimar la deformacion como € = d / 2a . Para el esfuerzo se tiene enton-
ces que o =~ Eg¢ =~ Ed/2a,y para la fuerza F = G(Za)2 ~ 2Eda; la fuerza de
contacto es proporcional a la profundidad de indentacion y al radio de contacto a.

En este punto, es interesante comparar el resultado de la estimacion con la
solucion exacta para este caso (ver Capitulo 5). El resultado exacto esta dado
por la siguiente ecuacion

F=2E'da (2.22)

" Iiz . En el caso de materiales metalicos (v = 1/3), la diferencia
entre la estimacion y el resultado exacto es de tan solo un 10%. Por tanto, este
ejemplo muestra de forma sorprendente que el método descrito se puede emplear
para hacer estimaciones relativamente buenas, no solo cualitativas, sino también
cuantitativas.

Segun la ecuacion (2.22), la profundidad de indentacion es proporcional a
la fuerza normal. El coeficiente de proporcionalidad entre la fuerza F'y el des-
plazamiento d se denomina rigidez del contacto:

c=2Ea. (2.23)

Es importante resaltar que la rigidez es proporcional a/ radio (jy no al area!)
de contacto.

donde E* =

(2) Contacto entre una esfera rigida y un cuerpo elastico

Considérese ahora el contacto entre una esfera rigida de radio R y un semi-espacio
elastico’. También en este caso se hara una estimacion cualitativa; el tratamiento
riguroso se muestra en el capitulo 5.

Si no existe interaccion elastica entre la esfera y el plano, la expresion que
relaciona la profundidad de indentacion d, el radio de contacto a ~+2Rd y el
area de contacto 4 es la siguiente:

A=rna’ ~2nRd. (2.24)

5. Para el tratamiento es irrelevante que se trate del contacto entre una esfera eldstica y una super-
ficie rigida, o entre una esfera rigida y una superficie elastica.
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Z A

Ly
.

Fig. 2.8 Contacto entre una esfera rigida y un cuerpo eldstico (contacto hertziano).

Segtin la regla de estimacion que se discutid en la seccion anterior, la extension
de la zona deformada es del mismo orden de magnitud que el didmetro de con-
tacto 2a. Por tanto, la deformacién elastica en esa region puede aproximarse

, d .
como & ~d/2a,porlo que el esfuerzo seria o = E— . Para la fuerza, se tiene

2a
que F=c4 zE—dnaz zE—dfr 2Rd == Ed**R"*, de 1o que se deduce que la

2a 2 V2

. 3/2 .
fuerza es proporcional a d”'~. Si se compara con el resultado exacto dado por
la siguiente ecuacion,

F — %E*Rl/zd:‘)/z , (2.25)

ambas expresiones se diferencian en un factor =1,5.
Si la esfera se deformase plasticamente, entonces seria valida la expresion
(2.8) entre la fuerza normal y el area de contacto

i (2.26)
A
Teniendo en cuenta la ecuacidn, se tiene que
F, =2no,Rd . (2.27)

En la region de comportamiento plastico, la fuerza es proporcional a la profun-
didad de indentacion. El esfuerzo es, en este caso, constante e igual a la dureza
del material.



40 2. Tratamiento cualitativo del contacto — El caso del contacto normal sin adhesion

(3) Contacto entre un cilindro rigido y un cuerpo elastico

A continuacion se tratara el contacto entre un cilindro elastico y una superficie

rigida (fig. 2.9). En el caso de una esfera, el radio de contacto se puede aproxi-

mar como a = +/2Rd . De igual forma, la tension o esfuerzo seria del orden de

Ed/2a y el area de contacto de 2La, donde L es la longitud del cilindro. Para
. E

la fuerza se tiene que F' ~ —dZLa = ELd . El resultado exacto esta dado por la

. . . 2a
siguiente expresion

F= %E*Ld. (2.28)

También en este caso, la solucion exacta se diferencia muy poco de la dada por
esta sencilla estimacion. La fuerza es linealmente proporcional a la profundidad
de indentacion y no depende del radio del cilindro. También en este caso se puede
definir la rigidez de contacto como el coeficiente de proporcionalidad entre la
fuerza y el desplazamiento vertical:

c==E'L. (2.29)

Fig. 2.9 Contacto entre un cuerpo cilindrico y una superficie rigida.

En la region plastica se tiene

F, ~o,2al ~2"*c,LR"*d"* (2.30)

(4) Contacto entre un cono rigido y un cuerpo eldstico

En este caso, el radio de contacto se obtiene de la relacion geométrica atan6 = d
(fig. 2.10). La deformacion se puede aproximar como € *d/2a=1tan6 . La
magnitud del esfuerzo promedio viene dada por la siguiente expresion

o ~Eg~1Etan0, (2.31)

la cual no depende de la profundidad de indentacion. Para la fuerza normal, se
obtiene la siguiente aproximacion
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Vg d?
~—F
M2 tan6

la cual muestra que la fuerza es proporcional al cuadrado de la profundidad de
indentacion. El resultado exacto viene dado por®

: (2.32)

2
Fo=2p9 . (2.33)
n  tan@

Si la tension obtenida a partir de la ecuacion (2.31) es menor que la dureza del
material, este se deformaréa elasticamente. En caso contrario, se puede considerar
que, en principio, el material se comporta plasticamente. En este caso, la fuerza
normal puede aproximarse mediante la siguiente expresion

2

F, =rno, P (2.34)
Z
\ ~ = _______ _d_,r

Fig. 2.10 Contacto entre un cono y una superficie.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Determinar la relacion constitutiva entre la fuerza y la deformacion,
el médulo de elasticidad efectivo y la distribucion de esfuerzos estaticos en el
caso de una capa circular y delgada de un elastomero, de radio R y espesor 4,
fijada a un semi-espacio por la cara superior y en contacto con otro semi-espacio
por la cara inferior. Se asume que el material es incompresible.

Resolucion: Para ello, se consideran dos casos:
(a) La capa no se desplaza con respecto al cuerpo inferior (fig. 2.11).

En este caso se resuelve el problema en dos pasos: primero se calcula la
energia (potential) elastica almacenada por la capa en funcion de la profundidad
de indentacion d. La derivada de esta expresion con respecto a d dara la fuerza
normal. Para calcular la energia se utilizara la siguiente expresion para el campo
de desplazamientos en la capa

6. LLN. Sneddon. «The Relation between Load and Penetration in the Axisymmetric Boussinesq
Problem for a Punch of Arbitrary Profile», /nt. J. Eng. Sci. 3(1), 47-57 (1965).
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u, (r,Z)=C[(§j2 _22]%,

la cual cumple las condiciones de no deslizamiento, en las que u, =0 para
z=1h/2.La condicion de incompresibilidad se expresa como

hi2

d-nR>=2nR j u,(R,z)dz = L erew
—h/2 3 ’
de la que se tiene que C = 3}1;61

u, (r,z)= %[(gj —22}.

La mayor parte de la energia potencial es debida a la cizalla, o cortadura, que
sufre la capa. La deformacion cortante viene dada por

ou, 6d
g, = P = —h—31"Z,
Z
la densidad de energia por,
—_ ngz _ 18Gd*r*z*
2 " h
y la energia total
2 R h/2 4
U= @J‘ I r*z° 2nrdrdz = ﬂdz.
h 0-h/2 4h
La fuerza ejercida sobre el sustrato es igual a
_du _ 3rGR*
Yodd o 2r
zA

Fig. 2.11 Contacto entre una capa delgada y circular de elastdmero incompresible, y una
superficie rigida, a la que se agarra el elastomero.



Problemas resueltos 43

La comparacion del resultado anterior con la ecuacion (2.10) permite definir

4
un modulo de elasticidad efectivo: %d =F efnRz % . De ahi se tiene que

2 2
b, -20{2] - Le(2].
2 h 2 h

E,, depende del cuadrado del cociente entre el radio de la capa y su espesor, y
puede ser varios ordenes de magnitud mayor que £.
Para el esfuerzo cortante, o tension de cizalla, se obtiene la expresion

Grz(riz:_h/z):Ggrz (r,zz—h/Z):G:;l—cjl":Ehir

2 B

la cual muestra que el esfuerzo cortante aumenta linealmente con la distancia al
centro de la capa y alcanza un méaximo en los bordes:
ERd
Grz,max = h2 °
En presencia de rozamiento estatico, caracterizado por el coeficiente de friccion

U, , no tendra lugar deslizamiento en ningun punto del area de contacto siempre
y cuando se cumpla que

z A

d_—_——~———_——_—_—1-—————_
|

Fig. 2.12 Contacto entre una capa delgada y circular de elastomero y un plano rigido en
ausencia de rozamiento.

En este caso se utilizara la ecuacion

ur(r,z)zcl(h2 —22)%:



44 2. Tratamiento cualitativo del contacto — El caso del contacto normal sin adhesion

que cumple la condicion de no deslizamiento u,(r,/7) =0 en el borde superior,

ou,(r,z) . .
———| =0 enel borde inferior. La
aZ z=0

y la condicion de desplazamiento libre

condicion de incompresibilidad esta dada por

h
d-xR* =27R[u,(R,z)dz = diRiC
3 2
0

3Rd
Del C=——-
e lo que C, TE y

u (r,z) :%(h2 —Zz)r,

La deformacion de cizalla viene dada por

ou, 3d
Srz = - —_Zl",
0z 20

la densidad de energia por

1 9d*
EZ—Ggrzz =G87221"2
y la energia total
2 RhK 2 p4
U :ng6 J-J-r22227rrdrdz =m
8h” 4% 16A

La fuerza normal ejercida sobre el sustrato es igual a

oU 3nGR*
F,=—= -
od 8h

Esta es cuatro veces mas pequeiia que la que se obtiene en condiciones estaticas,
en ausencia de desplazamiento.

Problema 2: Determinar la extension de la region de contacto, la distribucion de
presiones en la misma, y la profundidad de indentacion en funcion de la fuerza
normal para un neumatico.

Resolucion: Larigidez de un neumatico es debida en su mayor parte a la diferen-
cia de presion entre su interior y la presion atmosférica. El modelo mas sencillo
de un neumatico seria una membrana flexible, pero débilmente extensible, con
forma de toroide (fig. 2.13). La diferencia de presion se mantiene en equilibrio
por las fuerzas elasticas en la membrana debidas a su curvatura. En el area de
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contacto, la membrana se aplana por efecto de la superficie (fig. 2.14). Las
fuerzas elésticas no contribuyen por tanto a mantener del equilibrio. En cada
elemento del neumatico en contacto con el suelo, la diferencia de presion debe
estar en equilibrio con la tension normal ejercida por el suelo. La tension normal

en toda la zona de contacto es constante e igual a la diferencia de presion en
el neumatico:
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Fig. 2.13 Un neumadtico puede, en primera aproximacion, representarse como una membrana
flexible en forma de toroide, de radio interno R, y radio externo R, .

-~ e
L

Fig. 2.14 (a) La fuerza normal en la region de contacto del neumatico con el pavimento es,
en primera aproximacion, constante e igual a la diferencia de presion Ap; (b) Rueda con
achatamiento debido al contacto en el sistema de coordenadas empleado en el problema.

Fuera de la zona de contacto, el neumatico no se deforma. Los limites de la zona
de contacto se definen a través de la siguiente igualdad

x2 2
x Y
2R, 2R,

b

donde d es la profundidad de indentacion. Esta ecuacion describe una elipse

de semiejes a=+/2Rd , b=,/2R,d y area A=rmab=2nd\/RR,. La fuerza
normal resultante puede entonces expresarse como

F,=Ap-A=2mAp\JRR, -d.
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La fuerza es proporcional a la profundidad de la indentacion, de manera analoga
al caso de un muelle elastico lineal.

Problema 3: ;Cuanto cambiaria el volumen de un neumatico si este se com-
primiese con una fuerza £, sobre un plano rigido?

Resolucién: Sea u, el desplazamiento de cada punto de la superficie bajo la
presion Ap, y AV, el cambio de volumen del neumatico bajo la accion de la
fuerza normal. En este caso se hace uso del teorema de reciprocidad de Betti, el
cual puede enunciarse de la siguiente manera: si un cuerpo elastico esta sometido
a dos sistemas de carga, el trabajo realizado por las fuerzas del primer sistema
sobre el desplazamiento producido por el segundo, es igual al trabajo de las
fuerzas del segundo sistema sobre el desplazamiento producido por el primero:

Fyu,=Ap-AV, .

Como aproximacion, se empleara la ecuacion del cambio del radio interno R,
de un contenedor elastico y hueco bajo la diferencia de presion Ap :

R R, AR, ApR?
AR, ~Re~-2g~-22P% 0P

E E h Eh

donde E es el modulo de elasticidad de lamembrana y / su espesor. © = ApR, / h
en la membrana se aproxima mediante la ecuacion de Barlow para el célculo de
tensiones en tubos de pared delgada. En el caso de que el neumatico esté sujeto
en su interior por una llanta metalica, la deformacion en la zona de contacto
vendra dada por

b

2APR;
u, ~2AR, ~ =2
, Eh

Y aplicando el teorema de reciprocidad de Betti, se obtiene el cambio en volumen
_Fu, 2FR;
Ap Eh

AV,



3. TRATAMIENTO CUALITATIVO DEL
CONTACTO ADHERENTE

En el capitulo anterior se consideraron los casos de contacto bajo el supuesto
de que las superficies en contacto no se «pegan», pero en la realidad, entre dos
cuerpos cualesquiera, existen pequefias fuerzas de interaccion, las cuales son
responsables de que dichos cuerpos se atraigan. Estas fuerzas, las cuales decaen
rapidamente con la distancia de separacion, se conocen como fuerzas de adhe-
rencia o de adhesion. Las fuerzas de adhesion juegan un papel fundamental en
muchas aplicaciones técnicas, y entre aquellas figuran las responsables de la
accion de los pegamentos. Otros ejemplos en los que se dan fuerzas de adhesion
son las cintas adhesivas, los sobres auto-adhesivos y los sistemas de sellado.

Las fuerzas de adhesion son importantes en todas aquellas aplicaciones donde
se cumplan una de las siguientes condiciones:

(i) Las superficies de los cuerpos son muy lisas (como por ejemplo las super-
ficies de los platos magnéticos en discos duros).

(ii)) Unade las superficies es un material muy blando (goma o material orgénico).

(ii1) El sistema es microscopico, donde las fuerzas de adhesion son por regla
general mas importantes que las fuerzas de volumen, dado que estas se gene-
ran a una escala muy diferente a la de las fuerzas superficiales (dispositivos
micro-mecanicos, microscopio de fuerzas atomica, y estructuras biologicas,
entre otros).
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La adherencia juega un papel fundamental en la friccion de la goma y es por
tanto un fendmeno importante y a tener en cuenta en el desarrollo de materiales
para neumaticos.

En este capitulo se tratara el origen fisico de las fuerzas de adherencia y se
discutiran de forma cualitativa los principios basicos del calculo en contactos
adherentes.

3.1 PRINCIPIOS FISICOS

Dos atomos eléctricamente neutros o dos cuerpos separados por una distancia
mayor a la distancia interatomica se atraen por medio de las llamadas fiterzas
de dispersion o de van der Waals.

a b C

Fig. 3.1 Interacciones entre dos atomos (a), un 4&tomo y un semi-espacio (b) y entre dos semi-
espacios (c).

La interaccion entre dos atomos neutros separados por una distancia r (fig. 3.1 a)

puede describirse, en buena aproximacion, mediante el potencial de Lennard-

Jones: U =—-—— . La distancia de equilibrio 7, se calcula a partir de esta
reoor

expresion como 7, = (2C1 /C )”6. Por simplicidad, se expresara este potencial
segun la siguiente aproximacion (fig. 3.2).

—%, rzr,
Upea =9 T (3.1)
0, }"<I’0

Esta aproximacion tiene muy poca influencia en los parametros claves de la
interaccion —como la distancia de equilibrio y la energia de enlace—, y simplifica
en gran medida los célculos.
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U

Potencial simplificado

Potencial de
Lennard-Jones :

Fig. 3.2 Representacion grafica del potencial Lennard-Jones y el modelo simplificado.

Pasamos ahora a calcular la fuerza de interaccion entre dos cuerpos de super-
ficies atdmicamente lisas en dos pasos. En primer lugar, se calcula la fuerza
entre un atomo y un cuerpo tridimensional «relleno» de atomos iguales y en la
concentracion n. El atomo esta separado del s6lido por una distancia 4 (fig. 3.1
by fig. 3.3 a)::
U =—jC—’ZdV=—andzj2mdr L _ 7 39
R 00 ((h+z)2+r2) 6h

R
04—9——2

N

Fig. 3.3 Calculo del potencial de interaccion entre un atomo y un cuerpo tridimensional (a) y
entre dos cuerpos tridimensionales separados por la distancia / (b).

1. En este célculo no se tendran en cuenta las interacciones entre los &tomos que constituyen el
cuerpo. El calculo es por tanto correcto salvo en una constante. Mas informacion sobre las
fuerzas de van der Waals se puede encontrar en la seccion 3.6.
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En segundo lugar, se calcula la interaccion entre dos solidos de superficies para-
lelas, asumiendo que ambos cuerpos estan «rellenosy» de los mismos atomos.
(fig. 3.1 c y fig. 3.3 b). Para ello, se integra la expresion (3.2) a lo largo de la
coordenada z y se multiplica por el area de la superficie 4 y la concentracion n.
La energia de interaccion por unidad de area es igual a

c]'ﬁrCn nCn’ 0

.wl sol __

=— =—= 3.3
. 2r K G-3)
donde Q = 7Cn’ /12. Cuando dos cuerpos, inicialmente separados por una gran
distancia, se acercan hasta alcanzar el «contacto directo» (es decir, hasta la dis-
tancia =71y ), las fuerzas de interaccion realizan un trabajo, que por unidad de
area es igual a

w_Qo. (3.4)
A r02
Para separar dos cuerpos en contacto se debe aplicar el mismo trabajo mediante
fuerzas externas. Se puede decir que para «generar» dos superficies, es necesa-
rio realizar el trabajo (3.4) por unidad de area. La mitad de dicha magnitud (es
decir, la energia necesaria para generar una superficie) se la denomina energia

de superficie o superficial del cuerpo (también llamada tension superficial) y *:

_9 3.5
¥ 27 (3.3

Esta expresion engloba, en esencia, las caracteristicas del contacto que dependen
de la adherencia. La tabla 3.1 muestra los valores tipicos de energia superficial
de distintos materiales y fluidos.

Se estima ahora el valor de las fuerzas de van der Waals. La fuerza de inte-
raccion entre dos solidos de superficies atbmicamente lisas y separados por una
distancia /4, puede obtenerse derivando la energia potencial por unidad de area
con respecto a A:

o= 1 anl sol :_g . (36)

A4 oh n

En el «contacto directo» (es decir, cuando 4 = 7,) la tension de van der Waals
es igual a

2. Hay que mencionar no obstante que, en el ambito de la Mecanica de Contacto, es la magni-
tud 2y, la energia necesaria para separar dos cuerpos, la que varios autores consideran como
energia de interaccion (por ejemplo, en el libro K.L. Johnson. Contact Mechanics, Cambridge
University Press, Cambridge (2001)).
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3 2
i o Ty )

F_20_ 20 4 (3.7)
A

Tabla 3.1 Energias de superficie de varios solidos y liquidos.

Energias de superficie de cristales moleculares y metales

Material Energia superficial 7, (107 J/m’)
Nylon (poliamida) 4,64
Policloruro de vinilo (PVC) 3,9
Poliestireno 3,30
Polietileno 3,0
Parafina 2,50
PTFE (Teflon) 1,83
NaCl 16
AlLO, 64
Si 128
Al 112
Ag 144
Fe 240
w 450

Energias de superficie de liquidos

Liquido Energia superficial ¥, (102J/m?)
Agua 731
Benceno 2,88
n-Pentano 1,60
n-Octano 2,16
n-Dodecano (C,H,) 2,54
n-Hexadecano (C\,H,,) 2,76
n-Octadecano C H,, 2,80

Para un valor tipico de y ~1-2 J/m? en metales y 7, ~4-10""m, se obtiene
o =10""N/m’: En base a este valor de tensién, una superficie de tan solo 1
cm? jpuede llegar a soportar un peso de 100 toneladas! (mucho mas de lo que
muestra la fig. 3.4 a).
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\ y separacion
¥ Interaccion homogénea
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Fig. 3.4 Las fuerzas de van der Waals entre superficies atbmicamente planas son mucho mas
grandes de lo que nuestra experiencia diaria nos hace suponer (a); en sistemas reales, estas
fuerzas son mucho mas pequefias, debido a la rugosidad de las superficies y/o a la formacion y
propagacion de fisuras.

Estas fuerzas de adhesion tan descomunales no se dan nunca en la realidad.
Este resultado explica la cuestion planteada por Kendall en su libro Molecular
Adhesion and its Applications (Kluwer Academic, 2001):

«solids are expected to adhere; the question is to explain why they do not, rather
than why they do!» (N.d.T.: «se espera que todos los solidos se adhieran, pero jla
cuestion es explicar por qué no lo hacen, mas que explicar por qué lo hacen!»)

La solucidn a esta paradoja sobre la adherencia reside en el hecho de que, a escala
macroscopica, las uniones adhesivas no se rompen de forma homogénea (fig. 3.4
b), sino por la formacion y propagacion de fisuras (fig. 3.4 ¢), que hacen disminuir
dréasticamente la fuerza de adhesion. A su vez, la rugosidad de la superficie puede
conducir a una disminucién notable de las fuerzas de adhesion (véase la seccion
3.4, donde se discute la discusion del efecto de la rugosidad en la adherencia).

3.2 CALCULO DE LA FUERZA DE ADHESION ENTRE SUPERFICIES CURVAS

El primer céalculo de la fuerza de adherencia entre solidos de superficies no lisas
lo realiz6 Bradley (1932)°. Considérese una esfera rigida de radio R situada a
una distancia 4 de un plano rigido del mismo material. Se calcula la energia de
interaccion entre estos cuerpos mediante una aproximacion, que mas adelante
se utilizara para la mayor parte de los problemas de contacto: la extension de la
zona de contacto es mucho mas pequeria que el radio de curvatura de la esfera,
de tal forma que el espacio comprendido entre ambos cuerpos esta delimitado
por dos planos paralelos entre si («aproximacion de semi-espacio»*).

3. R.S. Bradley. «The cohesive force between solid surfaces and the surface energy of solids».
Philos. Mag 13, 853-862 (1932).
4. (N.d.T.) Del inglés half-space approximation y del aleman Halbraumndherung.
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h

?

Fig. 3.5 Esquema para el calculo de la fuerza de adhesion entre una esfera de radio R y un
plano rigidos.

El potencial de interaccion por unidad de superficie en funcion de la distancia
z=h+r>/2R (véase la fig. 3.5) viene dado por la ecuacion (3.3). Integrando
sobre toda la superficie se tiene:

K 27 R
= %271}’& =- 0 ) (3.8)

P (e 2R) h

La fuerza de interaccion se obtiene mediante la derivada de la energia potencial
con respecto a la distancia 4, F =—-0U / oh:

F=_2RO. (3.9)
h
Que, en contacto directo (7 =7,):

27RO
1"02

Esta expresion se diferencia en tan solo el factor 4/3 de la ecuacion de la fuerza
de adherencia entre dos cuerpos elasticos deformables (véase capitulo 6).

Fo =

A

_47vR. (3.10)

3.3 ESTIMACION CUALITATIVA DE LA FUERZA DE ADHESION ENTRE DOS CUERPOS
ELASTICOS

Se comenzara esta seccion con el caso mas sencillo de contacto entre una placa
o pared rigida y un bloque elastico, ambos lisos (fig. 3.6 a). Debido a las fuerzas
de adherencia, el bloque y la pared estan «pegados», por lo que es necesario
aplicar una fuerza para separarlos. Suponiendo que se quiere separar el bloque
aplicando en su cara libre un esfuerzo axial de traccion o, el bloque se alargara
en la longitud d. La densidad de energia elastica almacenada por un medio
elasticamente elongado es igual a E¢* /2 =0/ 2E, y la energia potencial total
se obtiene multiplicando la densidad de energia por el volumen del bloque:
2
U, = ;—EIOA, donde 4 es la seccion trasversal del bloque.
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F P

Fig. 3.6 Adherencia entre un bloque rectangular y una pared lisa.

Ahora nos preguntamos, ;bajo qué condiciones se desprenderia espontaneamente
el bloque de la pared? Si esto sucediese, se formarian dos superficies, para lo
que se necesitaria la energia U, = 2y A. En un sistema fisico cerrado, un pro-

ceso ocurre de manera espontanea cuando este lleva asociado una disminucion
2

de energia potencial: U, —U, =2y A— ;_EIOA < 0. El esfuerzo critico, para el

cual el proceso tendria lugar de manera espontanea, esta dado por la expresion

o = |21 (3.11)
ZO

Dicho «esfuerzo de rupturay» aumenta con el moédulo elastico £, la energia super-
ficial ¥, y con la disminucion del grosor del bloque elastico. De aqui se deriva la
conocida regla de uso de la mayor parte de los adhesivos y pegamentos: cuanto
mas fina es la capa, mejor es la unidén’. No obstante, la rugosidad de las super-
ficies limita la aplicabilidad de dicha regla.

Como segundo ejemplo, considérese el contacto entre una esfera rigida y
un cuerpo eldstico plano. Se supondra que la superficie de ambos cuerpos es
absolutamente lisa. Para una profundidad de indentacion d, el area de contacto es
del orden de @ = V2Rd (véase el caso andlogo sin adherencia en el capitulo 2).
Cuando una tension se aplica en un area finita de extension 2a en la superficie de
un semi-espacio elastico, la mayor parte de la energia potencial se almacena en la
region de volumen (2a) . A efectos de la estimacion, se puede por tanto suponer
que es el volumen indicado en la fig. 2.7 b el que experimenta la deformacion.

La deformacion elastica es, en consecuencia, del orden de &€ ~d/2a, la

densidad de energia Eg’/2 y la energia U, ~ gaz (2a) = E2"?R"d"?. La

energia superficial es igual a U_, = —2yrna’ = —4ryRd. Por tanto, la energia
total del sistema viene expresada por

U,O, ~ E21/2R1/2d5/2 _471_de (312)

5. Se entiende que la mayor parte de los adhesivos y pegamentos (una vez que estos curan o se
endurecen) son medios elasticos con moédulos de elasticidad relativamente bajos, de forma que
en el célculo de la energia eléstica solo se debe tener en cuenta la energia de la capa de material
adhesivo o de pegamento.
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oU
La fuerza aplicada al sistema esta dada por F ~ 6;[ ~5E27"*JRd*? —4nyR.

La fuerza de adhesion es la fuerza negativa maxima aplicada sobre el cuerpo.
Esta se obtiene haciendo d =0 en la expresion anterior:

F,, ~—-4myR. (3.13)

Un célculo exacto proporciona el resultado F,, =—-3nyR (véase el capitulo 6).
Curiosamente, la fuerza de adhesion entre cuerpos elasticos tiene el mismo orden
de magnitud que la que se establece entre dos cuerpos rigidos (ecuacion (3.10)).

3.4 EFECTO DE LA RUGOSIDAD EN LA ADHERENCIA

El hecho de que las fuerzas de adhesion en el mundo macroscopico sean muy
pequenas y puedan despreciarse, se debe a que practicamente todas las superficies
presentan rugosidades a distintas escalas espaciales. Para discutir cualitativa-
mente la influencia de la rugosidad, se considerara un cuerpo eléstico y liso en
contacto con una superficie rigida y rugosa.

7 57T

Fig. 3.7 Un medio elastico en contacto con una superficie rigida y rugosa.

Si se considera la rugosidad como una funcion periddica caracterizada por una
longitud de onda / y una amplitud 4, y si el cuerpo se deformara de tal manera que
penetrase completamente en los «valles», se almacenaria una energia potencial

2

de superficie decrece en U, ~ 2y/. Si la energia de adhesion es lo suficiente-
mente grande como para producir la deformacion antes mencionada, entonces
el cuerpo se deformara de manera espontanea y se «pegaray» a toda la superficie.
Esto ocurre cuando U, <U ,,, 0

2
clasticaiguala U, ~ %Gezf <L G(?] I = %Glh2 ¢, En el proceso, la energia

w3 (3.14)
G

6. Un calculo mas exacto se presenta en el problema 1 de este capitulo.
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Si la rugosidad es mucho menor que la critica, la superficie puede considerarse
como absolutamente plana. Para rugosidades atin mayores, el contacto solo se
produciria en unos pocos puntos y la fuerza de adhesion disminuiria notable-
mente. Aparte de la energia superficial ¥, la rugosidad critica también depende
del modulo de cizalla G. Asi, los materiales con modulos elasticos muy pequefios
pueden también adherirse a superficies muy rugosas. Un ejemplo de ello es la
goma, cuyo médulo de cizalla tipico es aproximadamente 1 MPa’ y, por tanto,
5 ordenes de magnitud menor que el de sélidos «duros», como por ejemplo los
metales. En cuerpos duros, la condicion expresada en la ecuacion (3.14) solo se
cumple en el caso de que las superficies sean muy planas o estén muy pulidas.
Para parametros tipicos de rugosidad, 2z~1um, /=100 um y G =80 GPa,
2

el cociente es del orden ~10” > 1. Bajo estas condiciones, la fuerza de

4yl
adhesion es extremadamente pequefia.

3.5 LAS CINTAS ADHESIVAS

Como ejemplo adicional de aplicacion de los conceptos sobre la naturaleza fisica
de la adherencia, se discutiran a continuacion las condiciones de equilibrio en
una cinta adhesiva. Para ello se parte de una membrana flexible de anchura L,
adherida en parte sobre un cuerpo rigido (fig. 3.8 a) y se tira de la cinta con
una fuerza F. La energia necesaria para despegar la cinta del sustrato rigido por
unidad de superficie se denominara «energia superficial efectiva» y se repre-
sentard como ¥ . Para calcular el angulo con el que se ha de tirar de la cinta, de
forma tal que la linea entre las zonas pegada y despegada esté en equilibrio, se
considerara el segmento de la cinta de longitud /, comprendido entre los puntos
Oy A (fig. 3.8 b).

a b

Fig. 3.8 Esquema para el calculo de la fuerza de despegado de una cinta adhesiva.

Seglin el principio de trabajos virtuales, el trabajo realizado por todas las fuerzas
en equilibrio cuando el sistema experimenta un desplazamiento infinitesimal

7. De la goma pura, sin aditivos.
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cualquiera, ha de ser cero. Aqui se considera el desplazamiento como aquel que
se produce al despegar un elemento de la cinta de longitud Al. A raiz de este
movimiento, la energia superficial aumenta en y*LAl, y la fuerza de adhesion
realiza el trabajo —y" LA/ . Al mismo tiempo se desplaza una longitud s el extremo
de la cinta donde se aplica la fuerza F (punto B), y en la misma direccioén que esta.
El trabajo realizado por la fuerza F es igual a Fis. Por la condicion de equilibrio se
tiene que F's =y LAl. Es facil constatar que s = A/(1—cos@) y que, por tanto,
F, (1 —cos 9) =y"L. F, esla «fuerza de despegado» critica. De ahi se tiene que

F-—rLt . (3.15)
1—cos®

La fuerza critica de despegado por unidad de longitud en la direccion normal a la
superficie es igual a la energia superficial. Tirando en la direccion 7 (es decir, en
sentido contrario a la orientacion de la goma) la fuerza critica se reduce a la mitad.

3.6 INFORMACION ADICIONAL — FUERZAS DE VAN DER WAALS Y ENERGIAS DE
SUPERFICIE

Una teoria detallada sobre las fuerzas de van der Waals es la desarrollada por L.E.
Dzyaloshinskii, E.M. Lifschitz und L.P. Pitaevskii (1961)%. Segtn esta teoria, las
fuerzas de van der Waals dependen, en esencia, de las constantes eléctricas de
los respectivos cuerpos y de la del medio que los separa. Si la constante de este
ultimo es mas pequefia que las de ambos cuerpos, esto es ¢, <¢g,,&, , entonces
los cuerpos se atraen. Si, por el contrario, la constante se encuentra comprendida
entre ambos valores, (¢, <¢,, <¢&,), jlos cuerpos se repelen! Este efecto se utiliza
en la microscopia de fuerza atdmica como forma de evitar la aparicion de fuerzas
de adhesion y las inestabilidades que de ellas se derivan.

Seglin la teoria antes mencionada, la fuerza van der Waals entre dos cuerpos

. g —-¢, ), —¢€ . ..
es, grosso modo, proporcional al producto ( ! ( l )( 2) il ) Si el medio inters-
g +e,

ticial es el vacio (&, =1), entonces la fuerza es siempre positiva (los cuerpos se

(&,-1)(&,-1)
g +é,
distancia de equilibrio es mas o menos la misma para cuerpos distintos y que la
mayor diferencia entre las energias superficiales se debe a la polarizabilidad y,
por tanto, a la constante dieléctrica, entonces es posible enunciar una ley empi-
rica para el calculo de energias de superficie relativas o energias interfaciales.

atraen) y proporcional a . Si en la aproximacion se asume que la

8. LLE. Dzyaloshinskii, E.M. Lifshitz, L.P. Pitaevskii. «General Theory of van der Waals’ Forces».
Sov. Phys. Usp. 4, 153-176 (1961).
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Definiendo la energia superficial relativa o energia interfacial como la ener-
gia necesaria para separar dos cuerpos en estrecho contacto a escala atomica,
la energia superficial relativa para dos cuerpos idénticos es, por tanto, propor-

2
g —1
cional a y,, =2y, « u, si los cuerpos estan constituidos por el material
2¢, (8 _1)2
1, y proporcional a ¥, =2y, o« 22—, si los cuerpos estan constituidos por
82

el material 2.
La energia interfacial entre los cuerpos compuestos de los materiales 1 y 2

(81 — 1)(52 —1)

(& +¢,)

Yo A0V =217 . (3.16)

La energia interfacial se calcula aproximadamente como la media geométrica de
las energias superficiales de cada uno de los cuerpos. En las expresiones (3.11),
(3.13) se ha de reemplazar y por y,, / 2.

€s ¥y, . Por tanto, se tiene que’:

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Sea un cuerpo elastico liso (goma) en contacto con una superficie
rigida y rugosa, la cual se caracteriza por la longitud de onda / y la altura /4 . La
«anchura» del medio L es mucho mayor que /. Asumiendo que la rugosidad se
puede modelizar como z = hcos(27rx /1 ) , calcular el cociente critico /#/1/ , para
el cual los «valles» quedan completamente «cubiertos» de goma. ;Qué valor
maximo puede alcanzar la rugosidad caracteristica si / =100um, y la goma
se adhiere completamente a la superficie rigida? La goma pura (sin aditivos)
tiene un modulo de cizalla G de aproximadamente 1 MPa; la energia superficial
relativa de materiales rigidos en contacto con la goma es aproximadamente
Yy, #3-107J/m’.

2h

- [ — }

zy

Fig. 3.9 Contacto completo entre una superficie rigida ondulada y un medio elastico (goma).

9. Eneste calculo se hareemplazado la media geométrica /€€, porlamedia aritmética (81 +é, ) /2.
La sustitucion es licita, ya que no compromete la exactitud del calculo.
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Resolucion: Paraun cuerpo linealmente elastico se cumple que, en el equilibrio,

Vdiva+(1-2v)Au =0,

Lasolucion de esta ecuacion con las condiciones de contorno u, (x,z = 0) = hcos kx
y 0., (x,2=0)=0 (en ausencia de adherencia en la direccion horizontal) es la
siguiente

u,:};(l— Jcoskx-ekz,
. 2(1-v)
A 1T=2v kz -
=h inkx-e*,
u, (2(1_V)+2(1_V)Jsm e

donde k& =27 /1. Delarelacion constitutiva general para el tensor de esfuerzos
se tiene que

vE

O, =—U 5 +—1u
oaev)a-2v) T 14y

ik

donde u; =3(0u, / &x, +0du, / 0x,) es el tensor de deformaciones y se aplica el
convenio de suma de Einstein'’. De aqui se deriva que el esfuerzo normal a la
superficie es

B Ehk cos kx

zz

La energia potencial elastica almacenada en una region del medio de extension
[ en la direccion x se calcula como

U

-1
el T2

; nE/:lzL
Ju.e.(oLde =

0
La goma se «pegard» a toda la superficie si dicha energia es menor que la energia
superficial y,,LI:

TERL
4(1-v?)
Y de ahi se infiere que la amplitud critica de la ondulacion es

P 4}/,21(1—1/2) _ 2y,l(1=v) ‘
¢ 7E G

<y,Ll.

10. Los indices repetidos se suman.



60 3. Tratamiento cualitativo del contacto adherente

(jComparar este resultado con el dado por la aproximacion (3.14)!). Para el valor
numérico dado y v = 0.5 se obtiene una rugosidad critica /. = lum .

Problema 2: Se tiene una esfera rigida de superficie ondulada (/= hcos kx ).
Estimar el espesor maximo #, que ha de tener una pelicula de oro para que esta
se pegue solo mediante fuerzas de adhesion, empleando los siguientes valores:
E=80GPa, y,,=2Jm?y [ =21 /k=100um, h=1um . Considerar dos casos:
(a) La energia elastica esta determinada tinicamente por la elongacion o (b) por
la flexion.

Resolucion:
(a) Debido a una deflexion w(x) en la direccion trasversal, la longitud / de una
seccion de la pelicula cambia en la magnitud

2h2
/

%J-w'z(x)dx j R k? sin® (kr)dx =
Por consiguiente, se almacena la energia elastica

1 E Liz'h'
21 T

donde L es la anchura de la pelicula y v el coeficiente de Poisson. La pelicula
se pega completamente cuando la energia es mas pequefia que la energia de
adhesion y,,LI :
- 27/1{14 1-v?
~'ht E

Para los valores dados en el problema, ¢ <46um .

(b) La energia eléstica de una seccion de una capa flexionada de longitud / es
igual a

3 ! 3
T j nae— L ppiivr,
24(1-v7) 48(1-v?)

La pelicula se pega completamente al sustrato, cuando esta energia es menor
que la energia de adhesion y,,L! :

3 487/12 (1- V) 37/1214 (1- V)
k /’12 E T h2 E

t

Para los valores dados en el problema, ¢, ~4,1um.
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La comparacion entre los casos (a) y (b) muestra que la condicion para que
se produzca una adherencia completa con los datos de rugosidad aqui dados, esta
determinada mayoritariamente por la rigidez de la placa a la flexion. El valor
critico correcto para el espesor de la capa es, por tanto, 7, = 4,1um.

c

Problema 3: Muchos insectos disponen de mecanismos que les permiten
adherirse a superficies lisas. Para describir las relaciones fundamentales de la
adherencia de las extremidades de dichos insectos, se recurrira al modelo senci-
llo esquematizado en la fig. 3.10 a. Determinar: la relacion constitutiva entre la
profundidad de indentacion y la fuerza normal, el radio de contacto maximo en
ausencia de fuerzas normales externas y la dependencia de la fuerza de separacion
con la fuerza de compresion aplicada. Datos: ¥y,, 4, k = EA, /1, I,

muelle
uido =2 2 A\ R
bolsas de aire
membrana base rigida ‘\
delgada I
I %‘%ﬁf’?&
Y T
)

Fig. 3.10 (a) Estructura de una «almohadilla adherente» de la pata de saltamontes;
(b) Esquema para el calculo de la fuerza de adhesion.

Resolucion: Lalongitud de todo muelle en contacto con un plano rigido se puede
calcular como [(r) =1, —d +r* / 2R . Durante la compresion, los muelles situa-
dos en los bordes del area de contacto tienen la longitud /,: I, —d +a” / 2R =1,.
Para el radio del area de contacto se tiene que a = v2dR , y para la fuerza total
de compresion

a 2
F, = —LJ‘[F——dJmedr =
4,5\ 2R

Si la pata se presiona fuertemente y a continuacion se retira con una fuerza F, el
area de contacto queda determinada por la condicion de que, en sus bordes, los
muelles se encuentran en estado critico. La elongacion critica se calcula a partir

wkRd®> _mwERd’

0 ZO
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de la ecuacion , resultando en A/ =, f% , y el radio de contacto a partir de la

2
condicion /(a,, ) =1, —d+ m;e" =1, +, }% , de la que se obtiene:
= 2R(d+ ‘/27/]21 ]
E

La fuerza aplicada a la pata es igual a

Anax 2
FA = _i I [r——dJandr = _ﬂ_karznax [ 27/1210 _dj — [2712 dzJ
4, 3 (2R 24, E 0\ E

Alvalor maximo negativo que toma esta fuerza, se le denomina fuerza de adhesion

=2my,,R

|FA,max|

Un célculo detallado para una fuerza de compresion dada, F,, da el siguiente
resultado para la fuerza de adhesion'!

) {FA ,max 2 FN 2 FA ,max

2\/FAmaxF F s FN<FA1nax‘

11. M. Schargott, V.L. Popov, S. Gorb. Spring model of biological attachment pads. J. Theor:
Biology 243, 48-53 (2006).



4. FUERZAS CAPILARES

Siempre que una superficie solida interacciona con un fluido, o dos s6lidos
interaccionan en presencia de pequeas cantidades de fluido, aparecen las lla-
madas fuerzas capilares. Dichas fuerzas son responsables tanto del mojado de
los cuerpos sélidos, como de la repelencia de liquidos. En plantas, las fuerzas
capilares se ocupan del transporte del agua en todos los 6rganos, y en sistemas
de lubricacion continua, se encargan del «esparcimiento» de la capa de aceite
y del transporte de este a los puntos donde se produce el rozamiento. Las fuer-
zas capilares son una de las causas mas importantes de la llamada sticktion de
pequeiios componentes en el campo de la Microtecnologia, y pueden influir
de manera notable en la fuerza de rozamiento, especialmente en el rozamiento
estatico.
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4.1 TENSION SUPERFICIAL Y ANGULOS DE CONTACTO

Las magnitudes fisicas mas importantes que, en distintas situaciones, pueden
influir en las fuerzas capilares producidas por un fluido, son la energia superficial
del fluido y el angulo de contacto. Para aclarar el concepto de energia superficial
de un fluido, imaginese una pelicula de jabon extendida sobre un bastidor o
marco rectangular de alambre en el que uno de sus lados es moévil (fig. 4.1). Si
se tira de este lado, la superficie de la pelicula se agranda, aumentando la ener-
gia superficial. Para un desplazamiento Ax, la energia crece en una magnitud
AE =2ylAx (el factor 2 tiene en cuenta el hecho de que la pelicula de jabon tiene
dos caras). Segun el principio de los trabajos virtuales, el cambio en la energia
debe ser igual al trabajo realizado por la fuerza externa W = FAx =2ylAx . De
ahi se tiene que F =2y/. Esto significa que, en el borde de la pelicula, actia
una fuerza por unidad de longitud f = F'// =2y . Dado que la pelicula tiene dos
caras, cada una estd sometida a una densidad lineal de carga 7, que es igual a
la energia superficial. Por consiguiente, la superficie libre de cada cara se tensa,
de ahi el término «tension superficialy.

Fig. 4.1 Ilustracion del concepto de tension superficial. El experimento de la pelicula de jabon.

Una gota de liquido que descansa sobre una superficie solida forma, entre su
propia superficie y esta tlltima, un angulo definido 9 que, en equilibrio, depende
solo de las propiedades termodinamicas del sistema (fig. 4.2). Este angulo se
denomina angulo de contacto y determina la mayor parte de las propiedades
fundamentales del contacto entre solidos y liquidos.

Fig. 4.2 Gotas de liquido en una superficie solida.

En la linea de contacto alrededor de la gota, coexisten tres interfases diferentes
(fig. 4.3 a). En cada interfase actia la correspondiente tension superficial o
interfacial, de tal manera que en el equilibrio debe cumplirse que:

Yo =YgtV cos0, 4.1)
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donde 7,, eslaenergia de la interfase solido-vapor, 7, la de la interfase sélido-
liquido, y 7, la correspondiente a la interfase liquido-vapor.

Dependiendo de la relacion entre las tres energias superficiales relevantes,
el angulo de contacto puede tomar cualquier valor entre 0 y 7 . Si este es menor
que 7 /2 ,lamojabilidad es alta y se dice que el fluido moja la superficie solida.
Si el angulo de contacto es mayor que 7 /2, la mojabilidad es baja y se habla
de superficies repelentes al fluido. En el caso de que el liquido sea agua, las
superficies para las que el angulo de contacto sea menor que 7 / 2 se denominan
hidrofilicas o hidrofilas, mientras que aquellas para las que el angulo de contacto
sea mayor que 7 /2 se las denomina hidrofobicas o hidrofobas. El hecho de
diferenciar el angulo de contacto como mayor o menor que 7 /2 quedara claro
cuando se traten los puentes (capilares) de liquido. Para un angulo de contacto
igual a cero, se habla de mojabilidad completa. En este caso, se puede apreciar
a simple vista como las gotas se esparcen completamente y forman una capa
extremadamente fina. La mojabilidad completa se alcanza cuando se cumple la
siguiente condicion:

ysv _7/51 = ylv (42)

En el caso de que 7, <7,, —7, el fluido se esparce hasta alcanzar un espesor
de tan solo unas pocas veces el diametro molecular. El proceso por el que las
capas finas de fluido se extienden se conoce como «reptacion». La fuerza que
induce tal proceso esta dada por la diferencia

yK = ysv - ysl - y]v . (43)

Fig. 4.3 La linea de contacto en el equilibrio: (a) entre un liquido y un sélido, (b) entre dos
liquidos.

En la ecuacion del equilibrio se ha considerado tan solo el equilibrio de fuerzas
en la direccion horizontal. La componente vertical de la tension superficial se
compensa con la fuerza de reaccion, o fuerza normal, que ejerce la superficie
rigida. En el caso del contacto entre dos fluidos (o entre dos solidos en equilibrio
termodindmico, es decir, tras un largo tiempo de acondicionamiento térmico)
(fig. 4.3 b), han de tenerse en cuenta ambas componentes. De aqui se derivan
dos angulos de contacto caracteristicos, los cuales pueden calcularse empleando
las siguientes ecuaciones
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Y12 =713 €080, +7,; c080,, Y13 8In0, =7y,;8in0, . (4.4)

Que un fluido moje o no moje completamente un sélido, depende de las energias
superficiales de las tres interfases. Sin embargo se ha constatado empiricamente,
que la mojabilidad puede determinarse, en principio, a través del cociente de las
energias superficiales del solido y del liquido. En el caso de que las superficies
interaccionen solo mediante fuerzas de van der Waals (como en los cristales
moleculares y los fluidos), entonces la tension superficial en la interfase entre
ambos medios puede estimarse a través de la siguiente expresion’

Ya RV TV =277, . 4.5)

Hay que tener en cuenta que dicha estimacion se diferencia de la obtenida para
las energias superficiales entre solidos (ecuacion (3.16)), en que ambas energias
superficiales tienen un origen fisico distinto: en el caso de solidos, es la energia
necesaria para separar los cuerpos, mientras que en el caso de liquidos es la
energia necesaria para reconstruir la superficie. La energia dada por la ecuacion
(4.5) desaparece en el contacto entre dos fluidos idénticos.

V)
0
’YS S yS[

Fig. 4.4 Esquema para la estimacion del angulo de contacto en el caso de que las energias
superficiales del liquido y del solido sean conocidas.

)

Del equilibrio de fuerzas en la linea de contacto (véase fig. 4.4), y teniendo en
cuenta la ecuacion (4.5), se tiene que

Yo =V +Y, — 27y, +7,cos6, (4.6)

de lo cual se deriva la expresion para el angulo de contacto

cos0:2\/z—1. 4.7)
Vi

La expresion a la derecha de la igualdad toma el valor 1 (angulo de contacto
6 =0, mojabilidad completa) cuando ¥, = ¥,. El valor —1 (6 =7, condicion
de no mojabilidad) nunca se alcanza. El angulo de contacto es igual a 7 /2
cuando ¥, =4y, . La fuerza que induce al fluido a extenderse (ecuacion (4.3)),

1. EM. Fowkes. «Dispersion Force Contributions to Surface and Interfacial Tensions, Contact
Angles and Heats of Immersion». En: Contact Angle, Wettability and Adhesion, American
Chemical Society, 99-111 (1964).
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esta dada por vy =y, =y, =¥, =2y, +2\r,y, = 2( Vi¥s = %) , y alcanza un
maximo cuando y, =y /4.

Los aceites, con sus energias superficiales tan bajas (y, ~2,1-107 J/m® en
el caso del aceite de silicona), mojan todas las superficies solidas (con excepcion
del Teflon, véase tabla 3.1), y pueden contaminar todo un centro de produccion de
forma totalmente inadvertida. Que pequefias cantidades de lubricante se esparzan,
altera los diversos componentes y su funcionamiento, dado que el lubricante
puede migrar de las zonas de rozamiento. Este efecto puede reducirse mediante
un acabado superficial impermeabilizante. Dicho proceso permite disminuir la
tension superficial de un determinado componente mediante la aplicacion de
una capa que transforma la superficie sélida en repelente.

4.2 HISTERESIS EN LOS ANGULOS DE CONTACTO

Hasta ahora se ha asumido que en la linea de contacto no actiian mas fuerzas que
las derivadas de la tension superficial. En el caso del contacto entre dos sélidos,
pueden aparecer ademas fuerzas de rozamiento. La condicion de equilibrio dada
por la expresion (4.1) se transforma entonces en

ysv = ysl + ylv COSO i‘fR s (48)

donde f; es la fuerza de rozamiento por unidad de longitud de la linea de contacto.
El signo de la fuerza de rozamiento depende de la direccion en la que se mueva
la gota. Por consiguiente, el angulo de contacto dependera de la direccion de
movimiento del fluido. A este fenomeno se le conoce como histéresis del dngulo
de contacto. De dicha histéresis, se puede calcular la fuerza de rozamiento. Esta
fuerza, de interés en numerosas aplicaciones técnicas, es responsable de que
las gotas tiendan a «agarrarse» a superficies inclinadas, aun cuando estas sean
macroscopicamente lisas.

La fuerza de rozamiento en la linea de contacto puede ser debida a la rugo-
sidad de la superficie solida, la heterogeneidad quimica de la misma o a la
estructura atomica del solido. Estos factores hacen que la energia superficial de
una gota dependa de la posicion (coordenadas) de la superficie solida sobre la
que descansa, lo cual permite el agarre de la gota.

4.3 PRESION Y RADIO DE CURVATURA DE LA SUPERFICIE

Si la superficie de una gota de liquido es curva, existe una diferencia de pre-
sion entre el «exterior» y el «interior». En el caso una gota esférica (fig. 4.5 a),
dicha diferencia de presion es facil de calcular. Si a la gota se le «inyecta» una
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determinada cantidad de liquido, el radio de la gota aumentara en la magnitud dR .
Por consiguiente, el area de la superficie cambia segun d4 = 87 RdR . El trabajo
producido por la diferencia de presion, dW = (p, — p,)dV =(p, - p, )47 R’dR,
debe ser igual al cambio en la energia superficial y,dA =y,8mRdR*. De aqui
se tiene que:

rp=(p—p)=0. (49)
R
Si la fuerza de la gravedad se pudiera despreciar, la presion dentro de la gota
seria constante en todos sus puntos. Por lo tanto, el radio de curvatura debe ser
también constante y una gota adopta la forma de una esfera, por lo que sobre
una superficie sélida (fig. 4.2), la gota siempre tiene forma de casquete esférico.
Para superficies no esféricas en general, se tiene que

1 1
Ap %[Rl +R2J, (4.10)
donde R, y R, son los radios principales de curvatura. Hay que tener en cuenta
que empleando la ecuacion (4.10), puede darse el caso de que los radios de
curvatura sean también negativos. El signo del radio de curvatura se rige por
la posicién del centro de la curvatura, es decir, si este se encuentra en el lado
positivo o en el lado negativo de la superficie. En el caso de superficies con
forma de silla de montar, los radios de curvatura tienen distinto signo (fig. 4.5 c).

Fig. 4.5 Esquemas para el calculo de la sobrepresion en una superficie curva.

4.4 PUENTES DE LIQUIDO

Considérese ahora un cilindro rigido en la cercania de una superficie solida entre
los que existe una pequena cantidad de liquido. Por simplicidad, se supone que
los «s6lidos implicadosy» estan compuestos del mismo material.

2. Identificando 7, =7, la tension interfacial de la interfase liquido-vapor es simplemente la
tension superficial del liquido.
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Fig. 4.6 Puentes de liquido para un angulo de contacto (a) menor que 7 /2, (b) mayor que
/2.

El fluido forma en el equilibrio un angulo de contacto caracteristico y, por tanto,
dos radios de curvatura. El radio mayor, R,, es siempre positivo. El signo del
radio menor R, depende de si el dngulo de contacto es mayor o menor que 7 /2.
Para angulos de contacto pequeios, es decir, siempre que la superficie se moje,
R, es negativo. En el fluido se produce entonces una succion que tiene como
resultado la aparicion de las llamadas fuerzas capilares. Para que el sistema se
mantenga en equilibrio, debe actuar una fuerza igual de reaccion, en sentido
contrario. Las fuerzas capilares se calculan como el producto de la diferencia
de presion por el area del puente de liquido:

1 1
FC:A%[R__R_]@_A%_, (4.11)
b a

donde se asume que |Ra | < |Rb | Si por el contrario, el liquido no moja la superficie
(el angulo de contacto es mayor que 7 / 2), entonces los solidos se repelen. Este
fendmeno aclara el origen de la diferencia entre las superficies «que se mojan» y
las «que no se mojany, o entre las superficies hidrofilas y las hidrofobas, depen-
diendo de si el angulo de contacto es menor o mayor que 7 /2.

4.5 FUERZAS CAPILARES ENTRE UN PLANO Y UNA ESFERA RIGIDOS

Considérese ahora un puente de liquido entre una esfera y un plano rigidos,
compuestos de un material tal que el angulo de contacto es nulo (mojabilidad
completa), tal y como muestra la fig. 4.7. Sea r el radio del puente, y R el de la
esfera. La altura del puente de liquido es # ~ #* / 2R y su area A = zr*. El radio
menor de curvatura es, por tanto, igual a 7, = /2. Para la diferencia de presion
en el fluido y en el caso de que |r| <<|r], se tiene que

Ap = o _ 2y _ 4R (4.12)

2
7, h r

Por consiguiente, la fuerza producida por capilaridad es igual a
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(4.13)

A

Fig. 4.7 Un puente de liquido formado por capilaridad entre un plano y una esfera rigidos.

Esta fuerza es proporcional al radio de curvatura de la esfera e independiente de
la cantidad de fluido. La fuerza necesaria para separar la esfera del plano, F,,
es de la misma magnitud.

4.6 FLUIDOS EN SUPERFICIES RUGOSAS

Hasta ahora se ha asumido que la superficie solida es idealmente plana y lisa, lo
cual casi nunca ocurre en la realidad. La rugosidad altera el angulo de contacto,
y esto se puede observar macroscopicamente. Dependiendo de la forma de las
rugosidades, puede darse una gran variedad de casos. Si la pendiente de la
aspereza es pequena, el fluido entrara en contacto maximo con el solido en toda
la region (en la fig. 4.8, a la derecha del borde de la gota). En el caso de que no
exista diferencia de presion entre la atmosfera y el liquido, la suma de los radios
de curvatura en cada punto de la superficie debe ser igual a cero.

Fig. 4.8 Superficie de una fase liquida en contacto con una superficie solida e inclinada.
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La superficie es, en promedio, plana y en la vecindad de la linea de contacto,
estd inclinada un 4ngulo " con respecto a la horizontal (fig. 4.8). La componente
horizontal de la carga por unidad de longitud en el contacto es igual a

Y. €080, =y, cosO, —y, cosh". (4.14)

Para que la linea de contacto permanezca en equilibrio, el valor medio de dicha
fuerza debe ser igual a cero:

(ysv_ys/)<coseo>_y/v COSO* :0 (415)

Teniendo en cuenta la expresion (4.1) se tiene que
cos6’ :<00500>-cos0 (4.16)

(R.N. Wenzel, 1936). Dado que (cos 90> es siempre menor que 1, el angulo
aparente de contacto en superficies hidrofilicas serd mayor que el angulo real
de contacto, y menor en el caso de superficies hidrofobicas. La igualdad (4.16)
puede derivarse a partir de razonamientos puramente termodindmicos.

Si la pendiente de las asperezas es alta, puede darse el caso de que el fluido
quede confinado en los apices (fig. 4.9). Para una rugosidad como la mostrada en
la fig. 4.9 a, esto ocurriria tan solo en fluidos con angulos de contacto mayores
que -0, ,donde 6, es el angulo de la pendiente maxima en la superficie.
Si ademas el fluido ejerciese una presion adicional, la superficie del mismo se
curvaria, adentrdndose atin mas en los valles entre las asperezas, hasta llegar a
un punto en el que el sistema dejaria de ser estable y el liquido pasaria a mojar
completamente la superficie. No obstante, este proceso puede verse impedido
por la presencia de aire atrapado en estos valles. Para una rugosidad como la
mostrada en la fig. 4.9 c, incluso liquidos con angulos de contacto menores que
7 /2 podrian trabarse en la parte superior de las asperezas, sin llegar nunca a
entrar en contacto con el resto de la superficie.

a b c

Fig. 4.9 Capas de fluido sobre superficies de distinta rugosidad.

4.7 FUERZAS CAPILARES Y TRIBOLOGIA

En diversas situaciones, las fuerzas capilares favorecen el movimiento de flui-
dos. Si una gota de liquido se encuentra sobre una superficie curva, su energia
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aumenta con la curvatura del sustrato. Esto implica que las gotas se puedan
expeler de zonas de alta curvatura, especialmente cuando se tratan de cantos
o salientes puntiagudos (fig. 4.10, véase también problema 2). Si un fluido se
encuentra en un tubo capilar o en una oquedad o fisura de anchura variable, el
liquido migrara por capilaridad hacia la zona mas estrecha de la misma, o hacia el
capilar de menor diametro. Este efecto puede emplearse para confinar lubricantes
en dispositivos mecanicos. En oquedades estrechas, las fuerzas pueden llegar
a ser tan grandes que podrian permitir la lubricacién continua sin necesidad de
volver a lubricar. Como ejemplos se encuentran los mecanismos de relojes, los
aparatos de medicion, los contadores eléctricos, etc.

Fig. 4.10 Repulsion de una gota por un extremo puntiagudo.

En el caso de que se quiera dirigir el flujo de aceite hacia un cojinete, se puede
aprovechar el efecto descrito y disefar la hendidura del cojinete de tal forma que
el aceite pueda encontrar el estrechamiento en la direccion al cojinete.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Calcular la energia total interfacial de una gota de liquido sobre
una superficie solida.

0 LR

N7

Fig. 4.11 Gota de liquido sobre una superficie sélida y plana.
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Resolucion: Partiendo del esquema de la fig. 4.11, se pueden derivar las siguientes
expresiones para el area de la gota 4, su volumen V, el angulo de contacto 8 y
el «radio de contacto» r":

W (3R—h - .
A=27Rh, V:%, cos@=¥, ¥ = 2Rh— .

Las energias superficiales estan relacionadas con el angulo de contacto segiun
la expresion

ysv B ysl
ylv

cosf =

Para las magnitudes R y 4, las cuales definen por completo la geometria de la
gota, se obtienen las siguientes expresiones
3
R = 12/ , h=R(1-cosh).
m(1-cos0) (2+cos0)

Por lo tanto, para la suma de todas las energias interfaciales se obtiene la siguiente
ecuacion

E=(y, -y, )mr +y,A= 3yI’;V =7, (9V27r (1-cos@) (2+ cos@))m_

En el caso de que la tension superficial del liquido, y,,, sea constante, la expresion
es una funcién mondtona creciente del angulo de contacto. En una superficie
heterogénea, la gota se expelerd de la region donde el angulo de contacto sea
mayor.

Problema 2: Calcular la energia interfacial total de una gota de liquido sobre una
superficie ligeramente curvada (radio de curvatura R,). El 4ngulo de contacto
esiguala /2 (fig. 4.12).

0
\ /
\ /

Fig. 4.12 Gota de liquido sobre una superficie curva. El angulo de contacto es iguala 7 /2.
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Resolucion: El angulo de contacto es igual a 7 /2 cuando 7, =7,. En este
caso, la energia interfacial se reduce a la expresion E =y, 4. De la geometria
del problema se tiene que

R’ R’
h=R+——, h0=T+RO—,/R§+R2.
JR; +R JR: +R

El volumen de la gota ¥, = %(h2 (3R—h)—h; (3R, — )) y el area de su super-

ficie A= 2nRh se pueden calcular en funcion de la curvatura k =1/ R, mediante
las siguientes aproximaciones lineales

_27R’ 3zR’

Vs 3 + kK, A=27R’+2nR’k.

Para un cambio infinitesimal en el radio R y en su curvatura k (del valor inicial
k =0), el volumen y el area se modifican en las magnitudes:

37R*

dV, =27R*dR + dk, dA=47nRIR+27R’dx .

. 3 .
En el caso de volumen constante, se tiene que dR = 3 R*dk, y por el cambio de
, . 1 , . .
area se obtiene d4 = > nR*dk . La energia extra asociada al cambio de curvatura

es por tanto igual a

AE ~ ﬂylvR3 — 3VT}/]v .
2R, 4R,

La energia interfacial aumenta con la curvatura del sustrato. Es por ello que la
gota se expelera de la region con mayor curvatura.

Problema 3: Calcular las fuerzas capilares entre una superficie curva con radios
de curvatura gaussiana R, y R,, y un plano. Se asume que las superficies de
ambos cuerpos se mojan completamente.

Resolucion: Dado que la presion negativa en un fluido es constante en todos sus
puntos, lo mismo ha de ocurrir con el radio de curvatura del puente de liquido y su
altura / = 2y, . La forma de la region de contacto se define mediante la condicion

2 2

XL
2R 2R

2
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Los semiejes de dicha elipse son 2R A y 2R,y su area A=27whRR, .
Por tanto, las fuerzas capilares se calculan mediante la expresion

|F|=%A:4W\/R1Rz.
0

Problema 4: Calcular las fuerzas capilares entre una esfera y un plano. Los
angulos de contacto son 6, y 0,.

Resultado: F =27 Ry (cos, +cos0, ).

Problema 5: Calcular la sobrepresion necesaria para hacer penetrar un liquido a
través de una rejilla de barras de seccion circular y paralelas entre si (fig. 4.13).
La distancia entre las barras es igual a L.

Resolucion: Si la sobrepresion es igual a Ap, entonces se genera una superficie
curvada, cuyo radio de curvatura R viene dado por (fig. 4.13):
1 Ap

R J/IV '

En este caso, el angulo entre la superficie de las barras y el liquido ha de ser igual
al angulo de contacto, §. Conforme se va aumentando la sobrepresion, el liquido
seguird avanzando a través de las barras, hasta que se alcanza un estado critico.
Para angulos de contacto 0 < 7 / 2, dicho estado se alcanza cuando los frentes del
liquido que avanzan por ambos lados de la barra, se encuentran (figs. 4.14 a, b).
Para angulos de contacto 6 > 7 / 2, el estado critico se alcanza antes. En el caso
de mojabilidad completa, 6 = 7, el estado critico se muestra en la fig. 4.14 c.

Fig. 4.13 Liquido sobre una rejilla constituida por barras rectas.

Fig. 4.14 Configuracion critica para(a) 0 <z /2,(b) O ~n/2,(c) O~ 7.
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En el caso de superficies que se dejan mojar (8 < 7 / 2) se tiene que, en el estado
critico representado en la fig. 4.14 a, % = %sen 0 . Para la sobrepresion maxima,

se obtiene
2
Ap=—y, senf.
p L }/lv

Esta alcanza un maximo en el caso de barras con 9 = /2, siendo igual a

2
Ap . =—
\p max L ylv .
Problema 6: Una aguja cilindrica (masa m, longitud L) descansa sobre la super-
ficie del agua (fig. 4.15). Calcular el grado de hundimiento de la aguja y el peso
maximo que la superficie puede soportar, asumiendo que la inclinacion de la
misma es pequea en todos los puntos.

Fig. 4.15 Una aguja flotando sobre la superficie del agua.

Resolucion: Para resolver el problema, se hara uso del esquema de la fig. 4.16.
La diferencia de presion en el punto de la superficie (x, z) puede calcularse, bien
mediante la expresion (4.10), o bien como diferencia de la presion hidrostatica
con la profundidad z:

Ap=v,/R=y,2"=pgz.

La solucion z(x) de esta ecuacion diferencial, bajo la condicion inicial z — 0

Si x — o0, es:
1/2
z=Aexp —(ﬁj X |
ylv
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El volumen de agua desplazado es igual a
w 172
I’:ZLchﬂdx:ZAL(Zﬂ) ,
0 PE

En el equilibrio y por el principio de Arquimedes, el peso es igual al empuje, por
lo que pV =m. Para el grado de hundimiento z(0) se tiene que

1/2
4@:A=ﬁ{iij.
2L\ py,,

El angulo de inclinacion de la superficie en x = ( viene dado por
mg
2L?/lv .

Geométricamente es facil darse cuenta de que el angulo de contacto 6 no puede
ser menor que ¢. Por tanto, el peso maximo que puede soportar la superficie
puede calcularse como

tang =

mg = 2Ly, tan0.

2V

Fig. 4.16 Una aguja o alfiler cilindrico sobre una superficie acuosa.






5. TRATAMIENTO RIGUROSO DEL CONTACTO -
EL CONTACTO HERTZIANO

En este capitulo, se explicaran diversos métodos para la resolucion exacta de
problemas de contacto dentro del marco de «la aproximacion de semi-espacio.
Entre ellos, se tratara con detalle el caso clasico del contacto normal entre una
esfera rigida y un semi-espacio elastico, al cual se suele recurrir en el analisis
de modelos mas complejos.

Como paso preliminar, se resaltaran aquellos resultados de la Teoria de la
Elasticidad, con aplicacion inmediata en la Mecanica del Contacto, considerando
las deformaciones que tienen lugar en un semi-espacio elastico por efecto de
una serie de esfuerzos o tensiones definidos de antemano. El calculo de las
deformaciones en un cuerpo elastico bajo la accion de fuerzas superficiales (el
llamado «problema directo de la Teoria de la Elasticidad»), es una tarea mucho
mas sencilla que la de encontrar la solucion de casos reales de contacto, ya que
en estos ni la distribucion de esfuerzos ni la region de contacto se conocen de
antemano. La solucidon clasica de Hertz para el contacto no adhesivo, y la de
Johnson, Kendall y Roberts para el contacto adhesivo, utilizan las soluciones
conocidas de los «problemas directos» como puntos de partida en la construccion
de la solucion para un caso de contacto real dado.
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5.1 DEFORMACION DE UN SEMI-ESPACIO ELASTICO BAJO LA ACCION DE FUERZAS
SUPERFICIALES

Considérese un medio elastico tal que ocupa un semi-espacio infinito, el cual
esta limitado por un plano de extension infinita. Bajo la accion de las fuerzas que
actlian sobre la superficie libre del medio, este se deforma. Se define el plano xy
como el de la superficie libre del medio, y el eje z positivo en la direccion del
espacio ocupado por el medio. La deformacion en todo el semi-espacio puede
calcularse de forma analitica, y puede encontrarse en los libros de texto dedi-
cados a la Teoria de Elasticidad'. Aqui se presentan las formulas que describen
el desplazamiento bajo la accion de una fuerza aplicada en la direccién z, y que
acttia sobre el origen de coordenadas.

F

e

— — Yz

a — T b
Fig. 5.1 (a) Una fuerza actuando sobre la superficie de un semi-espacio elastico; (b) Un sistema
de fuerzas aplicado a la superficie.

Los desplazamientos producidos por esta fuerza se calculan a partir de las siguien-
tes ecuaciones:

l+v]xz (1-2v)x

u,=-—7 _3_u F (5.1)
2nE| r r(r+z)
1+v _yZ (1—2v)y

u =—— 2 Y

Yo2mE[r r(r+z) | 7 (5-2)
1+v]20-v) Z2°

u, =V |2V 2 R

T 2mE| r r3} - (-3)

donde 7 =+/x" +y* +2° |

El desplazamiento de la superficie del medio se obtiene haciendo z =0:

1. Véase por ejemplo: L.D. Landau, E.M. Lifschitz. Teoria de la Elasticidad, Curso de Fisica
Tedrica, volumen 7, Editorial Reverté (2009), capitulos 8 y 9.
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(1+v)(1—2v)i2F

u =—— = F, (5.4)
(1+v)(1—2v) y

T E e )
(1-v*)1

“zzﬂ—E;Fz, (5.6)

donde ¥ = \/xz +y2 .

En el caso de varias fuerzas actuando simultaneamente (fig. 5.1 b), se obtie-
nen deformaciones que se pueden expresar como suma de las correspondientes
a cada fuerza.

De ahora en adelante, se trabajara en el ambito de la aproximacion de semi-
espacio, la cual asume que el grado de inclinacion de las superficies en la region
de contacto y en sus proximidades es mucho menor que 1 y, por tanto, las
superficies pueden considerarse, en primera aproximacion, «horizontales». Si
bien es necesario ceflirse exactamente a las condiciones de contacto para cada
superficie, las relaciones entre las fuerzas superficiales y los desplazamientos
pueden considerarse idénticas a las que se establecen en un semi-espacio eléstico.

En los casos de contacto sin rozamiento, y dentro de la aproximacion de
semi-espacio, solo la proyeccion del desplazamiento sobre el eje z, dada por la
ecuacion (5.6), es de interés. En particular, dada una distribucion continua de pre-
siones normales, p(x, ), el desplazamiento de la superficie se calcula mediante

1
TE’

dx'dy’
r

”p(x’,y’) ,r= \/(x—x’)2 Jr(y—y’)2 (5.7)

u, =

donde

Fo_E (5.8)

(1-v)
Antes de adentrarse en el tratamiento de los diferentes casos de contacto, se van
aresolver dos ejemplos de apoyo. Para ello, se supone que en una region circular
de radio a se genera una distribucion de presiones de la forma p = p, (1-7* / a* ) .
Se busca una expresion para el desplazamiento vertical de los puntos de la super-
ficie dentro de la region circular.

a. Desplazamiento normal homogéneo (n=-1/2).
El sistema de coordenadas a utilizar se muestra en la fig. 5.1 a. El esfuerzo normal
se distribuye de acuerdo a la expresion
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2 -1/2
r
P =D, [1——2] : (5.9)
a
Para el desplazamiento vertical se tiene que:
u =224 <q (5.10)
E

(En el apéndice A se encuentra la deduccion de la expresion en detalle). El des-
plazamiento vertical es igual en todos los puntos de la region de contacto. De este
resultado se deduce inmediatamente la forma de la distribucion de presiones de
partida, la cual coincide con la generada en la impresion de una barra cilindrica.
La carga total ejercida en la zona presionada es igual a

F= Ip(r)Zﬂrdr =2np,a’. (5.11)
0

Larigidez del contacto se define como el cociente entre la carga y el desplazamiento:
c=2aFE’, (5.12)

la cual, si se escribe en la forma
|
c=2EB.|= (5.13)
T

donde 4 es el area de contacto del cilindro rigido, se aprecia que la expresion
(5.12) es también valida para indentadores de seccion no circular. La constante
[ tiene siempre un orden de magnitud cercano a 1:

Seccidn circular: S=1,000
Seccion triangular:  =1,034 (5.14)
Seccidn cuadrada: p=1,012

b. Distribucion hertziana de presiones (n=1/2).
Para una distribucién de presiones de la forma

2 1/2
-
p=po(1—?] , (5.15)

se tiene el siguiente desplazamiento vertical (Apéndice A)
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u :%(m2 ). (5.16)

Y para la carga total,

F ={ p(r)2mrdr= % pora’. (5.17)
0

El desplazamiento de la superficie dentro y fuera de la zona presionada se muestra
en la fig. 5.2.

0,8F ©

T
]

0,6

=i}

[=N
(-]

0,4 B o\

0,2

r/a

Fig. 5.2 Desplazamiento de la superficie u_, generado por la distribucion de presiones segtin la
expresion (5.15); d = u_(0) es la profundidad de indentacion.

5.2 LA TEORIA DEL CONTACTO HERTZIANO

En la fig. 5.3 se muestra el esquema de un contacto entre una esfera rigida y
un semi-espacio elastico. El desplazamiento que experimentan los puntos de la
superficie en la region de contacto entre una superficie inicialmente plana y la
esfera rigida de radio R es igual a

2
uzzd_’_. (5.18)
2R

En la expresion (5.16) se ha visto que una distribucion de presion de la forma
dada por (5.15), genera una distribucidén cuadratica de desplazamientos
verticales.
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o~ | = 4

Yz

Fig. 5.3 Una esfera rigida en contacto con un semi-espacio elastico.

Se eligen los parametros a y p, de forma tal que la distribucion de presiones
genere exactamente los desplazamientos dados por la expresion (5.18):

1 7p, 2 2 r’
——|2a" -r")=d——. 5.19
E 4a ( ) 2R .19
Asi pues, a 'y d deben cumplir las siguientes condiciones:

B T p,R de wap,

= —,d=—7F. 5.20
2F 2F (5-:20)
De estas se obtiene, para el radio de contacto,
a*=Rd (5.21)
y para la presion maxima,
2 i d 1/2
=—E|—| . 22
Po T ( Rj (5.22)

Sustituyendo (5.21) y (5.22) en (5.17), se obtiene la siguiente expresion para la
fuerza normal

F = §E*R“d3/2. (5.23)

Mediante las expresiones (5.22) y (5.23), se puede calcular la presion en el
centro de la region de contacto, asi como el radio de contacto, en funcion de la
fuerza normal:

6FE™ 173 3FR 1/3
=l——1| ,a= . 5.24
pO ( 7[3R2 J a (4E* ] ( )




5.3 El contacto entre dos cuerpos elasticos de superficies curvas 85

Ademas, se puede determinar la expresion de la energia potencial U de la defor-
macion elastica. Dado que —F =—0U / 0d , se obtiene para U

U:%Ewmf”_ (5.25)

5.3 EL CONTACTO ENTRE DOS CUERPOS ELASTICOS DE SUPERFICIES CURVAS

Los resultados de la teoria hertziana, dados por las expresiones (5.21), (5.22) y
(5.23) pueden emplearse, con pequeiias modificaciones, en los siguientes casos:

(A) Ambos cuerpos son elasticos, en cuyo caso se debe utilizar la siguiente
expresion para E”

2 2
1 _ 1-v, N 1-v,

*

E E  E

(5.26)

donde E, y E, son los modulos elasticos, y v, y v, los coeficientes de Poisson
de ambos cuerpos.

(B) Dos esferas de radios R, y R, entran en contacto (fig. 5.4 a), en cuyo caso
se pueden aplicar las ecuaciones (5.21), (5.22) y (5.23), con R igual a
1 1 1

— = . (5.27)
R R R,

Esta expresion es también valida cuando uno de los radios es negativo (fig. 5.4

b). El radio de curvatura es negativo, cuando el centro de curvatura se encuentra

fuera del medio.

R,

Fig. 5.4 Contacto entre dos cuerpos con superficies curvas.

(C) En el caso del contacto entre un semi-espacio elastico y un cuerpo rigido con
radios principales de curvatura, R, y R,(fig. 5.5 a), la region de contacto tiene
forma eliptica. Para los semi-¢jes se tiene que

a=\Rd, b=\Rd. (5.28)
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Y, por consiguiente, el area de contacto se calcula segin?

A=mab=nRd, (5.29)
donde

R=./RR, (5.30)
es el radio de curvatura gaussiano efectivo de la superficie. Esta magnitud ha

de utilizarse también en las otras igualdades hertzianas en lugar de R°.
La distribucion de presiones viene dada por

x2 2
p(x,y)=po,/1—a—2—Z—2. (5.31)

R, R,

a

Fig. 5.5 Un cuerpo de superficie curva (radios principales de curvatura R, y R,) en contacto
con un semi-espacio elastico.

(D) En el caso de que el contacto se produzca entre dos cilindros elésticos de
radios R, y R,, que descansan sobre sus respectivos ejes y estos se encuentran
orientados perpendicularmente el uno respecto del otro (fig. 5.6 a), la distancia
entre las superficies de ambos cuerpos vendra inicialmente dada (es decir, antes
de que se produzca deformacion alguna), por

2 2

Xy
h(x,y) = —+—=—. 5.32
(x,») TRET (5.32)

Esta situacion corresponde exactamente al caso (C) de un elipsoide con los radios
de curvatura R, y R,. En consecuencia, las relaciones de la teoria hertziana son
validas con

R=\RR,, (5.33)

2. Las igualdades son solo aproximaciones. Sin embargo, las expresadas en (5.29) y (5.30) pueden
llegar a ser muy exactas, siempre y cuando el cociente a/b no se aleje demasiado de 1.

3. Las relaciones hertzianas son tanto mas exactas cuanto mas cercano se halle el cociente R, / R,
de 1. No obstante, para R, / R, =10, la igualdad es exacta en un 2,5%.
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En el caso de radios iguales, R = R, = R, el contacto entre dos cilindros es equi-
valente al de una esfera de radio R en contacto con un semi-espacio elastico
delimitado por un plano.

a b

Fig. 5.6 (a) Dos cilindros cruzados en contacto; (b) Dos cilindros en contacto con los ejes
paralelos entre si.

(E) En el caso del contacto entre dos cilindros con ejes paralelos entre si (fig.
5.6 b), la fuerza es, de manera aproximada, directamente proporcional a la pro-
fundidad de indentacion (lo que ya se vio en el capitulo 2)*:

F~ %E*Ld (5.34)

La definicion exacta de la profundidad de indentacion, asi como la forma que
adopta la expresion entre esta y la carga, dependen del tamafio y la forma del
cuerpo en su conjunto. Sin embargo, esta dependencia (logaritmica) es débil,
y por consiguiente, la expresion (5.34) puede emplearse como aproximacion
grosso modo. Es interesante destacar que, en la expresion (5.34), no aparece
el radio de curvatura. La semi-anchura de la region de contacto viene dada por
1 1 1
~\Rd , S =—+—, 5.35

“ R R R (5:35)
como en el caso de contacto entre dos esferas, y la distribucion de presiones
viene dada por

p(x)=p, 1—(5] : (5.36)
a

La presion maxima es igual a

4. Aqui hay que tener en cuenta que, debido a la divergencia logaritmica en el campo de despla-
zamientos, la profundidad de indentacion en este tipo de contacto con forma de linea no esta
definida.
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. 1/2

2F EF

pO = —_—x —_— . (5.37)
wla wLR

5.4 EL CONTACTO ENTRE UN INDENTADOR CONICO RIGIDO Y EL SEMI-ESPACIO
ELASTICO

Cuando en un semi-espacio eldstico se aplica una carga de compresion mediante
un cono rigido (fig. 5.7 a), la profundidad de indentacion y el radio de contacto
estan relacionados por la siguiente expresion’

d=%atan9. (5.38)

La distribucion de presiones adquiere la forma

(5.39)

La tension o esfuerzo presenta una singularidad logaritmica en el vértice del cono
(el centro de la region de contacto, fig. 5.7 b). La fuerza total se calcula segin

2 . d’
F,=—F (5.40)
n  tan@
6
5
ol .
—|=
= (a3
[
O
=
1
0 02 04 06 08 |
a b r/a

Fig. 5.7 (a) Contacto entre un indentador conico rigido y un semi-espacio elastico;
(b) Distribucién de presiones en el contacto normal entre un indentador conico rigido y el semi-
espacio elastico.

5. La deduccion de dicha expresion se detalla en el problema 7 de este capitulo.
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5.5 TENSIONES INTERNAS EN EL CONTACTO HERTZIANO

Las tensiones, o esfuerzos, que resultan de la accion de una tnica fuerza vertical
F aplicada en el origen de coordenadas, vienen determinadas por®

i 2 2(2 2 2
o= 3  (1-av)| 2 (2r+2) r Rz (5.41)
27r_ r ” r+Z) r (r—i—z)
[ 2 2 2 2
o, = 322 (1ogy)| 2 2r42) Fomo2 ) (5.42)
2r r r3(r+z) r (r+z)
__3Fz (5.43)
= op :
2
7, Z%[_3%+(1_2v)xy(_’+ﬂ, (5.44)
r l"+Z)
2
; 3Fy (5.45)
= 2
_3F (5.46)
o2

El calculo de los esfuerzos, en el caso de que se aplique una distribucion cual-
quiera de presiones normales es a la superficie, p, se realiza mediante el principio
de superposicion. A modo de ejemplo, el esfuerzo normal o, en la direccion
z viene dado por,

37’ p(x',y")
o-zz(x’yaz):_ dx’dy,
o) (y el fer) 6D

donde J' J- indica la integracion sobre el area donde actua la presion.
()

En el caso de la distribucion de presiones hertziana (5.15), se muestran algu-
nos resultados a continuacion. La fig. 5.8 muestra los esfuerzos a lo largo del

6. H.G. Hahn. Elastizititstheorie. Teubner, Stuttgart (1985).
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eje z para v = 0,33 . Todos los esfuerzos cortantes son 0; para todos los puntos
sobre el eje z, los ejes de coordenadas coinciden con los ejes principales. La
solucion analitica para las componentes del tensor de esfuerzos es’

z? -
0. =—P 1+Ul—2 , (5.48)

2 -1
0,=0,=-p, (1+v)(1—£arctanzj—%(l+z—2J . (5.49)

a z a

El esfuerzo cortante maximo 7, =%|o_ —o | se muestra en la misma figura.
El resultado muestra que el esfuerzo cortante maximo se halla en el interior;
z~0,49a,enel casode v =0,33. La fig. 5.9 muestra la tension de Von Mises
enel plano x—z

1 ) 5 5 1/2
GV = T|:(o-xx _ny) +(Gxx _O-ZZ) +(GZZ _GW) +6(ij +Tf2 +T}i )j| (550)
2
0 v 'v | N |
v ' Vvy v oy Po
0,2 [ v v vV v v 1
L Vvyw vV vy
0,0 | A A-A-A A A A A AeA R
a-A
A% o, o
0.2t N P P
»K“
041 1
G,
06 « P 1
0,8 f ]
0 0,5 1 1,5 Z 2

Fig. 5.8 Esfuerzos a lo largo del eje z (x = y = 0 ) para una distribucion hertziana de presiones.

7. K.L. Johnson. Contact Mechanics. 6.* reimpresion de la 1.* edicion. Cambridge University
Press, Cambridge (2001).
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6,/p,

Fig. 5.9 Tension de von Mises o), seglin la expresion (5.50) para una distribucion hertziana de
presiones (plano xz).

5.6 METODO DE REDUCCION DE DIMENSION (MRD)

El caso del contacto entre cuerpos con forma arbitraria y simetria axial puede
resolverse de manera sencilla y elegante mediante el llamado método de reduccion
de dimension (MRD)?. El MRD construye contactos tridimensionales a partir de
los dados por una fila de muelles independientes y dispuestos en paralelo (modelo
Winkler), lo cual simplifica cualitativamente tanto el tratamiento analitico como
el numérico de los problemas de contacto. A pesar de su simplicidad, todos los
resultados correspondientes a casos de contacto con simetria axial son exactos.
Mediante el MRD se pueden investigar los contactos tanto adherentes como no
adherentes, los contactos tangenciales, asi como los contactos con medios vis-
coelasticos. En esta seccion, se describira la aplicacion del MRD en el tratamiento
de los casos de contacto normal, y en capitulos sucesivos, las generalizaciones
para otros tipos de problemas. La correccion en las ecuaciones basicas del MRD
se demuestra en el apéndice B.

El MRD consiste fundamentalmente en dos pasos sencillos: (a) Sustitucion
del continuo tridimensional por una construccién o cimentacion unidimensio-
nal tipo Winkler bien definida, y (b) conversion de la forma tridimensional a la

8. V.L. Popov, M. HeB, Method of Dimensionality Reduction in Contact Mechanics and Friction.
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg (2015).
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unidimensional mediante la transformacion MRD. Todo problema de contacto
se considerara resuelto siempre que se lleven a cabo estos dos pasos.

Pasos preparatorios y basicos del MRD

Considérese el contacto entre dos cuerpos elasticos con modulos de elasticidad
E, y E, y coeficientes de Poisson v, y v,. Se denotara la diferencia en el perfil
entre ambos cuerpos como z = f(r). En el marco del MRD, se realizan dos
pasos independientes:

I. En primer lugar, los cuerpos elasticos (o viscoelasticos) tridimensionales se
sustituyen por una cimentacion unidimensional segiin el modelo de Winkler. Por
tal se entiende una distribucion lineal de elementos con grados de libertad inde-
pendientes entre si y separados por una distancia Ax suficientemente pequefia.

A
’IXI‘ X

Fig. 5.10 Cimentacion unidimensional elastica.

En el caso mas sencillo de contacto elastico, tal modelo consta de muelles lineal-
mente elasticos, caracterizados por una rigidez axial Ak, (fig. 5.10):

Ak, = E"Ax, (5.51)
donde E" viene dado por la ecuacién (5.26).

II. En segundo lugar, el perfil tridimensional z = f(r) (fig. 5.11, izquierda) se
transforma en un perfil unidimensional (fig. 5.11, derecha) mediante la expresion

M '
g =||[ %dr. (5.52)

La transformacion inversa es

f(r)=3j LEINN (5.53)
7T0

[rZ _x2
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fir) ) g(x)
/I 0 r’ 0 »
Fig. 5.11 En el marco del MRD, el perfil tridimensional se transforma en un perfil
unidimensional.

Procedimiento de calculo del MRD

El perfil unidimensional dado por la expresion (5.52), se presiona sobre la cimen-
tacion elastica dada por (5.51) con una fuerza normal F), (véase fig. 5.12).

Fy

Fig. 5.12 Modelo MRD equivalente del contacto normal.

El desplazamiento normal de la superficie en un punto x dentro de la region de
contacto, viene dado por la diferencia entre la profundidad de indentacion d y
la forma del perfil g

u, (x)=d-g(x). (5.54)

En el borde de un contacto no adherente, x = +a, el desplazamiento de la super-
ficie debe ser igual a cero

u,(*a)=0 = d=g(a). (5.55)

Esta igualdad determina la relacion entre la profundidad de indentacion y el radio
de contacto a. Hay que resaltar que dicha relacion no depende de la reologia del
medio. La fuerza de un muelle en la posicidn x es proporcional al desplazamiento
en dicha posicion

AF, (x)=Aku, (x)=Eu, (x)Ax. (5.56)
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En el equilibrio, la suma de todas las fuerzas elasticas debe ser igual a la fuerza
normal. En el caso limite en el que la distancia entre muelles sea muy pequefia,
Ax — dx , la suma se transforma en una integral:

Fy=E [u, (x)dv=2E"[(d-g(x))dx. (5.57)
—a 0
Laigualdad (5.57) proporciona la fuerza normal en funcion del radio de contacto
y, si se tiene en cuenta la expresion (5.55), también en funcion de la profundidad
de indentacion.
Se define la densidad lineal de carga ¢.(x) como:

_AE (%) E*uz(X):{OE (@-£(), f<a (5.58)

x| > a

Como se muestra en el apéndice B, la distribucion de presiones en los sistemas
tridimensionales originales se determina con ayuda de la densidad lineal de carga
mediante la siguiente transformada integral

p(r) = I \/z% (5.59)

El desplazamiento normal de la superficie u,, . (), viene dado, tanto en el inte-
rior como en el exterior de la region de contacto, por la siguiente transformada

(5.60)

R e

Para completar el procedimiento, se muestra la transformada inversa a la expre-
sion (5.59):

q(x) = 2] () (5.61)

\/I" —x

Las igualdades (5.52), (5.55), (5.57), (5.59) y (5.60) resuelven completamente
el caso del contacto normal. En los problemas de este capitulo se tratan varios
ejemplos.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Estimar la presion méaxima y la magnitud de la region de contacto
en el caso del contacto rueda-rail. La carga maxima en la rueda, en el caso de
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trenes de mercancias, es F ~10° N, y el radio de la rueda es aproximadamente
R=0,5m.

Resolucion: El contacto rueda-rail puede, en primera aproximacion, considerarse
como el que se establece entre dos cilindros de radios de curvatura semejantes,
y cuyos ejes se hallan orientados perpendicularmente. Es por tanto equivalente
al contacto entre una esfera elastica de radio R y un semi-espacio elastico. El
modulo de elasticidad efectivoes E* = E /2(1-v*) ~1,2-10" Pa. Para la presion
D, en el centro de la region de contacto se obtiene, aplicando la expresion (5.24),
P, =1,0 GPa. El radio de contacto es a = 6,8 mm.

Problema 2: Dos cilindros del mismo material y con el mismo radio entran en
contacto de forma que sus ejes forman un angulo 7 /4 (fig. 5.13). Determinar
la relacion constitutiva entre la fuerza y la profundidad de indentacion.

fy
A

%d

[ep——

d

N
N———

Fig. 5.13 Contacto entre dos cilindros idénticos, cuyos ejes forman un angulo 7 /4 (vista en
planta).

Resolucion: Se supone que el plano de contacto es horizontal. La distancia de
la superficie del primer cilindro a ese plano, en el momento inicial del contacto,
2
X’ (x=»)
4R

esiguala z, = SR’ y ladel segundo z, = - . Por tanto, la distancia entre

ambas superficies es

2 (x-y) 1(3 , 1 12j
h == =X ——xy+—y |.

2R 4R R\aT 2771

Las curvaturas principales se obtienen como valores propios de la expresion
cuadratica anterior, mediante la ecuacion
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3 L
4R 4R|_ » Kk 1 _
=Kk"——+—=0,
o [T TRT
4R 4R
1£1/42 . N
dando como resultado «, , = —r En consecuencia, los radios principales de

2R . . .
curvatura son R, , = ———, y para el radio de curvatura gaussiana, se obtiene
T 1+1/42

R =R R, =22R. Dado que los cilindros estan hechos del mismo material, de

la expresion se tiene que £ = —— . La relacion fuerza-indentacion resulta
2
ser, en este caso, 2(1-v7%)

F — 27/4 E R1/2d3/2
3 (1-v?) '
Problema 3: Determinar el tiempo que permanece en contacto una esfera elastica

(radio R), cuando se lanza contra una pared rigida (Hertz, 1882).

Resolucion: Se definira x como la distancia entre la esfera y la pared a partir del
primer contacto. La energia potencial del sistema viene dada por la expresion
(5.25),con d =x y E" dado por la ecuacion (5.26). Durante el tiempo que dura
el impacto, la energia se conserva:

m( dx 2+§E*R1/2x5/2 :mvg'
2\ dt 15 2

La cercania maxima de la esfera a la pared, x,, se alcanza en el momento en el
que la velocidad dx/dt se anula, y es igual a

) 2/5
[ 15 mv,
Tl ER?)
La duracion del impacto, 7, durante la cual x crece primero de 0 a x,, y luego
decrece a 0 de nuevo, es igual a

2 %j dé  2,94x,

K dx
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Problema 4: Determinar la presién de contacto maxima que resulta del impacto
entre una esfera y una pared.

Resolucion: En el problema 3 ya se ha calculado la cercania maxima x,. La
presion maxima, p,, viene dada por la expresion (5.22) y es igual a

1/2 w4 2 \I/5 /5
2 (X 2(15 E "my 2(5 .
_Lp | £ 2 O =Z| ZxE"pv?
= [Rj n(m R J n(4 P )
donde p es la densidad del material. Por ejemplo, en el caso de impacto de una

esfera de acero contra una pared del mismo material a la velocidad v, =1 m/s |
se obtiene (suponiendo un choque puramente elastico)

~2(22(10") (7.8-10° 1M—321mp
po~2(3n(10") (1810)1] =320 pa

Problema 5: Determinar la rigidez diferencial de contacto 6 F,, / dd en el caso
del contacto entre un cuerpo elastico con simetria rotacional, y un plano rigido,
donde 4 es el area de contacto (fig. 5.14).

Fig. 5.14 Contacto entre un cuerpo eldstico con simetria rotacional y un plano rigido.

Resolucion: Se considerara que se trata de un contacto circular de radio a. El
cambio producido en el mismo por efecto de un aumento infinitesimal de la
profundidad de indentacion, dd, puede obtenerse en dos pasos:

En el primer paso, la region de contacto se desplaza la magnitud dd hacia
abajo (fig. 5.15 b). En el proceso, la fuerza normal cambia seglin la expresion
en la magnitud dF, =2aE dd. En el segundo paso, los bordes que resultan de
dicha compresion han de elevarse (fig. 5.15 c). El cambio en la fuerza normal
que de ello resulta, es proporcional al area que aumenta, 27rada , y a la altura que
alcanza el material en el reborde. Esta es infinitamente pequefia en magnitud, y
por tanto puede despreciarse. Por consiguiente, la rigidez diferencial

_ dr, CuE
d

c
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solo depende del radio de contacto, y no de la forma exacta del cuerpo con
simetria rotacional. En el caso de cuerpos sin simetria rotacional, la expresion
(5.13) es valida para calcular la rigidez diferencial.

da
2a
|
-2 AN ,

C

Fig. 5.15 Esquema para el calculo de la rigidez diferencial.

Problema 6: En una region circular de radio a actua un esfuerzo axial p, .
Determinar el desplazamiento de la region en el centro y en el borde del circulo.

Resolucion: Mediante la ecuacion (5.7), se obtiene el desplazamiento en el
centro del circulo

1 ¢+ 2nr 2p,a
*Ipo dr: 2 .

u.(0) = - £

Para el desplazamiento en el borde, se obtiene

1 2a 2(0(’”)]’ p 2a
u (a)=—— dr =2 | 20(r)dr.
@) =— !po , v j ()

(Véase la fig. 5.16 donde se define la variable de integracion r para este caso).

El 4ngulo ¢ se calcula mediante 2¢ = & —2arcsen (Lj Por consiguiente, se
obtiene 2a

1

2a
P r _ 2ap _dap
u,(a)= EO J‘(ﬂ' —2arcsen[2—jjdr = n—;j(ﬂ —2arcsen(c§))d§ =20

TE a o Tk

7\

Fig. 5.16 Esquema para el céalculo de la integral del problema 6.
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Problema 7: Mediante el método de reduccion de dimensionalidad, resolver el
problema del contacto normal entre un semi-espacio elastico y un indentador
rigido con los siguientes perfiles geométricos:

(a) perfil tipo troquel plano y cilindrico, de radio a: f(r) = {0’ r=d ,
(b) perfil parabdlico f(r) =7’/ (2R), ©, rza

(c) perfil conico f(r)=r-tanf ,

(d) perfil descrito por una funcion potencia f(r) =c,r", para cualquier valor
del exponente n.

Resolucion: Segin el método de reduccion de dimensionalidad se debe, en primer
lugar, calcular el perfil equivalente mediante la transformacion (5.52). Para los
perfiles mencionados, el calculo es sencillo:

0, |x|<a
(a) g(x) =

(b) g(x) =x*/R ,

(c) gx)= %|x| tan6 ,

(d) g(x)=x,c,

RO y
2 TG+

El radio de contacto se obtiene a partir de la igualdad g(a) = d (ecuacion (5.55)),

dando como resultado:

2
0, |x|2a

n
g

donde x, = I(n)= It”'le"dt es la funcién gamma.
0

(a) a, constante

(b) a=~Rd,
2 d
© a_;taHQ’

(d) a= [LJ .
Kncn

La fuerza normal para una profundidad de indentacion dada, se calcula mediante
la ecuacion (5.57), lo cual resulta en:

(a) F, =2E ad ,
(b) FN — %E*Rl/2d3/2 ,

2 . d?
c) F,=—F s
© Noog tan @
2nE" IR
() Fy = (x,c,) 7 d "
n+l
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Para el calculo de la distribucion de presiones en el caso tridimensional original
y en el contexto MRD, se ha de determinar primero la densidad lineal de carga

mediante la definicidn (5.58):

E'd, |x| <a
(@ 4. (x)=1 |
, x| >a

E*(a’—x2 /R), |x|<a

(b) 4. (x)={0

E (d_§|x|tanej, x|<a

b

B

x| >a

2

(©) ¢.(x)= ,
0, |x|>a
d— ! ,
@ 0. () ( K.c ) |x|<a‘
0, |x|>a

El calculo de la derivada de la densidad lineal de carga con respecto a x (x posi-
tiva), resulta en:

(a) ¢. (x)=—E'd-8(x—a), donde 5(x) es la funcién Delta de Dirac,

(b) q’(x)— —2E'x/R, x<a
: 0, x>a
, 2 Etan0, x<a
(© ¢ (x)=1 2 :
0, x>a

* -1
-E'x,cnx", x<a

(d) q.' (x)= {

Sustituyendo la derivada en la ecuacion (5.59), se obtiene la distribucion de
presiones en la region de contacto:

Ed 1
J- O(x— a) D el

0, x>a

(a) p(r)=

0, r>a

2E° ¢ x 2E\/7
(b)p(r)——jm = nRI,/i 7R ,
B 0, r>a

(© .
E* c d.x E* G dx E* a a
e e O
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para r<a 'y p(r)=0 fuera de la region de contacto,
* a n—1

Kcn—j—dx, r<a

E' 7 x"! 2Co —
(d) p(r)=r,cn— [ —=dv= 73X —r
T ’ x2 _ r2
0, r>a

Si se normaliza la presion con respecto a la presion promedio en la region de
contacto, p = F,, / (ﬂa2 ), y la coordenada polar con respecto al radio de contacto
a, ¥ =r/ a,ladistribucion de presiones dentro de la region de contacto se puede
expresar como

p(r) n+l J~
p «/
Si bien esta integral puede expresarse en forma de funciones elementales para
todo n entero, es mas sencillo calcularla de forma numérica. En la figura 5.17 se
representan, de manera comparativa, las distribuciones de presiones para n =1
(cono), n = 2 (contacto hertziano), n =3, n =4, n =5y n = oo (troquel cilindrico
y plano). En el caso de un cono, la presion tiene una singularidad logaritmica en
el vértice. Para los casos en los que 7 >1, la distribucion de presiones no pre-
senta singularidades, aunque la presion maxima se sita en el centro del contacto
solo hasta n =2, para después desplazarse cada vez mas al borde del contacto
conforme aumenta #. En el caso limite donde n =, que corresponde al caso

del troquel cilindrico y plano, la distribucion de presiones tiene una singularidad
en el borde del contacto.

8 T T T 1,5

n=1,2,3,4,5,® > n=2, 3,4, 5

[ RN |

p(t/a)/p
p(r/a)p

0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
r/a 1/a

a b

Fig. 5.17 Distribuciones de presiones para perfiles sencillos dados por funciones potencia
(@) n=1,2,3,4,5,0, (b) ampliacion de la region de presiones bajas para n =2,3,4,5.

Los desplazamientos verticales fuera de la region de contacto (# > a) vienen
dados por la igualdad (5.60), de manera que se puede escribir:
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o 2f ) fd 50 g,

Para los casos particulares (a)-(d), se obtiene:

Usp para r >a.

(a) uy,. (r)= 24 aresen (gj ,
n r

(b) u3D!Z(r):% 2—(2)2]-arcsen( ]+ (sz—l ,

(c) u3D,Z(r)=ﬁ arcsen[ﬁJ— I [zj -11],
r a

T a

N~ |

Q

2% a"—=x"
(d)”sDz KC—J-
ﬂo

En el caso (d) no se ha resuelto la integral.

Problema 8: Mediante el método de reduccion de dimensionalidad, determinar
la relacion entre la fuerza normal, la profundidad de indentacién y el radio de
contacto para un perfil parabdlico truncado (fig. 5.18):

0 para 0<r<b
f(’")z 7 —b?

para b<r<a

2R

Fig. 5.18 Representacion cualitativa de la compresion de un semi-espacio elastico mediante un
perfil parabdlico truncado.

Resolucion: Para el calculo del perfil transformado por el MRD usando la expre-
sion (5.52), primero se calcula la derivada del perfil original:
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0 para 0<Zr<b
! 7r)= .
4 ( ) L para b<r<a
R
Sustituyendo en (5.52) e integrando, resulta
0 fir 0<|x/<b

g(x)= %\/xz—b2 fir bS|x|Sa'

Este perfil se representa junto con el original en la fig. 5.19.
La profundidad de indentacion en funcion del radio de contacto se obtiene

de la expresion (5.55)
dzg(a)z%\/ b,

La fuerza normal se obtiene de la suma de todas las fuerzas elasticas

* r * K 2E* K
Fy=E [[d-g(x)]dx=2E jddx—?jx\/xz ~b dx,
ta 0 b
que, tras integrar y desarrollar apropiadamente, se llega al siguiente resultado:

2E
Fy(a)= E(Za2 +b2)-\/a2 -b*.
5 T T T T T I' T ]
4t '/' 1
3t — Perfil original (3D) R ! ]
%z{f,g} ---- Perfil equivalente (1D) ','
2 - .
Ir ]
0 Y Y t L L 11
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
{rx}/b
Fig. 5.19 Indentador parabolico con punta «desgastada»: Comparacion de los perfiles original y
equivalente.

Para completar, se proporciona ademas la relacion constitutiva entre la fuerza
normal y la profundidad de indentacion:
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*53 2 2
FN(a’)z\/EEb 2+ 1+(2—§dj -\/—1+ 1+(2—§dj .
b b

3R



6. TRATAMIENTO RIGUROSO DEL CONTACTO -
EL CONTACTO ADHERENTE

El caso del contacto normal (sin adherencia) entre dos cuerpos elasticos de super-
ficies ligeramente curvadas fue resuelto por Hertz en 1882. 50 afios mas tarde,
Bradley present6 la solucion del caso del contacto normal adherente entre una
esfera y un plano rigidos. Para la fuerza de adhesion, Bradley obtuvo el resul-
tado F, =4nyR, donde ¥ es la energia superficial. La solucion del contacto
adherente entre dos cuerpos elasticos la presentaron Johnson, Kendall y Roberts
en 1971 (Teoria JKR), los cuales obtuvieron la fuerza de adhesion F, =37y R.
En 1975, Derjaguin, Miiller y Toporov publicaron una teoria alternativa sobre la
adherencia, la cual se conoce como teoria DMT. Tras una acalorada discusion,
fue Tabor el que, en 1976, llegd a la conclusion de que las teorias JKR y DMT
eran validas para casos particulares de un problema mas general. La teoria de
Bradley es valida para cuerpos completamente rigidos, la teoria DMT para esfe-
ras pequenas y rigidas, mientras que la teoria JKR se aplica a esferas grandes y
blandas. La diferencia entre todos estos casos es, no obstante, minima; de hecho,
la teoria JKR describe la adherencia relativamente bien en el entorno de validez
de la teoria DMT. Esta puede ser la razon por la que la teoria JKR se ha impuesto
en la descripcion de los contactos adherentes. Por este motivo, en este capitulo
se presenta Unicamente la teoria de Johnson, Kendall y Roberts.
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6.1 LA TEORIA DE JOHNSON, KENDALL Y ROBERTS

La teoria clasica del contacto adherente fue desarrollada en 1971 por Johnson,
Kendall y Roberts, y se la conoce como teoria JKR. Considérese una esfera
elastica de radio R en contacto con un plano horizontal rigido. Entre ambos
solidos se establecen siempre fuerzas de atraccion (tipo van der Waals), las
cuales son responsables de que entre la esfera y el plano se forme un «cuello»
caracteristico (fig. 6.1).

F
N Z\
- ~~A1
— d
a a b

Fig. 6.1 En un contacto adhesivo entre cuerpos se forma un «cuelloy.

Denominamos « al radio de contacto y asumiendo que d,a << R, donde R —d
es la distancia entre el centro de la esfera y el sustrato rigido. Para que la esfera
adopte la forma que se muestra en la fig. 6.1 b, los puntos de la superficie de la
esfera deben desplazarse de tal forma que, tras la deformacion, todos se sitiien
sobre el plano rigido.

~ 4 A

—
2
/2R
Fig. 6.2 Esquema representativo de la geometria en el contacto entre una esfera elastica y un
plano horizontal rigido.

Para el desplazamiento vertical se obtiene (fig. 6.2)

2
u =d-——. (6.1)
2R
A partir de los resultados mostrados en el capitulo anterior, se sabe que la dis-
tribucion de presiones de la forma
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-1/2
p=p,(1-7"/a") (6.2)
da lugar a un desplazamiento vertical
T
uz = Fpoa 2 (63)

mientras que la distribucion de presiones

p=p(1-r*1a*)" (6.4)

produce el siguiente desplazamiento

T
U, == Po (2a2 —rz) : (6.5)
La aplicacion simultanea de ambas distribuciones de presion resulta en una dis-
tribucion cuadratica del desplazamiento en la region de contacto, la cual coincide
con las caracteristicas geométricas de la ecuacion (6.1).

Por esta razon, se utilizara la siguiente expresion para la distribucion de
presiones en la region de contacto

1/2

pzpo(l—r2/a2)71/2+pl(1—r2/az) . (6.6)

El desplazamiento correspondiente se obtiene al aplicar el principio de
superposicion

na 1 r 6.7
ufﬁ{pwzpl(l—gﬂ' 6.7)
Comparando las expresiones (6.1) y (6.7) se tiene que
na P np 1
— +—=|=d 24 _ _°
E*(po 2 j " 4E*a 2R’ ©8)

de lo cual se deduce que

* *
p = Er2a pozE_(i_ﬁj. (6.9)
T R 7 \a R

Las dos ecuaciones (6.9) contienen (para una profundidad de indentacion d dada)
tres incognitas, p,, p, y a. Para determinar de manera inequivoca los estados
de deformacion y de tension o esfuerzo para una profundidad de indentacion d
determinada, se necesita otra expresion. Para ello, se usara la condicion por la
cual la energia total del sistema, para un valor de d constante, ha de alcanzar
un minimo.
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La energia de la esfera viene dada por una contribucion eléstica y otra adhe-
siva. La energia de deformacion elastica de la esfera puede calcularse mediante
la expresion

1
Ug=5 [ P (x) dxdy, (6.10)
oviacto
la cual es valida para cualquier sistema linealmente elastico. Sustituyendo las
expresiones (6.6) y (6.1) en la ecuacion (6.10), resulta en

2

U, =7rdJ(:r|:p0 (1-r/a) "+ p (11 /az)l/z}(l—zzm)dr. (6.11)

Tras el cambio de variable & =1—7°/a’, dé = —2rdr/a’, se obtiene

U _ﬂda2 2_2012 N 2_2a2
ol > Py 3 dR P 3 15 4R (6.12)
y teniendo en cuenta la expresion (6.9),
2da® o
U,=E* da-=—+
el |: 3 R 5R2 :| . (613)
La energia total es igual a!
2da® o
Utnt:E*[dza_§?+5?:|_ylzna2. (6.14)

El radio de contacto en el equilibrio, a, se obtiene considerando el principio de
minima energia:

oU da’ 4 2\?
tot :E*|:d2_2%+%:|_27/12n’a:E*[d—% —27/1271'61:0, (615)

oa

de lo cual se llega a

2
d:%i /22# (6.16)

Incorporando esta expresion a la dada por (6.14), se obtiene la energia total en
funcidén del radio de contacto

1. En este caso, 7, es la energia superficial.
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8 a y,ma’ 4a |2y,ma
Uy,=E* EFﬁL?ig; o |- (6.17)

La expresion con el signo menos corresponde al estado de menor energia.
De la fuerza normal externa que actua sobre la esfera, se obtiene la derivada
de la energia con respecto al desplazamiento d en el centro de la esfera:

dUtot a(]tot a(]mt da

Tdd) ad) ea dd)

(6.18)

Ahora, hay que tener en cuenta que el valor de @ ha de obedecer la condicion de

equilibrio para un valor dado de d. En este caso, ag"” =0, de forma que, en
a

vez de la ecuacion (6.18), se llega a una expresion mas sencilla:

3
F oY _ gl a2 | (6.19)
a(d) 3R

Si en la expresion (6.19) se incorpora la expresion (6.16), se obtiene la fuerza
en funcion del radio de contacto,

5 3 3 1\1/2
Fop o @ [Prera )| 24| pyda [Srema || o0
R E* 3R 3R E*

Esta fuerza alcanza un valor negativo maximo cuando

9 ﬂRz 1/3
a=a,, = [gyw?j : (6.21)

siendo este igual a
3
F, = —Ey/lan . (6.22)

La magnitud de esta fuerza se denomina fuerza de adherencia o de adhesion.

En términos de las variables adimensionales F = F / |F,|. a=ala,,.la
expresion (6.20) adquiere la siguiente forma
F=a&-2a", (6.23)

la cual se representa de forma grafica en la fig. 6.3 a.
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A
6
5-
3_.
~ 44
F 5 bl Hertz
2 ’
14 ol / 2
a/aC:a_(4E*/9TryR )3
0 - ‘ - ‘ - 0 \" 1 + 2
R g \‘ﬂ?s?{
a 1k =
a b ¥

Fig. 6.3 (a) Dependencia de la fuerza frente al radio como magnitudes normalizadas; (b) datos
experimentales obtenidos por Johnson para esferas de gelatina de varios radios: 24,5 mm, 79
mm y 255 mm (K.L. Johnson. Contact Mechanics. 6.* reimpresion de la 1.* edicion. Cambridge
University Press, Cambridge (2001)).

La profundidad de indentacidn (expresion (6.16) con signo negativo) en el estado
critico definido por la ecuacion (6.21), es igual a

) 1/3

g =_| 3k (6.24)

crit %2 : :
G4E

d

Introduciendo la profundidad de indentacion adimensional d = d / | » se puede

reescribir la ecuacion (6.16) en términos adimensionales

d=3a"—4a" (6.25)

Dicha expresion, junto con la de la expresion (6.23), determina la dependencia
en forma parametrica entre la fuerza normal y la profundidad de indentacion,
expresadas como magnitudes adimensionales (fig. 6.4).

F |

Fig. 6.4 Dependencia entre la fuerza normal y la profundidad de indentacion como magnitudes
adimensionales.
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Esta dependencia se representa en la fig. 6.4 (linea continua). En el caso de que
la profundidad de indentacion sea del mismo orden de magnitud que 4, , lo que

es de interés en muchos problemas sobre adherencia, dicha dependencia puede
aproximarse mediante la siguiente expresion (linea discontinua en la fig. 6.4):

F~-1+0,12-(d +1)*? (6.26)

A continuacidn se discutira la distribucion de presiones en el contacto adherente,
la cual viene dada por las expresiones (6.6) y (6.9). Hay que tener en cuenta que

. iy E*(d a 2y,E*
P, es s1empre €S posmva, ypo ===, —

a R wa
La distribucion de presiones resultante se muestra en la fig. 6.5. La diferencia
fundamental con respecto al caso de contacto no adherente es que el esfuerzo no
es nulo en el borde del area de contacto, sino negativo e infinitamente grande.

siempre es negativa.

Fig. 6.5 Forma del cuerpo y distribucion de presiones en un contacto adherente.

Esta singularidad queda sin efecto si se tiene en cuenta el alcance finito de las
fuerzas de adhesion. No obstante, y debido al orden de magnitud de la «tenacidad
tedrica» en los contactos tipo van der Waals, los esfuerzos en el borde de un
contacto adherente alcanzan valores muy altos, lo cual conduce a un desgaste
considerable (comparese con la situacion semejante en el «contacto tangencialy,
capitulo 8).

6.2 EL CONTACTO ADHERENTE DE CUERPOS CON SIMETRIA ROTACIONAL

En la seccién 5.6 se describio un método sencillo (el método de reduccion de
dimensionalidad, MRD), mediante el cual se pueden resolver algunos casos de
contacto normal en cuerpos con simetria rotacional de todo tipo. De igual modo,
se pueden describir los contactos adherentes de indentadores con simetria axial.
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Fig. 6.6 Representacion cualitativa de los procesos de compresion y traccion de un indentador
esférico sobre una cimentacion elastica, que reproduce exactamente las propiedades del
contacto adherente entre un troquel esférico rigido y un semi-espacio elastico.
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A continuacion, se describe el procedimiento de calculo de un contacto adherente
mediante el MRD, sin entrar en su justificacion. La demostracion de la validez de
dicho procedimiento se muestra en el apéndice C. El proceso de calculo consta
de los siguientes pasos:

—  Enprimer lugar, se transforma el perfil tridimensional dado, z = f(r),enun
perfil equivalente unidimensional, g(x), con ayuda de la expresion (5.52).

— El perfil resultante g(x) se comprime en la cimentacion elastica unidimen-
sional segun la definicion (5.51), de tal forma que se genera un radio de
contacto a. Por ahora, no se tiene en cuenta la adherencia. El proceso descrito
se muestra graficamente en la fig. 6.6.

— En un tercer paso, el perfil se desplaza hacia arriba, asumiendo que todos
los muelles en contacto se adhieren al indentador —el radio de contacto se
mantiene constante. Conforme tiene lugar el desplazamiento, los muelles en
las inmediaciones del borde estan sometidos a una tension, o traccion, cada
vez mayor. Cuando la elongacion de uno de estos muelles externos alcanza
el valor maximo permitido,

2ray,
I

el muelle se desprende. El requisito de separacion, dado por la expresion (6.27), lo
encontrd M. HeB’ y se le conoce como regla de Hef (en el apéndice C se presenta
una deduccion de la citada expresion, ecuacion A.39). Se puede demostrar que
el estado de equilibrio correspondiente, caracterizado por las tres magnitudes
(F, d, a), coincide exactamente con el que tiene lugar en un contacto adherente
tridimensional.

A diferencia del algoritmo descrito en la seccion 5.6 para el contacto no
adherente, aqui solo hace falta modificar la formula para el calculo de la profun-
didad de indentacion. El desplazamiento de los muelles en el borde no es cero

Al (a)= ; (6.27)

2. M. HeB. Uber die exakte Abbildung ausgewdhlter dreidimensionaler Kontakte auf Systeme
mit niedrigerer raumlicher Dimension. Tesis Doctoral, Universidad Técnica de Berlin (2010).
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ahora, sino negativo e igual en magnitud al valor critico: u, (a)=—-Al_, (a).
De aqui se deduce que

d=g(a)-Al, (a). (6.28)

La fuerza normal viene dada, como antes, por la igualdad (5.57):

a

Fy = 2E*£(d—g(x))dx =2F {ad—jg(x)dx}

(6.29)

=2F [ag(a)—

O

g(x)dx—aAl (a)}

F, =2F D xg'(x)dx—aAl (a)} (6.30)

0

Si en el proceso de separacion se controla la fuerza, entonces se puede calcular
el valor critico del radio de contacto, a,, en el momento en el que la estabilidad
se pierde bajo la condicion dF,, /da=0:

dg(@)| _ 1, | (6.31)
da |, \2a.E

Sustituyendo el radio critico en la expresion (6.30), se obtiene la fuerza de
adhesion:

F,=-2E Dﬁxg'(x)dx—acAlmax (a, )} (6.32)

0

Las reglas de transformacion del MRD, como por ejemplo la dada por la expresion
(5.59) para la distribucion de presiones, y la dada por la expresion (5.60) para
los desplazamientos, siguen siendo validas en el caso de un contacto adherente.

Para ilustrar el uso sencillo de este procedimiento, se considera el contacto
adherente entre un indentador o troquel cilindrico y plano de radio a, y un semi-
espacio elastico. La representacion grafica de este sistema en términos del MRD
se muestra en la fig. 6.7.

En este caso, el radio critico coincide con el del cilindro: a, = a. Como
g'(x) =0 en el caso de un cilindro plano, desaparece el primer miembro de la
ecuacion, obteniéndose para la fuerza de adhesion

F,=2E"aAl (a)=+8nd’E’y,, . (6.33)



114 6. Tratamiento riguroso del contacto — El contacto adherente

resultado que coincide exactamente con el del caso tridimensional®.

AL

EEEEEEE]

Fig. 6.7 Sistema unidimensional representativo de un contacto adherente entre un indentador o
troquel cilindrico y un semi-espacio elastico.

A continuacion, en la seccion de problemas resueltos de este capitulo, se tratan
mas ejemplos.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: ;Qué longitud maxima puede tener el fleje delgado de la fig. 6.8,
para que el contacto mostrado en el esquema no se produzca? Considerar que la
energia interfacial entre el fleje y el sustrato viene dada por ¥ ", la anchura del
fleje (en la direccion perpendicular al plano del dibujo) es a, y su espesor es .

‘I w (X
b T *()I

P |

-t S L

- / >

Fig. 6.8 Esquema para el calculo del contacto adhesivo en un modelo micromecanico, el cual
consta de un fleje delgado elastico y un sustrato.

Resolucion: La ecuacion diferencial del fleje en este caso es: d*w/dx* =0 .La
solucion que cumple las condiciones de contorno w(0) =0, w(s)=h, w'(0)=0
y w(s)=0,es

1

3

2, A3
S(3xs 2x).

w(x) =

La energia elastica del fleje flectado se calcula segin

3. K. Kendall. «The adhesion and surface energy of elastic solids». Journal of Physics D: Applied
Physics 4, 1186-1195 (1971).
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s 2
U, = [+ Ebw'(x) dx = 6E£h :
0 S
donde
=
12

es el momento de inercia de area, o segundo momento de inercia, de la seccion
trasversal del fleje.
La energia total es igual a

_ 6EIR’
S3

e )
s = - .
[ 2y J

Si la longitud del fleje es menor que s, entonces el fleje no se «mantendra
pegado» al sustrato.

U

-7 (I-5)-a,

y alcanza un minimo en

Problema 2: Bajo la accion de una fuerza externa, se consigue vencer la ten-
sion superficial de un cuerpo y separar una capa (de espesor ¢) del mismo (fig.
6.9). Calcular la expresion que relaciona la tension superficial y la forma de la
lamina exfoliada®.

Fig. 6.9 Exfoliacion de un cuerpo elastico.

Resolucion: Considérese la capa exfoliada como una lamina de anchura a (per-
pendicular al plano del dibujo), que estd integrada a lo largo de un margen (linea
de exfoliacion). La solucion de la ecuacion diferencial de la lamina d*w/ dx* =0,
que cumple con las condiciones de contorno w(0) =%, w(s)=0, w'(0)=0y
w'(s)=0,es

4. Este problema lo investigd I.W. Obreimov (1930) en relacion con el método de medida de la
tension superficial de la mica, desarrollado por ¢l mismo. Las medidas efectuadas fueron las
primeras que permitieron determinar de forma directa la tension superficial de cuerpos solidos.
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h (x3 —3xs? +2s° )

w(x) =
(x) >
La energia elastica es igual a
¢ 3Dah’
_ |1 " 2 _
U, —.(|;2Daw (x)"dx = P
EF ) .
donde D =————. Laenergia total es igual a
12(0—-v?)
D 2
U= 3 a3h +2ysa,
2s

y alcanza un minimo en

J6

§ = 7Dl/4hl/2}/—l/4 .

Teniendo en cuenta la igualdad w"(x) = @ , se obtiene
s

L " 2
y=—wI) .

Problema 3: Analizar el contacto adhesivo entre un perfil coénico dado por
f (r) = tan 0 - r, y un semi-espacio elastico. Determinar la profundidad de inden-
tacion y la fuerza normal en funcion del radio de contacto, asi como la fuerza
de adherencia a carga constante.

Resolucion: En primer lugar se determina, mediante la transformada (5.52),
el perfil unidimensional equivalente: g(x)= (7 /2)tan-|x|. La relacién entre
la profundidad de indentacion y el radio de contacto viene dada por la igualdad

(6.28):
2 N\ E .

La expresion para la fuerza normal adquiere la forma

. : 2
F, =2E {ntan@a 4 ﬂa}/lz}

4 E
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La fuerza alcanza un valor maximo negativo cuando a, = % , siendo
igual a mtan” 0-F
547u2
C rtan'0-E
La profundidad de indentacion en este estado critico, viene dada pord, = tajOLl-zE*'

Introduciendo las magnitudes normalizadas F, = F, /|E ,d=d/ |dc| ya=ala,
las expresiones para la profundidad de indentacion y para la fuerza normal adquie-
ren las siguientes formas adimensionales:

F,(a)=3a"-4a" y d(a)=3a-2a".

Problema 4: Analizar el contacto adhesivo entre un indentador rigido con sime-
tria axial de la forma f'(r)=c, -", y un semi-espacio elastico.

Resolucion: Este problema se resuelve de manera particularmente elegante con
ayuda del MRD. El perfil unidimensional equivalente se calcul6 anteriormente
en el problema 7 del capitulo 5:

NN
2 TG+D)

¢() = x,0, ] con , =

La relacion entre la profundidad de indentacion y el radio de contacto viene
dada por la igualdad (6.28):

d=g(a)-Al,, (a)=kK,c,a" — [273;& .

La expresion para la fuerza normal es

Fy(a)=2E Llrcncna’”1 —\8na’E’y,, ,

n+

la cual alcanza el siguiente valor minimo

1

3 2n-1

1_271 3 n+l o xn=2

F = 2 E
© n+l [chncnj (2772)

cuando
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1
201
a = 97 11y !
- * .
A\ 2n’klcE

La profundidad de indentacion en el momento en que se pierde la estabilidad
(estado critico), es igual a

1/n ﬁ
d =(1—gn) myef L
‘ 3 )| 2°E" \ k,c, '

Normalizando con respecto a los valores de las magnitudes criticas, F,=F,/ F.,
d=d/ |dc| y a=a/a,, las expresiones en el equilibrio adoptan formas espe-
cialmente sencillas:

S
Fu(@)= 1-24]

1
d 2] =
(@)=5=5,

(3" -2(n+1)a"”] 'y (3" —2na"?).

En el caso de n =1, los resultados coinciden con los del problema 3, mientras
que para n = 2 se llega a la teoria clasica JKR para perfiles parabodlicos.



7. EL CONTACTO ENTRE SUPERFICIES
RUGOSAS

La rugosidad tiene una gran influencia en muchos fenémenos fisicos, como el
rozamiento, el desgaste, la estanqueidad o el sellado, la adherencia, las peliculas
autoadhesivas, o los contactos térmicos y eléctricos. Cuando dos cuerpos con
superficies rugosas se comprimen entre si, el «area de contacto real» es, en prin-
cipio, mucho mas pequeiia que la «superficie aparente de contacto». La extension
de la region de contacto y la magnitud de los esfuerzos maximos determinan,
en ultima instancia, el tamafio de las particulas generadas durante el desgaste y,
por tanto, la velocidad a la que este se produce. El tamafo del area de contacto
tiene también una importancia decisiva en los procesos con rozamiento. Se puede
considerar la friccion a nivel microscopico como la ruptura de uniones microsco-
picas entre las superficies en contacto. Segun esta interpretacion, la tenacidad de
dichas uniones y, con ello, la fuerza de rozamiento, deberian ser proporcionales
al «area real de contacto». En este capitulo se analiza la dependencia del area
real de contacto, de la duracion del mismo, asi como de todas sus caracteristicas
frente a la fuerza de compresion.

7.1 EL MODELO DE GREENWOOD Y WILLIAMSON

Se comienza discutiendo el caso de dos superficies rugosas en contacto eldstico.
Como modelo mas sencillo de una superficie rugosa, se puede imaginar una
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sucesion regular de asperezas idénticas, con el mismo radio de curvatura y la
misma altura' (fig. 7.1).
lF

M/

Fig. 7.1 Modelo sencillo de una superficie rugosa.

El tratamiento del contacto entre superficies de tal naturaleza es sencillo. En el
caso de cargas no muy altas, la fuerza total se obtiene como suma de todas las
fuerzas, iguales en todas las «puntas», que se pueden calcular mediante la teoria
de contacto hertziano. Las «areas de los micro-contactos» individuales y, por
tanto, el area total de contacto es, en este caso, iguala A4 ~ F 3 Esto contradice
tanto los resultados experimentales como la ley de Amontons, segun la cual la
fuerza de rozamiento es aproximadamente proporcional a la fuerza normal, o
carga. Por consiguiente, es de esperar que el area de contacto crezca de manera
mas o menos lineal con la fuerza normal.

La situacion cambia de forma considerable si se tiene en cuenta que las
superficies reales son, por regla general, estocasticamente rugosas. EI método
mas sencillo que permite modelizar una superficie irregular lo propusieron J.A.
Greenwood y J.B.P. Williamson en 1966. Al modelo se le denomina modelo-
GW, en honor a los autores. Greenwood y Williamson supusieron que todas
las puntas que constituyen la rugosidad (las asperezas, o asperidades), tienen
el mismo radio de curvatura, mientras que sus alturas se distribuyen de manera
aleatoria en torno a un valor medio (fig. 7.2).

Si las puntas en contacto estan lo suficientemente separadas entre si a lo
largo de la superficie, sus respectivas deformaciones pueden tratarse de manera
independiente. Esto implica que, bajo esta suposicion, tanto la ubicacion de las
puntas como la topografia exacta de la superficie tienen muy poca relevancia
en este tipo de contacto. Lo que si tiene relevancia, es la distribucion de alturas.
Se denominara ®(z) ala densidad de probabilidad de encontrar una asperidad
de altura maxima z. Esto significa que la probabilidad de encontrar una asperi-
dad de altura maxima en el intervalo [z,z+dz], es igual a ®(z)dz . Si N, esel
numero total de asperidades, entonces el nimero de asperidades en el intervalo
[z,z+dz] esiguala N ®(z)dz.

1. A tales superficies regulares no se las denomina «rugosasy, sino «estructuradasy o «con texturay.
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Fig. 7.2 Modelo de una superficie estocastica segiin Greenwood y Williamson.

Como es el caso de muchas superficies tanto naturales como artificiales, las
alturas se distribuyen seglin una funcion normal:

1 1/2 72722
qD — 21 . 7.1
@ (ZEIZJ ¢ 7.1

La magnitud / es aqui el valor medio cuadratico de la distribucion de alturas:
/= <Zz> : (7.2)

que se denominara rugosidad.

Considérese el contacto entre un cuerpo elastico, cuya rugosidad esta carac-
terizada por la distribucion estadistica anterior, y un plano rigido situado a una
distancia A, del nivel medio, el cual se le hace coincidir con el origen del eje
z (fig. 7.2). Suponiendo despreciable la interaccion eldstica entre asperidades,
todas aquellas de altura z > A, estan en contacto con el plano rigido. La «pro-
fundidad de indentacion» de una asperidad de altura z es igual a d =z —#h, . En
el caso de un tnico contacto, se obtiene, mediante la aplicacion de la teoria de
Hertz, a’ =d-R (ecuacion (5.21)). Por tanto, el area de contacto correspon-
diente a una asperidad es

AM=rna’=nd-R=m(z—h))R (7.3)
y la fuerza por asperidad,
4 1/2 33/2 4 1/2 3/2
AF =2 E*R"d =2 E*R (z—hy) (74

La fuerza total de todos los contactos, el area total de contacto, asi como la carga
total F, se obtienen al integrar sobre todas las asperidades en el contacto. Esto
implica que la integracion se ha de realizar sobre todas las alturas comprendidas
entre z = h, e infinito:
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N=TM@@MZ (7.5)
ho

AZTMQQMR@—%ME (7.6)
hy

F&zTNﬂXﬂ%E*E”@—%Y”&. (7.7)

Aunque en el proceso de compresion de cuerpos, tanto el area como la fuerza
totales y el nimero de contactos que se producen crecen de manera exponencial
y por tanto rapida, no sucede lo mismo con sus cocientes, ya que estos cambian
muy débilmente. Por ejemplo, para el area media de contacto de una asperidad
se obtiene

T dzN,®(z)rR-(z—h,)
hy

= _ . (7.8)
[ dzN,(2)
hy

Expresion en la que si se introduce la variable adimensional & =z// y la defi-
nicion &, = h, /1 | se obtiene

[deexp(-&*12)-E-£)
(Ad)=nRI| *— : (7.9)
jdé exp(—é2 /2)
)

0.
o1 0,8
~ 1
ER
Q —_ 0,6
< 25 37 Zle ]
= 44 0,41
=z =0
o -51
= 0,21
g -6 ]
-7 T 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
E)O E"O

Fig. 7.3 El area de contacto y su valor medio en funcién de la variable de separacion éo .
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De la fig. 7.3 se puede deducir que, mientras que el area de contacto, dada por
la ecuacion (7.6), cambia en 7 6rdenes de magnitud cuando la distancia de sepa-
racion entre las superficies crece de £, =0 a 5 pm, el 4rea media de contacto
(AA> cambia menos del triple. El valor £ =0 corresponde a una compresion
muy alta, en la que el area de contacto es aproximadamente la mitad del area
aparente. Los valores &, >4 no son realistas, ya que en estos casos se da como
mucho un solo contacto. El intervalo tipico de cargas promedio para las que las
areas reales de contacto son de 10 a 10~ veces el area aparente, se alcanza
a partir de &, =2,5 hasta 3,5. En esta region, el cociente <AA/ ﬂRl> apenas
varia del valor 0,3.

Para el area media de una asperidad, se obtiene, como aproximacion
razonable,

(Ad)~RI. (7.10)

La magnitud media de un contacto microscopico permanece practicamente cons-
tante, o varia muy despacio, cuando la fuerza y el 4rea de contacto cambian en
un orden de magnitud.

De la misma manera varia el cociente entre el area de contacto total y la
fuerza:

T N,O(z)rR(z - hy)dz
hy

i _(ij 3

F 1) 4Ex

v IneeteReenye [dzexp(-£2/2)-(6-¢,)"
hy &

[deexp(-&* 12)- &)
7[ 50

(7.11)

De la fig. 7.4 se puede deducir que en la region comprendida entre
&, =2,5y3.,5, relevante para los casos de rozamiento a escala macroscopica, el

4 /(R 3z ,
cociente — /| — apenas varia en torno al valor 1.,4.
F, ) 4E*

El cociente entre el area real de contacto y la fuerza de compresion se puede
expresar, en buena aproximacion, como

1/2
éi:(?] 21. (7.12)
N
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A (4E*/3m)
E, (R/D"

k=)
~
L

(=]
(=]
—
o 4
w4
g
w

Fig. 7.4 Dependencia del cociente entre el area de contacto y la fuerza de compresion en
funcidn de la variable de separacion 50.

El 4rea de contacto es proporcional a la fuerza normal, salvo por un pequefio
factor logaritmico.
El esfuerzo medio se obtiene invirtiendo la expresion anterior:

F, NEA
~——=~03-FE|— . 7.13
(o)== =0, (R] (7.13)

En la literatura reciente sobre mecanica de contacto, se suele encontrar otra
expresion para el cociente F, / A en superficies rugosas. Esta expresion puede
«derivarse» de forma cualitativa de la manera que se expone a continuacion. El
cociente F, / A puede estimarse, para un inico micro-contacto, como el valor

medio (AF / A4),y este a su vez como <(AF / AA)2> , salvo por una constante

de orden de magnitud 1. Como el cociente F, / A depende muy débilmente de la
fuerza de compresion (o, en otras palabras, de la cercania entre las superficies),
se puede aproximar en el caso de 4, =0, como:

E, 2 4E*Y z
~ H(AF 7 A4)) ~ f = | = : -
P <( ) > ( 3 J R . El radio de curvatura de una aspe

ridad se calcula como1/ R =—z". Por tanto, para el cociente F, / 4 se obtiene

F, 4E* — 4E* [,
- /<_Z.Z>: - /<Z ) (7.14)

En la tltima expresion se ha tenido en cuenta que el valor medio (—z-z") se define

. 1L . .
como la integral _Z-[O z(x)z"(x)dx sobre una trayectoria L suficientemente
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. : 1
grande. Integrando parcialmente, se obtiene 7 J?z’(x) Z'(x)dx , y por tanto,

(z7)

Esta es, naturalmente, una aproximacion muy burda, aunque el resultado de
la expresion (7.14) se puede confirmar mediante un calculo numérico exacto.
Asignando al gradiente del perfil de la superficie el valor cuadratico medio,

Vz =, /<z'2> , se puede reducir la expresion, dando lugar a

F—I;VZKIE*VZ, (7.15)

donde k es un coeficiente que depende débilmente de las propiedades esta-
disticas de la superficie y que, en general, es de magnitud 2. Esta expresion se
demostrara mas adelante a través de una resolucion numérica exacta en el caso
de distintos tipos de superficies rugosas y fractales?.

El esfuerzo promedio en el area real de contacto se calcula, en buena apro-
ximacion, como la mitad del médulo de elasticidad efectivo E* multiplicado por
el gradiente medio del perfil de la superficie Vz:

<0'>=F—ANz%E*Vz. (7.16)

A un resultado parecido se puede llegar mediante la siguiente y sencilla
estimacion cualitativa. Si se considera un cuerpo con un perfil superficial
z=h-coskx-cosky, el radio de curvatura de los maximos de dicha superficie
es igual a 1/ R = hk?, el valor medio cuadratico de z es igual a /=h/2,y el
valor medio cuadratico del gradiente de alturas es igual aVz = hk/ V2 . Por
tanto, se tiene que:

(é} =Vz. (7.17)

Sustituyendo en la expresion (7.13), se llega de nuevo a la expresion (7.16).
Ademas, se puede estimar la fuerza F| para la que el 4rea real de contacto 4
es igual a la mitad del area aparente:

Fy z%E*VZ. (7.18)

2. Es interesante observar que la ecuacion (7.15) se puede aplicar, con k¥ = 2, también en el caso
de superficies abrasivas con asperezas puntiagudas (véase el problema 7 de este capitulo).
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El esfuerzo medio aparente, &, que habra de aplicarse en este caso, es

E*Vz. (7.19)

.1
o~—
4
7.2 DEFORMACION PLASTICA DE RUGOSIDADES EN EL CONTACTO

Si la presion dada por la ecuacion (7.16), es mayor que la dureza o, del material
y, por consiguiente,

_E'Vz

Oy

¥ >2, (7.20)

las micro-rugosidades se encuentran en pleno régimen plastico. La magnitud W
fue introducida por Greenwood y Williamson, la cual se conoce como indice de
plasticidad. Para valores W < 2/3, la superficie se comporta eldsticamente en
el contacto, lo que significa que el que un sistema se comporte de forma elastica
o pléstica jno depende de la fuerza normal aplicada!

Como ejemplo, se estimara la magnitud caracteristica del gradiente del
perfil en el contacto entre dos muestras de acero. Partiendo de E* ~ 10" Pa 'y
o, ~10° Pa, dos muestras de acero en contacto se deforman de manera pura-
mente elastica si Vz <2-107°. En el caso de superficies de acabado rugoso, el
gradiente del perfil es a menudo mayor, y practicamente toda la region de con-
tacto se encuentra en el régimen plastico. En cambio, en el caso de superficies
muy pulidas, conVz <« 21077, la deformacion es puramente eléstica.

En general, el gradiente Vz depende de la resolucion con la que se carac-
terice la superficie, es decir jla magnitud depende de la escala! Si el perfil es
diferente seglin distintas escalas de observacion, la superficie correspondiente
solo se deformara plasticamente en la escala en la que se cumpla la condicion
Vz>20,/E.

La teoria anterior pierde su validez cuando el esfuerzo aumenta en la region
de contacto. En el régimen plastico, se puede estimar la magnitud del area de
contacto, teniendo en cuenta que el material en dicha regién se deforma siem-
pre que el esfuerzo de compresion alcance el valor de dureza del material. Para
ello, se supone que el material tiene un comportamiento elastico perfectamente
pléstico, con una dureza a compresion o,, y la presion es aproximadamente
igual en todas las asperidades.

El area de contacto es, por tanto, proporcional a la carga:

A~F,/c,. (7.21)

Como ejemplo numérico, se puede considerar un dado de acero toscamente lijado
de lado 10 cm, que descansa sobre una plataforma también de acero. Para los
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parametros o, ~10° Pa, F, ~10° N, se obtiene 4=10%/10" m* =0,1 mm’,
A/ A, =107, Para un contacto de diametro tipico 10 pm, el nimero de contactos
esN~107/(10°) ~1000.

7.3 CONTACTOS ELECTRICOS

Hasta ahora, nuestro interés se ha centrado en el area de contacto real entre dos
superficies rugosas. Sin embargo, existen diversos casos en los que no es rele-
vante el area, sino la longitud del contacto. Entre estos casos se encuentran los
contactos térmicos y eléctricos.

En un contacto eléctrico, la corriente pasa de un cuerpo conductor a otro a
través de una region en la que existe un contacto muy estrecho —por regla general,
un contacto «a escala atdbmica». A primera vista puede parecer que la calidad de
un contacto eléctrico depende mucho de la topografia de los cuerpos en contacto,
y que aquel esta sujeto a fuertes fluctuaciones. En esta seccion se analizan las
razones por las que, no obstante, los contactos eléctricos funcionan de manera
muy eficiente en la mayoria de los casos, y se abordara el calculo de la fuerza
de compresion necesaria para generar un contacto determinado.

Un elemento conductor pasivo puede caracterizarse por su resistencia eléc-
trica R. Lamagnitud A =1/ R se denomina conductancia eléctrica. La resistencia
eléctrica de una barra de seccion trasversal Sy longitud L se calcula mediante
R=pL/S,donde p eslaresistividad del material. Considerando la electronica
mas basica se sabe que en una configuracion de elementos en serie se suman
las resistencias, mientras que en una distribucion de elementos en paralelo se

suman las corrientes.
\\\

N

Fig. 7.5 Contacto entre dos semi-espacios conductores.

—p 20 |a—

Si dos cuerpos extensos y conductores, caracterizados por la resistividad o,
entran en contacto ideal en una region estrecha de radio a (fig. 7.5), la resistencia
se determina mayoritariamente por el tamafio de dicho estrechamiento o constric-
cion. Se denomina por tanto resistencia de constriccion® R,y se calcula segun*

3. Del inglés, constriction resistance (N.d.T.).
4. Anteriormente J.C. Maxwell derivo este resultado: J.C. Maxwell. 4 Treatise on Electricity and
Magnetism. 3.* edicion. Oxford Press, Oxford (1891).
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L_a22e (7.22)

R p

En el caso de existir varios micro-contactos de este tipo separados por una dis-
tancia mayor que sus didmetros, 2a,, entonces se suman las conductividades de
cada union. Por consiguiente, la suma de los diametros de los contactos cobra
importancia en el calculo de la conductividad total:

A - 22 L (7.23)

total

p P
Se asigna L al valor de dicha suma
L=> 2a, (7.24)
a la que, por simplicidad, se denominara de ahora en adelante como longitud de
contacto. Para calcular la longitud de contacto, se necesita acudir a las expli-

caciones del comienzo del capitulo y apoyarse en la fig. 7.2. El radio de un
micro-contacto se calcula mediante

AA
a—\/;—,/R(z—ho), (7.25)

y la longitud de contacto se puede obtener de forma analoga a como se hizo para
el area de contacto (ecuacion (7.6))

L=>2a = T 2N, ®(2)\/R(z - hy)dz. (7.26)
ho

El cociente entre la longitud de contacto y la fuerza normal es igual a

[ @) E-h)2d 3 [dzexp(-£2/2)- (6 -
) &

N 2E* T 3/2 B 2E*l ° 2 3/2 ' (727)
[@()(z-hy)"dz [deexp(-£/2)-(£-&,)
hy o

k
La magnitud L. ! en funcion de la variable &, se representa de forma gra-

N
fica en la fig. 7.6. En la region comprendida entre &, = 2,5y 3,5, de relevancia
en las condiciones en las que tipicamente el contacto tiene lugar, dicho cociente
apenas varia en torno al valor 2,5.
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Fig. 7.6 Cociente entre la longitud de contacto y la fuerza normal en funcién de la variable de
separacion G .

Por tanto, y en buena aproximacion, la longitud de contacto se puede expresar
como
L 37

—_—
~

F, E*I

(7.28)

La longitud de contacto es, a falta de un pequefio factor logaritmico,
proporcional a la fuerza normal.

Y segun la expresion (7.23), la conductividad eléctrica viene dada por

3,7

Ay ® pl Fy.

(7.29)

De igual modo que la fuerza de rozamiento, la conductividad es proporcional a la
fuerza normal y no depende del area (aparente) de contacto. En esta expresion no
aparece el radio de curvatura de las asperidades o la inclinacion de la superficie.
La conductividad depende tan solo de la distribucion de alturas de la superficie
rugosa, y no de la topografia exacta de la superficie.

Hasta ahora se ha supuesto que los contactos individuales son suficientemente
pequeflos y se encuentran separados entre si, lo que implica que se pueden tratar
de forma independiente. En cuanto la longitud de contacto L alcanza el valor del
diametro D de los cuerpos en contacto, la conductividad deja de aumentar. Esta

5. Un analisis mas detallado mostraria que la longitud de contacto se puede describir mejor
mediante la expresion L= y/™"?(vz)"" E*FJ*, con x = 0,63.
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llega al valor de saturacion cuando la longitud de contacto alcanza la dimension
lineal de los cuerpos:

PN

~ F
E*]

N

~D. (7.30)

La fuerza requerida es igual a

. L DEM (7.31)
Y

Este resultado se puede comparar con la fuerza dada por la expresion (7.18), en
2

la que la rugosidad superficial se reduce a la mitad: F, ~ — E *Vz. El cociente

entre ambas magnitudes es igual a 4
Fyve  4E*1 1

F, 3,7DE*Vz DVz

(7.32)

En el caso de conductores de dimension lineal D >//Vz , un contacto eléctrico
ideal se alcanza de manera mas rapida que un «contacto material». Este es el
caso de la mayor parte de los contactos de tamaiio superior a 0,1 mm.

7.4 CONTACTOS TERMICOS

La conductividad térmica de un contacto circular y su rigidez mecanica son
también proporcionales al radio de contacto, y la teoria de contactos eléctri-
cos, esbozada en el apartado anterior, puede aplicarse directamente a ambas
magnitudes.

La resistencia térmica es el parametro clave en el dimensionado de disi-
padores para semiconductores u otros componentes de circuitos electronicos.
La resistencia térmica se define como R, = AT/Q, donde AT es la diferen-
cia de temperatura entre los terminales del componente y O es el calor que
fluye a través del cuerpo por segundo. La conductancia térmica se define como
A, =1/ R, . Esta, en el caso de una barra de longitud L y seccion trasversal S,
esiguala R, = L/SA,donde A es la conductividad térmica. La analogia con el
caso del contacto eléctrico es completa, salvo que en este caso, la resistividad p
debe reemplazarse por 1/ A . De manera similar a la expresion (7.29), se puede
por tanto escribir

3,74

A, TTRLA

(7.33)

La conductancia térmica de un contacto rugoso es directamente pro-
porcional a la fuerza de compresion.
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7.5 RIGIDEZ MECANICA DEL CONTACTO

Si entre un cuerpo elastico y uno rigido se establece un contacto de geometria
circular de radio ¢, entonces la rigidez del mismo en la direccion perpendicular
o normal a la superficie es ¢, = 2aE’, y en la direccion paralela a la superficie

8G . o
es ¢ = 2—a, donde G es el mdédulo de cizalla (véase el siguiente capitulo).

Ambas rigideces son proporcionales al didmetro de contacto. En el caso de varios
contactos independientes, las rigideces se suman:

¢l =E D 2a,=EL, (7.34)
4G 4GL

c =——>» 2a, = . 7.35

I, total 2—vz =52, (7.35)

Mediante la expresion (7.28), se obtiene la rigidez normal y trasversal de un
contacto rugoso

F
CJ_, total 3’7 lN 4 (736)

2(1-v)3.7 . L Fy (7.37)

Cu,mm:m ;N /

7.6 SELLANTES

En el ambito técnico, los sellantes son aquellos elementos o dispositivos cuya
funcidn consiste en evitar o limitar el flujo indeseado o la fuga de materia de
un compartimento a otro. El grupo mas importante es el de los sellantes de
contacto, en los que, para ejercer su funcion, los componentes han de unirse
entre si (fig. 7.7).

T .
Yy Y

— = Goma SN TS
_ Liquido _ Liquido__

Fig. 7.7 Diagrama esquematico del modo de accion de un sellante.
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Debido a la siempre presente rugosidad en las superficies en contacto, estas
deben acercarse al menos con una fuerza tal que haga la union «estancay. Esto
se ilustra en la fig. 7.8. Para cargas de compresion bajas, las superficies entran
en verdadero contacto en tan solo unas pequeiias zonas, de tal forma que los
fluidos o los gases pueden filtrarse entre dichas zonas. Cuanto mayor es la fuerza
de compresion, las regiones en contacto se agrandan, hasta llegar a formar un
dominio continuo e interconectado. De esta manera, todas las posibles rutas que
pudieran dar lugar a fugas en la region de contacto, quedan bloqueadas.

Fig. 7.8 Area de contacto bajo diferentes cargas de compresion. El contacto se vuelve estanco
cuando las distintas areas de contacto real forman un dominio continuo.

Este limite de percolacion se alcanza por regla general, cuando la rugosidad
superficial queda reducida a la mitad. Para ello se requiere un esfuerzo de mag-
nitud dada por la expresion (7.19):

o ~lprys. (738)

estanco 4

Hay que tener en cuenta que el esfuerzo depende de la escala, tal y como ocurre
con Vz. Esto significa que un contacto, cuya rugosidad se haya medido a baja
resolucion, puede considerarse estanco aun cuando, si se observase mas exacta-
mente (es decir, a menor escala), existiesen rutas de escape atravesando la zona
de contacto. Un analisis detallado de esta situacion conduce al resultado seglin
el cual, la velocidad de filtracion de un material a través de un sellante, una vez
se haya alcanzado el esfuerzo critico «macroscopico» (7.38), no es nula, sino
que decrece rapidamente de forma exponencial con la carga de compresion (en
diez 6rdenes de magnitud si la carga aumenta en un orden de magnitud).

7.7 RUGOSIDAD Y ADHERENCIA

La rugosidad puede reducir la adherencia de forma drastica. En el capitulo ante-
rior, se introdujo el concepto de «profundidad de indentacion negativa critica»
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) 1/3
i = —(37[ 4 RJ (ecuacion (6.24)). Claramente se intuye que la adherencia

16E™
de superficies rugosas esta determinada por el cociente |d,,|//. Si|d,,|>1:
1/3
37°y°R
- >/, 7.39
( 16E™ 739

la rugosidad no juega ningun papel. Teniendo en cuenta la expresion (7.17), esta
igualdad se puede expresar de la forma

1/2
34E’f7 >1.-Vz. (7.40)

En el caso contrario, la fuerza de adhesion practicamente desaparece. Las simu-
laciones numéricas muestran que existe un valor critico del producto /- Vz, para
el cual se anula la fuerza macroscopica de adhesion:

4
-V =Y, 7.41
[ Z]crit E* ( )

donde Y es una constante de orden de magnitud 1.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Determinar la carga de compresion necesaria para que, entre dos
placas planas de cobre de rugosidad / =1 um, se establezca un contacto eléctrico
caracterizado por una resistencia R = 0,1 mQ .

Resolucién: Elmédulo de elasticidad del cobre es aproximadamente E ~ 10" Pa,
el coeficiente de Poisson v ~ 0,33, y laresistividad p ~1,8-10" Q- m. Elmédulo
de elasticidad efectivo E resulta ser

11
-t 10 Pa ~0,56-10"" Pa. De la igualdad (7.29), la cual

2(1-v?)  2(1-0.1)
1 37

se puede escribir en la forma E = E*—pl

F,, se tiene que

o E*pl 0,56-10" Pa-1,8-10°Q-m-10"°m
N37R 3,7-0,1-10°Q

~ 2,7 N.
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Problema 2: Calcular el esfuerzo de compresion necesario para estable-
cer un contacto ideal entre un cuerpo elastico de superficie ondulada segun
z= hcos(/oc) y un plano rigido.

Resolucion: Si las superficies se adhiriesen sin necesidad de un esfuerzo externo,
el esfuerzo normal en la superficie seria igual a

o.=1% E'" hk cos kx

(véase el problema 1 del capitulo 3). Si se aplica un esfuerzo normal —o, esto
daria lugar, por el principio de linealidad, al siguiente esfuerzo normal sobre la
superficie:

o= %E*fzkcoskx—ao,

Dicho esfuerzo puede alcanzarse por pura compresion, sin necesidad de adhe-
rencia, cuando o <0 y por tanto,

o, > %E*}Azk .

En este caso, se sabe que Vz = hk /2, y por consiguiente la igualdad puede
escribirse de la forma o, > % E"Vz (compdrese este esfuerzo con el de la expre-
sion (7.38), el esfuerzo necesario para producir un contacto estanco).

Problema 3: Determinar el esfuerzo de compresion necesario para gene-
rar un contacto ideal entre un cuerpo elastico de superficie ondulada seglin
z = heos(kx)cos(ky) (fig. 7.9) y un plano rigido.

:;7?1%3\
DN
SRR S
< TAVAY S A A
NV, > ZZ7AVAVAY AV AN
i

PR

A2
LX)
<&

<l

AN
% AVA‘%&X@\\‘\\&

A
X7

R
Sqwvy, Ny,
G S S N
vyfj;ﬁuvﬁx O e, Y
TAAAVAy AV

AYAVaY

Fig. 7.9 Superficie ondulada en dos dimensiones de un cuerpo elastico.

Resolucion: En el problema 1 del capitulo 3, se encontré que la deformacion
de la superficie u_ = hcoskx da lugar a la distribucion de esfuerzos normales
o.. =L E hkcos kx . Este resultado puede también expresarse de forma inde-
pendiente de las coordenadas. Asi, una deformacion superficial con forma
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co-sinusoide, u_(7), (donde 7 es un vector bidimensional) da lugar a la dis-
tribucion de esfuerzos o, =1 F ‘k‘uz (7). Por consiguiente, la ondulacion del
enunciado puede expresarse como suma de dos funciones coseno:

z= fzcos(/oc)cos(ky) = %l;(cosk(x+y)+ cosk(x—y)) .
Esta deformacion da lugar al esfuerzo normal
0. =2 Eku (F) =2 E"khcos (kx)cos (ky) .
El esfuerzo necesario para alcanzar un contacto completo es, por tanto, igual a
&=LEhk.

El valor cuadratico medio del gradiente es igual a Vz = hk /2 . Por consi-
guiente, 6 = E'Vz .

Problema 4: Determinar el esfuerzo de compresion necesario para generar un
contacto entre un plano rigido y un cuerpo eléstico con la superficie ondulada
de la forma z = hcos(kx)+h cos(k;x) donde k >k y h < h (fig. 7.10).

Fig. 7.10 Superficie que presenta ondulaciones a dos escalas distintas.

Resolucion: Las irregularidades de oscilacion alta se «aplastan» cuando la pre-
sion alcanza 0,, >+ E "Ik, en las zonas mas profundas de las irregularidades de
oscilacion baja (véase el problema anterior). Utilizando la expresion del esfuerzo
del problema 2 y el principio de superposicion, se obtiene el esfuerzo critico

o, =1E (/;k+f11k,).

Problema 5: El sistema esquematizado en la fig. 7.11 consiste en muelles
(ntmero total N,) de la misma rigidez ¢, que pueden adherirse al entrar en con-
tacto. Sus propiedades adhesivas estan caracterizadas por la longitud Ad_,,, la
maxima a la que un muelle puede llegar a estirarse antes de desprenderse. La

distribucion de alturas de los muelles es ®(z) = %e .
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z

_______________________ d

T-J-TTITTT .

Fig. 7.11 Modelo de muelles para una superficie estocastica elastica.

En primer lugar, se comprime el sistema con un plano rigido, aplicando la fuerza
F,,, hasta una distancia d. Determinar la fuerza de adhesion en funcion de la
carga de compresion.

Resolucion: La comprension mediante la fuerza F), hard que entren en contacto
con el plano aquellos muelles para los que z > d, donde d puede determinarse
de la siguiente igualdad:

z -d

F, = T&e lc(z—c;’)dz = NoceTl.
d

Si el plano rigido se traslada hasta la altura d, entonces permaneceran en contacto
todos aquellos muelles cuya longitud en ausencia de deformacion sea menor que
d—Ad_,,, pero no menor que d . La fuerza ejercida sobre el plano es igual a

2N, 2 -d . N
[=teic(z-d)dz=Nyce! (+d—d), para d-Ad, <d
d
F= @ N oz Ad,,,—d _
[ =telc(z=d)dz=Nyce ' (I-Ad,,), para d—-Ad,, >d
d-Ad,,,,
Para [ > Ad_,, 1a fuerza que actlia sobre el plano es siempre positiva, y por tanto

no existe adherencia macroscopica. Para | <Ad_, la fuerza alcanza el valor
maximo negativo cuando d = d + Ad,,,,. Dicho valor es la fuerza de adhesion:
d

|F,|=Nyce ' (Ad,,, ~1).

El cociente entre la fuerza de adhesion y la carga de compresion

@ — Adcrit _l

F, /
no depende en este modelo de la carga de compresion, y se denomina coeficiente

de adherencia. Para | = Ad ., la fuerza de adhesion es cero.

crit 2
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Problema 6: De acuerdo con la pregunta planteada en el problema 5, calcular
de nuevo la fuerza que actia sobre el plano, en esta ocasion para la siguiente

distribucion de alturas
l 1/2 7i
D(z) Z( ] e .y

2rl?

Resolucion: La fuerza se calcula de

o 1 2 2
F, = I NO(_j e c(z-d)dz.

Los resultados de la integracién numérica se muestran en la fig. 7.12 como gra-
ficas de F, (d) en funcion de d/I. Para Ad_, < 0,3/ no existe distancia alguna

para la que F), sea negativa (no existe adherencia macroscopica).

0,5 1

Fig. 7.12 Dependencia de la carga normal con la distancia normalizada frente a % .
Problema 7. Estimar la presion —o esfuerzo— promedio sobre el area de contacto

real entre un semi-espacio eldstico y una superficie rugosa constituida por puntas
conicas con angulos de inclinacion idénticos e iguales a 0 (fig. 7.13)

cuerpo rigido
o) M

cuerpo elastico

Fig. 7.13 Contacto entre una superficie rugosa constituida por asperezas en forma de cono y un
cuerpo elastico.
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Resolucion: De las igualdades (5.37) y (5.39) se tiene que, al imprimir una punta
conica rigida sobre un semi-espacio elastico, se establece la siguiente relacion
entre la fuerza normal F), y el angulo de contacto a:

1 .
F, ZEE ma’ tanf .

Por tanto, el esfuerzo promedio en un micro-contacto viene dado por:

<0'> = Fy =1E* tan O =1E*Vz,
2 2

2

donde Vz =tan6 (constante, en este caso) es la pendiente o inclinacion del perfil
de la superficie. Este esfuerzo no depende de la profundidad de indentacién y es
por tanto valido como expresion del esfuerzo promedio en toda el area de con-
tacto. Se concluye, pues, que también para el caso de superficies abrasivas con
asperezas puntiagudas se obtiene el mismo resultado (7.16) que para el contacto
entre superficies de rugosidad aleatoria.



8. EL CONTACTO TANGENCIAL

Entodos los casos de contacto tratados hasta ahora, se ha asumido que las super-
ficies de los cuerpos en contacto son absolutamente lisas y exentas de rozamiento.
En consecuencia, no se generan esfuerzos cortantes en la region de contacto. En el
caso de que ademas se establecieran puntos de contacto en direccidon tangencial,
las fuerzas de rozamiento y de adhesion en el contacto cobrarian importancia.
En este capitulo, se analizan los esfuerzos cortantes, o tensiones de cizalla, en
los contactos tangenciales.

Hay que tener en cuenta que, generalmente, los esfuerzos cortantes aparecen
también en contactos normales con rozamiento. Si dos cuerpos con propiedades
elasticas diferentes entran en contacto, se establece un desplazamiento relativo
en direccion tangencial como resultado de la contraccion trasversal producida
por el propio contacto. En consecuencia, los esfuerzos por rozamiento entran en
juego en las superficies en contacto. Solo en el caso del contacto normal entre
dos cuerpos con idénticas propiedades elasticas, los esfuerzos cortantes no juegan
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ningun papel, puesto que ambos cuerpos se expanden lateralmente de la misma
manera. Por consiguiente, los esfuerzos cortantes tampoco aparecen en el caso
de que se establezca adherencia, o agarre, en el contacto.

En este capitulo se considerara primero el caso del contacto tangencial en
el que la adherencia es completa (modo de no deslizamiento o «pegado»), para
luego extender el tratamiento a aquellos contactos en los que tiene lugar desli-
zamiento, bien sea parcial o total.

8.1 DEFORMACION DE UN SEMI-ESPACIO ELASTICO BAJO LA ACCION DE FUERZAS
TANGENCIALES

El contacto a analizar se encuentra esquematizado en la fig. 8.1: dos so6lidos
eléasticos se comprimen entre si y seguidamente se desplazan en direccion tan-
gencial. En primer lugar, se supondra que el esfuerzo tangencial no genera
deslizamiento en el contacto. Se parte, por tanto, del hecho de que los cuerpos
se hallan «pegados». Otro caso para el que no se produce deslizamiento es en el
que los coeficientes de friccion son infinitamente grandes.

—_—

/4

Agarre

I

Fig. 8.1 Contacto tangencial entre dos cuerpos solidos elasticos.

Como en el caso del contacto normal, se trabajara con la «aproximacion de semi-
espacio». La inclinacién de las superficies de los cuerpos en contacto debe ser
pequena en la region de interés.

Fig. 8.2 Fuerza individual tangente a la superficie de un semi-espacio.

Como paso preliminar, se considera la deformacion de un semi-espacio elas-
tico bajo la accion de una fuerza actuando en un punto de la superficie, que se
tomara como origen de coordenadas. La fuerza F tiene solo una componente
en la direccion x. El desplazamiento de la superficie (z = 0 ) viene dado por las
expresiones siguientes!

1. L.D. Landau, E.M. Lifschitz. Teoria de la Elasticidad. Curso de Fisica Teorica, vol. 7, 1.2
edicion. Editorial Reverté, Barcelona (2009).
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1 vt |1
u =F —{2(1-v -
R V4 {( ) 2 }r
1 2v
=F —.= 8.1
" “ArG v @.1)
1-2v
yop L)

donde G es el modulo de cizalla.

8.2 DEFORMACION DE UN SEMI-ESPACIO ELASTICO BAJO LA ACCION DE UNA
DISTRIBUCION DE ESFUERZOS TANGENCIALES

1. Considérese ahora el desplazamiento de la superficie sobre la que actia la
siguiente distribucion de fuerzas tangenciales (en la direccion del eje x)

O-zx(x’y):l-(xﬂy):TO (1_r2/a2)_1/25 (82)

con r* =x” +y* <a’. El desplazamiento tangencial en la direccion x se calcula
segin

N2
= 7(x', y")dx'dy’ 8.3
xwﬂ S3(y)y (8.3)
con
st =(x—x) +(y-»)- (8.4)
La integracion proporciona el desplazamiento dentro de la region afectada®
(r<a)

7T(2 v)

u = const . 8.5
=g (8.5)

Una sencilla reflexion sobre la simetria del problema lleva a concluir que

u,=0. (8.6)

2. Los detalles pueden encontrarse en: K.L. Johnson. Contact Mechanics. 6.* reimpresion de la
1.* edicion. Cambridge University Press, Cambridge (2001).
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Por el contrario, #_ no es cero sino una funcidén impar con respecto a la coorde-
nada x que, para el caso de una tinica fuerza, se deduce la expresion (8.1). Dicha
propiedad se da también para cualquier distribucion simétrica de esfuerzos. La
fuerza total en la region de contacto se calcula como

F = Ir(r)27rrdr =2nt,a’ . 8.7)
0
2. De manera analoga, se puede mostrar que la distribucion de esfuerzos
7(x,y) =1, (l—r2 /az)m, (8.8)

produce un desplazamiento de los puntos de la superficie en la region afectada
(r < a) dado por

T,
ux=3£baPﬂ2—vyf—(4—3v)ﬁ—(4—v)f]. (8.9)
La fuerza total es igual a
F =2nta’. (8.10)

3. Si aun cuerpo elastico, en una franja de anchura 2« (fig. 8.3), se le somete en
la direccidn x al siguiente esfuerzo cortante

1/2
() =1, (1-x"/d’) @8.11)

el desplazamiento de los puntos de la superficie viene dado por

2

X
Uu_.=const—71 ¥ - 8.12
x 0 aE ( )

\
\
| a
\
\

Fig. 8.3 Banda de anchura 2a, sobre la que se aplica la distribucion de esfuerzos cortantes
definida por la expresion (8.11).

4. Un caso especial del esfuerzo tangencial es la forsion. Si en cada punto de un
area de contacto circular de radio a, se establecen fuerzas tangenciales perpen-
diculares al radio polar tales que
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o, =-t(r)sing, o =1(r)cosp (8.13)

donde

-1/2
r

t(r) = TOS 1—(-) , (8.14)

a

entonces las componentes polares del desplazamiento de los puntos de la super-
ficie vienen dadas por?

T,
u, =
4G

,u =0, u =0, (8.15)

Por consiguiente, la region de contacto gira exactamente un angulo igual a
nt, /4G,y la distribucion de esfuerzos se genera a partir de una torsion produ-
cida por un troquel, o indentador cilindrico, adherido a la superficie. El par de
torsion es igual a

M, =3ra't,, (8.16)

z

8.3 EL CONTACTO TANGENCIAL SIN DESLIZAMIENTO

Ahora se discutira el problema del contacto tangencial. Considérense dos cuerpos
contiguos en los que se produce, en sendas regiones circulares de radio @, un
desplazamiento constante de magnitud u, y —,, enuno y otro respectivamente.
Para ello, es necesario aplicar la distribucion de esfuerzos (8.2) por uno de los
lados, y la misma pero con signo negativo, por el otro. Si se uniesen ambas
regiones, estas se mantendrian en equilibrio por el principio de accidn-reaccion.
Aqui es importante tener en cuenta que las superficies a unir también encajarian
perfectamente en la direccion z, dado que el desplazamiento producido en la
direccion x es también antisimétrico con respecto al eje z. Esta reflexion lleva
a concluir que, cuando tiene lugar un desplazamiento tangencial relativo de
magnitud 2u_entre dos cuerpos con las mismas propiedades eldsticas, aparece
la distribucion de esfuerzos (8.2):

T(x,y) =71, (l—r2 /az)fm- (8.17)

3. K. Johnson. Contact Mechanics. Cambridge University Press, 6. Nachdruck der 1. Auflage, 2001.
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Hay que tener en cuenta, que el esfuerzo cortante en el borde de la unién se
aproxima a infinito, mientras que el esfuerzo axial se aproxima a cero. Esto
significa que, en la mayoria de los casos, la condicion de no deslizamiento o
«pegado» no se cumple en la region cercana al borde, y se produce un cierto
desplazamiento relativo. Este movimiento parcial, o pseudo-deslizamiento, se
discute en la siguiente seccion.

Se define la rigidez a cortadura o rigidez a cizalladura ¢, de un contacto
entre dos cuerpos elésticos, al cociente entre la fuerza tangencial y el desplaza-
miento tangencial relativo entre ambos cuerpos. De las igualdades (8.5) y (8.7)
se obtiene, para la rigidez a cortadura,

PR Y (8.18)
2u, (2-v)

donde se ha introducido el modulo efectivo de cizalla G = m . Al igual
que en el caso de la rigidez normal, la rigidez a cortadura (8.18) es proporcional
al diametro del area de contacto.

Finalmente se debe también constatar que las igualdades mostradas anterior-
mente no son exactamente aplicables al contacto entre un semi-espacio elastico y
un cuerpo rigido, ya que en este caso, los desplazamientos en la direccion vertical
desaparecen, lo cual no sucede al aplicarse la distribucion de esfuerzos (8.2).
Sin embargo, dichas igualdades son buenas aproximaciones. Para un contacto
entre dos cuerpos elasticos de constantes elasticas G,, G,, v,, v,, larigidez a
cortadura se puede expresar, en buena aproximacién, como

F *
g=—-~2Ga (8.19)
u

rel

donde

L _2-v 2-v, (8.20)
G 4G, 4G,

U, es, en la ecuacion (8.19), el desplazamiento relativo entre ambos cuerpos.
En el caso de dos cuerpos con propiedades elasticas distintas, la igualdad (8.5)
adopta la forma

_mT,a

rel G

u (8.21)

5
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8.4 EL CONTACTO TANGENCIAL CON DESLIZAMIENTO

Considérese ahora un tipo de problema mixto de contacto, caracterizado por la
accion simultanea de fuerzas normales y tangenciales. Por ejemplo, dos esferas
se comprimen entre si con una fuerza normal F), , y seguidamente se les aplica
una fuerza F, en direccion tangencial. Se asume que entre ambos cuerpos existe
rozamiento seco, y que este sigue la ley de friccion de Coulomb: El esfuerzo
maximo de rozamiento estatico, 7, es igual al esfuerzo de rozamiento dina-
mico y este a su vez es igual al esfuerzo normal o presion, p, multiplicado por
el coeficiente de friccion u

Tmax = aupv 7'-d = :up (822)

La condicion de no deslizamiento se expresa como

T<up. (8.23)

Suponiendo que los cuerpos se adhieren completamente en la region de contacto,
se obtienen las siguientes expresiones para las distribuciones de esfuerzos axiales,
o presiones, y de esfuerzos tangenciales

2
P=", (1—(1//51)2 )1/2, F, = gporca2, (8.24)

2 -1/2
t=n(1=(/a)’) " F Zopee, (8.25)

Estas distribuciones se muestran en la fig. 8.4. Dado que el esfuerzo normal tiende
a cero y el esfuerzo tangencial a infinito en el borde de la region de contacto,
la condicion (8.23) nunca se cumple en las inmediaciones del borde, ya que
en dicha region existe siempre una cantidad finita de deslizamiento, o pseudo-
deslizamiento, incluso cuando los esfuerzos tangenciales son pequefios. Por el
contrario, la condicion (8.23) siempre se cumple en el interior de la region de
contacto para fuerzas tangenciales suficientemente pequefias. En general, puede
decirse que la region de contacto se divide en una zona interna no deslizante, o
zona de adherencia, y una zona periférica deslizante, o zona de deslizamiento
(fig. 8.5). El radio ¢ de la frontera que separa las zonas deslizante y no deslizante,
se determina a partir de la condicion 7= up .

Evidentemente, la distribucion de esfuerzos cortantes (8.25) en el contacto
es solo valida si se asume que no hay desplazamiento en el contacto. Si bien
esta distribucion permite demostrar que dicha suposicion es contradictoria y
que, por tanto, siempre se da pseudo-deslizamiento en el borde de la region de
contacto, no nos permite calcular la nueva distribucion de esfuerzos ni el radio
de la zona no deslizante.
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Fig. 8.5 Zonas deslizante —o de deslizamiento— y no deslizante —o de adherencia o agarre— de
un contacto tangencial circular.

Como en el caso de otros muchos «problemas clasicos de contacto», también
aqui es posible generar correctamente una distribucion de esfuerzos mediante
la combinacion de distribuciones conocidas. En este caso, bastaria una super-
posicion de dos distribuciones de esfuerzos de «tipo hertziano», dados por la
expresion (8.8), para cumplir todas las condiciones del contacto. Junto con las
distribuciones del tipo (8.25), las distribuciones de esfuerzos de tipo hertziano
pueden considerarse como los «ladrillos» universales de la Mecéanica de Con-
tacto, mediante los cuales se pueden resolver todos los problemas clasicos de
esta disciplina. Se busca pues una distribucion de esfuerzos tangenciales en el
contacto de la forma

=70 4@ (8.26)
donde

= (1-rta)” (8.27)
y

¥ =1, (1 -t/ )1/2 , (8.28)

(fig. 8.6). La distribucion del desplazamiento superficial que de ella resulta es,
segun la expresion (8.9), igual a
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ux=3;‘ga[4(2—v)a2—(4—3v)x2—(4—v)y2]
; ; ; (8.29)
—37:2220[4(2—v)c —(4-3v)x’ —(4-v)y ] :

La distribucion de esfuerzos, o presiones, viene dada por la expresion hertziana
(8.24).
APT

Fig. 8.6 Esfuerzo normal y tangencial en un contacto tangencial.
La presencia de adherencia dentro del circulo de radio ¢ implica que, en dicha
zona, el desplazamiento es constante:
u (r)=const, sir<c. (8.30)

La presencia de deslizamiento en la region restante, o pseudo-deslizamiento,
implica que en ella se cumple la ley de rozamiento de Coulomb:

t(r)=up), sic<r<a. (8.31)
La segunda condicioén lleva a concluir que
T = HP, - (8.32)

De la condicion (8.30) se deriva que

T, = up, S (8.33)
a
El desplazamiento en la zona no deslizante es igual a
uxzﬁiilkﬁfgﬁg_cq, (8.34)
8Ga

Antes de producirse deslizamiento total (¢ = 0 ), los cuerpos pueden desplazarse
en la direccion tangencial un maximo de

:(Z—V)Eupoa:3(2—V)MFN ' (8.35)
x 8G 16Ga
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La fuerza total tangencial en la region de contacto se calcula a partir de las
expresiones (8.26), (8.27) y (8.28), dando como resultado

F=2(nt et ) - up o) 36

Teniendo en cuenta la relacion F, =2 p wa®, la expresion puede escribirse de
la siguiente manera

3
F.=uF, 1—(Ej . (8.37)
a

Por consiguiente, para el radio de la zona no deslizante se obtiene

F 1/3
L P (8.38)
a uk,

Como es de esperar, la fuerza tangencial, bajo cuya accion se produce desliza-
miento total, es igual a F, = uF,, . Se debe no obstante subrayar que, justo antes
de alcanzar dicho valor de fuerza, ya existe pseudo-deslizamiento en la mayor
parte de la zona de contacto. Por tanto, en el momento en el que se alcanza la
fuerza F, = uF),, no se esta frente a una transicion de un estado de no desliza-
miento a otro de deslizamiento, sino frente a una transicion desde un estado de
deslizamiento parcial a otro de deslizamiento total o completo.

Se ha mostrado que, aplicando cualquier fuerza tangencial de pequefia mag-
nitud sobre un contacto hertziano previamente producido por una fuerza normal,
se genera una zona deslizante en forma de anillo. Si al material se le somete a
un esfuerzo periddico, aquel se desgastara solo en esa zona. A este fendmeno se
le conoce con el nombre de fretting.

8.5 AUSENCIA DE DESLIZAMIENTO EN UN INDENTADOR CILINDRICO RIGIDO

Si un semi-espacio elastico se comprime mediante un indentador cilindrico

rigido y plano, la distribucion de esfuerzos normales, o presiones, viene dada por
-1/2 . . . .y .

P=D, (1 —r*/ az) . Siaello le sigue la aplicacion de una fuerza tangencial,

. . . . .oy -1/2
se origina la distribucion de esfuerzos cortantes 7 =1, (1 -r*/ az) . Por tanto,
la condicion de no deslizamiento 7 < up o bien se cumple en toda la region de
contacto, o no se cumple. En este caso no existe zona deslizante.
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8.6 EL CONTACTO TANGENCIAL EN CUERPOS CON SIMETRIA AXIAL

En la seccion 5.6 del capitulo 5 se presentd un método de reduccion valido para
cualquier caso de contacto normal con simetria axial, mediante el uso de una
construccion unidimensional tipo Winkler, también llamada cimentacion de tipo
Winkler (método de reduccion de dimension, MRD). La propiedad basica que
hace posible dicha reduccion es la relacion de proporcionalidad entre la rigidez
incremental y el didmetro del area de contacto. Esta propiedad se da tanto en
los contactos normales como en los contactos tangenciales. Los principios de
reduccion de la dimensionalidad pueden, por tanto, aplicarse directamente a los
contactos tangenciales. En este capitulo se supone que los materiales son «eléas-
ticamente equivalentesy», para los cuales se cumple la condicion

1-2v, _ 1-2v, (8.39)

Gl G2

Esta condicion permite desacoplar los problemas de contacto tangencial de los
problemas de contacto normal*.

La rigidez tangencial de un contacto circular de diametro D entre dos semi-
espacios elasticos viene dada por la igualdad (8.19):

k. = DG, (8.40)

donde G” viene definido por la expresion (8.20). Esta rigidez se genera de forma
trivial a partir de las rigideces tangenciales de los muelles que constituyen la
cimentacion, y que vienen dadas por

Ak, =G Ax, (8.41)

donde Ax es la distancia entre los muelles. En esta seccion se mostrard como se
pueden caracterizar de forma exacta los casos de contacto tangencial con roza-
miento de tipo Coulomb entre dos perfiles de simetria rotacional cualesquiera,
usando para ello una cimentacion tipo Winkler de rigidez normal, dada por la
expresion (5.51) definida en el capitulo 5, y de rigidez tangencial, dada por la
ecuacion (8.41). En lo que sigue, se describe el procedimiento de célculo tni-
camente. La demostracion de dicho procedimiento se muestra en el apéndice D.

Considérese un indentador con simetria axial de perfil z = f(r), el cual se
presiona sobre un semi-espacio eléstico con la fuerza normal F,,, y seguidamente
se le aplica una fuerza tangencial en la direccion x, F.. Se supone que en el

4. K.L. Johnson. Contact Mechanics. 6.* reimpresion de la 1.* edicion. Cambridge University
Press, Cambridge (2001).
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contacto, se cumple la ley de rozamiento de Coulomb en su forma mas sencilla.
Asi, mientras el esfuerzo tangencial, 7, sea menor que el producto del coeficiente
de friccion, u ,y el esfuerzo normal o presion, p, las superficies se encuentran
en modo «pegadoy» o de no deslizamiento. Tras la aparicion del deslizamiento,
el esfuerzo tangencial es constante e igual a up:

t(r)< up(r), en el modo de no deslizamiento, (8.42)
7(r)=pp(r), en el modo de deslizamiento. (8.43)

Al aplicar una fuerza tangencial se forma, en el borde del area de contacto, una
zona deslizante en forma de anillo, la cual se extiende hacia el interior conforme
la fuerza aumenta, hasta llegar al deslizamiento total. Al radio interno de la zona
deslizante (o al radio de la zona no deslizante), se le denominara c.

Fy

Fig. 8.7 Modelo que representa el contacto tangencial.

El MRD se aplica en el contacto tangencial de la forma siguiente. En primer
lugar, se calcula el perfil modificado g(x) con ayuda de la transformada (5.52).
En segundo lugar, este perfil se presiona con la fuerza normal F) sobre la cimen-
tacion Winkler, caracterizada por las rigideces (5.51) y (8.41), y seguidamente se
desplaza tangencialmente una magnitud «'* (fig. 8.7). Los muelles se agarrarin
al indentador y se desplazaran junto a él, siempre y cuando la fuerza tangencial
AF. =k u'” en cada muelle sea menor que UAF, . Una vez que se alcanza la
fuerza de rozamiento estatico, los muelles comienzan a deslizarse, y la fuerza se
mantiene constante e igual a pyAF . El procedimiento puede también formularse
de manera incremental, de forma que puede aplicarse para cualquier secuencia de
cargas. Asi, para pequefios desplazamientos del indentador, Au'”, se cumple que

Au (x)=Au'”, si |ku, (x)|<pAF,
HAF, (x)
k

X

(8.44)

u (x)== , en modo de deslizamiento
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El signo de la tltima igualdad depende del sentido en el que se mueva el inden-
tador. En tanto se registren los cambios sucesivos de posicion del indentador, se
pueden determinar de manera univoca los desplazamientos de todos los muelles
en la region de contacto; de este modo, se conoceran todas las fuerzas tangenciales

AF, =ku (x)=G Ax-u (x) (8.45)

y las densidades lineales de carga

q.(x)= i[j: = G*ux (x). (8.46)

La distribucion de los esfuerzos tangenciales 7(r), asi como la de los desplaza-
mientos #_(r) en el contacto tridimensional, vienen determinados por expresiones
absolutamente analogas a las dadas en (5.59) y (5.60)%:

17q,/ (x)dx
=—— | == 8.47
R N 54D
_z’ u (x)dx
ux(l”) T ‘([ m . (848)

Se aplicara este procedimiento al caso de un indentador que se desplaza con
respecto a su posicion de equilibrio en una determinada direccion. El radio ¢ de
la zona no deslizante se obtiene de la condicion por la que la fuerza tangencial,
ku'”, es igual al producto de u por la fuerza normal, k.u_(c):

Gu'” =puE" (d-g(c)). (8.49)

El desplazamiento tangencial es igual a

ul”, para x <c
u ()C) _ E* 5 (850)
x u s (d—g(x)), parac<x<a
la densidad lineal de carga es igual a
(x) = Gu”, para x <c 051
A= LE (d-g(x)), parac<x<a 851

5. Conviene indicar que todas las magnitudes macroscopicas calculadas mediante el procedimiento
arriba descrito reproducen exactamente las soluciones tridimensionales de Cattaneo, Mindlin,
Jager y Ciavarella.
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y para la fuerza tangencial se obtiene

a

F, =2 g (x)dr =2uE" | e(d - g(e)) + [ (d —g(0)dv | = 2uE" [ xg'(x)dv

0

(8.52)

La fuerza normal viene dada por la expresion (5.57),

F, =2E*j(d—g(x))dx, (8.53)

0

y el cociente F, /(uF, ) por la expresion

jxg'(x)dx
— (8.54)
auFN ng'(x)dx

Esta igualdad determina la relacion entre el cociente F_/(uF),) y el radio de
la zona no deslizante ¢ (que es la generalizacion de la igualdad (8.37) para un
indentador con simetria axial de cualquier tipo).

De la ecuacion (8.49) se infiere la siguiente interesante conclusion de vali-
dez general. El desplazamiento tangencial maximo, uif’];ax, para el que la zona
no deslizante justo desaparece (o el desplazamiento minimo para el que ocurre
deslizamiento completo), se obtiene siempre que se haga ¢ =0 (y por tanto,
también g(c)=0) en la igualdad (8.49):

E*
ul” = d. (8.55)
ey G
Por consiguiente, antes de que el deslizamiento completo tenga lugar, el desplaza-

miento depende de la profundidad de indentacion, y no de la forma del indentador.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Considérense dos cuerpos elasticos que se extienden en los semi-
espacios z >0 y z <0, respectivamente (fig. 8.7). El cuerpo superior se mueve
en la direccion horizontal a la velocidad du,, /dt =v, . Los cuerpos se traban
en una region circular de radio creciente con el tiempo, a(t) =a, +v,t; en el
resto, el esfuerzo tangencial es nulo. Determinar la distribucion de esfuerzos
tangenciales en la region de contacto.
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Fig. 8.8 Dos solidos elasticos en contacto, donde el sdlido superior se mueve con respecto al
inferior a velocidad constante v, .

Resolucion: De las igualdades du,, /dt =v, y da/dt =v,, se obtiene

rel
\%
_ Ve
du,, =—da.
Y

El cambio del esfuerzo cortante en la region de contacto » < a(f) por efecto de
un desplazamiento tangencial de magnitud du_, , se calcula de las expresiones

(8.17)y (8.5)
-1/2 -1/2

* 2 * 2
dT(r):G_durel 1_(£J :G_V_L 1_(£j da, r<a,

rel >

nwa a

donde G" viene definido por la igualdad (8.20). En el momento en el que el
«frente de contacto» avanza desde radio inicial a, hasta el radio a,, el esfuerzo
se calcula como sigue:

-1/2

* 2

G v t1 r

T=——=|—|1-| - da, vpara r<a,,
TV a a

-1/2

* 2

Gv 1 r

T=—o-<|—[1-| = da, para a,<r<a .
TV a a

El céalculo de las integrales resulta en

* 2 2
G v, alvﬂ/a1 -r

T , para r<a,,
2 2
T Vi oa,+4a; -1
G v, a+ya —r
T=—-—<In————, para g, <r<aq .

TV r

Esta dependencia esta representada graficamente en la fig. 8.8 para el caso
a,/a, =0,1.
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0 T T T T
0,2 0,4 0,6 0,8

r/a

——

Fig. 8.9 Distribucion de esfuerzos tangenciales en la zona de contacto.

Problema 2: Una esfera elastica se comprime sobre un plano rigido de tal forma
que la direccion de la fuerza de compresion es siempre la misma (fig. 8.9). Deter-
minar las condiciones bajo las cuales la region de contacto no se desliza nunca.

Fig. 8.10 Esfera elastica que se comprime sobre un plano rigido por accion de una fuerza
inclinada.

Resolucion: Se supone que no existe deslizamiento en la region de contacto, y al
final se demostrara la validez de dicha suposicion. El crecimiento continuo de la
fuerza se puede dividir en pequefios pasos, en cada uno de los cuales se aumenta
la fuerza normal en la magnitud dF,y la fuerza tangencial en la magnitud dF..
Los incrementos dF), y dF, cumplen la relacion geométrica dF, /dF), =tana.
Un aumento en dF, de la fuerza tangencial bajo la condicion de no deslizamiento,
lleva consigo un aumento en el esfuerzo cortante

) -1/2

dr,
e T
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* 3

., 4 .
De la relacion F, = 3 entre la fuerza normal y el radio de contacto se

: E'a’d 4
obtiene dF) = 4%. El aumento del esfuerzo cortante puede escribirse,

por consiguiente, de la forma

* 2 -1/2
dr(r)zziRtana[l—r—j da, r<a.

2
T a

Si por accion de la fuerza aplicada, el radio de la zona de contacto crece desde
a, hasta a,, aumenta también el esfuerzo tangencial en la magnitud

2

* a -1/2
2E \ r
T(7r) :ﬂ—Rtana;[(l——zJ da, r<a,,

a
2E° y r’ o
T(r):—RtanaJ.(l——zJ da, a,<r<a .
T a

El calculo de las integrales resulta en

#

r(r)z%tana-[(af —rz)l/z—(ag—rz)l/z}, r<a,,

s

2F 12
T(r)=—tana-(a12—r2) , a,<r<a .
TR

La distribucion de presiones hertzianas se calcula seglin

p(r) = Z_]o(a]z _ 2 )1/2 _ 23:2,13 (a12 _2 )1/2 _ %("12 _p2 )1/2.

En la region de contacto no se da deslizamiento siempre y cuando se cumpla la
condicion 7(r) < up(r) entodos los puntos de la misma, lo que sucede cuando

tano < .

Si el angulo de aplicacion de la fuerza es menor que el angulo critico, no ocurre
deslizamiento en el contacto. De hecho, el angulo critico es igual al angulo de
inclinacion critico (véase capitulo 10), por lo que este resultado coincide con la
observacion puramente macroscépica, segun la cual no se da deslizamiento si
el angulo de accion de la fuerza es menor que el angulo de inclinacion critico.
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Problema 3: Resolver el problema 2 mediante el método de reduccion de
dimensiones.

Resolucion: La solucion de este problema mediante el MDR es trivial. Dado
que todo muelle adherido esta sometido a carga bajo un angulo o, no existe
deslizamiento cuando el angulo a es menor que el angulo de inclinacion critico
(véase la igualdad (10.5) en el capitulo 10):

tana < .

Problema 4: Un perfil rigido con simetria axial de la forma z = Ar" se presiona
sobre un semi-espacio elastico con una fuerza F),, para luego aplicarle la carga
tangencial F . Determinar la relacion entre la fuerza tangencial, el desplaza-
miento tangencial y el radio ¢ de la zona no deslizante.

Resolucion: El perfil transformado por el MRD tiene, en este caso, la forma
g(x) = Ak, |x|" (véase capitulo 5, problema 7). Sustituyendo g(x) en la expre-

sion, resulta
F; _ 1 _[Ejnﬂ |
urk, a

donde « es el radio de contacto. La relacion entre el desplazamiento tangencial
del indentador y el radio de la zona no deslizante se obtiene sustituyendo la
funciéon g(x) en la igualdad:

Gu" = uE (d—AKnc"),

Problema 5: Un troquel cilindrico y plano de cantos redondeados (fig. 8.11)
se presiona sobre un semi-espacio elastico con una fuerza normal F,,, y segui-
damente se le aplica una fuerza tangencial F_, que produce un desplazamiento
tangencial relativo entre ambos cuerpos, . Se supone que ambos materiales
son elasticamente equivalentes, y que el perfil del indentador estd dado por

0 para 0<r<b
J=11

E(r— )2 para b<r<a

(fig. 8.11). Empleando el método de reduccion, determinar la profundidad de
indentacion y la fuerza normal en funcion del radio de contacto. Aparte, calcu-
lar el desplazamiento y la fuerza tangencial en funcion del radio de la zona no
deslizante.
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Fig. 8.11 Contacto tangencial entre un troquel plano con cantos redondeados (de radio R) y un
semi-espacio elasticamente equivalente.

Resolucion: En un primer paso, se ha de determinar el perfil unidimensional
equivalente mediante (5.52):

0 para 0<x<b

dr para b<x<a

El célculo de la integral da como resultado

= b —barccos( j

x—r
de forma que

0 para |x| <b

g(x)= IXI e blxlarcco{| |

La fig. 8.12 muestra los perfiles original y equivalente, representados en coor-
denadas normalizadas.

La profundidad de indentacion en funcion del radio de contacto se obtiene
del perfil unidimensional mediante

d=g(a) =%\/a2 ~b —%arccos(éj
a

y la fuerza normal en funcion del radio de contacto mediante

J para bs|x|Sa‘

F, = 2E*j[d—g(x)]dx

b a .
=2E*jddx+2E*I d—(i x*=b* —b—xarccos(én dx
7 . R R X
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El célculo de la integral y la relacion entre la profundidad de indentacion y el
radio de contacto, permite obtener

3 2 2
F, :iE* a 1_l(éj 1_(éj —Eéarccos(éj
3 R 4\ a a 4a a

1,0 : : . ,

0,8} /
K

06f — Perfil original (3 D) K
R if.g} — —Perfil equivalente (1 D) /l
b 04f

0,2t

0,0

0.0 0.5 1.0 15 2.0

x/b

Fig. 8.12 Troquel plano de cantos redondeados. Perfil tridimensional y el correspondiente perfil
unidimensional mediante la transformacion MRD.

El caso limite 5 =0 corresponde a un perfil paraboloide. Es de esperar en este
caso, que las expresiones encontradas reproduzcan las relaciones de Hertz.

Se determina el limite entre no deslizamiento y deslizamiento mediante la
expresion

) _
ux =H

E*ﬁ Ja* —b* —barccos é _£ Je2 —b* —barccos é .
G R a) a c
La fuerza tangencial se calcula mediante la expresion, que resulta en

F.o= /JE—{(4a2 —bz)\/a2 -b’ —3a2barccos(éﬂ
3R a
E* 2 2 2 2 2 b ’
_/J_R{(4c -b )\/C -b° -3¢ barccos(;ﬂ

3
La fig. 8.13 muestra la dependencia, en coordenadas normalizadas, entre el
radio de la zona no deslizante y la fuerza tangencial para distintos valores de la
relacion geométrica b/ a . El caso limite b = 0 representa el resultado clasico de
Cattaneo y Mindlin para un indentador parabolico. Si por el contrario, la regién
de contacto se extiende un poco mas alla de la zona plana (5 = 0,954 ), la curva
se aproxima a la del contacto de un troquel plano.
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0.8f

0,6

s [o}
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0,2

1,0

0,0

b/a=0 (paraboloide)
- == b/a=0.5

- = - - b/a=0,8

— — b/a=0,95

00 02 04 06 08 1.0

F /uFy

Fig. 8.13 Radio de la zona de contacto no deslizante, ¢, en funcion de la fuerza tangencial
aplicada para un troquel plano con cantos redondeados.






9. EL CONTACTO RODANTE

El contacto rodante esta implicado en innumerables aplicaciones técnicas. Entre
los ejemplos mas conocidos se encuentran los contactos rueda-rail y rueda-asfalto,
los rodamientos, los engranajes, asi como diversos mecanismos de alimentacion
y transmision (como por ejemplo, los de una impresora).

De la mecanica del contacto rodante ya se ocupd Reynolds!. De sus inves-
tigaciones experimentales con rodillos de goma, constato la existencia de zonas
deslizantes y no deslizantes en un contacto sometido a rodadura. Observo que,
conforme aumentaba el par de arranque o el par de frenado, mayor era la zona
deslizante, hasta alcanzar un punto en el que toda la region de contacto se des-
lizaba. El deslizamiento hace que la velocidad de traslacion de una rueda no
coincida con la de su perimetro QR . La diferencia entre ambas velocidades se
denomina velocidad de deslizamiento, y juega un papel muy importante en la
mecanica de contacto.

Sin embargo, el deslizamiento en la region de contacto no es la unica causa
de la diferencia entre las velocidades de traslacion y rotacion. Cuando el par de
arranque o el de frenado es pequefio, no hay apenas deslizamiento. Aun asi, la
velocidad de traslacion difiere de la de rotacion, y la diferencia es proporcional
al par, o momento, de arranque. Esta relacion la encontré Carter por primera

1. O. Reynolds. «On rolling friction». Philosophical Transactions of the Royal Society of London
166(1), 155-174 (1876).
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vez en sus calculos del afio 1916 Estos pequefios deslizamientos son debidos
a las deformaciones elésticas en la rueda.

El pseudo-deslizamiento que se produce en la region de contacto es de espe-
cial interés en aplicaciones técnicas, ya que incluso en las condiciones para las
que no ocurre el deslizamiento completo, este puede conducir a desgaste.

9.1 DISCUSION CUALITATIVA DE LOS PROCESOS EN UN CONTACTO RODANTE

El hecho de que en una rueda sometida a arranque o frenado se den zonas desli-
zantes y no deslizantes, puede derivarse de la analogia entre el contacto tangencial
y el contacto rodante. Si se pone en contacto una rueda con un plano rigido y
se aplica un par de fuerza (también llamado momento o torque), la region de
contacto se somete a un esfuerzo tangencial. En el capitulo anterior se vio que
un contacto hertziano sometido a esfuerzo produce siempre una zona deslizante
en direccion tangencial. Lo mismo se aplica en el caso de una rueda sometida a
rodadura. Como en el caso de un contacto tangencial, en un contacto rodante se
genera en principio una pequeia zona deslizante si el par de arranque es pequeno,
la cual se ira agrandando conforme el momento vaya aumentando, hasta llegar a
un punto en el que el deslizamiento ocurre en toda la region de contacto.
Discutamos cualitativamente los procesos que tienen lugar en una rueda
sometida a rodadura. Para entender mejor estos procesos, se usara el modelo
sencillo esquematizado en la fig. 9.1 a, de una rueda elastica constituida por un
anillo rigido, rodeado de una hilera de elementos elasticos unidos entre si. Entre
estos elementos y el sustrato existe rozamiento, caracterizado por un coeficiente
de friccion . Si en primer lugar se presiona la rueda contra el sustrato rigido
(fig. 9.1 b), y luego se aplica un torque (fig. 9.1 c), los muelles a la derecha de
la region de contacto soportan compresion, mientras que los de la izquierda
soportan traccion. En consecuencia, el interior rigido de la rueda gira un angulo
determinado, que depende a su vez del nimero y rigidez de los muelles. Si se deja
rodar la rueda a la derecha (fig. 9.1d), los muelles sometidos a compresion que
estan en equilibrio pero que aun no se encuentran en contacto con la superficie
rigida, entran ahora en la region de contacto, sin que por ello cambie la distancia
de separacion o el estado de equilibrio. En la region de contacto, los elementos
sometidos a compresion se veran arrastrados por el sustrato rigido. Cuando
aquellos alcanzan el borde posterior o borde de salida, donde la traccion actia y
la carga disminuye, se destensan. Consecuentemente, la rueda gira un poco mas.
En una rueda que frena, los muelles en el borde anterior o borde de entrada
estan sometidos a traccion y los del borde posterior a compresion. Los muelles
entrantes se encuentran en equilibrio antes de entrar en la zona de contacto, y

2. F.W. Carter. «The electric locomotivey. Proc. Inst. Civil Engn.,201,221-252 (1916). Discusion
en paginas 253-289.
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se mantienen en ese estado hasta que llegan al borde trasero. Se llega por tanto,
a la siguiente observacion:

En una rueda en arranque o frenado, existe siempre una zona no
deslizante o de agarre en el borde anterior de la region de contacto,
y una zona deslizante en el borde posterior.

Fig. 9.1 Modelo simplificado de una rueda en funcionamiento.

En cada giro de angulo correspondiente a un solo elemento de la rueda, esta
experimenta una «rotacion elasticay ademas de una «rotacion rigida». La rotacion
del perimetro de la rueda sera por tanto mayor que la velocidad de traslacion de
la misma. Por el contrario, en el caso de una rueda que frena (donde el torque
y el giro tienen sentidos opuestos), la velocidad en el perimetro es menor que
la de traslacion. Es evidente que el giro elastico es siempre el mismo en el paso
de un elemento al contiguo. De ahi se deduce que la diferencia en velocidad,
Vistizamions. =V — CUR , €5 proporcional a la velocidad de traslacion v. Por tanto, para
caracterizar el grado en el que se produce deslizamiento, tiene sentido introducir
una magnitud adimensional,

_y-QR_, OR ©9.1)

v v

N
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que se denominara grado de deslizamiento, y que es negativo para una rueda
durante el arranque y positivo para una rueda durante el frenado. Es facil ver
que el deslizamiento, tal y como se ha definido, es igual a la deformacion ¢,
en la zona no deslizante del contacto. Esto puede demostrarse de una forma
muy sencilla mediante el analisis de transporte de masa a través de la region de
contacto. La densidad del material en la zona de agarre es igual a p,/(1+¢,,).
Laregion de contacto se mueve con una velocidad de traslacion y. La densidad
de flujo de masa sobre la region de contacto es igual a vp, / (1 + 8)“) . Por otra
parte esta magnitud es, por definicion, igual a p QR . De ahi se deduce que

v
QR = —— 9.2
(i+e.) .
Y para el grado de deslizamiento se tiene que
s=fe g 93)
I+,

9.2 DISTRIBUCION DE ESFUERZOS EN UN CONTACTO RODANTE ESTACIONARIO
A. Pasos preliminares

En lo que sigue, se utilizaran los resultados de la Teoria de la Elasticidad (véase
seccion 8.2). Si en una region circular, se aplica un esfuerzo tangencial

t(r) =0, (r) =t\1-r/d’ (9.4)

(fig. 9.2 a), este conduce a un desplazamiento

ﬂTO 2 2 2
u_ = 4(2-v)a —(4-3v)x —(4-v
: 32Ga[ (2-v)a’ ~(4=3v)x" ~(4-v)"] (9.5)
en direccion tangencial. Una distribucion de esfuerzos de la forma
t=0.,(x)=1,y1-x/d’ (9.6)

aplicada en una franja de anchura 2a (fig. 9.2 b) produce un desplazamiento

2
‘ X
u =const—t7,—-
0 *
* ak” .

9.7)

Con esta distribucion de esfuerzos, se puede generar la distribucion de esfuerzos
en una rueda en funcionamiento.
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Fig. 9.2 Distintas regiones de contacto producidas por esfuerzos tangenciales: (a) circular,
(b) en forma de banda.

B. La teoria de Carter

El problema del contacto rodante bidimensional, como la rodadura de un rodillo
sobre un plano, lo soluciond Carter en el afio 1926. Como muchas otras solucio-
nes de casos de contacto normal y tangencial, la suya se basa en la hipotesis de
que la distribucion de esfuerzos en un contacto rodante se puede construir como
superposicion de dos distribuciones hertzianas de esfuerzos, para las cuales exis-
ten soluciones analiticas que describen los desplazamientos en la superficie del
continuo. En una rueda en funcionamiento, se busca por tanto una distribucion
de esfuerzos de la forma

r=1" (x)+r(2) (x) 9.8)
donde

¥ (x)=1, (1—2—2]2 9.9
y

£ (x) ==, 1= =D (9.10)

C

a es la mitad de la anchura del contacto y ¢ la mitad de la anchura de la zona no
deslizante en el borde anterior. La definicion de la magnitud d se puede deducir
de la fig. 9.3 siendo d = a—c. La distribucion de presiones en toda la regién
del contacto viene dada por la expresion hertziana

P(X)=Po(1—x—zJ2 - 9.11)
a

Para que la distribucion de esfuerzos dada corresponda realmente con un contacto
rodante, se deben cumplir determinadas condiciones cinematicas y dindmicas. En
primer lugar conviene considerar que las zonas de la rueda que entran al contacto
se encuentran deformadas de antemano. En cuanto estas entran en contacto con
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el sustrato, no pueden desplazarse de forma relativa entre si hasta que dejan la
zona de agarre. De ahi se desprende que:

1. En la zona de agarre, la deformacion es constante. (9.12)

Si se asume que en la zona deslizante se cumple la ley de rozamiento de Coulomb,
se infiere que:

2. En toda la zona deslizante se ha de cumplir la condicion

T(x) = up(x) . (9.13)

Estas dos condiciones garantizan que se pueda tratar como un contacto rodante
estacionario, siempre que se muestre que las dos condiciones se cumplen, asu-
miendo la distribucion de esfuerzos dada por la expresion (9.8).

Deslizamiento

)
Agarre ™

/
~ —_ -
T 7 )
N__ T (X)
Fig. 9.3 Distribucion de esfuerzos tangenciales en la region de contacto para el caso del
contacto rodante de un rodillo elastico en funcionamiento.

. 0 @)
Los desplazamientos causados por los esfuerzos (x) y T (X) son, res-

2 x—d)’
pectivamente, iguales a " = C" -, x? y u =C? +1, % Para el
desplazamiento global se tiene “ ¢

2 x—d)
u, =const—t, );* +1, ( E*) ) (9.14)
a c
y para la deformacion
0 2 2(x—d
Yoop i ( i ). (9.15)
Ox ak cE
Para que la condicion (9.12) se cumpla, debe darse que
=51 (9.16)
a

De la condicion (9.13), se llega a que
T, =up,. 9.17)
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La deformacion en la zona de agarre es constante e igual a

O, __2upd (9.18)
ox ab" ’

La fuerza trasversal total en la region de contacto se calcula de la siguiente manera

a 2
T cT ¢
FX=IL-T(x)dxz[Eaupo—;EcupojL=;1FN[1—?]. ©.19)

El radio de la zona de agarre se obtiene segin

1/2
F
c_d_ [ E ). (9.20)
a a ur,
y el grado de deslizamiento mediante las expresiones (9.3) y (9.18)
a 2 F 1/2
s= e o RPN\ T || (9.21)
ox E urF,
wap, nE'Ld’

Teniendo en cuenta las igualdades F, = LyF,= m (véase la

ecuacion 5.34), la expresion para el grado de deslizamiento se puede escribir
de la forma siguiente:

s=—ﬂ[l— T } (9.22)

Esta relacion se representa de forma grafica en la fig. 9.4 y se denomina curva
de fuerza-deslizamiento.

En el caso de fuerzas tangenciales pequenias, el grado de deslizamiento puede
expresarse como serie de Taylor en F,/uF,. Truncando la serie en el término
de primer orden, se obtiene que

aF
SR ——"= ara F. << uF,
2RF, p P S ULy (9.23)
Por consiguiente y en el caso de fuerzas tangenciales pequeias, el grado de
deslizamiento no depende del coeficiente de friccion u , lo cual no es sorpren-

dente dado que en este caso limite no hay deslizamiento neto en la region de
aF

contacto. La recta |s| = se muestra en la fig. 9.4 como linea de puntos.
N

La desviacion de esta con respecto al deslizamiento que se produce en realidad,
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viene dada por la distancia entre la curva y la linea de puntos, la cual muestra la
contribucion del «deslizamiento puroy, en la region de contacto. El deslizamiento

., a
se produce en toda la regién cuando F. = uF, . En ese momento, s = —% .
Este valor maximo es el doble del «deslizamiento elastico» (ecuacion (9.23)),
para el mismo valor de fuerza. La diferencia entre ambos

__Ha

Sdina'mico - IR (924)
proporciona la maxima contribucion dindmica al deslizamiento. El valor carac-
teristico correspondiente a la velocidad de deslizamiento en un contacto rodante
en condiciones de accion criticas (justo antes de producirse deslizamiento total)
viene dado por

ua

Vdexlizamientn ~ EV ’ (925)
donde v es la velocidad de traslacion. Para fuerzas pequenias, el grado de des-
lizamiento dinamico puede estimarse como la diferencia entre el grado de
deslizamiento global, dado por la expresion (9.22), y la contribucion elastica
(ecuacion (9.23))

s —_kal E | (9.26)
dinamico 8 R u F

N

"
4
24
1,0 - .
4
24
4
0,8 ‘.
Fy !
nFx N
0,6 - ’
4
1)
L/
04+
O T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
sR
ua

Fig. 9.4 Curva fuerza-deslizamiento.
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C. El caso del contacto rodante tridimensional

También en el caso tridimensional, se puede determinar la distribucion de esfuer-
zos en la region de contacto mediante un procedimiento semejante al de Carter,
mediante el cual se superponen dos distribuciones de esfuerzos de la forma

X'+
tV(x,y) =1,,/1- — (9.27)
y
2 2
x—d) +
@ (x,y) = —12\/1—% . (9.28)

La distribucion de esfuerzos (9.28) se define en la zona de agarre. El des-
plazamiento de los puntos de la superficie que resulta de la suma de estas
distribuciones de esfuerzos es, segun la expresion (9.5), igual a

e 2[4V (4 3) - (40)7]
) 2 . (9.29)
2a2v)e (43 )(x—d) ~(4-v)y]

c
El componente de la deformaciéon ¢, =0u, /0x es

4-3
o _r(4-¥)[n o n Tl (9.30)
Ox 16G a c c

De las condiciones (9.12) y (9.13), se derivan las mismas expresiones (9.16) y
(9.17), como en un contacto de un rodillo. Consecuentemente, la deformacion
y por tanto el deslizamiento, es igual a

ou,  m(4-3%) d

—. 9.31
ox 166 "7 3D
La fuerza tangencial se obtiene mediante
2 2 ’
F =Znd’t,-Zrc’t, = uF, 1—(5j . (9.32)
-3 3 a

El radio de la zona de agarre se obtiene a través de la misma formula que para
el contacto tangencial:

5:(1— £, ] (9.33)

a uk,
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Y el grado de deslizamiento se obtiene a través de’

113
0 3(4-3v)urF, F
Uy w 1_(1__XJ (9.34)

S=—=— 3
ox 32Ga urF,

3
Teniendo en cuenta la relacion F, = iE L , aquel puede escribirse también
de la siguiente manera 3 R
1/3
4-3v F
go W™pa), (0 E Y (9.35)
41-v) R urk,
Y para el caso de fuerzas pequeiias, se obtiene, en primer orden de aproximacion
(4-3v)F
sx——. 9.36
32Ga’ ©-30)

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Estimar la velocidad de deslizamiento (a) en una rueda de tren,
(b) en una rueda de coche.

Resolucion: (a) Para una rueda de tren, el grado de deslizamiento se calcula
mediante la expresion (9.35):

1/3
4-3
__(4=3)ua 1_[1_ F J

~ 4(-v) R uF,

El deslizamiento para una rueda accionada en el estado critico, se obtiene
mediante la sustitucion F. = uF), :

Mzwﬁ
41-v) R

3. Esta ecuacion es valida para el caso de una rueda elastica sobre un plano rigido. Cuando el
contacto se establece entre materiales idénticos, el grado de deslizamiento es el doble del valor
dado por la expresion.
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La velocidad de deslizamiento se calcula multiplicando el grado de deslizamiento
por la velocidad de traslacién v. Con los valores ¢t = 0,3, a7 mm, R=0,5m
y v =1/3, se obtiene una velocidad de deslizamiento v, . ~~5-10"v.Para
una velocidad de traslacion de 30 m/s (108 km/h), la velocidad de deslizamiento
alcanza el valor caracteristico v, . ~~0,14 m/s.

(b) En el caso de una rueda de coche «accionada en el estado critico» se obtiene,
con los valores p~1, a=5cm, R=0,3m y v =1/2,una velocidad de des-
lizamiento v, , . ~~0,2v. Para una velocidad de traslaciéon de 15 m/s (54

km/h), la velocidad de deslizamiento es 3 m/s.

Bajo «condiciones normales de funcionamiento» (velocidad de desplaza-
miento constante e igual a 15 m/s), la velocidad de deslizamiento en un contacto
rodante entre el neumatico y la carretera es mucho mas pequeiia y, por regla
general, tiene un valor de 1 cm/s.

Problema 2: Estimar la pérdida de energia asociada a una rueda en arranque o
en frenado.

Resolucion: Se puede obtener una estimacion de la potencia producida por roza-
miento en el contacto, si se multiplica la fuerza tangencial dominante en el
contacto por el valor medio de la velocidad de desplazamiento:

Wz|s|ﬂv=|s|VI7(),

donde W, = F.v es la «potencia de desplazamiento» de la fuerza de rozamiento.

Problema 3: Si a una rueda elastica rodando se le aplica una fuerza en direccioén
perpendicular a la direccion de rodadura, experimenta un deslizamiento parcial
o pseudo-deslizamiento, en la direccion de aplicacion de la fuerza debido a
deformaciones elésticas (deslizamiento trasversal). Calcular el deslizamiento
trasversal en una esfera elastica en rodadura.

Resolucion: El eje de giro de la esfera ha de ser paralelo al eje x; sin fuerza
trasversal, la esfera rodaria en la direccion y. La zona de agarre es independiente
de la forma en la que se aplique la fuerza, y se encuentra siempre al frente en la
direccion de rodadura (fig. 9.5).

El esfuerzo se calcula de la siguiente manera

X+’ c\/l_x2+(y—d)2

T(X,3) = Upg |1 ———=——up, —
a a
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T Direccién de rodadura

2c Direccion de la fuerza

Deslizamiento

Fig. 9.5 Zonas de agarre y deslizamiento en una rueda elastica rodando bajo la accion de una
fuerza perpendicular a la direccion de rodadura.

El campo de desplazamientos que este genera, se obtiene a partir de la expresion

M[4(2—v)az—(4—3V))62—(4‘V)4‘/2]

[4(2-v)e? = (4=3)x = (4=v)(v-d)' ||

U =——-
32G | up,

a
asi como la componente relevante del tensor de deformaciones

ou,__mup,(4-v)d

oy 166G a°

xy

Este resultado proporciona el angulo entre la direccién de rodadura real y la ideal.
De forma analoga al procedimiento seguido en la obtencion de las ecuaciones
(9.32) - (9.35), se obtiene, para el grado de deslizamiento trasversal

4_ 173 4_ 13
g oo o HEY) 1_(1_L] __(4-vjua 1_(I_L] ,

v 32Ga’ uF, 41-v) R uF,

Problema 4: El sistema de transmision de poleas y correa mostrado en la fig. 9.6
se analiza a continuacion. La rueda conductora (derecha) se acciona mediante un
par M, mediante el cual gira a velocidad angular constante e igual a @, . Larueda
conducida (izquierda) gira, en cambio, con una velocidad angular @, < @, . En
el caso de la rueda conductora, se muestran tanto la zona de agarre, en la que la
fuerza en la correa es constante e igual a F}, como la zona de deslizamiento, en
la que la fuerza en la correa disminuye a F, . Cabe esperar que una transicion
del estado de agarre al de deslizamiento, ocurra también en la rueda conducida.
Determinar el grado de deslizamiento s y la perdida de potencia mecanica.
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pe

Rueda conductora

Fig. 9.6 Correa elastica que transmite un par M entre dos ruedas giratorias.

Resolucion: El par producido por la accion de la correa es igual a
M =(F-F)R.

Dado que la elongacion de la correa es constante en la zona de agarre, también
lo es la fuerza de tension en toda ella e igual a F|. En el equilibrio, la fuerza
disminuye al valor F, , de lo que se desprende que

E /F‘z — e#‘P

(véase capitulo 10, problema 4). La deformacion elastica que experimenta la
correaesiguala ¢ = F'/ E4, donde E es el médulo de elasticidad y 4 la seccion
trasversal. Por tanto, en las zonas superior e inferior se cumple que

g =, = —_—.
' EA 7 EA
El flujo de masa debe ser constante en cada punto. De ahi se obtiene que
i W)
I+¢ 1l+g,

El grado de deslizamiento —adimensional— es igual a

s=2uzel—82 =M=£.
v+, EA REA
Y la pérdida en potencia igual a
W=Mw-o0,),
donde
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Y V2
a)lz—,a)zz—,
R R

En el caso de que la diferencia entre las velocidades angulares de cada rueda sea
pequetia, es valida la expresion

M@
REA

donde @ =1(®, +w,) es la velocidad angular media.

~
~

Problema 5: Una rueda se mueve a una velocidad angular @ y al mismo tiempo
se la hace girar en torno al eje vertical con una velocidad angular Q * (piénsese
por ejemplo, en la conduccion de un coche). Determinar el grado de desliza-
miento por torsion, definido como el cociente s =/ @, en funcion del par de
torsion. Se supone que el coeficiente de friccion es infinito.

Resolucion: Las distribuciones de esfuerzos

_8G(B-v) s (a+x)y
t 37r(3—2v)R(a2_,,2)”2’

_ 8G(1-v) i(a2 —2x* —ax—yz)
*37(3-2v) R ()"

conducen a un desplazamiento superficial que cumple la condicion de no des-
lizamiento o de agarre (deformacion constante en toda la region de contacto)’.
La fuerza tangencial desaparece ( F, = F, =0 ), mientras que el par de torsion
esigual a
32(2- 4
M, = MC’_GS
93-2v) R
De ahi se obtiene el grado de deslizamiento como
o 93-2v) R M,
32(2-v)a' G’

4. La rotacion en torno a un eje perpendicular al plano de contacto se denomina giro.
5. K.L. Johnson, «The effect of spin upon the rolling motion of an elastic sphere on a planey.
Transactions ASME, Journal of Applied Mechanics 25, 332-338 (1958).



10. LALEY DE ROZAMIENTO DE COULOMB

10.1 INTRODUCCION

Este capitulo tratara exclusivamente de la fiiccion seca o friccion de Coulomb,
entre dos solidos. El rozamiento entre s6lidos es un fendmeno fisico de extraor-
dinaria complejidad. En ¢l intervienen deformaciones elésticas y plasticas de las
superficies de los cuerpos en contacto, interacciones con el medio intersticial,
micro-puentes y el restablecimiento de la continuidad del material, la excitacion
de electrones y fonones, reacciones quimicas y la transmision de particulas de un
cuerpo a otro. Esto hace aun mas impactante el hecho de que la friccion pueda
formularse mediante una ley muy sencilla, la cual permite resolver muchas apli-
caciones ingenieriles, al menos en una primera aproximacion, ya que la fuerza de
rozamiento es proporcional a la fuerza normal y practicamente independiente de
la velocidad. La propiedad mas sorprendente de la friccion seca es que esta no
depende ni del area aparente de contacto ni de la rugosidad. Estas propiedades
permiten utilizar el concepto de coeficiente de friccion. Sin embargo, el coefi-
ciente de friccion es una aproximacion muy burda del cociente entre la fuerza
de rozamiento y la fuerza normal.

Leonardo da Vinci fue el primero en investigar experimentalmente las leyes
de rozamiento, y el primero en formular las generalizaciones mas relevantes, por
ejemplo, que la resistencia al movimiento por friccién es proporcional al peso
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e independiente del area de contacto. Esta tltima caracteristica la dedujo con la
ayuda del experimento mostrado en la fig. 10.1.

Fig. 10.1 Dibujo extraido de un escrito de Leonardo da Vinci, donde se ilustra la independencia
de la fuerza de rozamiento con la magnitud de la superficie de apoyo.

10.2 FRICCION ESTATICA Y DINAMICA

Tras minuciosas investigaciones experimentales, Coulomb (1736-1806) encontrd
que la fuerza de friccion o fuerza de rozamiento, F, , entre dos cuerpos pre-
sionados entre si por una carga o fuerza normal F), (fig. 10.2), cumple, en una
primera y burda aproximacion, las siguientes propiedades:

A. La friccion estatica. Para sacar del reposo a cuerpos apoyados sobre un plano,
se ha de superar una fuerza critica —la llamada fuerza de rozamiento estdtico,
fuerza de friccion estdtica, o simplemente friccion estdatica— F,. Esta fuerza
es, en primera aproximacion, proporcional a la carga de compresion, o fuerza
normal, F) '

F, =uF,. (10.1)
El coeficiente , se denomina coeficiente de rozamiento estatico (también coe-

ficiente de friccion estatica). Este depende de ambos materiales en contacto,
pero apenas depende del area de contacto o de la rugosidad de las superficies.

B. La friccion dinamica (también llamada fuerza de rozamiento dindamico o
cinético), F, es la resistencia al movimiento, una vez se ha superado el agarre
y aquel se ha iniciado. Coulomb encontr¢ las siguientes propiedades de la fuerza
de friccion dindmica:

— La friccion dinamica es proporcional a la carga de compresion, o fuerza
normal, F :

F, =u,F,. (10.2)

1. Esta proporcionalidad se la conoce como ley de Amonton.
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— La friccion dinamica no depende ni del area de contacto ni de la rugosidad
de las superficies.

—  Elcoeficiente de rozamiento dinamico o cinético (también llamado coeficiente
de friccion dinamica o cinética) es aproximadamente igual al coeficiente de
rozamiento estatico:

by~ p, . (10.3)

— La friccion dinamica no depende (o si lo hace, muy débilmente) de la velo-
cidad de deslizamiento.

I I

F F

F,

_FN
Fig. 10.2 Un bloque apoyado sobre un plano, al cual se le aplica una fuerza normal y otra

tangencial; en el diagrama de cuerpo libre, se indican la fuerza de reaccion del plano y la fuerza
de rozamiento.

Las leyes mencionadas anteriormente proporcionan solo una descripcion grosso
modo de las propiedades de la friccion seca. Un analisis mas detallado muestra
que las fuerzas de friccion estatica y dindmica tienen el mismo origen fisico vy,
en muchos casos mecanicos, no se pueden considerar por separado. Ya se indico
que en el caso de un contacto sometido a un esfuerzo tangencial, se da también un
deslizamiento parcial, o pseudo-deslizamiento, ain cuando no se produce ningun
«deslizamiento macroscopico». De ahi que la diferencia entre los coeficientes
de rozamiento estatico y dinamico sea de naturaleza relativa. Con frecuencia, la
transicion entre un contacto estatico a uno dinamico ocurre de manera gradual
(como en el caso de una rueda en funcionamiento), o la «friccion estatica» se
manifiesta como friccion dinamica en la realidad cuando la velocidad de desliza-
miento es muy pequefia (este es el caso del rozamiento en la goma, por ejemplo,
el caso de un neumatico sobre asfalto).

10.3 EL ANGULO DE INCLINACION CRITICO

El método experimental mas sencillo de obtencion de los coeficientes de roza-
miento, y que practicamente estd al alcance de cualquiera, es la medida del
angulo minimo al que ha de inclinarse un plano para que un cuerpo apoyado en
¢l comience a resbalar. Este angulo se denominara angulo de inclinacion critico
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o simplemente dngulo critico. Las fuerzas que actlian en el cuerpo se muestran
en la fig. 10.3 b.
¢ g

\\ J)
mg [P s

Fig. 10.3 Un cuerpo sobre un plano inclinado.

Cuando se llega al angulo critico, la fuerza de friccion estatica alcanza su maximo
valor F, = u F, . El equilibrio de fuerzas en ese estado critico (el descrito por
el sistema de coordinadas de la fig. 10.3 b) se expresa como:

x: mgsengp—uF, =0

y: F,—mgcosp=0. (10.4)
De ahi se deduce que
tang =y, . (10.5)

La tangente del angulo de inclinacion critico es, por tanto, igual al coeficiente
de rozamiento estatico.

10.4 DEPENDENCIA DEL COEFICIENTE DE FRICCION CON EL TIEMPO DE
CONTACTO?

Fue también Coulomb el que se percatd de la existencia de desviaciones con
respecto a la sencilla ley del rozamiento. Entre otras cosas descubri6 que, desde
que se deja el estado de reposo, la fuerza de friccion estatica crece con el tiempo.
En la tabla 10.1 se muestran los datos experimentales de Coulomb. La fig. 10.4
muestra una grafica de la variacion de la fuerza de friccion frente al logaritmo
del tiempo. En este sistema de coordenadas, aquella adopta la forma de una recta,
es decir, la fuerza de friccion estatica crece logaritmicamente con el tiempo.
Las razones fisicas de esta dependencia temporal pueden ser muy diversas.
En el caso de los metales, el area en los micro-contactos crece con el tiempo
debido a procesos de reptacion (creep, en inglés), los cuales siempre estan pre-
sentes. Este crecimiento se acelera a altas temperaturas. El proceso se ralentiza
conforme aumenta el area de contacto, lo que conduce a que la fuerza de friccion
estatica dependa logaritmicamente. Este tipo de dependencia comienza a escala
atomica desde el primer momento en que los cuerpos entran en contacto —del

2. Véase también la seccion 20.3.
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orden de subnanosegundos—y no cesa hasta después de un tiempo muy largo. En
elastomeros, este efecto esta asociado con el aumento del area de contacto debido
a la viscoelasticidad del material. También las fuerzas capilares contribuyen a la
fuerza de friccion y, seglin recientes descubrimientos, son responsables de que
la fuerza de friccion estatica dependa aproximadamente de forma logaritmica
con el tiempo.

Hay que reconocer que la dependencia temporal de los coeficientes de
rozamiento «estaticos» hacen de la friccion estatica un proceso dindmico. Si el
coeficiente de rozamiento crece con el tiempo de contacto, esto también se cumple
en el caso de un contacto rodante, dado que la rodadura se puede considerar a
su vez como el establecimiento sucesivo de nuevas regiones de contacto. Para
una velocidad de rodadura alta, el tiempo de contacto es pequeiio, por lo que se
espera que la friccion «estatica» también lo sea.

Tabla 10.1 Fuerza de friccion estatica en funcion del tiempo de contacto para el
caso de un contacto de madera de roble frente al mismo material lubricado con grasa
(u.a. = unidades arbitrarias).

¢, min F, u.a.

0 5,02
2 7,90
4 8,66
9 9,25
26 10,36
60 11,86
960 15,35

In(t+t,)

Fig. 10.4 Representacion grafica de los datos de Coulomb mostrados en la tabla 10.1. La
fuerza de friccion estatica se puede representar como una funcion del logaritmo del tiempo:
F=a+bln(t+¢)) cona=7,28, b=110 y #,=0,101 min.
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También la fuerza de friccion dinamica surge de las micro-rugosidades y
hace que los contactos tengan una duracion variable con la velocidad de des-
lizamiento, lo cual conduce a una friccion dinamica que asimismo depende de
la velocidad. Estos casos muestran que la diferencia entre la fuerza de friccion
estatica y dinamica es relativa y que esta ofrece una vision muy simplificada de
la realidad. De hecho, en muchos procesos ambas fuerzas estan estrechamente
interrelacionadas, tanto entre si como con la dindmica de contacto, y de maneras
distintas.

10.5 DEPENDENCIA DEL COEFICIENTE DE FRICCION CON LA FUERZA NORMAL

También la dependencia lineal de la fuerza de friccion con respecto a la fuerza
de compresion (expresion (10.1) o (10.2)) es solo valida en un determinado
intervalo de fuerzas —ni demasiado grandes ni demasiado pequeiias. En el caso
de metales, este intervalo puede comprender fuerzas de compresion de varios
ordenes de magnitud, como se ilustra en la fig. 10.5°.
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Fig. 10.5 Coeficiente de friccion del acero sobre aluminio pulido mediante electrdlisis. El
coeficiente de friccion es constante para cargas desde 10 mg a 10 kg, es decir, para cambios de
carga del orden de 10°.

La dependencia lineal deja de ser valida cuando el area real de contacto es com-
parable al area aparente de contacto. Este limite se alcanza muy facilmente en el
caso de metales blandos como Indio o Plomo, pero especialmente en polimeros y
elastdomeros en los que, por este motivo, se detectan a menudo desviaciones con

3. F.P. Bowden, D. Tabor. The Friction and Lubrication of Solids. Clarendon Press, Oxford (2001).
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respecto a la ley de Amonton. En la fig. 10.6 se representa la fuerza de friccion
entre acero y teflon en funcion de la carga normal. La fuerza de friccion es, en
buena aproximacion, proporcional a Fy** . El coeficiente de friccion disminuye
por tanto con la carga normal.

T
e Thompson et al. (1995) /
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Fig. 10.6 Coeficiente de friccion entre acero y teflon en funcion de la carga normal. Fuente:
E Rabinowicz. Friction and wear of materials. 2.* edicion, John Wiley & Sons, Nueva York
(1995).

10.6 DEPENDENCIA DEL COEFICIENTE DE FRICCION CON LA VELOCIDAD DE
DESLIZAMIENTO*

A menudo y por simplicidad, se asume que el coeficiente de friccion dinamica
no depende de la velocidad. También en este caso, se trata de una buena apro-
ximacion pero burda, la cual es valida para velocidades ni demasiado pequeiias
ni demasiado grandes. La dependencia exacta de la fuerza de friccion con la
velocidad es importante en muchas aplicaciones. Si la fuerza de friccion dismi-
nuye con la velocidad, en general el deslizamiento estacionario no es estable, y
de ahi surgen inestabilidades en el rozamiento’.

4. Véase también la seccion 20.3.
5. Las inestabilidades del rozamiento se discutiran en detalle en el capitulo 12.
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10.7 DEPENDENCIA DEL COEFICIENTE DE FRICCION CON LA RUGOSIDAD
SUPERFICIAL

A menudo se relaciona el origen de la friccidon con la aspereza de las superficies.
De hecho, en Ingenieria Mecanica se denominan «asperasy» a aquellas superficies
en las que ocurre o bien rozamiento o bien adherencia, frente a las llamadas
«lisasy», en las que no existe rozamiento. Cualquier trib6logo sabe que esta cla-
sificacion no corresponde a la realidad. En una amplia tipologia de rugosidades
superficiales, la fuerza de friccion no depende, o si lo hace muy débilmente, de
la rugosidad. Contrariamente a lo que podria esperarse, el coeficiente de fric-
cion de superficies metalicas especialmente lisas puede ser incluso mayor que
el de superficies rugosas. El efecto de la rugosidad en el rozamiento depende de
muchos factores, entre los cuales figuran la presencia de impurezas o de peliculas
de fluido en el contacto tribologico.

Una impresionante demostracion de la dependencia débil de la friccion (y
del desgaste) con la rugosidad superficial, es la que muestran los experimentos
de transporte de elementos radiactivos entre dos cuerpos en contacto.

R IR ST o i T

Fig. 10.7 Fotografia y radiografia de una superficie de cobre tras realizar un experimento
de friccion con una carga de 40 N y una velocidad de deslizamiento igual a 0,01 cm/s. La
superficie esta dividida en dos zonas. En una zona, la rugosidad es de 25 nm y en la otra
20 veces mayor (500 nm). Tanto la fuerza de friccion como el desgaste son practicamente
independientes de la rugosidad®.

Enla fig. 10.7 se muestran los resultados de un experimento en el que un bloque
de cobre radiactivo se arrastra sobre una placa de cobre, la cual tiene una rugosi-
dad de 25 nm en una parte, y en la otra una rugosidad 20 veces mayor (500 nm).
La gran diferencia en rugosidad no tiene apenas efecto en la fuerza de friccion
ni en la transferencia de material de un cuerpo a otro (lo que se deja entrever al

6. E Rabinowicz. Friction and wear of materials, 2.* edicién, John Wiley & Sons, Nueva York
(1995).
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medir la radiactividad tras el ensayo mecanico). La rugosidad no tiene ni siquiera
influencia en el tamafo de la regién de contacto.

10.8 EL ORIGEN DE LA LEY DE ROZAMIENTO SEGUN COULOMB

Coulomb propuso el primer modelo para explicar el origen fisico del rozamiento,
el cual explica algunas de las propiedades importantes de la friccion seca. Segin
su interpretacion, el factor responsable la fuerza de friccion es el encaje que se
produce entre las micro-rugosidades de ambas superficies en contacto, tal y
como muestra de forma esquematica el dibujo de la fig. 10.8. Como ya se ha
mencionado, el efecto de la rugosidad de las superficies sobre el rozamiento
es en realidad mucho mas complejo. No obstante, los analisis mas modernos y
complicados siempre conducen, una y otra vez, a las ideas mas sencillas, que
de hecho fueron propuestas por Coulomb. Por consiguiente, se van a repasar
brevemente estas ideas.

Fig. 10.8 Acoplamiento de rugosidades como causa de la fuerza de friccion (esquema de
Coulomb).

Como hizo Coulomb en su dia, considérese un cuerpo que se presiona sobre una
superficie ondulada como modelo de friccion seca. Para simplificar ain mas,
se reduce el cuerpo a una masa puntual. Esto proporciona el sencillo modelo
representado en la fig. 10.9 a.

Fy

Fig. 10.9 El modelo sencillo de Coulomb para la friccion seca.
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Entre la superficie ondulada y la masa puntual no deberia existir friccion esta-
tica. Del perfil mostrado en la fig. 10.9 b se deducen las siguientes condiciones
de equilibrio

RcosO=F,, Rsenf=F . (10.6)

De ahi se desprende que
F =F, tan6 . (10.7)

La fuerza de friccion estatica F, es, por definicion, igual a la fuerza maxima F'
para la que aun se mantiene el equilibrio:

F =F,_ =F,tan0,, . (10.8)

Por tanto, el coeficiente de rozamiento estatico es igual a la pendiente maxima
de la superficie:

u, =tanf__ . (10.9)

Este modelo permite obtener de forma sencilla una de las caracteristicas mas
importantes de la friccion seca —su proporcionalidad con la carga normal- y
ademas proporciona una sencilla explicacion geométrica del coeficiente de fric-
cion. Aplicado a cuerpos extensos que exhiben un «encaje» periddico —como
en el esquema de Coulomb—, este modelo también explica la independencia del
coeficiente de friccion en el area de contacto. Sin embargo, no explica la obser-
vacion experimental de que la fuerza de friccion es independiente (o depende
muy débilmente) de la rugosidad superficial.

10.9 LA TEORIA DE BOWDEN Y TABOR

Se han realizado muchos intentos de explicar la universalidad y la sencillez de
la ley de Coulomb, y todo indica que la robustez de la ley de rozamiento de
Coulomb tiene varias causas concurrentes. Una razon importante que explica
la proporcionalidad de la fuerza de friccion con la fuerza normal tiene que ver
con las propiedades del contacto entre superficies rugosas. En el capitulo 7 se
mostrd que propiedades tales como el area real de contacto y la extension de
contacto crecen aproximadamente de forma lineal con la fuerza de compresion,
y no dependen del area aparente de contacto. Por el contrario, el angulo de
inclinacion de la superficie en los micro-contactos no depende de la fuerza de
comprension (o lo hace muy débilmente). Si se combinase la interpretacion de
la fuerza de friccion de Coulomb y el concepto de angulo de inclinacion de las
superficies en contacto, el coeficiente de friccion seria independiente de la fuerza
de compresion. En este caso, el coeficiente de friccion seria muy distinto para
superficies rectificadas y para superficies pulidas, lo cual casi nunca sucede.
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En 1949 Bowden y Tabor propusieron una teoria sencilla que explica el origen
de la friccion dinamica entre superficies metalicas mediante el establecimiento
de uniones de soldadura. Cuando dos cuerpos se presionan entre si, se crean
algunas zonas puntuales en las que ambos se aproximan tanto que los atomos
de un cuerpo entran en contacto con los del segundo cuerpo; al mismo tiempo
existen zonas de extension considerable, en las que la distancia de separacion es
tan grande que las interacciones interatdmicas son despreciables. Las zonas donde
se produce contacto se denominaran uniones, y al area total de dichas uniones
se denominara area real de contacto 4. El resto, que comprende un area mucho
mayor que el area real de contacto, no contribuye apenas a la friccion dindmica.

En metales, el area real de contacto se puede estimar medianamente bien en la
mayoria de los casos practicos. Para ello se supone que todos los micro-contactos
se deforman plasticamente y que el esfuerzo es igual a la dureza a compresion
o, del material. Esta suposicion permite obtener la siguiente expresion para el
area real de contacto

A~F,/c,. (10.10)

Si para cizallar una unién de soldadura fuese necesario el esfuerzo tangencial
7., entonces la friccion estatica maxima seria igual a

F=F, . (10.11)

Dado que para cuerpos plasticos e isotropos, la resistencia o tenacidad a la cizalla
es aproximadamente igual a 1/+/3 de la resistencia o tenacidad a la traccion,
y esta a su vez igual a 1/3 de la dureza, en general deberia darse la siguiente
dependencia universal F, ~ (% + %)FN , con un coeficiente de friccion u = 3 +—.

. : 5
Para muchos pares de metales no lubricados (como por ejemplo, acero con acero,

acero con bronce, acero con fundicion gris, entre otros), el coeficiente de friccion
es del orden u ~0,16—0,2. Para fuerzas de compresion altas y entre metales
puros, este puede alcanzar valores mas altos, lo cual puede estar relacionado
con una deformacion plastica mayor y la consiguiente transformacion de la
topografia superficial.

Los coeficientes de friccion entre materiales distintos dependen de muchos
parametros. No obstante, se puede establecer una clasificacion, si bien aproxi-
mada, de acuerdo con las ideas de Bowden y Tabor. Téngase en cuenta que en
un contacto tribologico con alta adherencia, existen zonas de contacto sometidas
tanto a compresion (drea A,,,,,.s, ) COMO a traccion (drea 4, )- El esfuerzo en
la zona sometida a compresion es aproximadamente igual a la dureza o, = 30, .
En la zona sometida a traccion se cumple que o = o, donde § es, general-
mente, menor que 3. La fuerza normal es por tanto igual a
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Fy =6, (34,0 =€ Avaceion) . (10.12)

Si todas las uniones de soldadura se sometieran a cizalladura, se obtendria la
siguiente fuerza de friccion estatica

F, 2T (Appresion * Apacein ) - (10.13)

Para el coeficiente de friccion se obtiene la estimacion

7, (Acompresién + A yaceion ) (10.14)

p= :
Gc (3Acompresio'n - é: Atraccién )

Suponiendo que 7, = o, / V3 , lo cual es valido para medios plasticos e isotropos,
se obtiene la aproximacion

1 Acnmpresién + Atraccio'n . (1 0 1 5)

\/5 3Acnmpresién - CAtraccio'n

Considérense a continuacion los casos siguientes:

uz

1. Metales puros en presencia de trazas de lubricante que no producen ningun
efecto lubricante, pero que evitan la alta adherencia metalica. En este caso,
A =0 y el coeficiente de friccion adquiere el valor universal mencionado

traccion

anteriormente, dado por

pr— %019 (10.16)
33
Este coeficiente de friccion es, por tanto, caracteristico de la friccion seca entre
metales bajo condiciones normales, es decir, aquellas donde las superficies pre-
sentan trazas de 6xido u otras impurezas en muy pequena cantidad.

2. Metales puros con superficies sin lubricante, pero con una capa de oxido.
En este caso se puede suponer que la adherencia es alta y que las superficies
sometidas a compresion y traccion son aproximadamente iguales. La funcion de
soporte de los micro-contactos se mantiene intacta gracias a la diferencia entre
las propiedades plasticas bajo traccidon y bajo compresion. Para el coeficiente
de friccion se obtiene la aproximacion

1 2
~— — . 10.17
K ﬁ(B»—éj (1017

Para { =1-2, se obtienen coeficientes de rozamiento del ordende p = 0,6 -1,2.
Estos coeficientes son tipicos de metales puros con estructura cristalina cubica
(como por ejemplo, Fe, Al, Cu, Ni, Pb, Sn). Para metales con estructura crista-
lina hexagonal (Mg, Ti, Zn, Cd), el coeficiente de rozamiento es en torno a 0,6.
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3. Metales puros con una capa delgada de un metal mas blando (como por
ejemplo, plomo o zinc sobre acero, cobre, plata, ...). Siempre y cuando la capa
sea suficientemente delgada (aprox. 100 nanémetros), la ecuacion (10.11) sera
valida, donde o, es la dureza del material mas duroy 7, la resistencia o tenaci-
dad a la cizalla del metal mas blando. El coeficiente de friccidn es, en este caso,
menor que para metales puros, y puede ser 0,1 o incluso menor.

4. Materiales multifasicos. La mayor parte de los materiales de interés en apli-
caciones tribologicas no son metales puros, sino aleaciones multifasicas que,
por regla general, estan compuestas de una matriz dura y de una serie de inclu-
siones mas blandas. Esta estructura la tienen, por ejemplo, el laton y el bronce,
los cuales se emplean como materiales en la elaboracion de cojinetes. Se cree
que la funcion de estas aleaciones se basa en la extrusion del metal mas blando,
el cual forma una capa delgada sobre la superficie de deslizamiento y reduce la
friccién mediante el mecanismo descrito en el caso 3.

5. Superficies que solo se deforman elasticamente. En el caso del diamante o de
recubrimientos amorfos de carbono, la ecuacion (10.11) no es aplicable, dado
que las superficies se deforman de forma puramente elastica.

10.10 DEPENDENCIA DEL COEFICIENTE DE FRICCION CON LA TEMPERATURA

Dado que el cociente entre la resistencia a la cizalla y la dureza no depende de
la temperatura, el coeficiente de friccion entre metales puros tampoco lo hace.
Esto se cumple siempre que las condiciones no cambien de forma que induzcan
alguna transicion entre las categorias anteriormente descritas. En soportes duros
recubiertos con capas delgadas y blandas, el coeficiente de friccion crece rapido
cuando se alcanza la temperatura de fusion de la capa. En recubrimientos meta-
licos, esto ocurre de forma especialmente abrupta a la temperatura de fusion del
metal mas blando, y en grasas lubricantes o en el caso de que se formen jabones
metalicos en la superficie deslizante, a la temperatura de distorsion térmica de
la grasa o del jabon.

Bajo condiciones normales, que en la seccion anterior se describieron bajo el
epigrafe de caso 1, el coeficiente de friccion de muchos pares metalicos depende
de la temperatura solo débilmente hasta aprox. 150°C. Entre 200°C y 300°C.
aquel sufre un fuerte aumento. En estas condiciones, el coeficiente de friccion
puede aumentar el doble o el triple. A temperaturas ain mas altas, se mantiene
practicamente constante o aumenta ligeramente. La fig. 10.10 muestra un ejem-
plo tipico de comportamiento térmico. A menudo este proceso se asocia a una
distorsion o desajuste del recubrimiento, tipicamente en forma de restos de grasa.
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Fig. 10.10 Coeficiente de friccion estatica en funcion de la temperatura para muestras de
cobre frente a aluminio, acero (C45 y X5CrNil8-10) y cobre. Fuente: Martin Kdhler. Beitrag

zur Bestimmung des Coulombschen Haftreibungskoeffizienten zwischen zwei metallischen
Festkorpern. Cuvillier Verlag, Gottingen (2005).

En laregion de bajas temperaturas, el coeficiente de friccion es constante y rela-
tivamente bajo. Este depende tan solo débilmente de los materiales en contacto
y tiene un valor del orden de 0,16-0,22. Dicha region se caracteriza por unas
condiciones en las que la capa de o6xido u otras capas de otro(s) material(es)
afiadidas a la superficie del metal se mantienen integras. La region de coefi-
cientes de friccion altos es caracteristica de condiciones en las que se produce
el contacto metalico.

PROBLEMAS RESUELTOS’

Problema 1: El autobloqueo. Una varilla se sujeta a modo de brazo a una vara
vertical, que actia de soporte, mediante un casquillo de altura ajustable. En
dicho brazo se coloca un peso corredizo (fig. 10.11 a). Siempre que el peso se
encuentre lo bastante lejos del soporte, aquel se detendra debido a las fuerzas
de friccidon que actlian en las esquinas del casquillo (autobloqueo). Determinar
la condicion de autobloqueo.

7. En los problemas de este capitulo se utilizara la ley de rozamiento de Coulomb en sus formas
mas sencillas, dadas por las expresiones (10.1) y (10.2).
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Fig. 10.11 Sistema sencillo de autobloqueo y su correspondiente diagrama de fuerzas de cuerpo
libre.

Resolucion: Del equilibrio de fuerzas en la direccion horizontal se observa que las
dos fuerzas de reaccion F,, que actuan en las esquinas son iguales en magnitud
(asi aparecen dibujadas en la fig. 10.11 b). En el limite entre el deslizamiento y
el bloqueo, la fuerza de rozamiento alcanza su valor maximo F, = u F,, . Del
equilibrio de fuerzas en la direccion vertical se tiene que

2u.F,—G=0

y del equilibrio de pares de fuerzas con respecto al centro del casquillo
h
Gl -2F, 5= 0

se obtiene la longitud critica:
Lt
2p,

Problema 2: Fuerza lateral. Un coche acelera o frena por la fuerza de roza-
miento entre los neumaticos y la carretera. En estos casos, la fuerza de rozamiento
F, debe ser més pequefia que la fuerza de friccion estatica®: F, < F, = u, F), .
Determinar la fuerza lateral F| ,ala que el coche empieza a resbalar lateralmente.

Resolucion: Tanto la fuerza de frenado como la fuerza lateral son componentes de

la fuerza de rozamiento en el contacto rodante. El deslizamiento puro comienza
2 2 2 ’

cuando Fy +F > F  De aqui se deduce que

8. Durante la rodadura, la maxima fuerza de friccion se determina mediante el coeficiente de roza-
miento dinamico, F, = p,Fy , puesto que se da la transicion entre el deslizamiento parcial y el total.
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Fig. 10.12 La fuerza resultante de la friccion en el contacto rodante.

Problema 3: Al frenar completamente, las ruedas de un coche se bloquean y
deslizan con una velocidad v, sobre la carretera. ;Qué velocidad lateral producira
una fuerza pequefia /| actuando en esa direccion?

Resolucion: La magnitud de la fuerza de friccion dindmica no depende de la
velocidad, pero la orientacion es contraria a la direccion del deslizamiento. De
L

F

N

v
v = F 2 .
(]

La velocidad lateral es proporcional a la fuerza lateral.

Vi
ello se deduce que: — =
Vo oMy

y

Fig. 10.13 Componentes de la fuerza y la velocidad en una rueda deslizante sobre la que actua
una pequefia fuerza lateral £ .

Problema 4: Rozamiento de una cuerda. Una cuerda o cable se hace pasar en
torno a un poste de seccion circular (fig. 10.14 a). El angulo de contacto entre
la cuerda y el poste es igual a a =@, —¢,. De un extremo de la cuerda se tira
con la fuerza F,. Determinar la fuerza F, necesaria para parar el movimiento
de la cuerda.

Resolucion: Considérese un elemento infinitesimal de la cuerda (fig. 10.14 b). El
equilibrio de fuerzas en la direccion de orientacion del elemento se formula como

F(p+dp)-F(p)—dF, =0
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d—Fd(p—dFR =0.
do

En la direccion perpendicular se cumple que
dN—-Fdp=0.

Donde dN es la fuerza de reaccion que actua sobre el elemento y dF, es la
fuerza de rozamiento que acttia sobre el elemento. La cuerda no deslizara hasta
que la fuerza de rozamiento alcance su valor maximo dF, = udN . De estas tres
ecuaciones se obtiene que

de
Tras separar variables, dF'/ F = udg | e integrar, se obtiene
lnFFl2 = u(p, —¢,) = pa . De aqui resulta

F,=Fe" o F,=Fe".

Ejemplo numérico: Para u =0,4, a =27 (una vuelta de cuerda completa) se
obtiene F, ~12-F . Para dos vueltas de cuerda se obtendria F, ~152-F; .

F,
dN F(o+de)
4F,
F(o)

Fig. 10.14 Una cuerda en torno a un poste y el correspondiente diagrama de cuerpo libre en un
elemento infinitesimal de la misma.

Problema 5: Un contenedor cilindrico (radio R) esté lleno de arena. El coefi-
ciente de friccion de la arena con la pared del contenedor es igual a u . Calcular
la presion sobre la arena en funcion de la altura.
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—v_po—_?— p(2)A
— e
<_R__: _E T pAgdz
- - — p(z+dz)A

Fig. 10.15 Corte infinitesimal de una columna de arena.

Resolucion: En el caso de que el coeficiente de friccion no sea muy grande, la
presion en la arena es «casi isdtropa» (como en un fluido). Teniendo en cuenta
esta aproximacion, se considera el equilibrio de fuerzas en un corte de la columna
de arena de espesor infinitesimal (fig. 10.15):

pgﬂchlz+(p(z)—p(z+a’z))7rR2 —dF, =0

pgnR*d —j;—pa’z:'rR2 -dF, =0.
Z

La fuerza de rozamiento se deriva de la ley de Coulomb dF, = up2rRdz . De
ambas ecuaciones se obtiene

dp ., up
——-2===0.
ps dz R
. dp .
Separando variables, dz= ————— e integrando, resulta
(pg—2up/R)

_2pz
2p

Para z alta, la presion alcanza el valor de saturacion p, = pgR/2u .

Problema 6: Para controlar la direccion de las ruedas delanteras de un coche,
se instalan brazos de control. En un primer paso, el brazo se fabrica a partir
de una chapa metalica por embuticion profunda (fig. 10.16 a). En un segundo
paso, ¢l cojinete de goma y metal (fig. 10.16 b) se inserta a presion en el orificio
cilindrico del brazo (fig. 10.16 c). Para garantizar la calidad, el fabricante del
vehiculo exige, como minimo, una carga de extraccion del cojinete de 5,5 kN.
Calcular la carga de extraccion. ;Qué factores influyen en la misma? Utilizar
los siguientes datos: altura del orificio cilindrico L =2 cm, radio del orificio
R =1,6 cm, espesor de la chapa metalica ¢t =1,6 mm, limite de fluencia de la
chapa o, =300 MPa, coeficiente de rozamiento u =0,16.
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Fig. 10.16 (a) Brazo de control y detalle del orificio (b) Foto de perfil del cojinete ranurado
goma-metal, (¢) Brazo de control terminado, con el rodamiento encajado a presion.

Resolucion: El esfuerzo radial o, que actlia sobre el orificio cilindrico del
brazo de control produce un esfuerzo de traccion o, en la chapa (fig. 10.17).
La relacion entre ambos esfuerzos viene dada por la formula de la tension cir-
cunferencial en un cilindro de pared delgada c, =0c,R/t . El encaje a presion
del cojinete hace que la chapa se deforme plasticamente: o, =0, .

a b c

Fig. 10.17 (a) Cilindro de pared delgada. (b) Esfuerzos radiales constantes causados por la
presion sobre la pared del cilindro. (c¢) Tension circunferencial o, , visible en una seccion del
cilindro.

Para el esfuerzo radial se tiene, por tanto,

t

c,=0,—.
R

La friccion estatica maxima se calcula multiplicando este esfuerzo por el area

de la pared interna del orificio 27 RL y por el coeficiente de friccion:

F

extraccion

=2rlLuc.t.

La fuerza de extraccion del cojinete para los valores dados en el enunciado del
problema resulta ser F ~9,6 kKN .

extraccion

Problema 7: Reptacion térmica (o creep térmico). A una placa de longitud L
apoyada sobre un plano con coeficiente de friccion u , se le aplica una fuerza en
direccion horizontal F, la cual es mas pequeiia que la fuerza de friccion dinamica.
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La presencia de la fuerza F hace que, cuando la placa se caliente, esta se dilate
de manera asimétrica con respecto al sustrato. Cuando la temperatura se dismi-
nuye a su valor inicial, la placa se contrae a su tamafio original. Determinar el
desplazamiento de la placa tras un ciclo térmico completo (fig. 10.18).

L
fe—————
I T,
F=0
[ ] T +AT
F
J — 1_T,+AT

Fig. 10.18 Proceso de creep térmico en una placa sobre un sustrato con coeficiente de friccion u .

Resolucion: Supongase que la placa es suficientemente rigida. Si esta se calen-
tase, se dilataria en la magnitud AL = ¢ATL con respecto al sustrato, y esta
elongacion seria simétrica en ambas direcciones, de forma que su centro de
gravedad permaneceria en la misma posicion. Si durante el calentamiento se le
aplica a la placa una fuerza F en direccion horizontal y hacia la derecha, la placa
se desplazara de forma asimétrica. En vez del centro de gravedad, el punto que
permanece constante es ahora el que se encuentra a una distancia Al a la izquierda
del mismo. Esto es debido a que la contribucion a la fuerza de friccion que actia
a la derecha debe ser menor que la que actia a la izquierda, de tal modo que
la fuerza de friccion resultante esta en equilibrio mecanico con £ (fig. 10.19).

\% F A%
P T R —.
| — |
g ——— s e ——————

— ~—

F, ol |« Fx
Al

Fig. 10.19 Dindmica del proceso de reptacion (del inglés, creep).

Dado que la fuerza de friccion se opone a la direccion del movimiento, la con-
tribucidn de la fuerza de friccion que se opone al movimiento hacia la izquierda
debe ser mayor que la que se opone al movimiento hacia la derecha. La condicion
de equilibrio mecanico durante el calentamiento de la placa se enuncia, por tanto,
de la siguiente manera:

L/2+Al L/2-Al
F—umg — + umg — =0.

De aqui se deduce que
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F L
Al =———.
umg 2
En consecuencia, el centro de gravedad se desplaza durante el calentamiento
una magnitud
FL
u; =¢Al = oAT .
2umg
Durante el enfriamiento, el centro de gravedad se desplaza en el mismo sentido
y en la misma magnitud. El punto en reposo debe ahora estar a la derecha del
centro de gravedad, dado que la orientacion de la elongacion y la de la fuerza
de friccion son contrarias. El desplazamiento global en un ciclo completo es,
por tanto, igual a

FL
Ugppg =———OAT .

Hmg
El desplazamiento es proporcional a la fuerza —también en el caso de fuerzas
muy pequeiias. Procesos de indole parecida suelen darse entre fases con dife-
rentes coeficientes de dilatacion térmica, y son la causa del creep termo-ciclico
en materiales multifasicos y composites.

Problema 8: Calcular el coeficiente de rozamiento estatico de una superficie
ondulada de pendiente maxima tal que u, =tan6, (fig. 10.20) en presencia de
rozamiento «microscopicoy caracterizado por el coeficiente i, .

o~ A P
T~

Fig. 10.20 Superficie ondulada con rozamiento.

Resolucion: Partiendo del diagrama de cuerpo libre de la fig. 10.20, se pueden
formular las ecuaciones del equilibrio (en las direcciones x' y z') en el estado
critico:

F, cosO, + Fsenf, =R,

F, sen6, + 1 R = F cos0, .
De lo cual se desprende que

F_kth

H= .
Fy o 1=popy
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Hay que tener en cuenta, que esta especie de «superposicion» de coeficientes
de friccion a diferentes escalas tiene una interpretacion geométrica sencilla,
e implica que los angulos criticos a distintas escalas se suman. En efecto, si

se escribe u, =tan6,, p, =tan6, y pu=tan6 tal que 6 =0, +0,, se llega al
mismo resultado

sen (6, +6,) _ send, cos 6, +cosf,senb, _ tan0, +tan6,  u,+

u=tanf = = .
cos(6,+6,) cosB,cosh, —senfsenf, 1—tanb,-tan, 1—

En consecuencia, se puede formular la siguiente «regla de superposicion» de
coeficientes de friccion a distintas escalas:

aumtal =tan (Z arctan :ui j 9

donde 1, son los coeficientes de friccion que se dan en cada una de las escalas
espaciales.

Fig. 10.21 Diagrama de fuerzas de un cuerpo sobre una superficie ondulada con rozamiento.

Problema 9: Dos discos de masas m, y m, y coeficientes de rozamiento dina-
micos U, y H,, estdn unidos por una barra rigida de longitud / (fig. 10.22).
Determinar las condiciones bajo las que el desplazamiento del sistema en la
direccion de la barra es estable.

—_— Vv

T Plano de deslizamiento

Fig. 10.22 Dos discos unidos por una barra ligera y rigida.

Resolucion: Se supone que la orientacion de la barra se desvia de la direccion de
deslizamiento un pequefio angulo ¢ (fig. 10.22), y en base a ello, se calculan
las componentes del par de fuerzas que tiende a girar la barra en el plano del
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deslizamiento. El movimiento es estable cuando el par es negativo, de manera
que el angulo ¢ decrece; por el contrario, un par positivo conduce a un aumento
del angulo. Se denominaran g, y a, a las distancias respectivas de los discos
al centro de gravedad:
a=—=—1I, a,= SEL Y

m, +m, m, +m,

Las fuerzas normales N, y N, se calculan mediante
Ny =mg, N,=m,g .

Solo los coeficientes de friccion contribuyen a la proyeccion del par de fuerzas
sobre el eje normal al plano de deslizamiento. El par de friccion resultante con
respecto al centro de gravedad G es igual a:

© mm,
M :(_.ulNlal +/,t2N2a2) Sen‘/’:(_M +,u2)—glseng0.

T,
El par es negativo y el movimiento estable cuando

> Hy .

El movimiento también es estable cuando el disco al frente se desliza con el
menor coeficiente de friccion. De lo contrario, el deslizamiento es inestable, y la
barra gira para deslizarse después, también en este caso, con el disco de menor
coeficiente de friccion al frente.






11. EL MODELO PRANDTL-TOMLINSON DE
LA FRICCION SECA
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11.1 INTRODUCCION

El desarrollo de métodos experimentales para la investigacion de los procesos
de friccion a escala atomica, asi como de métodos de simulacion numérica, ha
provocado un rapido aumento en el nimero de trabajos cientificos en el area de
la friccion de cuerpos solidos a escala atomica. Como base de muchas investi-
gaciones sobre los mecanismos de friccion a dicha escala, se puede emplear un
modelo sencillo, el cual se conoce como modelo Tomlinson. Este fue propuesto
por Prandtl en el afio 1928 para describir la deformacion plastica en cristales'.
La publicacion de Tomlinson? que se suele citar en este contexto, no contiene

1. L. Prandtl: «Ein Gedankenmodell zur kinetischen Theorie der festen Korpery», ZAMM 8, 85-106
(1928).

2. G.A. Tomlinson: 4 molecular theory of friction. The London, Edinburgh, and Dublin Philoso-
phical Magazine and Journal of Science, 1929, Vol. 7 (Suplemento 46), p. 905.
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el «modelo Tomlinson»® como tal, sino que se centra en fundamentar la con-
tribucion de la adherencia en el rozamiento. No obstante, se referira al modelo
como «modelo Prandtl-Tomlinson» de ahora en adelante. Prandtl considero el
movimiento unidimensional de una masa puntual sometida a la accion de una
fuerza F’ con un potencial periédico caracterizado por un nimero de onda k'y
un amortiguamiento proporcional a la velocidad* (Fig. 11.1):

mi=F —nx— Nsenkx. (11.1)

donde x es la coordenada de posicion del cuerpo, m es su masa, £ es la fuerza
externa aplicada sobre el cuerpo, 1 es el coeficiente de amortiguamiento, N es
la amplitud de la fuerza periddica y k el nimero de onda.

W
Fig. 11.1 Modelo Prandtl-Tomlinson: Una masa puntual en un potencial periédico.

El modelo Prandtl-Tomlinson describe muchas propiedades fundamentales de
la friccion seca. En efecto, hay que aplicar al cuerpo una determinada fuerza
minima para que pueda iniciarse el movimiento a escala macroscopica. A dicha
escala, esta fuerza minima no es otra que la friccion estatica. En general, si el
cuerpo esta en movimiento y se deja de aplicar la fuerza, aquel se movera incluso
en el caso de se encuentre bajo la accion de una fuerza menor a la fuerza de
friccion estatica, dado que, gracias a su inercia, el cuerpo puede reunir parte de
la energia necesaria. Desde el punto de vista macroscopico, esto significa que
la friccion dindmica puede ser menor que la friccion estatica, una caracteristica
de la friccidn seca que suele darse a menudo. La fuerza de friccion estatica en
el modelo caracterizado por la ecuacion (11.1) es igual a V.

El éxito del modelo, el cual ha sido analizado en incontables publicaciones
en sus multiples variantes y generalizaciones, y empleado en la interpretacion de
numerosos procesos tribologicos, radica en que es minimalista y reproduce las
dos propiedades basicas mas importantes de todo sistema sometido a friccion.

3. Esto demuestra lo certera que es la siguiente definicion de la ciencia:
Die Wissenschaft, sie ist und bleibt,
Was einer ab vom andern schreibt.
Doch trotzdem ist, ganz unbestritten,
Sie immer weiter fortgeschritten...
Eugen Roth
(La ciencia es y sigue siendo,
lo que uno de otra fuente escribe.
Y sin embargo, incuestionablemente,
avanza permanentemente...).
4. De esta manera se puede, por ejemplo, describir el movimiento de la punta de un microscopio
de fuerza atomica sobre una superficie cristalina.
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Por un lado, describe el comportamiento de un cuerpo bajo la accion de una
fuerza conservativa periddica de valor medio cero en combinacidon con una fuerza
disipativa proporcional a la velocidad. Sin fuerza conservativa, puede no pro-
ducirse agarre, y sin amortiguamiento, no hay fuerza de friccion macroscopica.
Para modelizar dicha fuerza, ambos requisitos estan incluidos en el modelo. En
este sentido, el de Prandtl-Tomlinson es el modelo practico mas sencillo para
un sistema triboldgico. En esencia, el modelo es una reformulacion y una sim-
plificacion mas del enfoque de Coulomb sobre el origen del rozamiento como
«encaje» entre superficies.

Evidentemente, el modelo no puede reproducir todos los detalles de un
sistema triboldgico real. Por ejemplo, el modelo no contempla el cambio del
potencial superficial, el cual se produce por efecto del desgaste. No obstante,
conviene resaltar que, en principio, es posible incorporar la deformacion plastica
mediante una extension apropiada del modelo. En este sentido, cabe mencionar
una vez mas que el modelo de Prandtl del afio 1928 se propuso para describir la
deformacion plastica en cristales.

En este capitulo se considera el modelo Prandtl-Tomlinson asi como algunas
de sus aplicaciones y generalizaciones.

11.2 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL MODELO PRANDTL-TOMLINSON

Si el cuerpo se encuentra en reposo y se le aplica una fuerza F, el equilibrio se
desplaza al punto x donde se cumple que

F=Nsenkx. (11.2)

Esta ecuacion tiene solucidn solo si F < N . La fuerza de friccion estatica en
este modelo es, por tanto, igual a

F =N. (11.3)

Si se aplica una fuerza mayor, el equilibrio no es posible, y el cuerpo se desplaza
macroscopicamente’. Todo movimiento macroscopico del cuerpo se considera,
en este modelo y desde el punto de vista microscopico, como superposicion de
un movimiento uniforme y una oscilacion periodica, segiin muestra la fig. 11.2
a. En esta figura se han representado los resultados de la integracion numérica de
laecuacion (11.1). La fuerza tangencial aumenta de forma lenta desde cero hasta
un valor méximo que es mayor que la fuerza de friccion estatica, para disminuir
una vez alcanzado ese valor. La curva muestra la velocidad instantanea en funcion
de la fuerza instantanea. Tras alcanzarse la fuerza critica, el cuerpo comienza
a desplazarse con una velocidad macroscopica finita. Conforme disminuye la

5. El término «macroscopico» se refiere al desplazamiento del cuerpo en una escala espacial
mayor que la longitud de onda del potencial. Por el contrario, la escala definida por la longitud
de onda del potencial se denomina «microscopica.
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fuerza, el cuerpo se mantiene en movimiento incluso cuando dicha fuerza es
menor que la fuerza de friccidon estatica. Para un determinado valor critico de
velocidad, el desplazamiento macroscopico deja de producirse, y el cuerpo oscila
varias veces en un minimo de potencial antes de alcanzar el estado de reposo.

A escala macroscopica no se detectan las oscilaciones microscopicas. El
movimiento descrito anteriormente corresponde a un proceso de friccion cuasi
estacionario. La dependencia de la velocidad media con la fuerza aplicada se
percibe, por un observador a esa escala, como ley macroscopica del rozamiento
(fig. 11.2 b).

A A

> >

k=l k=l

= =

_8 “”Wlﬂ" _8 . :

2| W \ S| A

, > - Yy >

a V Fuerza, F b Fuerza, F

Fig. 11.2 (a) Velocidad instantanea en funcion de la fuerza (que a su vez aumenta de forma
lineal con el tiempo) segun el modelo Prandtl-Tomlinson. (b) Ley macroscépica del rozamiento
— Dependencia de la velocidad media con la fuerza.

Caso limite — amortiguamiento débil

Si el amortiguamiento es nulo 11 =0, y el cuerpo se pone en movimiento, este
continuara moviéndose de forma ininterrumpida aun en ausencia de fuerzas
externas (/=0 ). Segun la ley de conservacion de la energia se tiene que

2
Eo:mzv _%Coskx:const, para n=0, F=0. (11.4)
La velocidad en funcion de la coordenada viene dada en este caso por
v=\/£(EO+%coskxj, para n=0, F=0. (11.5)
m

En presencia de un amortiguamiento débil, hay que aplicar una fuerza pequena

para poder mantener un movimiento estacionario. Este se alcanza siempre que el

trabajo producido por la fuerza externa F'a lo largo de una distancia igual a la lon-
T

gituddeonda ¢ =27 /k, Fa ,seaigual a la energia que se consume jnvz (t)dt -
0
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2tF %, r ¢ 2 N

— = v ()dt = | nv(x)dx = —| E, +—coskx |dx. 11.6

p !n Q) !n() ng\/m[ok j (11.6)

La fuerza minima, F,, para la que aiin se detecta movimiento macroscopico,

viene dada por la expresion (11.6) con E, =N /k:
K _4 1

N _;\/mkN '

El amortiguamiento para el que la friccion dinamica es igual a la friccidon esta-
tica, es del orden de

(11.7)

_~1, (11.8)

y determina el limite entre el caso débilmente amortiguado (sistema subamorti-
guado) y el caso fuertemente amortiguado (sistema sobreamortiguado).
Caso limite — amortiguamiento fuerte

Bajo un amortiguamiento fuerte, el término inercial en la expresion (11.1) se
puede despreciar:

0=F—-nx—Nsenkx. (11.9)

Se habla en este caso de un movimiento sobreamortiguado. La ecuacion de
movimiento es, en este caso, una ecuacion diferencial de primer orden, la cual
se puede expresar de la siguiente forma

=———senkx. (11.10)

La distancia correspondiente a una longitud de onda se recorrera en el periodo
dado por la siguiente expresion

T_z”/k dx n% d 2z
- .[ F N _EIF KN 2 . (11.11)
0 ———senkx 0 ——senz FY_
non N N

La velocidad media de deslizamiento es, por tanto, igual a

2 2
S_a_NF-N (11.12)

T n

La fuerza en funcion de la velocidad media se obtiene mediante la expresion
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F=N*+(7) . (11.13)

Dicha dependencia se representa en la fig. 11.3.

2,51

F/N
1,5 4

0,5

05 1 15 2 25
nv/N

Fig. 11.3 La ley de rozamiento en el modelo Prandtl-Tomlinson en el caso sobreamortiguado.

El «diagrama de fases» del modelo Prandtl-Tomlinson

Para investigar las propiedades de la ecuacion de Prandtl-Tomlinson para cual-
quier parametro, se introducen en la expresion (11.1) las siguientes variables
adimensionales

x=EX, t=1f. (11.14)
La ecuacion de movimiento adquiere la forma

méEX" F néx -
-2 - - _2- _ sen(kéEx), 11.15
N N N (kEX) (11.15)
donde el simbolo «prima» denota la derivada 0/ 0f . Se elige
2 N

kE=1, ¢? 21 .
3 ,rmél, (11.16)

y de esta manera, se transforma la expresion (11.15) en

i’+seni:£- (11.17)
N

N mkN

En funcion de las nuevas variables, la expresion contiene dos nuevos parametros
adimensionales

K, = ,@=%. (11.18)
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La naturaleza del movimiento en las coordenadas adimensionales X,7 depende
tan solo de la posicion del sistema en el plano determinado por los parametros
(KI,KZ ) . La fig. 11.4 representa el «retrato de fases» del sistema.

111

<

F,/N

F/N
11
F/N
wv
s
I
On
(e} T T
0.0 0,5 1,0
T](mkN)'”2

Fig. 11.4 Dos fuerzas criticas, F, y F,, en funcion del coeficiente de amortiguamiento.

Para x, = < 1,193 se dan tres regiones I, Il y 111, separadas por las fuerzas

_n
NmkN
criticas F| y F,.Para F' > F, no existen soluciones en el equilibrio y el cuerpo
se desplaza de forma continua. Si la fuerza decrece, el cuerpo alcanza el reposo
cuando F < F;. Entre las dos regiones existe otra en la que no dominan ni el
reposo ( £ < Fy) ni el movimiento ( F' > F, ), la llamada region de biestabilidad,
en la que el cuerpo, seglin su historia, se encuentra o bien en reposo o bien en
movimiento. Esta region no existe cuando el amortiguamiento es superior a un
valor critico:

n
mkN

>1,193. (11.19)

En el caso de amortiguamientos menores, la fuerza critica £, viene dada por la
expresion (11.7).
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11.3 INESTABILIDAD ELASTICA

La generalizacion mas simple del modelo Prandtl-Tomlinson se representa en la
fig. 11.5. En vez de aplicar una fuerza constante, el cuerpo se acopla a un fleje
de rigidez c, sujeto a su vez a un dispositivo de deslizamiento que permite des-
plazarlo horizontalmente. Este modelo permite describir mejor el movimiento de
la punta en un microscopio de fuerza atdmica que el modelo original de Prandtl-
Tomlinson, dado que aquel considera la rigidez del fleje de un microscopio de
fuerza atomica de manera mas sencilla.

Fig. 11.5 Un cuerpo en un potencial periddico arrastrado por un fleje.
En este caso, la ecuacion de movimiento se expresa de la forma siguiente
. . ou
mx+nx+a—=c(x0—x). (11.20)
X

Si el dispositivo se desplaza lentamente a velocidad constante, el cuerpo se
encuentra en posicion de equilibrio, x(x,), en todo momento, donde x, = x,(¥)
es la coordenada del dispositivo. El valor medio de la fuerza elastica del muelle
es, en este caso, igual a la fuerza de friccion (macroscopica). Si para cada valor
de x, existe solo un valor de equilibrio x(x,), el valor medio de la fuerza aplicada
sobre el cuerpo es cero. Para demostrar dicha afirmacion, se analiza la energia
potencial total del cuerpo

1
Umm,(x,xo)=U(x)+50(x—xo)2. (11.21)

La posicion de equilibrio se obtiene de la siguiente condicion

Upa (6,%,) =U'(x) + ¢ (x~x,) =0, (11.22)

donde la notacion prima representa la derivada parcial 0/ 0x . El valor medio de
esta fuerza (en el tiempo o, lo que es lo mismo en este caso, en la coordenada
Xy ), es igual a

_ 1,
F;:uerpo :_z.([deo 5 (1123)
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donde L es la longitud de onda del potencial. Diferenciando la ecuacion (11.22),
se obtiene

(U"(x)+c)dx =cdx,, (11.24)

que a su vez se va a utilizar en la expresion para sustituir la integracion en dkx,
por la integracion en dx :

—_ __lLI U" _ U!Z(x)
F = L-([U( cjdx L[U()+ 2(:} =0. (11.25)

cuerpo
0

La fuerza promedio es cero dado que tanto U(x) como U'*(x) son funciones
periddicas con el mismo argumento x. De ahi se infiere que, bajo dichas condi-
ciones, la fuerza de rozamiento es cero. Esto se cumple para cualquier potencial
periddico.

La situacion cambia de manera sustancial cuando la coordenada de equili-
brio x no es una funcion continua de x, , de manera que no cumple la ecuacion
(11.24) en algunos puntos. Como ejemplo se analiza el sistema mostrado en la
fig. 11.5 con un potencial definido por

U(x)=—%coskx. (11.26)
La condicion de equilibrio (11.22) adquiere la forma

—senkxz%(x—xo), (11.27)

Las funciones —senkx y %(x —xo) se muestran en la fig. 11.6 para distintos
valores de x, . El punto de corte entre ambas funciones proporciona las coorde-
nadas de equilibrio del cuerpo. Si ¢/ Nk >1, entonces x esuna funcion continua
de la coordenada del dispositivo movil x, , la cual se representa en la fig. 11.6 b
para el caso ¢/ Nk =1,5. Contrariamente, en el caso de que la rigidez del fleje
sea menor que un valor critico:

¢/ Nk<1, (11.28)

la funcion x (x0 ) muestra saltos (fig. 11.6 d). En este caso, el promedio temporal
de la fuerza no es cero. La dependencia de la fuerza con respecto a la coordenada
X, se muestra en la fig. 11.7 para el caso de un muelle blando (¢/ Nk =0,1).
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—/sen(kx) X
| //X

208

Xy

-sen(kx)

c d
Fig. 11.6 Las funciones —senkx y %(xfxo) se muestran en (a) parael caso ¢/ Nk=1,5y

en (c) para el caso ¢/ Nk =0,5. Cuando X, aumenta, la recta se desplaza hacia la derecha. La
coordenada de equilibrio varia con x,; de forma continua cuando ¢/ Nk >1.
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Fig. 11.7 Fuerza aplicada al cuerpo segun el modelo caracterizado por la ecuacion de

movimiento (11.20) en funcion de la coordenada del dispositivo de deslizamiento, x,, para el
caso ¢/ Nk =0,1. Debido a las inestabilidades elasticas, el valor medio de la fuerza no es cero.

11.4 SUPERDESLIZAMIENTO

Los estudios experimentales y teoricos de los ultimos afios apuntan a la con-
clusion de que, en un contacto «a escala atobmica» entre dos cuerpos cristalinos,
no puede haber friccion estatica si las periodicidades de las respectivas redes
cristalinas no coinciden, tal y como muestra la fig. 11.8. Aparte de este requisito,
tampoco debe existir inestabilidad elastica en el contacto entre ambos cuerpos.
La ausencia de friccion estatica se debe a que los atomos de una de las redes
cristalinas, por la diferencia de periodicidad, se encuentran en todos los estados
de energia posibles con respecto a los atomos de la otra red cristalina. Cuando
uno de los cuerpos se desplaza, la distribucion de los &tomos que ocupan posi-
ciones de baja y alta energia cambia sin que por ello cambie la energia media
(macroscopica) del cuerpo. Por este motivo, basta una fuerza infinitesimal para
poner el cuerpo en movimiento.

Evidentemente, este razonamiento no depende de la escala y también se
puede aplicar al contacto entre dos superficies con estructuras macroscopicas,
por ejemplo, entre una suela de goma y una placa de acero onduladas. Siempre
que las periodicidades de las estructuras en ambas superficies sean diferentes
vy no se produzcan inestabilidades elasticas, dichas estructuras no generaran
friccion estatica.
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Fig. 11.8 Contacto entre dos superficies con estructura perioddica (p. ejemplo, dos cristales) y
distinta periodicidad de red.

11.5 NANOMAQUINAS: CONCEPTOS PARA MICRO Y NANOACTUADORES

Dada la tendencia actual a la miniaturizacion de instrumentos mecanicos, €s
necesario preguntarse por el limite tedrico de la miniaturazacion. Un aspecto
importante a considerar es si es posible también convertir energia almacenada,
bien térmica o quimica, en energia cinética en forma de un desplazamiento
dirigido a la escala mas pequefia o escala atdbmica. En numerosos estudios de
investigacion sobre nanoactuadores, se han tomado como referencia las llamadas
proteinas motoras y su desplazamiento a lo largo de microfibras de estructura
periddica. Todas las proteinas motoras poseen una estructura parecida, que con-
siste en dos «cabezas» y un elemento de union. La longitud de la union puede
variar debido al consumo de ciertas «moléculas de energia». La proteina pasa
de una conformacién globular a la de ovillo estadistico, y a consecuencia de
ello, la longitud de la unién aumenta. Dicho proceso lleva asociado un gasto de
energia, que vuelve a almacenarse cuando la union recupera su longitud original.

La mayor parte de los métodos discutidos en la literatura parten de este
modelo para explicar que la puesta en movimiento dirigido de objetos micros-
copicos o moleculares es debida a la interaccion entre el objeto a desplazar y un
sustrato heterogéneo, el cual, en la mayoria de los casos, también es periodico.
El objeto accionado puede consistir en uno o varios cuerpos con distancias de
separacion regulables, y el sustrato puede ser simétrico o asimétrico. En el caso
de sustratos no simétricos se emplea el principio de «trinquete y gatillo»®. Sin
embargo, en un potencial simétrico no es posible el desplazamiento dirigido.

En esta seccion se ilustra la idea de los nanoactuadores tomando como
ejemplo la «maquina de tres cuerpos». Desde el punto de vista matematico, se
trata del desplazamiento de un sistema de varios cuerpos en un potencial perio-
dico en el espacio que, de nuevo, representa una extension sencilla del modelo
Prandtl-Tomlinson.

A continuacion se mostrara que, regulando las distancias de union entre los
cuerpos en un potencial periddico, se puede controlar el movimiento del sistema,
tanto en direccion como en velocidad.

6. Estas «maquinas» se suelen conocer por el nombre de «trinquetes» o «carracasy.
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Puntos singulares y bifurcaciones en una maquina de tres cuerpos

Considérense tres masas puntuales en un potencial periddico (fig. 11.9), las
cuales estan unidas por dos barras sin masa de longitudes /, y /,. La energia
potencial del sistema es igual a

U=U, (cos(k(x —1,)) +cos(kx) +cos(k(x+1, ))) , (11.29)

donde k=27 /a eselnimero de onday a es la longitud de onda del potencial.
La energia potencial puede reescribirse de la forma

U= UO\/(senkl1 —senkl, ) +(1+coskl, +coskl, )" cos(kx—p), (11.30)

donde

senkl, —sen ki,

tang = .
1+ coskl, +cos ki,

, l l, Q

Fig. 11.9 Maquina de tres cuerpos.

(11.31)

La fase ¢ es una funcion continua y univoca de los parametros /, y [, para
cualquier trayectoria en el plano formado por los parametros (/,, /,), siempre
que dicha trayectoria no pase por los puntos singulares, en los que la amplitud
del potencial (11.30) es cero y la fase (11.31) no esta definida. La posicion de
estos puntos esta determinada por las condiciones

senkl, —senkl, =0 (11.32)

1+coskl, +coskl, =0 . (11.33)
De ahi se obtiene que

kl, =mtn/3+2nn, kl,=ntn/3+2rm, (11.34)

donde m y n son nimeros enteros. La posicion de los puntos singulares en el
plano (/;, 1,) se muestra en la fig. 11.10. Todos estos puntos pueden obtenerse
mediante la repeticion periddica de dos puntos, (k/,,kl,) = (277/ 3,2/ 3) y
(ki ,kl,) = (47r /3,4n /3) .
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101
ki,
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ki,

Fig. 11.10 Posicion de los puntos singulares en la «maquina de tres cuerpos».

Condiciones de un desplazamiento dirigido

Se asume que las longitudes /, y /, se pueden regular a voluntad. Si estas cam-
bian de manera que el primer punto singular de la fig. 11.10 se rodea por una
trayectoria cerrada, la fase disminuye en 27 . Rodear el segundo punto implica
un aumento en la fase de 27 . Al primer punto se le asigna el indice topoldgico
—1, y al segundo el indice +1. En términos generales, la fase en una trayectoria
cerrada en el plano (/;, /,) cambiara en 27i, siendo i la suma de los indices de
todos los puntos encerrados por la trayectoria. Por ejemplo, la trayectoria 2 de
la fig. 11.10 no rodea ningun punto singular, y por tanto la fase no cambia al
completar el recorrido. El camino 4 encierra dos puntos con el indice —1, por lo
que la fase cambia en — 47 al efectuar un recorrido completo. Un cambio de fase
de 27 implica que el sistema de tres cuerpos se desplaza una distancia igual a
la longitud de onda del potencial.

Todo cambio periddico en las longitudes de las uniones [y /, a lo
largo de una trayectoria que encierre puntos singulares tales que la
suma de sus respectivos indices topoldgicos no sea cero, produce un
desplazamiento dirigido del sistema. Si el camino en dicho plano (/,,
1,) se recorre de forma periddica con la frecuencia o , el sistema se

. . - L i
desplazara con una velocidad macroscopica (media) igual a v = ak

Seria interesante preguntarse si esta «maquina» se desplazaria también al
aplicarle una fuerza externa y, por tanto, si aquella podria utilizarse para trans-
portar carga. Para responder a dicha pregunta, se aplica al sistema una fuerza
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externa —F . Esta anade el término Fx a la energia potencial, de forma que la
energia potencial total adquiere la forma

U, = U, (cos(k(x—1,))+cos(kx) + cos(k(x +1,)) )+ Fx . (11.35)

Se determinan ahora las bifurcaciones (también llamadas catdstrofes) para este
potencial. El término bifurcaciones designa el grupo de parametros para los que
el numero de los puntos de equilibrio del potencial cambia, y en consecuencia,
la posicion de equilibrio deja de variar de forma continua con los parametros /,
y 1,. Las bifurcaciones se determinan a través de dos condiciones:

ou,
=0 (11.36)
X
y
2
% _0. (11.37)
X

La primera condicion implica tratar con posiciones de equilibrio, y la segunda
indica el momento en el que el equilibrio pierde su estabilidad. En nuestro caso,
la condicion (11.36) adquiere la forma

oU,

—a"”“’ =U,k (— sen(k(x —1,)) —sen(kx) —sen(k(x+/, ))) +F =0, (11.38)
X
y la condicion (11.37), la siguiente
62Ut tal 2
3 ol = Uyk? (—cos(k(x —1,)) — cos(kx) —cos(k(x+1,))) =0. (11.39)
X

Aplicando los teoremas de adicion trigonométrica, elevando al cuadrado y
sumando ambas ecuaciones, se obtiene

(14 coskl, +coskl, )2 +(senkl, —senkl,)’ =(F/U0k)2. (11.40)

Esta igualdad permite determinar las bifurcaciones representadas en la fig. 11.11
para 4 valores diferentes del parametro f = F /U k . Se inducird un movimiento
de traslacion siempre que las longitudes /, y /, cambien a lo largo de una tra-
yectoria cerrada que rodee completamente a las bifurcaciones, de tal forma que
la fase en cada punto permanezca constante. Claramente, esto es posible solo
cuando f <1.La fuerza de accion maxima es por tanto igual a F,, =Uk .

El desplazamiento dirigido del sistema puede llegar a ser especialmente
importante en el caso de que las longitudes /, y /, cambien con el tiempo de
una forma especial. Si se elige

I =(4/3)/k+1,cos(ot), [, =(4/3)w /k+],cos(wt+p)  (11.41)
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donde
p=2/3)x (11.42)

y I, <1/k,la expresion de la energia potencial (11.29) adquiere la forma

U, ki, [sen(kx + 7 / 3) cos(wt + 27 / 3) —sen(kx — 7 / 3) cos o |
=U, ki, (\/5/2)cos(kx+wt+ﬂ/3) . (11.43)

Este corresponde a un perfil periddico, el cual se propaga a lo largo del eje
negativo de x y con velocidad constante w/ k. El sistema, alojado en uno de
sus minimos, se desplaza junto con esta onda.

61 6
12 1’7
4_ ) 4_
- - QT Q
03 1,6 & 0 3 1,8 3§

Fig. 11.11 Bifurcaciones del potencial (11.35) para distintos valores de fuerza externa
f =F /U . Serd posible un movimiento dirigido siempre que las bifurcaciones generen
figuras cerradas tales que puedan rodearse sin perturbarlas.

Las ideas discutidas en esta seccion se utilizan activamente en la Nanotribologia,
por ejemplo, en la descripcion de motores moleculares en células o durante la
contraccion muscular, asi como en el diseflo de nanomotores.
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Analizar la siguiente variante del modelo Prandtl-Tomlinson: una
masa puntual (masa m) se desplaza bajo la accion de una fuerza F en un poten-
cial periodico, definido por una sucesion de segmentos de parabola de la forma:

1
U(x)=—cx’ fy<l
2 para 2 2

donde
Ux+a)=U(x).

(fig. 11.12). Ademas, existe amortiguamiento, caracterizado por la constante 177, el
cual es proporcional a la velocidad. Determinar: (a) la fuerza de friccion estatica,
(b) la velocidad minima para la que deja de existir movimiento macroscopico, (c)
la fuerza de friccion dindmica como funcion de la velocidad de desplazamiento
media y del amortiguamiento, (d) el «retrato de fases» del sistema a modo del
modelo clasico de Prandtl-Tomlinson.

A
Ux)

t -
. B x

2

Fig. 11.12 Modelo Prandtl-Tomlinson modificado con potenciales parabdlicos.

ol |

Resolucion: La fuerza de friccion estatica es igual a la pendiente maxima del
potencial, la cual se alcanza al final de cada periodo, por ejemplo, para x =a/2:

ca
F=2.
2
La ecuacion de movimiento en un periodo del potencial tiene la siguiente forma
mx+nx+cx=F.

La fuerza minima para la que atn es posible el desplazamiento macroscopico,
corresponde a la situacion en la que el cuerpo, situado en x = —a /2, comienza
a moverse con velocidad x =0 y llega a la posicion x =a/2, de nuevo con
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velocidad x =0. Esto corresponde exactamente a la mitad del periodo de una
vibracion amortiguada en un potencial parabolico. La frecuencia de una vibracion
amortiguada es conocida e igual a

o = o, =5’
2

donde @ =c/m y § =n/2m . Unalongitud de onda del potencial se recorrera,
por tanto, en el tiempo

T=—.
o

Laminima velocidad media de un movimiento perpetuo y estacionario es igual a

* 2

a ao a |c n

vmin:_:_:_ | A .
T b4 T\ m 2m

La fuerza minima para la que atin es posible el movimiento macroscopico, puede
obtenerse de la forma mas sencilla a partir del siguiente razonamiento. La ener-
gia potencial total del cuerpo, teniendo en cuenta la contribucion de la fuerza
externa F, es igual a

2 2 2
U= ol _E) _(E
2 2 c c

El cambio en la energia potencial desde el punto x = —a/2 hasta el minimo de

2
dicha energia potencial, es igual a AU, = E(ﬁ + EJ , y el cambio en energia
c

2
. . . F
potencial desde el minimo hastael punto x = ¢ /2,esiguala AU, = —%(g - —j .
c

Bajo la accion de la fuerza minima, el cuerpo recorre desde —a /2 hasta a/2,
una distancia igual a la mitad de la longitud de onda de la vibracion amortiguada.
De la teoria de vibraciones se sabe que la energia de una vibraciéon amortiguada
decrece exponencialmente segn la expresion e >’ . Por tanto, el comportamiento
de la energia mencionada anteriormente viene caracterizado por e :

a—2F/C : :e_26T
a+2F/c '

_acl—e’aT 1-e
2 1+ “14e?

De lo que se deduce que
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donde
Py —l _ = dE—
\/4mc—n \/4’?;10_1
n

La dependencia de la fuerza normalizada F/ F, con respecto al parametro adi-
mensional 7 / \4mc se representa en la fig. 11.13.

12

1,0

0,8
F/F,

0,6

0,4

0,2

0 T T T T
0,2 0.4 0,6 0,8 1,0 1,2
n (4rnc)'1/2

Fig. 11.13 Diagrama de fases del modelo modificado de Prandtl-Tomlinson con un potencial de
segmentos parabdlicos para dos fuerzas criticas F, y F,.

Problema 2: Una masa puntual estd acoplada a un carro de desplazamiento
rigido caracterizado por una rigidez vertical ¢, y una tangencial ¢,’. Esta se
integra en un perfil sinusoidal ( y = 4, coskx ), como muestra la fig. 11.14. A
continuacion, el carro se desplaza hacia la derecha. Determinar la condicion
bajo la cual aparecen inestabilidades elasticas en este sistema.

7. Este modelo puede, por ejemplo, describir un elemento de perfil elastico en una suela de goma.
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Fig. 11.14 Un cuerpo deslizante acoplado vertical y horizontalmente sobre una superficie
ondulada.

Resolucion: La energia potencial del sistema es igual a
C 2 C, 2
U(x,»,%),,) = ?L(Y_J’o) +%(x—x0) .

Para el sistema descrito en el enunciado, se tiene que y = A, coskx y ¥, =—h,.
La energia potencial adquiere, por tanto, la siguiente forma

Ux,x,) = %(ho coskx+h )’ +%(x—x0)2.

La condicion bajo la cual ocurren inestabilidades elésticas es la siguiente

o’U 2,2
a—zz—cLhOk [cos kx +cos 2kx]+¢, =0.
X

Esta ecuacion tiene solucion y, en consecuencia, el sistema exhibe inestabilidades
elasticas cuando

¢ <2c hyk’.



12. VIBRACIONES INDUCIDAS POR
ROZAMIENTO

Desde el punto de vista de la Dindmica de Sistemas, los dispositivos técnicos con
rozamiento son sistemas abiertos, no lineales y disipativos. Aln en el caso de
que un sistema de este tipo fuese capaz de efectuar un movimiento estacionario,
esto solo seria posible si el movimiento fuese estable bajo la accion de pequenas
perturbaciones. De lo contrario, el sistema comenzaria a balancearse, generando
una vibracién periddica o cadtica. Si la amplitud de la vibracion fuese tan alta
que la velocidad de desplazamiento relativa de las superficies en rozamiento
fuese cero, entonces el movimiento consistira en fases alternas de paro (stick) y
deslizamiento (s/ip). Dicho movimiento se conoce con el nombre de stick-slip.
Sin embargo, la inestabilidad en un movimiento estacionario y uniforme no
es el tinico mecanismo por el que se producen vibraciones inducidas por roza-
miento. Bajo determinadas condiciones, un sistema triboldgico no experimenta
ningun tipo de movimiento estacionario. En este caso solo es posible un tipo
de movimiento oscilatorio, del cual es ejemplo el conocido como sprag-siip.
En muchos sistemas con rozamiento (como en los frenos, rodamientos,
el contacto rueda-rail, etc.), las vibraciones inducidas por rozamiento pueden
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conllevar, por un lado, un mayor desgaste y la formacion de estructuras no
deseadas en las superficies sometidas a rozamiento (como por ejemplo, estrias
en los railes, grietas, poligonizacion de las ruedas ferroviarias, o patrones tipo
tabla de lavar); por otro lado, pueden causar vibraciones o ruidos desagradables
de distinta naturaleza (como traqueteos, repiqueteos, pitidos, chirridos). Para
evitar el chirrido durante el frenado o durante la toma de curvas, no existen
soluciones que puedan ponerse en practica de manera efectiva y rentable hasta
la fecha. Incluso en aquellas aplicaciones donde el ruido por rozamiento no
perjudica el proceso, no es siempre posible implementar mejoras técnicas
debido al ruido y a las molestias que estas pueden ocasionar. De ahi que en
muchos campos de aplicacidon de la tecnologia de rodamientos no puedan
emplearse rodamientos de acero al manganeso, ain a pesar de su excelente
resistencia al desgaste.

En este capitulo se consideraran algunos de los modelos de vibraciones
inducidas por rozamiento, los cuales permiten comprender mejor las condiciones
bajo las cuales se produce un movimiento estable o inestable, asi como proponer
medidas practicas para evitar dichas vibraciones.

12.1 INESTABILIDAD DEL ROZAMIENTO CUANDO LA FUERZA DE FRICCION
DECRECE CON LA VELOCIDAD

En primer lugar, se considera el modelo mas sencillo de un par de objetos some-
tidos a friccion, en el que uno de los objetos es como un plano rigido y el otro
un bloque de masa m. La elasticidad total del sistema se representa por un inico
muelle de rigidez c. El bloque se traslada sobre la superficie rigida a la velocidad
v, , mediante una combinacion en paralelo de muelle y piston. Se asume que la
fuerza de rozamiento en la superficie de contacto se puede expresar como una
funcion de la velocidad, F(x), para cualquier valor de la misma. La ecuacion
de movimiento para el bloque es la siguiente:

mx+ F(x) +nx+cx=cvt+nv,, (12.1)

donde F(x) es la fuerza de friccion dinamica, que depende de la velocidad.
La ecuacion (12.1) tiene una solucién estacionaria

X=X, + Vvt (12.2)

con

Fv,) . (12.3)

c

X0
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Fig. 12.1 Un bloque trasladandose mediante una combinacion de muelle y piston.

Que la solucion estacionaria pueda darse en un proceso real depende de la esta-
bilidad de la misma a las perturbaciones, que siempre estan presentes. Para
analizar dicha estabilidad, se va a suponer que la solucion estacionaria (12.2)
se perturba ligeramente:

X=X, +Vt+0x (12.4)

donde 8x < v,. Sustituyendo la igualdad (12.4) en la ecuacion de movimiento
(12.1) y linealizando con respecto a 8x , se obtiene la siguiente expresion para
la perturbacion:

dF (x)

méxX+| n+— 5x +c6x=0. (12.5)

X=vy

Esta ecuacion describe la vibracion de un cuerpo de masa m acoplado a un
muelle de rigidez ¢ y en presencia de amortiguamiento, que es proporcional a
la velocidad y esta caracterizado por la constante

dF (x)

a=n+ (12.6)

X=v

Aun en ausencia de un analisis de estabilidad formal, es evidente que la igualdad
(12.5), en el caso de un amortiguamiento positivo

a=n+ % >0, (movimiento estable) (12.7)

x=v,

describe un modo de vibracion amortiguada y el movimiento estacionario es
estable. En el caso contrario

dF (%)

a=n+

<0, (movimiento inestable) (12.8)

x=v,

se estaria frente a un amortiguamiento negativo y por tanto frente a una oscilacion
amplificada; en este caso, la solucion estacionaria es inestable.
La frecuencia de la oscilacion débilmente amortiguada es igual a
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o =\wl —(a/2), (12.9)

donde @, =+/c/m es la frecuencia de vibracion caracteristica del cuerpo sin
amortiguamiento o frecuencia fundamental del modo normal de vibracion. Para
un amortiguamiento débil, se tiene que ®" ~ w, .

De lo enunciado anteriormente, se pueden extraer las siguientes conclusiones:

I. En un sistema sin amortiguamiento (17 =0 ), la condicidon de estabilidad

depende de como la fuerza de rozamiento varia con la velocidad:

— Si la friccion aumenta con la velocidad de deslizamiento, el movimiento es
estable.

— Si la friccion disminuye con la velocidad de deslizamiento, entonces se
produce una inestabilidad.

Si la fuerza de rozamiento, tal y como muestra la fig. 12.2, disminuye con la

velocidad a valores de velocidad pequefios y aumenta a valores mayores!, enton-

ces el movimiento sera inestable a velocidades pequefias v <V, , y estable a

velocidades mayores.

F

inestable estable

Vmin v

Fig. 12.2 En muchos sistemas tribologicos, la fuerza de rozamiento disminuye a velocidades
pequeflas para aumentar posteriormente a velocidades mayores.

II. La frecuencia caracteristica de las vibraciones causadas por dicho meca-
nismo viene determinada practicamente por la frecuencia del modo normal del
«resonador» (es decir, del tribosistema al completo). Esto se ha mostrado expe-
rimentalmente en muchos sistemas tribolégicos durante el procesado de los
metales. Es por ello que en muchos casos y durante el rozamiento, practicamente
todos los parametros del tribosistema, entre los cuales se incluyen la compo-
sicion, la velocidad de desplazamiento relativo de los cuerpos y la rugosidad
de la superficie, pueden alterar la intensidad de la emision acustica, pero no su
espectro de frecuencias.

1. Por ejemplo, dicho comportamiento es tipico de sistemas lubricados en la transicion del roza-
miento mixto al hidrodinamico (curva de Stribeck).
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III. La inestabilidad observada puede corregirse si el sistema se somete a un
amortiguamiento suficientemente fuerte. La condicion de estabilidad (12.7) se
cumple también en este caso si la derivada dF / dx es negativa.

12.2 INESTABILIDAD EN UN SISTEMA DE ELASTICIDAD DISTRIBUIDA

La modelizacion de un cuerpo deslizante mediante una masa rigida arrastrada
por un muelle que se presentd en la seccidn anterior, es una cruda simplificacion
de la realidad. Ahora es pertinente preguntarse por el efecto de la distribucion
de la elasticidad de los cuerpos que componen el tribosistema. En particular,
seria interesante demostrar si la presencia de amortiguamiento en el sistema
puede evitar que la inestabilidad se desarrolle, también en el caso de que dicho
amortiguamiento se introduzca «bastante lejosy» de las superficies sometidas a
rozamiento.

Como primera generalizacion al modelo sencillo, se analizara un sistema
compuesto por un cuerpo rigido y otro elastico? (fig. 12.3). El cuerpo rigido se
desplaza en la direccion horizontal a velocidad constante. La capa eléstica inferior
actlia de sustrato fijo. Por simplicidad, solo se consideraran las vibraciones por
traccion en la capa eldstica, es decir, se asume que el campo de desplazamientos
solo tiene una componente x, y que esta solo depende de la coordenada z. La
ecuacion de movimiento es

2 2
du_Gou (12.10)
o poz’
con las condiciones de frontera
ou
G—| =W,—-u 12.11
8Z i, ( 0 Z=()) ( )
y
u(z=-0=0, (12.12)

o,(v) es la tension o esfuerzo de friccién que depende de la velocidad —la
fuerza de rozamiento generada en la superficie. Cuando la fuerza de rozamiento
depende débilmente de la velocidad, se pueden expresar dichas condiciones
como un desarrollo en serie con respecto a # hasta el término de primer orden:

G4V, —u|2_0>=ak(vo)—dc‘1’v’* i(z=0) (12.13)

V=V

2. La generalizacion al contacto de dos cuerpos elasticos se podria realizar sin problemas, pero
esto introduciria una complicacion innecesaria en el analisis.
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La condicion de frontera (12.11) adquiere la forma siguiente

G

(z=0). (12.14)

V=V

=0,(v))—

Ou do,
0z, dv

La solucién de la ecuacion de onda (12.10) con las condiciones de frontera
(12.12) y (12.14) puede expresarse como la suma

u(z,t) =u” (z,0)+u""(z,1), (12.15)
donde

u<°>(z,t)=%(z+z) (12.16)

es la solucion estatica de la ecuacion de movimiento que cumple las condiciones
(O]

oz

de frontera u'V(-)=0y G =0,(v),y u(z,t) eslasolucion de la

ecuacion de onda 2=0
*uV G o*u"
o p o (12.17)

con las condiciones de frontera dadas por

o)
Oz | dv

z=0

") y u (=D =0. (12.18)

v=v,

La suma 4% (z,£)+u" (z,t) cumple tanto la ecuaciéon de onda como las con-
diciones de frontera (12.12) y (12.14), y es por tanto la solucion del problema.
Si el esfuerzo de friccion no dependiese de la velocidad (do, /dv=0), u™"
seria la solucion de la ecuacion de onda para el caso de la oscilacion libre de una
lamina sujeta por un extremo y sometida a las condiciones libres de frontera por
el otro. Cuando la dependencia con la velocidad es pequefiay do, /dv >0, se
trataria de oscilaciones libres en la lamina, las cuales estarian amortiguadas débil-
mente en la superficie, y dicho amortiguamiento seria directamente proporcional a
la velocidad. Aun en ausencia de una solucion formal de la ecuacidon movimiento,
es intuitivamente evidente que, en este caso, se estaria frente a vibraciones amor-
tiguadas en la lamina. Si por el contrario, la fuerza disminuyese con la velocidad,
se introduciria en la superficie un pequenio amortiguamiento negativo. En este
caso, se trataria de oscilaciones amplificadas. De este razonamiento se desprende
que las condiciones de estabilidad en un sistema distribuido son las mismas
que las que se dan en un sistema sencillo compuesto de una masa y un muelle.
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También se puede concluir que la inestabilidad producida por la presencia de
un amortiguamiento puede ser tratada en cualquier posicion dentro del sistema.
Tan solo hay que tener en cuenta que, para un determinado modo de vibracion,
el aumento de energia asociado a todos los amortiguamientos negativos (es decir,
todos los que resultan del hecho de que la friccion disminuya con la velocidad),
se compensa con la energia disipada a través de los amortiguamientos positivos.

zA

cuerpo rigido

cuerpo elastico

14

Fig. 12.3 Representacion de un tribosistema compuesto por un cuerpo elastico y otro rigido. El
cuerpo elastico actia como sustrato fijo. El cuerpo rigido se desplaza en la direccion horizontal
a velocidad constante v, .

En el caso de que la friccion dependa débilmente de la velocidad, se trata-
ria, en primera aproximacion, del modo normal de vibracion del sistema, cuya
amplitud cambia muy lentamente con el tiempo (es decir, aumenta o disminuye
dependiendo de qué tipo de amortiguamiento —positivo o negativo— domine en
el sistema). Desde el punto de vista d’Alembertiano, los modos normales de
vibracidon pueden interpretarse como la propagacion de una onda elastica que
se refleja varias veces en la frontera del medio y que, con cada reflexion, pierde
(amortiguamiento positivo) o gana (amortiguamiento negativo) una determinada
cantidad de energia. Por tanto, la amortiguacion determina la magnitud de la
perdida de energia asociada a la reflexion de la onda en la frontera del medio.

12.3 AMORTIGUAMIENTO CRITICO Y SUPRESION OPTIMA DEL RUIDO POR
ROZAMIENTO

Partiendo del enfoque d’ Alembertiano de las vibraciones caracteristicas, se ten-
dria «<amortiguamiento ideal» en el caso de que la onda, al incidir en la frontera,
se absorbiese completamente. A continuacion se analizan las condiciones para
las cuales esto es posible.
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Se va a considerar una capa elastica que por su cara inferior esta acoplada a
un sustrato rigido a través de una pelicula amortiguadora (fig. 12.4). El esfuerzo
en esta pelicula debe ser proporcional a la velocidad de desplazamiento del
cuerpo elastico con respecto al sustrato rigido. De ahi se obtiene la condicion
de frontera para la capa elastica en la cara inferior:

ou ou
= ﬁ—

¢ : 12.19
L, Do (12.19)

Oz

z= z=—1

donde B es la constante de amortiguamiento.

zA

cuerpo rigido

cuerpo elastico pelicula
amortiguadora

] — A—

mﬁ‘ﬁ.
Fig. 12.4 Representacion de una capa elastica acoplada a un sustrato rigido mediante una
delgada pelicula amortiguadora.

El requisito de que la onda se absorba completamente en la cara inferior implica
que la ecuacién de movimiento (12.10), con la condiciéon de frontera (12.19),
tiene por solucion una onda que se propaga en la direccion del eje negativo de z:

u(z,t)y=f(z+ct), (12.20)

de modo que ¢ =+/G/ p es la velocidad trasversal de la onda elastica. Susti-
tuyendo esta solucion especial en la condicion de frontera (12.19), se obtiene

B=Gp - (12.21)

Con este tipo de amortiguamiento, no hay reverberacion de la onda incidente y
la amortiguacion es, por tanto, perfecta. No obstante, conviene darse cuenta de
que existe reflexion® tanto para coeficientes de amortiguamiento grandes como

3. Véase el problema 2 de este capitulo.
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pequetios, e incluso en los casos limite f — 0 y 8 — o, se trataria de sistemas
libres de disipacion.

El efecto de la absorcion completa tiene muchas aplicaciones, tanto en Fisica
como en Ingenieria, entre las cuales figuran, como las mas importantes:

1. La supresion del ruido por rozamiento.

2. El apantallamiento de la emision acustica: Las paredes de una
habitacion «insonorizaday» o «a prueba de sonidos» han de ejercer
exactamente el amortiguamiento critico.

3. En simulaciones de dindmica molecular, o en otro tipo de simula-
ciones numeéricas, ha de introducirse el amortiguamiento critico en
el borde del dominio de simulacion, para eliminar la reflexion de la
onda que no es debida a ningtin proceso fisico real, sino a un artefacto
asociado al tamafio finito del dominio de simulacion.

4. En la tecnologia de altas frecuencias se utiliza la misma idea para
suprimir la reflexion interna en guias de onda.

A continuacion se van a estimar los parametros de la pelicula amortigua-
dora necesarios para suprimir el ruido por rozamiento (chirrido) en un cojinete
de acero. En el caso del acero (G ~ 78 GPa, p ~7,8-10° kg/m’), el amorti-
guamiento completo se alcanza, segin la expresion (12.21), para un valor de
B ~2,5-10" Pa-s/m. Un coeficiente de amortiguamiento de tal magnitud se
consigue, por ejemplo, con una capa de polimero de 1 cm de espesor, caracte-
rizado por una viscosidad semejante a la de una miel espesa. Investigaciones
experimentales han mostrado que la incorporacion de capas de polimero con las
dimensiones adecuadas, conducen en efecto a la eliminacion total del ruido por
rozamiento (fig. 12.5).

Fig. 12.5 Parte de un cojinete de deslizamiento hecho en acero al manganeso, al que se ha
incorporado un recubrimiento de polimero para suprimir el ruido por rozamiento.
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12.4 SUPRESION ACTIVA DEL RUIDO POR ROZAMIENTO

Ademas de la supresion pasiva del ruido por rozamiento mediante la introduc-
cion de un amortiguamiento en el sistema tribologico, es posible eliminar las
inestabilidades de forma activa mediante el disefio de sistemas apropiados de
control con realimentacion. Para aclarar el principio de la supresion activa de
inestabilidades, se analiza el sencillo modelo de la fig. 12.6.

N
X
—

m AAAAA—

C

e

Fig. 12.6 Modelo sencillo para la comprension del principio basico de la supresion activa de
inestabilidades.

Se supone que la fuerza normal es una funcidn periddica del tiempo de frecuencia
igual a la frecuencia caracteristica del sistema ,:

N =N, + N, cos(w,t+¢) (12.22)

donde N, < N, . En el caso de amortiguamiento débil y en una primera apro-
ximacion, el cuerpo efectua oscilaciones libres no amortiguadas con velocidad

V=V, +V,cosmyt. (12.23)

Para analizar cualitativamente la estabilidad, se calcula el cambio de energia del
movimiento oscilatorio del cuerpo a lo largo de un periodo. Para ello se asume
que la fuerza de rozamiento se puede expresar como producto de la fuerza normal
por un coeficiente de friccion dependiente de la velocidad:

Fp=Np(v) (12.24)

El cambio de la energia de oscilacion esta determinado por la potencia media
de la fuerza de rozamiento en el sistema de referencia, el cual se desplaza con
la velocidad media v, :

W:—Ff.-(v—vo):—N(,uO+(:1—uv)-(v—v0). (12.25)
v

Sustituyendo las expresiones (12.22) y (12.23) en la ecuacion (12.25) resulta en
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W =—~(N, + N, cos(m,t + go))(uovl oS W,t + i—‘u(vo +v, cos @)V, cos a)ot]
v

=—%V1 (N0V1%+N1(ﬂo+%"ojcos¢j (1220
0, en el caso de amortiguamiento débil,
w z—%vl (Novl((ll—itJeruo cos<pj. (12.27)
Si no existiesen oscilaciones en la fuerza normal, la potencia media seria igual
a —% Nyvi C:i_ﬂ . En este caso se llegaria al resultado ya conocido de que, para
v

una fuerza de friccion que decrece con la velocidad (du /dv < 0) , la energia
aumenta y el proceso es inestable. Modificando la fuerza normal con el tiempo,
se puede conseguir que la potencia adquiera un valor negativo y de este modo,
amortiguar las vibraciones. Para ello, se ha de cumplir la siguiente condicion:

d
Ny, d—'u+N1u0 cosp > 0. (12.28)
A%

Esto es cierto cuando cos@ > 0 —en el mejor de los casos, cos@ =1—, con lo que
¢ = 0. En otras palabras, la fuerza normal dada por (12.22) debe, a ser posible,
oscilar en fase con la velocidad dada por (12.23). Esto puede llevarse a cabo
mediante un sistema de control con realimentacion, el cual permita medir la velo-
cidad y generar un cambio en la fuerza normal proporcional a dicha velocidad,
AN =& (x — vo) . En este caso, la ecuacién de movimiento se expresaria como:

m)‘é+(N0 +§()'c—v0 ))/,t()'c) +NX+cx =cvt +nv, (12.29)
La ecuacion linealizada de la que se obtiene la solucion estacionaria (12.2) es
. du .
mo X + Nod— Ty +1 |[0X+cdx=0. (12.30)
v

Para que el deslizamiento estacionario sea estable, el amortiguamiento global
en la expresion (12.30) ha de ser positivo:

Nod—u +u,&E+n>0 (12.31)
dv
Si la fuerza de rozamiento decrece con la velocidad, la condiciéon (12.31) de

amortiguamiento global se puede conseguir mediante un amortiguamiento 1,
suficientemente alto, o mediante un acoplamiento £, entre la velocidad y la
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fuerza normal suficientemente fuerte. Como se puede desprender de la ecuacion
(12.31), el sistema de control con retroalimentacion tiene el mismo efecto que
un amortiguamiento. La ventaja de la supresion activa reside en que el sistema
de control es mas facil de operar si se compara con el amortiguamiento pasivo,
cuyos parametros solo se pueden establecer durante el proceso de eleccion del
material y su dimensionado.

12.5 ASPECTOS SOBRE LA TENACIDAD EN EL RUIDO POR ROZAMIENTO

Interesa estimar los esfuerzos que se producen en un sistema con ruido por
rozamiento, para establecer las condiciones bajo las cuales dichos esfuerzos
pueden alterar la tenacidad del sistema. Para ello, se analiza el sistema repre-
sentado en la fig. 12.3. En el caso de amortiguamiento débil y en una primera
aproximacion, se puede resolver la ecuacion de la perturbacion (12.17) con las
condiciones de frontera

ou'
lo/4

G =0y u(-)=0. (12.32)

z=0

La solucion para el modo normal de vibracion de la menor frecuencia (modo
fundamental) es

u(z,t)zAsen(%(z+l)j-sen%t, (12.33)

donde ¢ =/G/ p eslavelocidad trasversal de la onda. La amplitud de oscilacion

de la velocidad u es por tanto igual a v = A% , y la de los esfuerzos, Gg—u ,
z

iguala 6 = AG 211 . Entre la amplitud del esfuerzo y la amplitud de la velocidad

se establece la siguiente relacion:

5=GL=vJGp . (12.34)
C

En general, la amplitud de oscilacion de la velocidad en un ciclo estacionario
tendra el mismo orden de magnitud que la velocidad de deslizamiento Vv, . Por
tanto, la magnitud de los esfuerzos en un sistema afectado por ruido de rozamiento
puede estimarse mediante la expresion

G=GL=v.Gp. (12.35)
C
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Este es un resultado muy general, valido también para modos normales de vibra-
cion de mayor frecuencia, y muestra que los esfuerzos en un ciclo estacionario
solo dependen de la velocidad de desplazamiento. La velocidad critica a la que
los esfuerzos alcanzan el limite de tenacidad del material, o esta dada por

tenacidad *

o

_ “tenacidad

v, = G (12.36)

Para un acero de o, =300 MPa (que corresponde a un valor de resisten-
cia o tenacidad a traccion de 500 MPa) se obtiene la velocidad critica v, =12
m/s. Para velocidades de deslizamiento mayores, el ruido por rozamiento puede
producir danios en componentes hechos con este acero.

12.6 DEPENDENCIA DE LAS CONDICIONES DE ESTABILIDAD CON LA RIGIDEZ DEL
SISTEMA

El mecanismo de formacion de inestabilidades que se ha analizado en secciones
anteriores, se determina tan solo por la disminucion de la friccion con la veloci-
dad. Por tanto, la condicion de estabilidad no depende de la rigidez del sistema.
En el ejemplo mostrado en la fig. 12.2, el movimiento es siempre inestable
cuando la velocidad de deslizamiento media es inferior a v_, . La rigidez del
sistema influye en la frecuencia de las vibraciones producidas por rozamiento,
pero no en la condicion de inestabilidad. No obstante, en la practica se pueden
estabilizar muchos sistemas alterando su rigidez. Esta observacion, la cual se ha
demostrado en multiples investigaciones experimentales, implica que no siempre
es valido justificar la presencia de inestabilidades por el hecho de que la fuerza
de rozamiento decrezca con la velocidad.

Larazon de esta discrepancia reside, desde el punto de vista matematico, en
que no es correcto suponer que la fuerza de rozamiento se determina inicamente
por el estado del contacto en un momento determinado o, en esencia, solamente
por la fuerza normal y la velocidad de deslizamiento. Si asi fuese, la fuerza de
friccion estatica seria siempre constante, y sin embargo, desde los tiempos de
Coulomb se sabe que esto no es exactamente asi. Aun cuando la fuerza normal
no cambiase y la velocidad de deslizamiento se mantuviese constante (e igual
a cero), la fuerza de friccion estatica cambiaria con el tiempo, lo cual puede
tener diversas causas fisicas. En el caso de metales, los procesos de reptacion
o creep producen cambios en el area de contacto real con el tiempo y, de esta
manera, cambios en la fuerza de rozamiento. En elastomeros, la viscosidad es
la responsable del retardo en la respuesta mecéanica. En sistemas lubricados, el
espesor de la capa de lubricante cambia con el tiempo sin que por ello varie la
fuerza normal. En este caso cambia ademas la temperatura del componente en
contacto y la del aceite lubricante, lo cual influye en la fuerza de rozamiento.
Incluso en la interfase con el lubricante, la friccion estatica tiene su propia
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dinamica, definida por el «xanudamiento» de las terminaciones hidroéfobas de las
moléculas de lubricante. En cualquier caso, la contribucion al rozamiento por
formacion de puentes de liquido depende del tiempo.

Todos estos procesos pueden describirse mediante la incorporacion de varia-
bles adicionales, adecuadas para cada caso. Dichas variables se denominan
«variables de estado internas» y caracterizan de manera suficiente el estado de
la capa sometida a friccion asi como la del material intermedio. La idea de las
variables internas se aplicé por primera vez en la dindmica de terremotos por A.
Ruina*. En algunos casos, dichas variables tienen significado fisico (como por
ejemplo, la temperatura), y en otros, las variables son fenomenolégicas.

Se va a analizar el modelo fenomenoldgico mas sencillo que describe la dina-
mica caracteristica de un «estado de contacto»’. Considérese de nuevo el modelo
mostrado en la fig. 12.1, el cual viene descrito por la ecuacion de movimiento

mX+ F(x,0) +nx+cx=cvit+nv,, (12.37)

donde la fuerza de rozamiento F(x,0) no solo depende de la velocidad, sino
que también lo hace de variables de estado internas 6. Esta dependencia se
puede expresar como

F(x,0) =F,+(F,-F,)0 (12.38)

0 es una variable interna que describe el estado de la zona de contacto y que
cambia del valor 8 =0, en el momento en que se produce el contacto, hasta
el valor O =1 tras un prolongado periodo de reposo. F, es la friccion estatica

y F, la friccion dindmica. La variable de estado 0 debe cumplir la siguiente
ecuacion cinética
1

9‘:(%(1—9)—5)&], 0<6<1. (12.39)

Si la velocidad es cero, x =0, @ aumenta con el tiempo hasta el valor de satu-
racion O =1. Si el cuerpo se encuentra en movimiento, la variable de estado
@ disminuye tanto mas rapidamente cuando mayor sea la velocidad. 7 es, en
la expresion, el tiempo de relajacion caracteristico del parametro al alcanzar el
reposo, mientras que D es la «longitud de relajaciony, caracteristica de dicho
parametro en la puesta en movimiento. Desde el punto de vista fisico de un

4. A. Ruina, «Slip Instability and State Variable Friction Laws». Journal of Geophysical Research
88(12), 10359-10370 (1983).

5. En el capitulo 20 se discutira una ley mas compleja y realista de la dependencia de la friccion
con la velocidad y el estado del sistema.
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contacto entre dos superficies rugosas, ¢ se puede entender como el tiempo
caracteristico de procesos de reptacion o creep, y D como el tramo de longitud
igual a la distancia entre dos micro-contactos, aunque dependiendo del sistema
que se trate, estas magnitudes se pueden interpretar de otras formas.

El sistema de ecuaciones (12.37), (12.38), (12.39) tiene una solucion esta-
cionaria en la que

X=v,, (12.40)
02002{ 1=v, /v, parav,<v, (12.41)
0, para v, >V,
p JE A (E-E)(=v /v.), paravy <v, (12.42)
a , parav,>v,
donde
v.=D/t. (12.43)

La dependencia de la fuerza de friccion estacionaria (12.41) con la velocidad se
muestra en la fig. 12.7.

Por consiguiente, el sistema de ecuaciones (12.37)-(12.39) proporciona, una
vez mas y de manera correcta, las propiedades del rozamiento ya conocidas. A
ello se anade la disminucion de la fuerza de rozamiento desde su valor estatico
hasta su valor dinamico dentro de un intervalo de velocidades determinado, asi
como el crecimiento de la friccidn estatica con el tiempo tras el reposo.

»
'

v v,

c

Fig. 12.7 La fuerza de rozamiento estacionaria en funcion de la velocidad segiin la ecuacion
(12.42).
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Si en un proceso de deslizamiento estacionario, fuese necesario utilizar la depen-
dencia de la fuerza de rozamiento (12.42) para analizar la estabilidad, se llegaria
a la conclusion de que el deslizamiento seria inestable cuando v, <v,. En reali-
dad, esta conclusion es solo valida en el caso de que el tiempo de la oscilacion
sea mucho mayor que el tiempo caracteristico de relajacion ¢ , puesto que solo
bajo esta condicion se puede utilizar ademas la funcion (12.42) para procesos
dinamicos. De aqui se infiere que, siempre que las rigideces sean lo suficien-
temente pequenias y en consecuencia, los periodos de oscilaciéon grandes, el
deslizamiento sera inestable. Para rigideces altas y, por consiguiente, tiempos
de oscilacion pequetios, el parametro 0 no tiene tiempo de cambiar. Segln la
expresion (12.38), la fuerza de rozamiento no dependera de la velocidad en
absoluto, y no se producira ninguna inestabilidad.

Para analizar la estabilidad en el caso general de la solucion estacionaria
dada por (12.40)-(12.42) y los limites de la misma en funcién de la velocidad
de deslizamiento y la rigidez del sistema, se introduce una pequena perturbacion
en la solucion estacionaria:

X=X, +Vvt+6x,0=0,+030 . (12.44)

Las ecuaciones linealizadas resultan ser, en este caso

m&i+néx+cSx+(F,—F,)50 =0 (12.45)
59——159—l5fc 12.46

Para este sistema de ecuaciones se busca una solucién con forma exponencial
Sx=Ae™, 60 = Be™ . (12.47)

Sustituyendo la expresion en las ecuaciones (12.45) y (12.46), se tiene que

(A’m+ni+c)A+(F,-F,)B=0, (12.48)
lﬂ,A{mljB:o’ (12.49)
D T

Este sistema lineal de ecuaciones no tiene solucion trivial cuando el determinante
de la matriz de los coeficientes es cero:
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(mimgj (F-F)

m m

| | =0 (12.50)
—A (/1+—j
D T
(0]
A+ AP+A0+R=0 (12.51)
donde
1 F -F
p:[_+ﬂj’ Q:(ﬁJrl_w]’ R="S (12.52)
T m m T™m Dm ™m

En el limite de estabilidad, el sistema no efectia ninguna oscilacion amortiguada,
lo que significa que dos de las tres soluciones de esta ecuacion algebraica de
tercer orden en A son imaginarias puras, siendo una el complejo conjugado de
la otra, mientras que la tercera es real y negativa:

A=—A,6 A =+io,, A, =-io, . (12.53)
La solucién general es, en este caso,
it

_ —At * ot * —iod —At
ox=xe " +x,e +x;e " =xe " +x,cos0,t+x, senw,t (12.54)

la cual describe oscilaciones periddicas de amplitud constante tras un tiempo
suficientemente prolongado.
Una ecuacion algebraica de tercer orden con semejantes raices tiene la forma

(A+A)(A—iw, ) (A+io,)=A"+ A+ Ao} + Ao =0 (12.55)
Comparando las expresiones (12.51) y (12.55) resulta que:
P=A,Q=0, R=Ao.. (12.56)

De aqui se desprende que, en el limite de estabilidad, se ha de cumplir la condi-
cion R = PQ o bien, teniendo en cuenta la expresion (12.52),

F-F
iz(l+i)(£+i_MJ. (12.57)
™™m T m)\m tm Dm

De aqui se puede determinar la rigidez critica
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_m(1 n\((F=F)_n
¢, = (+ j[ - j (12.58)

n\t m T

Para constantes de amortiguamiento muy pequeias, la expresion se puede sim-
plificar para dar

(Fe —F )m
c,=——7—, 12.5
nDt ( 9

estable

%C 1
0,5 inestable
O T T T 0|’5 T T T 1 T T
Vv, /v,

Fig. 12.8 Limite de estabilidad en un sistema tribologico en el plano de coordenadas definidas
por los parametros «velocidad de desplazamiento-rigidez».

Para rigideces menores que ¢, el deslizamiento es inestable, y estable para rigi-
deces mayores. El movimiento es estable también en el caso de que v, > v, . Asi,
se obtiene el diagrama de estabilidad representado en la fig. 12.8. El movimiento
se puede estabilizar aumentando tanto la velocidad como la rigidez. En realidad,
los diagramas de estabilidad no presentan zonas con contornos tan definidos. De
hecho, el criterio cualitativo segtin el cual una region de inestabilidad aparece
siempre que las velocidades de deslizamiento y las rigideces sean pequeiias,
es demasiado general, por lo que la validez del criterio ha de comprobarse en
diversos mecanismos de rozamiento.
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12.7 SPRAG-SLIP

En todos los modelos anteriores tinicamente se ha considerado el movimiento
del sistema en la direccion de deslizamiento. En realidad, el movimiento en la
direccion perpendicular a la superficie sometida a rozamiento puede influir en
el comportamiento del sistema tribolégico de manera considerable. Para ilustrar
dicha idea, se analiza el modelo mostrado en la fig. 12.9 a.

Si la fuerza que actaa en la direccion horizontal, F, es mayor que u N ,
donde N es la fuerza de compresion ejercida por el muelle sobre el sustrato,
el sistema se desliza. Sin embargo, si al cuerpo se le hace oscilar en la direc-
cion vertical, entonces la fuerza de compresion varia de manera periddica.
Cada vez que se alcance el valor F'/ u, el «pie» se detiene. En el intervalo de
tiempo en el que la fuerza de compresion es menor que F'/ u,, el sistema se
desliza. El movimiento consiste por tanto en fases en las que se alternan paro
y deslizamiento.

En el sistema de la fig. 12.9 a, los movimientos en la direccion horizontal y
vertical son independientes. Una vez que las oscilaciones en la direccion vertical
se atenuan, el sistema estara o bien detenido, o bien deslizandose. Algo diferente
sucede en el sistema de la fig. 12.9 b. Cada vez que la fuerza de compresién
supera el valor F'/ u, a causa de las oscilaciones, el pie del sistema se detiene,
lo que hace frenar de repente al sistema. Debido a la inclinacion del mismo, se
pueden acentuar las oscilaciones del cuerpo.

A

a b

Fig. 12.9 Un modelo sencillo que explica el mecanismo de sprag-slip.

Tanto las oscilaciones que se excitan de esta manera, como el movimiento de
retencion-deslizamiento asociado a ellas, se conocen bajo el término sprag-slip.
Esta denominacion se empleara siempre que un sistema se detenga por efecto
de un cambio en la fuerza de compresion. Como ejemplo sirva el traqueteo de
los parabrisas, o el juguete mostrado en la fig. 12.10.
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Fig. 12.10 En reposo, este sistema se encuentra en un estado de «autobloqueo». Si se hace
oscilar al pajaro, el autobloqueo se libera momentaneamente y la sujecion resbala hacia abajo.
La alternancia entre paro y deslizamiento es un ejemplo de un movimiento sprag-slip.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Stick-slip o retencion-deslizamiento. La diferencia entre friccion
estatica y dinamica, ya conocida por Coulomb, representa en realidad un caso
especial de la dependencia del rozamiento con la velocidad. En el caso de velo-
cidades pequeiias (v = 0 ), la fuerza de friccion es igual a F,, la cual disminuye
rapidamente hasta alcanzar el valor de la friccion dinamica F, (fig. 12.11).
Determinar la evolucién de un movimiento inestable para este caso. Para ello,
considérese el modelo sencillo de un par de objetos sometidos a friccion, en el
que el bloque rigido se arrastra por efecto de un muelle.

F F,
/

!
\%

Fig. 12.11 Ley de rozamiento caracterizada por una disminucion rapida de la fuerza de friccion
desde el valor estatico F, al valor dindmico F), .

e
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Resolucion: Si el cuerpo se encuentra inicialmente en estado de reposo en x =0
y el muelle se desplaza con velocidad constante v, , entonces la fuerza elastica
del muelle aumenta segtn la expresion

F

muelle

=cv,t
hasta que en el tiempo

t,=F /cv,

alcanza el valor de la friccion estatica F,. En este momento el cuerpo se pone
en movimiento, durante el cual la friccion disminuye al valor F),. La ecuacion
de movimiento en la fase de deslizamiento es

mx+cx=cvit—F,,
con las condiciones iniciales,
x(t,)=0, X(t,)=0.

La solucion general de la ecuacion de movimiento es

Fd
x=asenwt+bcoswt + vt ——=,
c

X = aw cos ot —bwsen wt +v,.
Aplicando las condiciones iniciales, la solucion toma la siguiente forma

x=asenwt+bcoswt+vit—F,/c=Asen(wt+¢)+vit—F,/c,
X = awcos wt —bwsen wt +v, = Aw cos(wt + @) +v,,

¥ = —aw’ sen ot —bo* cos wt = —Aw’ sen(wt + Q).

donde

ofF F -F, senwF
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2
F,-F
Al:l v§+(a)—e dj
Q) c .

El cuerpo recupera el estado de reposo cuando x = Awcos(wt+¢)+v, =0, de
donde se obtiene que cos(w? + @) = —v, / Aw . La aceleracion es, por tanto, igual a

¥ =—Aw’ sen(wt + @) = —Aw’\1-cos’ (wt + @) =—(F, - F,)/m

la fuerza aplicada al cuerpo es igual a —(Fe - Fd) y la fuerza del muelle

F

muelle

——F +2F,<F..

Dado que dicha fuerza es menor que la friccion estatica, el cuerpo permanece
detenido hasta que la fuerza del muelle alcanza de nuevo el valor F,.

. Slip , Stick . Slip . Stick
' /L\j/i’\j/
0 ! : ! :
t, u.a.
M ! ! ! !
oL/ N\ N

6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
t, u.a.

Fig. 12.12 Fuerza elastica del muelle (grafica superior) y velocidad de deslizamiento (grafica
inferior) en funcion del tiempo para un movimiento de retencion-deslizamiento o stick-slip,
sobre el cual actua una fuerza de rozamiento del tipo mostrado en la fig. 12.11. El cuerpo no
se desplaza y la fuerza del muelle aumenta de forma lineal con el tiempo (fase de retencion o

stick), hasta que esta alcanza el valor de la friccion estatica. En ese momento, el cuerpo se pone
en movimiento y oscila hasta que la velocidad vuelve a ser cero. Le sigue a continuacion la
siguiente fase stick.

A continuacion, vuelve a repetirse la fase s/ip. El movimiento consiste en fases
alternas de paro o retencion (stick) y de deslizamiento (s/ip), y se le denomina
movimiento stick-slip, también llamado de retencion-desplazamiento. La depen-
dencia con el tiempo de la velocidad y la fuerza del muelle en un movimiento
stick-slip se muestra en la fig. 12.12.
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La duracion de la fase slip es

2 o F,-F,
ty, = —arctan| ————
a) .

Vv, ¢

Enel caso limite de v, — 0, aquella tiende al valor 7 / @ (la mitad de un periodo
de oscilacion). Para velocidades muy pequeiias, v, €l espacio recorrido durante
el deslizamiento es igual a

Problema 2: Determinar el coeficiente de reflexion de una capa amortiguadora
en un sistema como el que se muestra en el fig. 12.4, para un coeficiente de
amortiguamiento dado.

Resolucion: Se busca la solucion de la ecuacion de onda (12.10) con la condicidon
de frontera descrita en (12.19), como superposicion de una onda de amplitud
decreciente y una onda reflejada con la siguiente forma compleja:

ik ikz —ikz
uzuoe’c’(e’ +Be™ )

Se supone que la amplitud de la onda decreciente es igual a 1. La amplitud de
la onda reflejada es B. Sustituyendo estos valores en la condicion de frontera
resulta en

—2ikl'G_ﬂc
G+ fc.

B=e

Se define el coeficiente de reflexion como el cociente entre las intensidade§ de
la onda reflejada y la onda decreciente que, por consiguiente, es igual a |B| :

oG]

El coeficiente de reflexion es nulo cuando f=G/c=+/Gp . Cuando B — 0
0 3 > «, el coeficiente de reflexion se acerca a 1.
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Problema 3: Determinar el coeficiente de reflexion entre una capa elastica y
una capa fluida caracterizada por una viscosidad dinamica® 77 .

Resolucion: Las ecuaciones de movimiento a resolver son la ecuacion de onda
ou G o'u
o p oz
en el continuo elastico, y la ecuacion de Navier-Stokes en el medio fluido, la
cual para un movimiento trasversal, adquiere la siguiente forma
5 ov 7 o*v
ot oz .
Sesitua el plano z =0 en la interfase entre el medio elastico y el medio fluido

y se define el eje z positivo en la direccion de la capa elastica. Las condiciones
de frontera en la interfase son:

u(0,1) =v(0,7) (Condicion estatica)

ou

pe (Condicidon de equilibrio).

z=0

_7 ov
0 oz
Tal y como se hizo en el problema 2, se busca la solucion de la ecuacion de onda
como superposicion de una onda de amplitud decreciente y una onda reflejada

.0 NOj
i— —z

4 =1
u=e e +Be ¢

La solucion de la ecuacion de Navier-Stokes, caracterizada por la frecuencia
y que se hace nula en el infinito, es

L+ [po,
v=Ce?VT o
Sustituyendo estas soluciones en las condiciones de frontera en la interfase, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

io(1+B)=C |

iG2(1-B) =7 [P2c.

c NCRN

6. No debe confundirse la viscosidad dindmica 7 con el coeficiente de amortiguamiento 7,
empleado anteriormente en este y en otros capitulos, el cual tiene otras unidades.



Problemas resueltos 243

Del que resulta el siguiente coeficiente de reflexion

» (1=¢)+¢?
L
(1+¢) +¢

coc [pon _ [on
G\ 2 2G
El coeficiente de reflexion alcanza un minimo |B|2 ~ 0,17 cuando § =1/ V2 . De
aqui se deduce que las oscilaciones pueden también amortiguarse en un determi-
nado intervalo de frecuencias por una capa fluida (por ejemplo, por un polimero

con propiedades reologicas adecuadas). En los casos limite de viscosidades nula
o infinitamente grande, el coeficiente de reflexion es igual a 1.

donde






13. EFECTOS TERMICOS EN EL CONTACTO

En la interfase entre dos cuerpos sometidos a rozamiento, se libera energia en
forma de calor. Dado que, por regla general, el area de contacto real es solo una
fraccion del area aparente, la disipacion de calor en un contacto tribolégico es muy
heterogénea. El aumento de temperatura local en micro-contactos individuales
puede ser tan grande que puede alterar las propiedades del material o incluso
llegar a fundirlo. Un cambio local de temperatura puede conducir ademas a una
dilatacion térmica y, por tanto, a un cambio en las condiciones del contacto. Esta
interaccion puede conllevar la aparicion de inestabilidades termo-mecanicas en
el contacto. En este capitulo se analizaran los distintos aspectos de la disipacion
de calor por efecto de la friccion en contactos tribologicos.

13.1 INTRODUCCION

Las primeras investigaciones sistematicas de la distribucion de temperatura en
contactos sometidos a rozamiento, fueron realizadas en 1935 por F. P. Bowden
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y K. Riedler', utilizando el contacto tribolégico como un termopar natural. El
método utilizado sigue siendo el mas sencillo y fiable de todos los que permi-
ten determinar experimentalmente la temperatura en contactos tribologicos.
En trabajos posteriores con Tabor, Bowden pudo llegar a medir parcialmente
temperaturas muy altas, del orden de las de fusion.

De las investigaciones sobre los efectos térmicos en contactos, pueden
diferenciarse tres escalas: (1) la correspondiente al sistema tribolégico en su
conjunto, (2) la asociada a la «region macroscopica del contacto» y (3) la de
los micro-contactos entre dos superficies rugosas. A medida que la temperatura
del sistema completo cambia durante el periodo de funcionamiento, la de un
contacto sometido a deslizamiento (por ejemplo, entre dos dientes de rueda)
aumenta muy rapidamente, llegando a alcanzar un valor muy alto. Se habla
entonces de temperatura flash?. La investigacion tedrica del aumento local de
temperatura en regiones macroscopicas de contacto estd sobre todo asociada al
nombre de H. Blok®. En dicha teoria, el niimero de Péclet es una magnitud carac-
teristica. Por otro lado, la evolucion térmica para nimeros de Péclet pequenos
fue investigada por J.K. Jaeger*, cuya teoria se puede aplicar, por regla general,
a los micro-contactos. En cualquier caso, se ha mostrado que la teoria de Jaeger
para nimeros de Péclet pequefios es también valida en el ambito de aplicacion
de la teoria de Blok. Por tanto, este capitulo se centrara en el caso de nimeros
de Péclet pequenos.

13.2 CALCULO DEL AUMENTO LOCAL DE LA TEMPERATURA POR ROZAMIENTO EN
MICRO-CONTACTOS

Considérese el contacto entre dos superficies rugosas en el marco del modelo
propuesto por Greenwood y Williamson (véase Capitulo 7). Se supone que entre
micro-contactos existe rozamiento, caracterizado por el coeficiente u . Se calcula
el aumento de temperatura en un micro-contacto suponiendo que la longitud
caracteristica de transmision del calor, D = \/2th , durante la «duraciony de un
contacto, ¢ ~ a /v, es mucho mayor que el radio de contacto, es decir \/ZTU >a,
o bien,

1. E.P. Bowden, K.E.W. Riedler. «A note on the Surface temperatura of sliding metalsy». Proc.
Cambridge Philos. Soc. 31(3), 431-432 (1935).

2. Del inglés flash temperature (N.d.T.).

3. H. Blok. «The Dissipation of Frictional Heat». Applied Scientific Research, Section A4, (2-3),
151-181 (1955).

4. J K. Jaeger. «Moving Sources of Heat and the Temperature of Sliding Contacts». J. Proc. Royal
Society New South Wales 76(111), 203-224 (1942).
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—<x1. 13.1
o (13.1)

o es la difusividad térmica, a es el radio de contacto y v es la velocidad de des-
lizamiento. Al cociente va/2ca sele conoce como numero de Péclet. Cuando se
cumple la condicion, la transmision de calor puede considerarse en todo momento
como un proceso estacionario caracterizado por una produccion dada de calor en la
superficie. En el caso de metales (o <10 m* /s, a 10~ —10™* m), esto signi-
fica que la velocidad de deslizamiento no puede ser mayor que 2a / a = 2 — 20 m/s,
lo cual se cumple en la mayoria de las aplicaciones practicas. En el caso de
materiales ceramicos y polimeros (o 107 =10 m’* /s, a =10~ m), la apro-
ximacion es valida para velocidades inferiores a 0,02 —-0,2 m/s .

Un aumento homogéneo de temperatura AT en una region circular de radio
a de la superficie de un semi-espacio caracterizado por una conductividad tér-
mica A, genera un flujo de calor J¥ , el cual esta asociado a AT a través de la
resistencia térmica R :

g = AT (13.2)
Rl
La resistencia térmica, en el caso de un contacto circular, es igual a
1
- 13.3
" 2al ( )

Se puede emplear la ecuacion (13.2) también de manera inversa, para calcular
el aumento de temperatura en la superficie para un flujo de calor dado:
w

AT =——.
2al

(13.4)

Si se supone que todo el calor fluye hacia un cuerpo, esto implica que en un
micro-contacto elastico

_ HAFv
2aA

AT (13.5)

Sustituyendo la expresion hertziana AF, = % ER"*d** y teniendo en cuenta

que g =+/Rd , se obtiene

_z,uE*vd
3 2

AT (13.6)
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Como se vio en el capitulo 7, la profundidad de indentacion media d apenas
depende de la fuerza de compresion y es aproximadamente igual a [/ .

Para el aumento medio de la temperatura en micro-contactos se obtiene,
por tanto,

A_Tzo,z"”ilv. (13.7)

En el caso de un contacto acero-zafiro (E* ~140 GPa, u~0,15, [ ~1 um y
w
A =40 p— ) y una velocidad de deslizamiento de 1 m/s, se obtiene un incre-
m- o
mento medio de la temperatura en los micro-contactos de AT ~110 K. En el

caso del cobre, con E* =100 GPa y A ~ 400

, se obtiene bajo las mismas
m-

condiciones un aumento medio en la temperatura de AT ~ 8 K . En aplicaciones
donde el aumento local de la temperatura haya de mantenerse lo mas pequefio
posible’, es conveniente optar por un par de materiales formado por un polimero
y un ceramico. En este caso, puede usarse el modulo de elasticidad (pequefio)
del polimero para E*,y para A, en general, se puede emplear la mucho mas
elevada conductividad térmica del material ceramico.

13.3 INESTABILIDAD TERMO-MECANICA

Cuando dos cuerpos comprimidos entre si se ponen en movimiento relativo,
puede aparecer una inestabilidad como resultado de la interaccion entre la energia
liberada de friccion y la dilatacion térmica. Las regiones con mayor temperatura
y, por tanto, las que experimentan mayor dilatacion térmica, estan sometidas a
un esfuerzo normal mayor y, por consiguiente, se calientan atin mas (fig. 13.1).
Interesa analizar la condicion para la que se da dicha inestabilidad.

5. En protesis de cadera, la temperatura no debe superar la temperatura de degradacion de las
proteinas. En consecuencia, solo se permite un aumento de temperatura de 2-4 K.
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NN
WWW

zona de alta temperatura

Fig. 13.1 Las zonas de mayor temperatura se aplanan por efecto de la dilatacion térmica, lo
cual conduce a una mayor potencia de friccion y, por tanto, a un mayor calentamiento en dichas
regiones. Esto puede causar una inestabilidad y la aparicion de un patron de deformacion
permanente.

En primer lugar se va a hacer una estimacion aproximada. Si aparece una inestabi-
lidad con un niimero de onda £, en la superficie se generan sendas distribuciones
periddicas de esfuerzos y temperatura caracterizadas por el mismo nimero de
onda. La «profundidad de decaimiento» de estas fluctuaciones en el esfuerzo y
en la temperatura —y por tanto, la extension de las zonas de la superficie defor-
madas—, tiene el orden de magnitud 1/k% . Si la superficie (en compresion) se
calienta en la magnitud AT , se genera el esfuerzo térmico

Ac ~yAT-E", (13.8)

donde 7 es el coeficiente de dilatacion volumétricoy E” es el modulo de elas-
ticidad efectivo. La potencia de friccion por unidad de superficie en el estado
estacionario, pAov, esigual al flujo de calor hacia la hendidura del material:

urov~ A 2L (13.9)
1/k
Teniendo en cuenta la expresion (13.8), se infiere que el vector de onda para el
que la generacién y el flujo de calor se equilibran, es igual a

i~ E MY (13.10)
‘ A
Las perturbaciones térmicas con numeros de onda menores que el numero de
onda critico, k_, son inestables.

La inestabilidad termo-mecanica puede ser responsable, entre otros, del feno-
meno de desgaste en forma de estrias paralelas a modo de «tabla de lavary, el
cual aparece en la banda de rodadura de los aros de piston en motores sometidos
a muy alta carga (véase fig. 13.2).



250 13. Efectos térmicos en el contacto

Fig. 13.2 Imagen de la banda de rodadura en un cilindro con patron de desgaste en forma
de tabla de lavar.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Determinar la condicion de estabilidad en el caso de una inesta-
bilidad termo-mecanica en un contacto entre un cuerpo elastico y otro rigido.

Resolucion: Se trata del mismo problema para el que ya se hizo una estima-
cion anteriormente. Considérese el sistema mostrado en la fig. 13.3. El cuerpo
superior ha de ser completamente rigido y no ser conductor de calor.

En el limite entre un estado estable y otro inestable, las perturbaciones son
estacionarias. Para establecer la condicion de inestabilidad, se parte de la ecuacion
de equilibrio para un cuerpo elastico, teniendo en cuenta la dilatacion térmica:

YO
2 (1+v) 2(+v)

Vdivi =yVT

y la condicion estacionaria para la conduccion de calor
AT =0.

i es el vector de desplazamientos, v es el coeficiente de Poisson, T es la desvia-
cion de la temperatura con respecto al valor estacionario lejos de la superficie, y

2 2
A= aa_z + % es el operador de Laplace. El tensor de esfuerzos se calcula segiin
X 4

ik

__2G0+y) T5ik+zw%5ik+g Ou,  Ou, 2 0u ak
3 (1-2v) 3 (1-2v) ox, ox, ox, 3 ox,

1
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donde G es el modulo de cizalla.

Fig. 13.3 Un cuerpo rigido y aislante al calor (1) en contacto con un continuo elastico (2). Los
cuerpos se desplazan uno con respecto a otro con una velocidad tangencial v.

Suponiendo que el cuerpo superior es rigido, la superficie del cuerpo elastico
no puede efectuar ningin desplazamiento vertical:

u (z=0)=0.

Para simplificar, se supone que el coeficiente de friccion es muy pequefio y que la
componente del esfuerzo normal o, es la dominante, de tal modo que el esfuerzo
tangencial pueda considerarse nulo en las condiciones de equilibrio mecanico:

o (z=0)=0.

La solucion de las ecuaciones 30=2v) Aii + i;Vdivﬁ =WVTyAT =0,
2 (1+v) 2(1+v)

que cumple las condiciones u_(z=0)=0 yo_(z=0)=0, es®

T (I+v)

T =T,coskx-€e“, ii=
6(1—v )k

((—1 +kz)senkx, 0, —kzcos kx) v
En el estado estacionario, el calor disipado en la superficie es igual al flujo de
calor que parte de la misma (que, bajo el supuesto planteado, solo tiene lugar
en direccion hacia el cuerpo inferior):

A—| =-mvo_(z=0).

A es la conductividad térmica. De aqui se obtiene el valor critico del nimero
de onda

6. La eleccion de coskx en la solucion para la coordenada x supone el analisis de la evolucion de
una perturbaciéon armonica. Dada la linealidad del problema, cualquier tipo de perturbacion
puede formularse como una superposicion de términos de serie de Fourier (términos de tipo
seno o coseno) con diferentes nimeros de onda .
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‘- vuGy (1+v)

0 3(1-v)

Para v =1/3, se tiene que k, = %@ . Las perturbaciones térmicas caracte-

rizadas por numeros de onda menores que el valor critico son inestables.



14. SISTEMAS LUBRICADOS

Para disminuir el rozamiento y el desgaste, se han venido utilizando los lubri-
cantes durante siglos, cuya funcién es la de suprimir el contacto directo entre
dos cuerpos rigidos, sustituyendo, de esta manera, la friccion seca por la friccion
fluida. La presencia de una capa de fluido entre dos cuerpos rigidos influye no
solo en las fuerzas tangenciales sino también en las fuerzas normales: dos laminas
de vidrio pueden separarse sin esfuerzo alguno, mientras que para separar dos
laminas humedas se requiere una fuerza considerable. Este fenomeno podria atri-
buirse, por una parte, a la presencia de puentes de liquido, pero por otra, podria
bien ser de naturaleza puramente hidrodinamica: un fluido viscoso necesita un
tiempo para fluir a través del espacio angosto entre dos laminas. Bajo condiciones
dindmicas, este fendomeno da lugar a una «adherencia» aparente entre cuerpos
lubricados, que se denomina «adherencia viscosa».

En la mayor parte de los tribosistemas lubricados, se trata con flujos no
turbulentos, donde los lubricantes pueden, en buena aproximacion, considerarse
también fluidos incompresibles. Se comenzara el tratamiento de la lubricacion
hidrodinamica y de la adherencia viscosa con el analisis de un flujo estacionario
entre dos placas paralelas, el cual constituye la base de la teoria de la lubricacion.
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14.1 FLUJO ENTRE DOS PLACAS PARALELAS

La dinamica de un fluido viscoso de comportamiento lineal (fluido newtoniano),
viene descrita por la ecuacion de Navier-Stokes, la cual, para fluidos incompre-
sibles, adquiere la forma siguiente

p%z—Vp+nA\7, (14.1)

donde p esladensidad, i1 es la viscosidad dinamica del fluido y p es la presion
en el interior del fluido. Ademads, un fluido incompresible cumple la siguiente
igualdad

divi =0 (14.2)

En el caso de fluidos cuasi-estacionarios (los llamados flujos reptantes o de
Stokes), con los que se trata en la mayor parte de los problemas sobre lubricacion,
el término de inercia de la ecuacion de Navier-Stokes puede considerarse des-
preciable, por lo que la ecuacion adquiere la siguiente forma cuasi-estacionaria

NAV =Vp . (14.3)

Se van a considerar dos placas separadas por una capa de fluido. En el caso
general, las placas pueden desplazarse una con respecto a la otra. Sin riesgo a
perder la generalidad, se puede asumir que la velocidad de la placa superior es
cero. Para la velocidad de la placa inferior se asigna el valor —v, .

T, y
W =

Y
K -V, N X

Fig. 14.1 Flujo entre dos placas paralelas.

Se va a suponer que el flujo estacionario se produce en la direccion x. Por
consiguiente, la velocidad solo tiene una componente x, la cual depende de la
coordenada z: v = (v(z), 0) . La ecuacion (14.3) adquiere la siguiente forma

op o> o o%v
L gl s |y =22 14.4
n( P GZZJVX n (14.4)

w (& &
P_ [0, 0 . (14.5)
”(axz 822] :
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De la expresion (14.5) se infiere que la presion no depende de la coordenada
vertical z: p = p(x) . Integrando dos veces la expresion (14.4), resulta en

op z°
nv=§?+qz+cz. (14.6)
De las condiciones de frontera v(0) = —v, y v(h) = 0, se obtienen las constantes
C,=—nvyC = my_% h . Por consiguiente, la distribucion de velocidades
. h ox 2
vendra dada por
op z(z—h) nv,
=2, +20 ). 14.7
=" =N (14.7)

14.2 LUBRICACION HIDRODINAMICA

Se van a considerar ahora los dos cuerpos esquematizados en la fig. 14.2. La
superficie de uno de los cuerpos se encuentra algo inclinada en relacion con la
del otro cuerpo, la cual se asume completamente plana y lisa. Se va a suponer
ademas que el sustrato se desplaza hacia la izquierda con una velocidad —v, .
En el caso de inclinaciones pequeiias, se puede considerar que en cada punto, el
flujo se establece entre dos placas paralelas, pudiendo utilizar la ecuacion (14.7)
para obtener la distribucion de velocidades:

,.z(z—h) Yo,
p o +h( h) . (14.8)

En este caso, se designa el gradiente de presion como p'.

Az *FN

<—L—>/

—hf- - ————"—""h—

Fig. 14.2 Dos cuerpos deslizandose entre si y separados por una capa de lubricante.

Segun la ley de conservacion de la masa, el caudal de materia que atraviesa cada
seccion por unidad de tiempo, O, es constante:
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h h _ 3
2=Jv(z)dz=J. p'-M+v—0(z—h) dz=—p'h——M=const,
D o 2n h 12n 2

donde D es la anchura del cuerpo deslizante. Consecuentemente, se obtiene la
siguiente expresion para la distribucion de presiones

dp 1 C
& o, [?_h_J (14.10)

Multiplicando por /4’ y derivando con respecto a x, se puede reescribir la ecua-
cion anterior en forma diferencial

d dp dh
— | ¥ |=-6nv, — . 14.11
1 ( i j Vo 1 ( )

Esta expresion representa el caso particular unidimensional de la ecuacion deri-
vada por Reynolds en el afio 1886!

i[lf d_P}i i 2 ) -, 9 (14.12)
dx dx /) dy dy dx

la cual lleva su nombre y se la puede considerar como el principio fundamental
de la teoria hidrodindmica de la lubricacion. En la ecuacion de Reynolds, las
coordenadas x e y se encuentran en el plano de deslizamiento, x en la direccion
del movimiento, e y en la direccion perpendicular.

Volviendo a la ecuacion (14.10), en el caso de que la altura aumente de forma
lineal, 4 = h, +ax, la expresion (14.10) puede integrarse de manera explicita,
de modo que se obtiene la siguiente ecuacion para la presion

(1 C onv, 1(1 C
p:pext_6’r’v0j‘£?_h_3}bczpam_ ao_l.(h_z_E}h

ho
:pext+3n_vo 2 l_L _C %_Lz :
a h h h™  h,

Donde, en la integracion definida, se ha tenido en cuenta que p(0)=p,,. En
el otro extremo (x =L), la presién también es igual a la presion externa p,,,,
de lo que se deduce que C =2hh, /(h,+h ). Por consiguiente, se obtiene la
siguiente distribucion de presiones

(14.13)

1. O. Reynolds «On the theory of lubrication and its applications to Mr. Beauchamp Tower’s
experiments, including an experimental determination of the viscosity of olive oil». Philoso-
phical Transactions of the Royal Society 177, 157-234 (1886).
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onv,((1 1 hoh (1 1
= —+ _-— ———
p pext a [(h ho ] ho +h1 h2 h02 . (1414)
El campo de velocidades viene dado por
1 1 2 hh
v=v,(z=h)| —+3z| ——+— —1
o )L} [ ERE h0+hlﬂ. (14.15)

Tanto el perfil de velocidades como la distribucion de presiones se muestran en
la fig. 14.3 para el caso p,, =0 en la expresion (14.14).

I

-V

Fig. 14.3 Perfil de velocidades y distribucion de presiones entre dos superficies deslizantes y
lubricadas hidrodinamicamente.

Si se conocen tanto la distribucion de velocidades como la de presiones, entonces
se pueden calcular facilmente las componentes x y z de la fuerza aplicada en el
cuerpo superior. Para la componente vertical se obtiene

nALv,
F, ={dvdy(p-p., )=
v = [dxdy(p=p..) i (14.16)
26D

6
donde «a =(€_1)2 [lné il } y &=h/hy; A=LD es el «area de con-

tacto» aparente. La componente horizontal de la fuerza es debida al esfuerzo
viscoso o =nov/ 0z y se calcula segun

_ '72”0 B (14.17)
0

v
Z

Fy =n] dvdy 2
A

z=0
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1 6(&E—-1
donde B = ;{Mné - %} . Para el coeficiente de friccion se obtiene la
siguiente expresion
,uziz h ﬁ (14.18)
F, L)a

El coeficiente de friccion depende de la presion media en la region de contacto.
Si se calcula la distancia de separacion /4, mediante la expresion (14.16) y el
resultado se sustituye en la ecuacion (14.18), se obtiene

b |Av, _ B v (14.19)

=T\, VaNe

P=F, /4 es aqui el valor medio de la presion en la region de contacto. La
dependencia con & de los parametros f/a y B/ Vo semuestraenla fig. 14.4.
En laregion de valores relevantes de & , el cociente B/a se haya comprendido
entre los valores 5 y 10. De esta observacion se puede obtener la siguiente esti-
macion para el coeficiente de friccion:

h
~10| =2 | 14.20
7 (LJ ( )

El coeficiente de friccion es aproximadamente 10 veces el cociente entre la
distancia de separacion mas pequeiia y la longitud del contacto deslizante. En
el amplio intervalo de valores relevantes de & , el cociente 8/ Ja apenas varia
y es aproximadamente igual a 2. Por tanto, de la expresion (14.19) se puede
obtener, en buena aproximacion,

nv,
~ 2, 2 14.21
7 P ( )

Para la misma longitud de la region de contacto, el coeficiente de friccion es una
funcion de la combinacion de parametros nv, / P .
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8_
B/a
6_
4
B
2Nl
O T T T T 1
2 4 6 8 10
&=h,/h,

Fig. 14.4 Representacion de los parametros de los que depende el coeficiente de friccion
-Blay B/ Ja - en funcién del cociente entre las distancias méxima y minima de
separacion, &.

Cuanto mayor es la presion, menor es el coeficiente de friccion. No obstante,
hay que tener en cuenta que el espacio intersticial también disminuye a medida

., V, . . .,
que la presion aumenta: 4, =, |« 1™ Cuando la distancia de separacion es
P

suficientemente pequefia, la suposicion de que las superficies son lisas deja de
ser valida; el efecto de la rugosidad pasa a ser considerable y el sistema entra
en el régimen de friccion mixta. Por consiguiente, cuando la presion aumenta
aun mas, el coeficiente de friccion vuelve a aumentar. La variacion de este con
el parametro nv, /P se denomina «curva de Stribeck». Esta curva describe la
dependencia del coeficiente de friccion con respecto a cada uno de los parametros
involucrados, y en particular, determina la dependencia de la fuerza de rozamiento
con la velocidad en un sistema lubricado. Para valores altos de v, / P, dicha
dependencia tiene un caracter universal. Sin embargo, en la region de friccion
mixta, el comportamiento de la curva varia en funcion de las propiedades de
la superficie y las del lubricante, aunque la friccion mixta siempre viene aso-
ciada a una disminucion de la velocidad de deslizamiento. Cuanto mayor es la
velocidad, mayor es el espesor de la capa de lubricante y, por tanto, menor es
la probabilidad de que las superficies entren en contacto directo a través de sus
respectivas rugosidades.
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u
0,008
] Aceite mineral
0,004 -
Manteca
0 T T T T
0 1 2 3 4

Nvo/ P (unidades arbitrarias (u.a.))

Fig. 14.5 Curvas de Stribeck para dos lubricantes distintos. A velocidades altas, ambas curvas
coinciden. Sin embargo, a valores pequefios de v, / P, los mismos sistemas se comportan de
forma diferente segun el lubricante empleado>.

14.3 «ADHERENCIA VISCOSA»

Si entre dos cuerpos existe una capa de fluido, estos no pueden ni comprimirse
ni separarse de manera rapida, lo que se interpreta a menudo como una especie
de «adherencia». En procesos dindmicos y en numerosas ocasiones, es dificil
diferenciar la «adherencia verdadera» (determinada por las fuerzas superficiales
o por los puentes de liquido) de la «adherencia viscosa». El acercamiento de dos
cuerpos a través de una capa intermedia de fluido solo puede ocurrir si dicha
capa se «exprimey, es decir, si se expulsa por los lados. En la separacion de los
cuerpos, el fluido ha de retornar hacia la cavidad, a menos que la separacion
ocurra por cavitacion (es decir, por formacion y desplazamiento colectivo de
burbujas o pequeiias cavidades de vapor).

F

h# [ ——

T

!

Fig. 14.6 Proceso de extraccion de una capa de fluido entre dos placas circulares.

Se va a considerar, en primer lugar, el acercamiento entre dos placas circulares
de radio R, entre las cuales se halla una capa de fluido (fig. 14.6). Este, al ser
expulsado por el acercamiento de las placas en la direccion vertical, genera un
flujo radial. Por la simetria del problema, es evidente que la velocidad de flujo

2. A.E. Norton. Lubrication. McGraw-Hill, New York (1942).
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es radialmente simétrica. Si el espacio intersticial entre las dos placas es mucho
menor que el radio de las mismas, entonces la componente radial de la velocidad
es mucho mayor que la velocidad de acercamiento de las placas. En esencia, se
trata de un flujo bajo la accion de un gradiente de presion, el cual ya se ha con-
siderado en la primera seccion del capitulo. La velocidad es, por tanto, igual a

,z(z—h)

- b

14.22
2 (14.22)

donde p'=0p/or. El caudal volumétrico a través de una cavidad cilindrica de
radio r es igual a

3
,wrh

Q:jznw(z)&zp'ﬂjz(z—h)dz} (14.23)
0 n 0

Por otro lado, este flujo ha de ser igual al caudal volumétrico Q = -7 r’h por la
cara superior de la capa debido al desplazamiento vertical de la placa superior:

3
= —p (14.24)
on
De ahi se obtiene, para el gradiente de presion,
. 617rfz
n (14.25)
o tras integrar una vez,
6’7” L PP LA (14.26)

La constante de integracion puede determinarse a partir de la condicion de fron-
tera p(r = R) = p,, (presion externa):

C=p, g2 (14.27)

Por tanto, la expresion definitiva para la distribucion de presiones es

p= 37’]h(

r —R2)+p (14.28)

La fuerza de compresion vertical sobre la placa se calcula segiin
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6177rh ) ) B 3117[/1 4 14.29

F= IQnr p(r)—p,,)dr P 2[( -R )rdr——z—h3R . (1429)

Para dicha fuerza, se puede ahora calcular el tiempo necesario para que las

placas, inicialmente separadas una distancia #, , se acerquen hasta llegar a una
distancia de separacion /:

t h

| 2F4dt=—J‘%, (14.30)
xR W h

2F 11 13 (14.31)
3Rt 2\ W K

Para distancias iniciales de separacion mayores, el tiempo apenas depende de la
distancia minima a alcanzar:

4
_mrR (14.32)
4Fh’
Si la fuerza F depende del tiempo, se tiene entonces que:
3nzR*
j F(e)de =212 (14.33)

Esto implica, que el espesor de capa mas pequefio que puede alcanzarse depende
tan solo del impulso de la fuerza.

Para ilustrar esta idea, se va a considerar un cuerpo en forma de placa lubri-
cado por un fluido viscoso, el cual se lanza contra una cubierta con una velocidad
v (fig. 14.7). {Cuanto tiempo permanecerd el cuerpo unido a la cubierta? Justo
antes del lanzamiento, el momento lineal del cuerpo es igual a My . Durante el
lanzamiento, este se hara cero debido al impulso de la fuerza de reaccion de la
cubierta. El impulso sera, por tanto, también igual a Ay . Dado que el impulso
al acercar el cuerpo hasta una distancia /4 es igual al impulso de separacion desde
la distancia 4, (siempre y cuando la cavitacion en el fluido pueda despreciarse),
el impulso de la gravedad Mgt ha de ser igual a My hasta el momento en que
se produce el «desprendimiento» de la placa. De aqui se obtiene que #=v/g,
lo cual es valido solo para el caso de fluidos newtonianos.

De la expresion (14.33) se deduce que la adherencia viscosa con fluidos
newtonianos no puede emplearse para llegar a la cubierta. Algo diferente
sucede cuando la viscosidad del fluido depende del gradiente de velocidades.
Como se puede deducir de la ecuacion (14.33), el impulso de la fuerza durante
el acercamiento hasta alcanzar un espesor de capa % (o lo que es lo mismo,
durante la separacion de los cuerpos a partir de una distancia de separacion £),
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es proporcional a la viscosidad. Para fluidos viscosos no lineales, la viscosidad
depende de la velocidad (en general, esta disminuye al aumentar la velocidad de
cizalla). Siprimero se acercan las placas muy rapidamente y después se separan
lentamente, el impulso de la fuerza, positivo en el acercamiento, es menor que el
impulso negativo en la separacion. Esta diferencia puede emplearse para conse-
guir que un cuerpo que se mueva de tal forma, permanezca unido a la cubierta.

I M,
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Fig. 14.7 Una placa recubierta de una capa de fluido que se lanza contra una cubierta, se
mantendra adherida a esta durante un periodo de tiempo.

14.4 REOLOGIA DE LOS LUBRICANTES

Hasta ahora se ha supuesto que el lubricante es un fluido viscoso con comporta-
miento lineal (newtoniano). Esto significa que la viscosidad es constante, y por
tanto, que esta no depende ni del gradiente de velocidades ni de la presion. Sin
embargo, en la préctica se buscan a menudo desviaciones al comportamiento
lineal en fluidos viscosos, y para ello se incorporan aditivos especiales. En esta
seccion, se discutiran de manera cualitativa las desviaciones mas importantes
al comportamiento lineal de fluidos viscosos.

En la escala espacial correspondiente a varios diametros atomicos y en
la escala temporal comprendida entre 107"y 107" s, un fluido se representa
como un cuerpo amorfo en el que cada molécula se encuentra oscilando en un
minimo de energia potencial creado por la molécula vecina, y solo muy raramente
abandona su posicion por efecto de las fluctuaciones térmicas. Estos saltos, de
naturaleza microscopica y tan poco frecuentes, son, no obstante, la causa fisica
del flujo de liquidos bajo la accion de esfuerzos cortantes o tensiones de cizalla.
Si el esfuerzo cortante en el medio es cero, entonces cada molécula puede saltar
de minimo a minimo en cualquier direccion con la misma probabilidad P, la cual
viene dada por el factor de Boltzmann

Yo

Poce i, (14.34)

donde U, es la energia de activacion, 7 es la temperatura absoluta y k& es la
constante de Boltzmann. En ausencia de esfuerzos macroscopicos, no se pro-
duce movimiento de fluido a esa escala. Si por el contrario, se le aplica al medio
un esfuerzo cortante 7, la altura de las barreras de potencial cambia segun las
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moléculas salten «hacia la derecha (U,, =U, —TK)) o «hacia la izquierda»
(U, =U,+7V,) . ¥, es el llamado volumen de activacion. La energia de acti-
vacion, U, , varia ademads con la presion en el fluido p. En general, la energia
de activacion aumenta con la presion de la forma U, = E, + pV;, donde V; es
una constante adicional con dimensiones de volumen. Las energias de activacion
para el movimiento molecular en direcciones opuestas, pueden escribirse asi

U =E,+pV, -1V,
U =E,+pV +1V,. (14.35)

Ambos volumenes de activacion, ¥ y ¥, tienen el mismo orden de magnitud
que el correspondiente a un volumen molecular o atémico, a*, donde a es el radio
molecular o atomico. La velocidad a la que se produce la deformacion macros-
copica a cizalla, es proporcional a la diferencia entre los flujos moleculares en
las direcciones opuestas:

Eq+pVi—thy Eo+phi+thy _Ey+ph
y'zdvxzconsz{e b e W }zC-e i -senh(%j- (14.36)

z

Esta ecuacion expresa de forma compacta la desviacion comun mas importante
en la Reologia de Fluidos a partir de las propiedades de un fluido newtoniano.
Los siguientes casos limite permiten considerar separadamente las propiedades
de la expresion (14.36):

: V. .
I. Si el esfuerzo es muy pequeno, ;—7? <1, el término senh (;l;j se puede

.. TV Ny fo .
sustituir por —2 , prescindiendo de los términos de orden superior. Para la

velocidad a la que se produce la deformacion a cizalla, se obtiene

Ey+pW
e N L (14.37)
dz KT

Esta expresion indica que el gradiente de velocidades es proporcional al esfuerzo
cortante. El coeficiente de proporcionalidad no es otro que la viscosidad dina-
mica del medio:
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Eo+ph
L (14.38)
Cr,

Bajo la condicién kT < E, , valida a temperatura ambiente, la viscosidad dismi-
nuye rapidamente y de forma exponencial con la temperatura. En este sentido,
es tipico observar una disminucion en la viscosidad de aproximadamente dos
ordenes de magnitud tras un aumento de temperatura de 30 °C. Asimismo, la vis-
cosidad depende de forma exponencial con la presion. El coeficiente a =V, / kT
que caracteriza la dependencia de la viscosidad con la presion, n o« ¢?, se
denomina indice de presion. A temperatura ambiente, el indice de presion tiene
un valor o ~10™ Pa™'.

1,4 1
TVO/kT

1,24

Fluido newtoniano

1,01

0,81

0,6 1

0,41

0,2-

0 T T r r .
0 2 4 6 8 10

¥ (rad/s)

Fig. 14.8 Esfuerzo cortante en funcion de la velocidad de la deformacion cortante (gradiente de
velocidades) segtn la expresion (14.36), y de la viscosidad definida como 7 /7 . La viscosidad
disminuye con la velocidad de deformacion.

II. En términos generales, la expresion (14.36) no es lineal. La velocidad de
deformacion aumenta con el esfuerzo cortante mas rapidamente de lo que lo haria
si el comportamiento fuese puramente lineal. Esto significa que la viscosidad es
menor a esfuerzos grandes o a gradientes de velocidad altos (fig. 14.8).

14.5 LUBRICACION DE CAPA LIMITE

Si el espesor de la capa de lubricante es equiparable a la rugosidad de la superficie,
el sistema entra en el régimen de la friccion mixta, en el que, en ciertas regiones,
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las superficies se encuentran, como antes, separadas por una capa de fluido,
mientras que en otras, las micro-rugosidades de las mismas entran en contacto
directo. En estas ultimas, las superficies pueden deformarse plasticamente y
entrar en estrecho contacto a escala atomica. Hardy (1919-1922) fue el primero
en constatar que, bajo estas condiciones, la lubricacidon con grasas protege mejor
las superficies que la lubricacion con aceites fluidos. Hardy mostré que basta
una capa de grasa de espesor monomolecular para disminuir drasticamente tanto
la friccion como el desgaste. Hardy también reconocié con acierto que la capa
limite se agarra a la superficie de metales. El rozamiento bajo condiciones en
las que la superficie se caracteriza por una capa muy fina y firmemente unida a
la superficie del metal, se denomina rozamiento de capa limite. Segun Hardy,
tanto el coeficiente de friccion como el desgaste disminuyen cuanto mayor es
el peso molecular de la grasa. Para aumentar la efectividad de la capa limite, es
importante que los 4cidos grasos formen con la superficie del metal un jabon
metdlico. El mecanismo de proteccion por lubricacion de capa limite es, segun
Bowden y Tabor, parecido al que se da en capas finas de metales (véase capitulo
10). En particular, las capas mantienen su efecto hasta alcanzar la temperatura
de fusion o reblandecimiento del jabon metalico formado en las superficies.

La diferencia mas importante entre una grasa y un aceite lubricantes, radica
en que los aceites lubricantes son liquidos, mientras que las grasas y los jabo-
nes metalicos son so6lidos con un esfuerzo de fluencia pequefio pero finito. Un
aceite puede, por tanto, extraerse completamente de los puntos de contacto por
compresion, mientras que una capa plastica no. Por consiguiente, al presionar
entre si dos placas circulares (de radio R) separadas por un lubricante solido
caracterizado por un esfuerzo de fluencia 7, siempre queda entre medias una
pelicula de espesor dado por?

h:ﬁﬂﬁ .
3 F

(14.39)

14.6 ELASTO-HIDRODINAMICA

En contactos lubricados sometidos a grandes esfuerzos, como en rodamientos,
ruedas dentadas y arboles de levas, las superficies de los materiales en contacto se
deforman de manera eléstica. La dindmica de lubricantes que tiene en cuenta las
deformaciones elasticas se denomina Elasto-hidrodinamica, y fue resuelta en lo
esencial por A. Ertel en 1945. En esta seccion se trataran los aspectos mas impor-
tantes de la lubricacion elasto-hidrodinamica dentro de la aproximacion de Ertel*.

3. Véase el problema 7 en este capitulo.

4. Se sigue la solucion de A. Ertel en la forma presentada en la siguiente publicacion: E. Popova, V.L.
Popov. ‘On the history of elastohydrodynamics: The dramatic destiny of Alexander Mohrenstein-
Ertel and his contribution to the theory and practice of lubrication’. ZAMM: J. Appl. Math.
Mech., 95(7), 652-663 (2015). 10.1002/zamm.201400050
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Se va a considerar un perfil elastico y cilindrico, z = x* /(2R), el cual se
desplaza horizontalmente con la velocidad v en el sentido del eje negativo de x.
La ecuacion (14.10) adquiere en este caso la forma siguiente:

P _ gy (14.40)
dr h(x)

h, es el espesor del lubricante en el punto donde la presion alcanza su valor
maximo: dp/dx =0. En contactos lubricados sometidos a grandes esfuerzos,
las presiones en la region de contacto pueden ser tan altas, que ha de tenerse
en cuenta entonces la dependencia de la viscosidad con la presion (expresion
(14.38)), la cual se escribe aqui en la forma

n=n,e"". (14.41)
La ecuacion de Reynolds (14.40) adquiere ahora la forma siguiente

por 8 _ g HOO= Ty

V——. 14.42
& o=, o ( )

En esta expresion se introduce la «presion efectivay,

m-l=¢”, (14.43)

a
de forma que la ecuacion (14.42) se pueda escribir de la forma
I1 h(x)—h
I _ g =M (14.44)
dx h(x)

la cual coincide formalmente con la ecuacion (14.40), salvo que en este caso
se sustituye la presion p por la «presion efectiva» IT . Sila presion en la region
de contacto es muy alta, la presion efectiva segtin la definicion (14.43) es cons-
tante en casi toda la region de contacto e igual a IT=1/¢ . De la expresion
(14.44) se deduce que, en esta zona de la region de contacto, el espesor de la
capa de lubricante es practicamente constante e igual a 4, . Por consiguiente,
la distribucion de presiones corresponde, en primera aproximacion, a la dada
por Hertz.
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El espesor de la capa A, se determina por los procesos que tienen lugar en
el borde de entrada al contacto, donde se puede considerar que las superficies
no se han deformado atin y vienen dadas por la solucion hertziana®:

P -

= h
g TE (14.45)

donde

et

es la magnitud adimensional del espacio intersticial, y & = |x| / a la coordenada x
normalizada y definida desde el centro del contacto hasta la mitad de su anchura,

(14.46)

PR

TE’

a=2 (14.47)

Aqui se ha introducido la magnitud P, que es igual a la fuerza normal dividida
por la longitud del contacto en la direccion trasversal, L: P = F / L. Enlaentrada
al contacto, la expresion (14.44) adquiere la siguiente forma

an_o 6w

de (80 +hy) (14.48)

Integrando en x desde —o a —a, da como resultado

1 ) 6n,van’E"
M(-a) =~ = 6n,v | (x) =R 5 (14.49)
a = (80 +h) P
en donde se ha incluido la siguiente notacion
T ) . gE
L= de j =Ry (14.50)
1

(&) +h)

Como se puede deducir de la fig. 14.9, esta funcion puede aproximarse muy
bien por la siguiente expresion

5. K.L. Johnson. Contact Mechanics. 6.* reimpresion de la 1.* edicion. Cambridge University
Press, Cambridge (2001).
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S ~0.0986- 4, 7 (14.51)
Sustituyendo en (14.49) y resolviendo la ecuacion para 4, resulta en
ho — 1’25 . a0,727 (nov)0,727 R0,364E*0,091p—0,091 . (1452)

El resultado de Ertel es muy cercano a la solucion numérica que Hamrock y
Dowson dieron a conocer posteriormente®:

hy =3,06-6"% (1,v)"C R*E" p 0t (14.53)

-2 -1 0 1
A
In(h)

Fig. 14.9 Comparacion de la funcion dada por la expresion (linea continua) con la
aproximacion dada por la expresion (14.51) (cruces).

A la salida del contacto, el gradiente de presiones es negativo, por lo que el
espesor de la capa comienza a disminuir segun la expresion (14.44), llegando
a ser menor que #,.

Para finalizar, se discute brevemente la distribucidn de presiones a la salida
del contacto. Segun Ertel, la capa de lubricante se puede considerar practica-
mente incompresible en la region de contacto de alta presion, y ligeramente
compresible fuera de la misma. Esto implica que la distribucion de presiones en
las proximidades de la salida del contacto puede expresarse como superposicion
de una distribucion de presiones hertziana y una singular dada por un indentador
cilindrico plano y rigido:

6. B.J. Hamrock, D. Dowson. Ball Bearing Lubrication. Wiley, New York (1981).
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p(x)=c¢ (1 -x*/a” )1/2 +c, (1 -x*/a” )71/2 (14.54)

con a' <a . Esta distribucion se ilustra en la fig. 14.10.

1,51

1,0

p (u.a.)

0,51

-04 -02 0 02 04 06 08 1 1,2

x/a

Fig. 14.10 Representacion grafica de la distribucion de presiones a la salida de un contacto
lubricado elasto-hidrodindmicamente.

14.7 LUBRICANTES SOLIDOS

Existen determinadas condiciones bajo las que no se puede disminuir el
rozamiento y el desgaste con lubricantes liquidos. Tal es el caso de muchas
aplicaciones en la Astronautica, donde los sistemas triboldgicos han de operar
en vacio o a altas temperaturas de manera efectiva. En estos casos, se pueden
emplear lubricantes solidos.

Los precursores de los actuales lubricantes s6lidos, como el plomo, el grafito
y la molibdenita ( MoS, ), se conocen desde tiempo inmemorial. Todas estas
sustancias tienen color similar, del azul grisaceo al negro, y se aplican y extien-
den facilmente. Hasta el siglo xvi, practicamente no se distinguian las unas de
las otras. El plomo se solia confundir con el grafito y la molibdenita. Incluso el
término «molibdenita» proviene del griego MoAvpdog, que significa plomo. En
Inglaterra se denominaba al grafito «plumbagoy, término que, de nuevo, hace
referencia al plomo.

Tras el desarrollo de métodos de produccion de sustancias de alta pureza, se
extendid aun mas el uso del grafito y la molibdenita como lubricantes solidos, y
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a partir de finales del siglo x1x, especialmente a finales de la década de los afios
treinta del siglo XX, se empezaron a emplear con éxito en forma de suspensiones.

Las propiedades mas importantes de un lubricante son su alta adherencia
a las superficies a lubricar y su alta deformabilidad. Esta tltima esta determi-
nada por varios factores, aparte de su estructura laminar, como la del grafito y
la molibdenita. Asi, el grafito solo exhibe su buena lubricidad en presencia de
trazas de agua u oxigeno, mientras que pierde esta propiedad en vacio. Por el
contrario, la lubricidad de la molibdenita mejora en condiciones «de sequedady.

En general, las sustancias que hoy en dia se utilizan como lubricantes soli-
dos en la industria, tienen una estructura laminar parecida a la del grafito y la
molibdenita. El mecanismo de lubricacion en lubricantes sélidos es parecido al
de la lubricacion de capa limite.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Calcular la fuerza de rozamiento entre una superficie ondulada
con un perfil periodico de la forma acoskx , y una superficie plana, las cuales
estan separadas por una capa de fluido. Se supone que en la capa lubricante no
tiene lugar cavitacion.

Resolucion: Sea h = h(x) la distancia entre las dos superficies, donde se supone
ademas que la derivada 4’ es muy pequeiia. El espacio intersticial entre los dos
cuerpos esta lleno de lubricante, caracterizado por una viscosidad 7 . El perfil
de velocidades de un flujo en un espacio estrecho entre superficies paralelas
tiene la siguiente forma (14.7):
N it ) B S

2n h

con el gradiente de presiones dado por la expresion (14.10)

dp 1 C
w=-om(55735)

Integrando sobre una oscilacion A, resulta en

PN = p(0) =6y, | [h(%)z—%]dwo

Esta integral se iguala a cero dado que, en un sistema caracterizado por la perio-
dicidad A, se puede esperar que la distribucion de presiones sea también una
funcidn periodica caracterizada por la misma magnitud. De ahi, se obtiene para
la constante C
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T dx
o nhe’

N .

J‘ dx

2 h(x)’
El esfuerzo cortante en el plano de fluido adyacente a la superficie inferior es
igual a

oz|._, 2 h h h

Para el esfuerzo tangencial a lo largo de una oscilacion, el cual se percibe como
esfuerzo macroscopico de friccion 7, se tiene que

Tkzljfdxzmj'(i_ 3C2jdx
A A S h(x) h(x)

0 0

0, tras sustituir C por su expresion

v [ 4 de (% de Y (F dx Y
tp=— 43 [— | | [ |
A 5 h(x) o h(x) o h(x)
Cuando el espacio intersticial es de anchura constante, esta ecuacion adquiere

de nuevo la forma elemental 7, =nv, /. A continuacion, se va a suponer que
la superficie ondulante viene dada por la ecuacién

h(x) = hy+a(1-cos(kx))

de forma que la separacion minima es /,, la amplitud de la ondulacion es a, y
el nimero de onda es k =27/ A . En este caso, se llega a que

v, 1 h +2hya+3a’

by J1+2alh, W +2ha+iat

En el caso limite de 4, < a, se cumple la siguiente aproximacion

7o~ 2L
ah,
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Problema 2: Calcular la fuerza entre un plano y una esfera que se acerca a dicho
plano. La distancia entre la esfera y el plano ha de ser mucho mas pequefia que
el radio R de la esfera.

Resolucion: En este caso se trata de un flujo de fluido expulsado bajo la accion
de un gradiente de presion. Para dicho gradiente, es valida la ecuacion (14.25)

_ 6nrh

==

En este caso, el perfil de distancias de separacion se calcula mediante la siguiente
expresion

'

h=hy+r° /2R .

Integrando el gradiente de presiones con respecto a la coordenada », da como
resultado

= —006 ;}L: _377—Rh
P Per !n (b +r* /2R P (hy+7* /2R)

(La integral converge en el limite superior, de ahi que se sustituya por ). La
fuerza que acttia sobre la esfera es, por tanto, igual a

B 6 R*h
—

F, = I2m’(p(r) — P, )dr=
0 0

Problema 3: Un perfil cilindrico de la forma z = x/(2R) situado a una dis-

tancia 4 de un plano rigido, se desplaza a lo largo del mismo a la velocidad

v, en el sentido del eje x negativo. Determinar la distribucion de presiones en el

espacio intersticial lleno de lubricante, las fuerzas normal y tangencial, asi como

el coeficiente de friccion, teniendo en cuenta que existe cavitacion.

« Y R
VA

h,, X

min

>

-

Fig. 14.11 Lubricacion hidrodindmica entre un cuerpo de perfil cilindrico y un plano rigido.
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Resolucion’: En este caso, la ecuacion (14.10) adopta la siguiente forma:

d_p 6 vh(x)_ho

& Ty

donde /£, es el espesor de la capa de lubricante en el punto donde la presion
alcanza su valor maximo dp /dx = 0. La anchura del espacio intersticial en cada
punto viene dada por

2
h:hmin +x_
2R -

Ambas ecuaciones pueden expresarse en funcion de las siguientes variables
adimensionales

~ h2
f=x/\2Rh, h=h/h, p=p —mn

TN

dando lugar a las siguientes expresiones:

& _h=h,
dx no,
h=1+%

Integrando la primera ecuacion, resulta en

. T . X 3~ 7 . X 2 X -
p=—_+tarctan X+ ————h | —+arctan X + ——+— = |+ Do
2 I+x° 4 |2 1+Xx 3(1+};2) ’

donde p, es lapresion externa adimensional cuando x — —o0, la cual se supone
igual a cero en lo sucesivo. La distribucidon de presiones para distintos valores
de h, se muestra graficamente en la fig. 14.12.

7. También en este caso, se va a seguir la solucion de A. Ertel tal y como viene formulada en
la siguiente publicacion: E. Popova, V.L. Popov. ‘On the history of elastohydrodynamics:
The dramatic destiny of Alexander Mohrenstein-Ertel and his contribution to the theory and
practice of lubrication’, ZAMM: J. Appl. Math. Mech., 95(7), 652-663 (2015). 10.1002/
zamm.201400050
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0,4-

0,2+

50
20,21

-0,4-

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fig. 14.12 Representacion en coordenadas normalizadas de la distribucion de presiones en
un intersticio lleno de lubricante.

A continuacion, se va a suponer que el fluido no puede soportar presiones nega-
tivas®, 1o cual implica que las curvas de la fig. 14.12 son validas en la region de
presion positiva hasta que la presion alcanza el valor cero (mas alla la presion
continua siendo cero). Sin embargo, dicha condicién no determina, por si solay
de manera univoca, la constante de integracion. Para ello se requiere ademas que
el gradiente de presiones desaparezca en el punto de cavitacion, lo cual garantiza
la estabilidad de la linea de separacion. En la fig. 14.12 se puede observar que la
curva con ﬁo =1,226 eslatnica que cumple dicha condicion. La fuerza normal
por unidad de longitud del cilindro, f, , se obtiene integrando la distribucion
de presiones hasta el punto de cavitacion y es igual a f v =0,408 . En términos
de variables dimensionales, se tiene que

£ :2,447ZLR_

min

Integrando el esfuerzo tangencial se obtiene la fuerza tangencial por unidad de

longitud, ¢,
/ R
=5149nv, |— -
! r] hmin

Y para el coeficiente de friccion, se obtiene la siguiente expresion

8. Cuando la presion es menor que la presion de vapor o presion de saturacion, los fluidos se
vuelven termodindmicamente inestables y comienzan a «ebullir» (cavitar). Dado que la presion
de vapor de los aceites lubricantes es muy baja, se puede asumir que esta es practicamente cero.
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) /hm_inz3 /ﬂ
R I

la cual coincide, salvo en una constante, con la ecuacion (14.21), y ala vez ilustra
lo robusta que es dicha expresion.

Problema 4: Determinar, en un cojinete de deslizamiento en forma de escalon
(cojinete de escaldon de Rayleigh, fig. 14.13), la distribucion de presiones en
el espacio intersticial lleno de lubricante, las fuerzas normal y tangencial, y el
coeficiente de friccion. Se asume que la presion externa es despreciable.

pmax

- - 1\

1 h
h \ )
X

—>» V

Fig. 14.13 Cojinete de Rayleigh. Un perfil en forma de escalon se desplaza con respecto a un
soporte plano a la velocidad v. La figura muestra los parametros geométricos del problema, asi
como la distribucién de presiones.

Resolucion: En este caso, el espesor de la capa de lubricante es constante en las
regiones definidas por x € [0, aL] y [aL,L] , por lo que en ellas, la ecuacion
(14.11) adquiere la forma sencilla d*p/dx* = 0. Por consiguiente, la presion en
sendas regiones es una funcion continua de la coordenada x: p(x)=Cx+C,
, donde los coeficientes a izquierda y derecha del escalon, C, y C,, son cero.
Dado que la presion en los bordes exteriores del espacio intersticial es cero, es
evidente que la presion ha de aumentar primero de forma lineal desde el borde
anterior del cojinete, alcanzar un maximo en la posicion del escalon, y disminuir

linealmente hasta llegar a cero en el borde posterior, tal y como muestra la fig.
14.13:

p max

p(x)z alL
— (x—L), x>al

- X, x<alL
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Para calcular el valor de p, . , se ha de definir la ecuacién de continuidad: El
caudal ¢, dado por la expresion (14.19) (con la velocidad cambiada de signo),

3
= _ d_p vh , ha de ser igual a la derecha e izquierda del escalon:
12n dx 2
A dpl v W Vhy
1277 dx x=al— 2 1217 dx x=al+ 2

Introduciendo las siguientes expresiones para el gradiente de presion a derecha
e izquierda del escalon

dp
dx

_Pu P
al ’ dx

pmax
L—al

x=al— x=al+

y lanotacion m = h, / h,—1, se obtiene, resolviendo la ecuacion para P,

_6w7L' a(l—a)m
- hy a+(1—a)(1+m)3 '

La fuerza normal F), se determina integrando la presion

b

L 3w L2 a(l-a)m Poac L
F, = x)dx = . ==
o=y pe == ar(l-a)(lem) 2

y la fuerza tangencial £, , integrando el esfuerzo viscoso

F = j tdx = .[(hdp jd:zpmaxh°m+nVL-( 4 +1—aj.
2 By \1tm

Para el coeficiente de friccion K se obtiene la siguiente expresion

1+m)’
[uzF;‘ :h_o m.}.L(L.{.l_aj L_Fﬂ .
F, L 3m\1+m l-a a

Este alcanza su minimo valor, u=4#,/L ,cuando m=1y a=0,8.

Problema 5: Cojinete de Mohrenstein. Determinar el coeficiente de friccion en
un cojinete con una superficie de deslizamiento elastica, donde la distribucion de
presiones en la abertura lubricada viene dada de antemano mediante pretensado,
como se muestra esquematicamente en la fig. 14.14.
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Resolucion: Se va a considerar un perfil elastico, el cual se desplaza a la largo
de un plano rigido en el sentido del eje x positivo con una velocidad v. Para este
problema elasto-hidrodindmico, es valida la ecuacion (14.40):

b, M=,
dx h(x)

pmax

v v

h, X

$ —>» vV *

Fig. 14.14 Esquema del cojinete de Mohrenstein. La grafica reproduce la mostrada en la fig. 6
de la patente’.

Si la presion generada por el pretensado puede expresarse como una distribucion
equivalente de muelles, y ademas se puede asumir que pequefios cambios en el
espacio lubricado no alteran los esfuerzos elasticos y, por consiguiente, la dis-
tribucion de presiones en la region de contacto, esta ultima puede considerarse
como una funcién conocida de las coordenadas en la igualdad de Reynolds. En
este caso, el espacio intersticial es la incognita a determinar en la ecuacion de
Reynolds. Si durante el proceso de fabricacion del cojinete, se genera una dis-
tribucion de presion tal que aumenta linealmente desde un extremo de la capa
al punto medio y, a partir del mismo disminuye también de manera lineal (véase
la fig. 14.14), el gradiente de presion a la izquierda y derecha del punto medio
es constante e igual a Vp . Esto genera, a la izquierda y a la derecha del punto
medio, un espesor de capa lubricante constante e igual a 4, y h,, respectivamente.
Dichos espesores vienen determinados por las ecuaciones

hl — ho 2 ho

h13

~Vp =6nv2—0
y -Vp=6nv=

Vp =6nv — -
2

9. A. von Mohrenstein, US patent 2,738,241. Hydrodynamic bearing. Patente solicitada el 16 de
julio de 1952 y concedida el 13 de marzo de 1956.
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De la primera expresion se puede derivar que el gradiente de presion alcanza

el valor maximo Vp__ = g% cuando A, = %ho. Sustituyendo el gradiente

maximo de presion en la segﬁnda igualdad y resolviendo para A, se obtiene
h, =0,894h, = 0,596h, , es decir que el espesor de la capa de lubricante en la
region de flujo saliente (borde de salida del contacto) es aproximadamente igual
a la mitad del espesor de la capa en la region de flujo entrante (borde de entrada
al contacto). A diferencia del cojinete de escalén de Rayleigh, el de Mohrenstein
es simétrico, ya que funciona de la misma manera independientemente de la
direccion del movimiento. Los espesores de capa se establecen de manera auto-
matica, en funcidn de la direccidon de desplazamiento. El coeficiente de friccion
en el cojinete de Mohrestein coincide con el del cojinete de Rayleigh (véase el
problema 4) cuando a=0,5y m=0,678,y esigual a 4, =5,17h,/ L, donde
L es la longitud total del cojinete.

Problema 6: Un ¢je de transmision, o cigiienal, de radio » gira en un cojinete
cilindrico a velocidad angular constante e igual a @ (fig. 14.15). El cilindro
externo, de radio R =r+a, permanece inmoévil. La longitud del cojinete es
igual a L y el espacio intersticial esta relleno de un fluido de viscosidad 77. En
general, el eje de transmision se mantiene excéntrico con respecto al cojinete,
debido a que este soporta carga. Suponiendo que a < r y que no hay cavitacion,
determinar el par de friccion, la fuerza que actua sobre el eje de transmision y
el coeficiente de friccion.

Fig. 14.15 Cojinete hidrodinamico: (a) sin carga, (b) con carga.

Resolucion: Suponiendo que a < r, el flujo entre el cojinete y el eje de transmi-
sion puede considerarse laminar. En este caso, la velocidad tiene una componente
tangencial v, y la presion p depende tan solo del angulo. Para el perfil del flujo,
es valida la ecuacion (14.8), que en este caso tiene la siguiente forma
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_dp 2E-ne) .
" rdp 2y h()

" (h(p)-Z)

donde
h(p)=a+ecoso .

La distribucion de presiones viene dada por

p(@)p(0) = +6noor j(h((p) Tirjd‘p
donde
o
1ty
o
! (o)

(véanse las expresiones completamente analogas del problema 1). La distribucion

p(@) esuna funcion impar del angulo ¢ , por lo que la componente horizontal
2

delafuerza F = er p(p)cospde esnula. La componente vertical de la fuerza

0
se calcula mediante la expresion'®

3
F = Lrjp(qo)sen¢d<p——Lr 677(0_[(1 cos (p)( ¢ j :( 12relrnem

h(p ) h(<P)3 2a° +ez)\/a2 —-é '

También puede obtenerse el esfuerzo tangencial de manera analoga a la descrita
en el problema 1, mediante la expresion

( 4 3C j
T=-Nor| ——— = 1.
h(p)  h(p)

Para el par de fuerza se obtiene la siguiente expresion

2z Z(oy 3C 47ma)r3L(a2 +2e )
M =L’ | t(p)dp = —Lnor’ (— ——— do=- .
'([ '([ h(p)  h(p)* Va' -é (Za2 + ez)

Y para el cociente u = |M | /rF_, que en este caso determina el coeficiente de
friccion, se obtiene lo siguiente

10. En realidad, el esfuerzo viscoso también contribuye a la fuerza vertical. No obstante, se puede
demostrar que, bajo los supuestos planteados, dicha contribucion es pequefia y, por tanto,
despreciable.
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(a2 +26? )
H=—7——-".
3er
A cargas altas, o cuando e — a, el coeficiente de friccion alcanza el valor limite

u:—.
r

Problema 7: a) Determinar la distribucion de velocidades y la distribucion
de presiones en un flujo de expulsioén de fluido entre dos placas circulares. El
fluido es viscoso y tiene un comportamiento no lineal. Se asume que se cumple
la siguiente condicion reologica

donde y esla deformacion a cizalla o a cortadura, ¥, es la velocidad de cortadura
caracteristica, 7 es un nimero entero impary 7, es el esfuerzo caracteristico (en
el caso limite dado por n — o, este se identifica con el esfuerzo de fluencia).

b) Determinar el espesor residual de la capa lubricante en el caso de un flujo
plastico ideal (n — ).

Resolucion: (a) Como origen de coordenadas se elige el punto medio de la capa,
y el eje z perpendicular a la misma (fig. 14.16). La presion no depende de z.

Z A

h/2

-h/2

(rad/s)

Fig. 14.16 Sistema de coordenadas relevantes en el calculo del flujo de expulsion de un fluido
entre dos placas circulares

Debido a la simetria axial del problema, solo se ha de tener en cuenta la com-
ponente r de la ecuacion de equilibrio:

_op Ot _
or 0Oz

Integrando una vez sobre z resulta en

0.
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1=C+p'z,

y sustituyendo en la condicion reoldgica, se obtiene el siguiente perfil de flujo

o (Cc+pzY
7:70£iJ.
Ty

La constante C, debe ser cero dado que, por la simetria del problema, se cum-
ple la condicién y(z =0) =0 ; en este caso, la ecuacion se puede escribir de la

forma siguiente
o . (pz)
>_, (P_J
0z 7,

Integrando, se obtiene la siguiente expresion

V= }/0 & Zn+1+C2,
n+1{ z,

Bajo la condicion de no deslizamiento en la proximidad de la superficie solida,
v(h / 2) = v(—h / 2) =0, se obtiene finalmente el siguiente perfil de flujo en el

espacio intersticial:
. O n+l
st [P (ﬁj ||
n+l1{ 7, 2

El caudal a través de una camisa cilindrica de radio r se calcula mediante la
expresion

h/2 y o n hn+2
Q=2rr I v(z)dz = 2mr—>— P —-
i n+2\ 7, ) 2"

De la condicion de continuidad se tiene que:

. ] )
—mrh=2mr Lo | 2P h -,
n+2\ t, ) 2"

de forma que, a partir de esta expresion, se puede calcular el gradiente de presion:

1/n
P =21, —szir
or voh"
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Integrando y aplicando la condicion de frontera dada por p(R) = p, , se obtiene
la distribucion de presiones en la capa:

1/n
. n+2 1 l+1 l+I
— :2T _h— — | R —pn
S G|

La fuerza normal que acttia sobre la placa es igual a

3+l 1/n
2tyn wR ”( -n+2J

—| —h

R
F=[2nr(p-p,)dr=
! mr(p=po)dr=——= y= -

Para n=1 (fluido viscoso con comportamiento lineal) se obtiene la ecuacion
(14.27).

(b) En el caso limite dado por n — o, las ecuaciones de la distribucion de
presiones y de la fuerza se simplifican, lo cual resulta en

R-r

pP—Dp, =21,

21, R’
3 h

En este caso se llega a un comportamiento idealmente plastico caracterizado por
el esfuerzo de fluencia 7, . De la tiltima ecuacion se puede calcular el espesor de
la pelicula residual de Iubricante que no se ha podido extraer y que, por tanto,
permanece en el espacio intersticial:

po 2k
3 F







15. PROPIEDADES VISCOELASTICAS
DE LOS ELASTOMEROS

15.1 INTRODUCCION

La goma, junto con otros elastomeros, juega un papel importante en muchas
aplicaciones triboldgicas, y se emplea siempre que se requiere alcanzar fric-
ciones altas, tanto estaticas como dinamicas, y deformabilidades considerables.
En particular, se suele emplear como material de neumaticos, rodillos de trans-
ferencia como los que se utilizan en las impresoras, calzado deportivo, juntas
de estanqueidad, cintas elasticas, asi como en aparatos electronicos (como los
contactos en teclados) y dispositivos de frenado.

Las dos propiedades mas importantes de los elastdmeros son las siguientes:
(1) El médulo de elasticidad es extremadamente pequeiio (entre 1 y 10 MPa
aproximadamente, es decir, 4 a 5 6rdenes de magnitud mas pequefio que el de
los «cuerpos sélidos normales») y (2) la deformabilidad es extremadamente alta.
En este aspecto, los elastomeros pueden estirarse hasta alcanzar varias veces su
longitud original.

La razén por la que los elastomeros poseen tales propiedades radica en su
estructura. Desde el punto de vista molecular, los elastdmeros estan constituidos
por polimeros, cadenas moleculares que interaccionan entre si de manera rela-
tivamente débil. En condiciones de equilibrio termodinamico, estas moléculas
se encuentran preferentemente enmarafiadas de manera aleatoria y sin ningun
orden aparente. Cuando al elastdmero se le aplica un esfuerzo mecanico, las
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moléculas comienzan a desenredarse (fig. 15.1), y cuando el esfuerzo cesa,
las moléculas recuperan el estado de enmarafiamiento original. A diferencia
de los solidos «normalesy, en los que el estado de equilibrio esta determinado
predominantemente por un minimo en la energia potencial, en los elastomeros
la magnitud determinante es la entropia, la cual alcanza su valor méximo en el
estado de equilibrio. Se habla por tanto de elasticidad entropica’.

Para evitar que las cadenas se separen completamente cuando se las somete
a traccion, las moléculas se suelen unir entre si mediante enlaces de disulfuro
a través de un proceso quimico conocido como vulcanizacion®. Segun se afiada
mas o menos azufre, la vulcanizacion produce una goma mas o menos dura. Para
optimizar la elasticidad, la resistencia al desgaste y la capacidad de agarre de los
neumaticos, el caucho, el elastomero en este caso, se suele mezclar con hollin
(también llamado negro de humo o negro de carbon). El material compuesto que
resulta, se denomina «caucho reforzadoy.

elongacion/
alargamiento
—_—

-
relajacion

Fig. 15.1 Representacion esquematica del cambio en la estructura de un elastomero bajo
traccion.

Con respecto a las propiedades tribologicas, se parte del hecho de que el com-
portamiento de los elastobmeros en el contacto y durante el rozamiento viene
determinado preferentemente por sus propiedades reoldgicas. En otras pala-
bras, las propiedades tribologicas de los elastdmeros no estan determinadas por
las propiedades superficiales, sino por las propiedades volumétricas. Esta es la
razon por la que en este capitulo se van a tratar, en primer lugar y con detalle,
las propiedades reoldgicas de la goma, asi como sus métodos de caracterizacion.
De ambos se hara uso en el capitulo siguiente, cuando se discuta la friccion
en elastomeros. Este capitulo y el siguiente, se centraran en el estudio de los
elastomeros con un comportamiento viscoelastico /ineal. El tratamiento de las
no-linealidades queda fuera del ambito de este libro.

1. En este sentido, se puede identificar la elasticidad de la goma con la «elasticidad» de los gases
ideales, en los que las interacciones moleculares son despreciables y por tanto, la elasticidad
es de origen puramente entropico.

2. La vulcanizacion fue desarrollada en 1839 por Charles Goodyear.



15.2 Relajacion de la tension en elastomeros 287

15.2 RELAJACION DE LA TENSION EN ELASTOMEROS

Considérese un bloque de goma al cual se le aplica un esfuerzo cortante o tension
de cizalla (fig. 15.2). En el momento en que el cuerpo se deforma un angulo &, 3,
la tension o esfuerzo aumenta rapidamente hasta alcanzar un valor maximo o (0),
y después decrece lentamente hasta llegar a un valor, o(o0), que puede llegar a
ser 3 a4 ordenes de magnitud menor que o (0) (fig. 15.3). El origen fisico de este
comportamiento es evidente; en un primer momento, las cadenas de polimero no
tienen tiempo de desenredarse y, en consecuencia, la goma reacciona como un
«cuerpo solido normal». El correspondiente modulo de cizalla, G(0) =o(0)/¢,,
tiene el mismo orden de magnitud que el del vidrio y se le suele llamar mddulo
vitreo o instantdneo. Por el contrario, el cociente G(0) = () /¢, describe el
comportamiento del material tras un periodo de tiempo suficientemente largo, y
se denomina maodulo de cizalla estatico. A medida que el tiempo transcurre, las
moléculas tienden a separarse las unas de las otras, lo que disminuye la tension
interna. El cociente

G =W (15.1)

&y

describe el modulo de cizalla dependiente del tiempo. Es facil ver que esta funcion
describe completamente las propiedades mecéanicas de todo material, siempre y
cuando este se comporte de forma /ineal.

Se va a suponer que el bloque se deforma segtin una funcion dada, ().
Una funcion cualquiera ¢(¢) puede describirse siempre como suma de una
serie de funciones escalon definidas de manera secuencial, tal y como muestra
esquematicamente la fig. 15.4. La amplitud de una de estas «funciones escalén
elementales» viene dada en el tiempo ¢’ porlaexpresion de(¢') = £(¢")dt’. Lacon-
tribucion al esfuerzo de dicha funcion elemental es igual a do = G(z —¢")&(¢")d¢’,
y el esfuerzo total en funcion del tiempo se puede calcular mediante la siguiente
expresion

o(t)= j' G —t)e(t)dr' - (15.2)

3. Conviene sefalar que el angulo de cizalla ¢ es el doble de la componente de cizalla del tensor
de deformaciones.
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—
/ o/
/I e/
/ /

Fig. 15.2 Deformacion a cortadura o a cizalladura de un bloque de goma.

o |

&

t t
a b

Fig. 15.3 Si un bloque de goma se deforma subitamente la magnitud &, en el tiempo ¢ =0,
el esfuerzo aumenta primero hasta alcanzar un valor elevado y después disminuye con
el tiempo (es decir, se relaja) hasta alcanzar un valor menor.

c A &(t)

pd|
/1
i »
t
Fig. 15.4 Representacion de una funcion del tiempo como superposicion de una serie
de funciones escalon sucesivas.

La ecuacion (15.2) muestra que el moédulo de cizalla dependiente del tiempo
puede entenderse, desde el punto de vista matematico, como una funcién res-
puesta a un impulso, la cual contribuye al calculo del esfuerzo en el tiempo ¢ al
igual que lo hacen todas las deformaciones que han tenido lugar en un tiempo
anterior. Es por ello por lo que a veces a la funcion G(¢) se la denomina funcion
memoria.
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15.3 EL MODULO DE CIZALLA COMPLEJO COMO FUNCION DE LA FRECUENCIA
Si la deformacion &(#) cambia con el tiempo segun una funcion armonica del tipo
e(t) =€ cos(wt), (15.3)

el esfuerzo, tras un cierto retardo, cambia también de manera periddica y con la
misma frecuencia o . Larelacion entre el cambio en la deformacion y el cambio
en el esfuerzo puede definirse de manera sencilla, si la funcion real cos(w?) se
expresa como suma de dos funciones exponenciales complejas:

1. A
cos(wt) = 5 (e"‘" +e ) . (15.4)

Gracias al principio de superposicion, se pueden calcular en primer lugar los
esfuerzos derivados de las siguientes oscilaciones complejas

e(t)=E€" y e(t)=E€e™", (15.5)

y finalmente sumar dichos esfuerzos. Sustituyendo £(7) = ¢ en la expresion,
se obtiene la siguiente expresion para el esfuerzo total

o(t) = [ G(t-thiwEe™ dt' . (15.6)

Haciendo la sustitucion de la variable £ =¢—1¢', la integral anterior se puede
expresar de la siguiente forma

o(t) = [ Gt —t)iwée™ df' = iwée™ [ G(&)e ™™ dé (15.7)
—0 0

o(t) = G(w)ée™ =G(w)s(t) . (15.8)

Para un estimulo de tipo arménico expresado en forma de exponen-
cial compleja, €', el esfuerzo es proporcional a la deformacion. El
coeficiente de proporcionalidad

G(o) = ia)T G(&)e ™ dE (15.9)

es, en términos generales, una magnitud compleja y se denomina
modulo de cizalla complejo o dinamico. La parte real de dicha mag-

nitud G'(w) =Re é(a)) se llama modulo de almacenamiento, y la
parte imaginaria, G"() = Im G(@) se denomina médulo de pérdida.
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La amplitud de las oscilaciones viene dada por el modulo o magnitud del esfuerzo
o de la deformacion complejos, segun la siguiente expresion:

o) = |é(a))5e""” - ‘é(w)“é’ e (15.10)
Dado que |eiw| =1 se obtiene que:
o] = |Gl l8] (15.11)

Por consiguiente, las amplitudes de oscilacion del esfuerzo y de la deformacion
estan relacionadas entre si mediante la magnitud del modulo complejo de cizalla.

Para aclarar en mayor medida el concepto de médulo complejo, se consideran
dos casos sencillos:

(a) En un cuerpo linealmente elastico, la deformacion de cizalla viene dada por
la ley de Hooke: o = Ge . El modulo complejo tiene en este caso solo parte real
y es igual a G.

(b) En un fluido linealmente viscoso (fig. 15.5), el esfuerzo cortante es:

dv
=n—. 15.12
o=n_ ( )

iot

Para un movimiento periodico del tipo #(/,7) = u,e"” se tiene, por tanto, que:

R dv {)(f) Uy A
oc)=n—| =n——L=nio—e" =ions(t) . 15.13
(t) e I A R ne(r) (15.13)
El mddulo complejo,
G(w)=ion, (15.14)

tiene en este caso solo una componente imaginaria: ReG =0, ImG = w7 .

z

|

7
=l
~
~
—
=

0

Fig. 15.5 Flujo constante de cizalla en un fluido linealmente viscoso.
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15.4 PROPIEDADES DEL MODULO COMPLEJO

De la definicion (15.9) se tiene que
G(-0)=G (0). (15.15)

En este caso, * denota la magnitud compleja conjugada. Esto implica que para
la parte real e imaginaria del médulo se cumple lo siguiente:
G'(-0) =G'(0),

() = —G'(@) (15.16)

Las partes real e imaginaria del modulo complejo no son independientes entre
si, sino que cumplen las llamadas relaciones de Kramers-Kronig:

, 20° 71 G'(z
G'(@)=Gy+— [~ "G g,
maz(o’-2) (15.17)
y 207 G'(z
G"(w)=—-"= 2()2dz.
T Oa) -z

Las integrales en estas ecuaciones han de entenderse como valores principales de
Cauchy (es decir, el procedimiento consiste en acercarse a las discontinuidades
asintoticas de manera simétrica para que las singularidades se cancelen).

Si el modulo complejo es conocido en todo el intervalo de frecuencias, se
puede calcular el médulo en funcién del tiempo. Multiplicando la expresion

1.
(15.9) por 5 e eintegrando en @ desde —0 a oo, se obtiene

io2r
1 T 1l - iot _ 1 N I io(t-£)
27 | 0@ do = [G(E) " Ddode. (15.18)

La funcion escalon mostrada en la fig. 15.3 a se corresponde con la expresion
£(t)=¢€,0(t), donde 6(¢) es la funcion § de Dirac. Empleando la identidad

0

je"“”dcozzna(z), (15.19)

—o0

se puede simplificar el lado derecho de la ecuacion, con lo que solo queda el
modulo de cizalla dependiente del tiempo. Teniendo en cuenta la expresion
(15.1), se obtiene la siguiente relacion
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o0 _ 1] G(@) oy,
g 2m7 iw
i (15.20)
= 21 I (G'(w)senwt +G"(w) cos ot ) dw

G(t) =

15.5 DISIPACION DE LA ENERGIA EN UN MATERIAL VISCOELASTICO

Segun la definicion del modulo complejo de cizalla un material que experimenta
una deformacion definida por la funcion &, =g, , genera un esfuerzo del tipo
o, = gOG(a))e‘”” Paraunadeformaciondeltipo €, = &,e et solohayquecamblarel
signo de la frecuencia para obtener el esfuerzo: o, = SOG( w)e " = g,G (w)e "
Si la deformacion total se puede expresar como suma de las deformacwnes
anteriores,

£=¢, coswt=%°(e””+e”""’), (15.21)

y gracias a la linealidad del sistema, el esfuerzo puede calcularse también como
suma de los esfuerzos o, y 0,:

o= %50 (G(a))ei‘“’ +G(w) e™ ) =¢,(G'(w)coswt —G"(w)senwt). (15.22)

A partir de estas expresiones, se puede calcular la potencia del esfuerzo por
unidad de volumen, P :

=(0(E(D) = $0g,G" (), (15.23)

La disipacion de energia esta directamente relacionada con la parte imaginaria
del moédulo complejo. Por ello, la parte imaginaria del modulo elastico se deno-
mina modulo de pérdida.

Para el esfuerzo dado, y teniendo en cuenta la propiedad dada por la expre-

sion (15.11), se puede escribir o, = ‘G(a))‘ &, , con lo que la ecuacion (15.23)
adquiere la forma siguiente

, ImG(w) |

- 1
P:la)o'“i———a)O'2 Im| — . 15.24
2 0 N 2 2 0 [G(a))] ( )
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15.6 LA MEDIDA EXPERIMENTAL DEL MODULO COMPLEJO

Si un material linealmente viscoelastico se deforma de manera periddica con la
frecuencia @ y segun la funcion (15.21), y a la vez se mide el esfuerzo (15.22)
como respuesta transitoria en funcion del tiempo, entonces se puede determinar
el modulo complejo mediante el calculo de los siguientes valores medios:

E=(c(e(0) yP=(c(0(). (15.25)

La potencia media P se calculo anteriormente y se relaciond con el modulo de
pérdida. El valor medio £ esta asociado al modulo de almacenamiento por la
siguiente ecuacion:

- 1
E:EG'sg. (15.26)

La parte real del modulo G se calcula, por tanto, de la siguiente manera

- _2E

ReG=G'=", (15.27)
&
mientras que la parte imaginaria se obtiene de la expresion (15.23):
imG =g = 2P . (15.28)
ors
1000 Ge
(¢}
500

-1 -0.5 /| 0,5 1

2¢,G’ ' // / e,

2500

-1000

Fig. 15.6 Curvas esfuerzo-deformacion, o tension-deformacion, de un material viscoelastico.
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Las ecuaciones (15.21) y (15.22) definen de forma paramétrica las curvas que
describen el comportamiento dindmico tension-deformacion, las cuales tienen
forma eliptica y por tanto exhiben histéresis. El valor promedio de la pendiente de
las curvas esigual a G' . Para ¢ =0 se obtiene o = +g,G", lo que significa que
la parte imaginaria puede obtenerse de la anchura de la histéresis en las curvas.

15.7 MODELOS REOLOGICOS

Cuando la deformacion es isotropica, se puede trabajar con parametros de rigidez
en vez de con modulos. En este caso, los dos elementos basicos son un muelle
o resorte linealmente elastico y un amortiguador en forma de émbolo. A partir
de estos elementos se pueden generar combinaciones de diversa complejidad,
que pueden reproducir practicamente cualquier comportamiento viscoelastico.

En primer lugar, se van a considerar los elementos basicos que se han de
estimular periddicamente. Para un muelle /inealmente eldstico sin disipacion
(fig. 15.7 a), se cumple la ley de Hooke:

F=cx. (15.29)

El coeficiente de proporcionalidad ¢ se denomina constante (eldstica) de muelle
o rigidez de muelle.

Se va a considerar a continuacion un émbolo de comportamiento linealmente
viscoso (fig. 15.7 b):

F = dx. (15.30)

iot

Para un estimulo periodico de la siguiente forma compleja /' = F e se busca
una solucion de la forma x = x " . El resultado es F'(¢) =idwx(t) , es decir,
la fuerza, al igual que ocurre en un muelle, es en todo momento proporcional a

la desviacion con respecto al estado equilibrio. El coeficiente
¢, =idw, (15.31)

que relaciona la fuerza con la desviacion, es ahora complejo y depende de la
frecuencia. A este coeficiente se le denomina constante o rigidez de muelle
dependiente de la frecuencia.

d F d c=ido
—{— =MWV

a b c

Fig. 15.7 (a) Muelle linealmente eléstico, (b) amortiguador (émbolo) proporcional a la
velocidad, (c) rigidez compleja de un émbolo.
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En general, para un sistema mecanico lineal (es decir, para una combinacion
de muelles y émbolos de complejidad cualquiera) bajo la accion de una fuerza
o estimulo del tipo Fye"”, se cumple la siguiente relacion lineal:

F(t) = dw)x(1) (15.32)

donde ¢(w)es la constante de muelle compleja del sistema. No obstante, esta
ecuacion es valida para un estimulo de frecuencia @ . Explicitamente, la ecuacion
tiene la siguiente forma: Fye"' = ¢(w)x,e"”

Cuando dos muelles de constantes ¢, y ¢, se conectan en paralelo, el
resultado es equivalente a un solo muelle de constante ¢ = ¢, +¢,. Cuando los

mismos se conectan en serie, la constante del muelle equivalente viene dada por

1 1 1 c.c

172 . . . . .
—=—t—=c= . En medios continuos pueden emplearse distribuciones
c ¢ ¢ ¢ +c,

parecidas, pero en este caso, los parametros de rigidez han de sustituirse por los
modulos.

De ahora en adelante, se considerara el componente mas importante de
muchos modelos reologicos, el llamado elemento de Maxwell, el cual esta
constituido por un muelle y un émbolo conectados en serie. A continuacion, se
analizaran las propiedades de este elemento partiendo de la version mecénica
en el continuo y en términos de mddulos en vez de rigideces.

g \]_ln

Fig. 15.8 Elemento de Maxwell.

Los mddulos complejos del muelle y del émbolo son, respetivamente, Gy in® .
Dado que los elementos estan conectados en serie, el modulo total viene dado por

. _ Gino _ G-ino (G-inw) G(ina)G+(77a))2)

o . _ . (1533
Maxwell G+177(0 (G+177(()) (G—”]CU) G2 +(77(0)2 ( )

Los modulos de almacenamiento y de pérdida son, respectivamente,

. _ G(no) N .5
Maxwell — G2 +(na))2 2 Maxwell — GZ +(T]a))2 : (1534)



296 15. Propiedades viscoelasticas de los elastomeros

Introduciendo la magnitud
7=1/G, (15.35)

también se pueden expresar las ecuaciones (15.34) de la forma siguiente

A — G (a)T )2 14 a)T

, wwell =9, 15.36
S F ) (1536)

donde la magnitud 7 tiene dimensiones de tiempo.

Ahora se analizara la relajacion de tension en un medio caracterizado por un
elemento de Maxwell. Para ello se va a emplear la notacion mostrada en la fig.
15.8. El esfuerzo en el punto de conexion entre el muelle y el émbolo es igual
a —G(g —¢,) +ng, . Este punto carece de masa, por lo que el esfuerzo ha de ser
igual a cero: —G(g —¢,)+né¢, =0 . Dividiendo esta ecuacion por G e introdu-
ciendo la definicion dada por (15.35), resulta en:

1€, +¢€ =€ . (15.37)

Si el material se deforma subitamente en el tiempo ¢ =0 la magnitud &,, se
cumple entonces que, en cada punto, ¢ >0,

TE, +& =¢, (15.38)

con la condicioén inicial dada por ¢€,(0) =0 . La solucion de la ecuacion diferen-
cial, teniendo en cuenta la condicion inicial anterior, es la siguiente

g =¢g(1-¢""). (15.39)
Para el esfuerzo se obtiene que
o=G(g,—¢)=Gee " (15.40)

El esfuerzo decrece de manera exponencial con un tiempo caracteristico 7 , el
cual se denomina tiempo de relajacion.

15.8 UN MODELO REOLOGICO SENCILLO DE LA GOMA («MODELO ESTANDARY)

A continuacion, se va a construir un modelo de muelles y émbolos que incluye
las propiedades dinamicas mas importantes de la goma bajo la accion de un
estimulo mecanico periddico. Estas propiedades son las siguientes:

1. @ = 0: A bajas frecuencias se obtiene un modulo elastico pequeio (defor-
macidn cuasi-estatica) y apenas existe disipacion, es decir, la contribucion del
amortiguamiento ha de ser mucho mas pequena.
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2. @ — o : A frecuencias muy altas se obtiene un médulo muy alto (tipicamente
3 ordenes de magnitud mayor que el obtenido en condiciones cuasi-estaticas), y
de igual forma, existe una disipacion despreciable.

3. A frecuencias medias se obtienen modulos de magnitud intermedia con un
alto grado de disipacion.

Estas propiedades resultan del hecho de que las cadenas moleculares nece-
sitan un intervalo finito de tiempo para poder enredarse y desenredarse.

Fig. 15.9 Un modelo reoldgico sencillo para la goma.

Las propiedades que ha de poseer la goma deberian poder describirse de manera
cualitativa mediante el modelo reoldgico representado en la fig. 15.9. Dado que
se trata de una combinacion en paralelo de un muelle linealmente eléstico y un
elemento de Maxwell, se pueden escribir las siguientes expresiones

2
T
G':G1+G2u, G'=G,— 2 | (15.41)

1+(oo'r)2 21+(oo‘c)2

donde T =1 /G, . La dependencia de los respectivos modulos con la frecuencia
aparece representada en la fig. 15.10, en escala doble-logaritmica y para el caso
enel que G, /G, =1000.

A frecuencias bajas, @ < G, /n (carga cuasi-estatica), el modulo se apro-
xima al valor G, , mientras que a frecuencias muy altas, ® > G, /1, el modulo
se aproxima al valor G, > G, . Esto implica que bajo cargas que varian muy
lentamente, la goma se comporta como un material blando, mientras que a cargas
que varian rapidamente, la goma se comporta como un material duro. Valores
tipicos de modulos de cizalla en gomas reforzadas a bajas frecuencias suelen ser
del orden de 10 MPa, mientras que a altas frecuencias, estos llegan a ser aproxi-
madamente 1000 veces mas grandes. En la region intermedia, la parte imaginaria
es la dominante: G"(w) * nw, es decir, bajo la accion de un estimulo periddico
y en esta region, el medio se comporta como un fluido viscoso.
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Fig. 15.10 Componentes real e imaginaria del médulo complejo correspondiente al modelo
reolégico representado en la fig. 15.9 en el caso en que G, /G, =1000 .

Dado que se trata de un muelle y un elemento Maxwell conectados en paralelo,
se puede obtener la siguiente expresion

o(t)=£,(G, +Gye ). (15.42)

Dividiendo por &, se llega a la expresion normalizada del esfuerzo denominada
modulo dependiente del tiempo:

G(t)=0/e,=(G+Ge"). (15.43)

Este decrece desde el valor G, =G, +G, =G, a t =0 hasta el valor G, =G,
at—oo.

15.9 EFECTO DE LA TEMPERATURA EN LAS PROPIEDADES REOLOGICAS

Desde el punto de vista fisico, la duracion del proceso de relajacion de la tension
o el esfuerzo, viene determinada por la cinética de «desenredado» de las molécu-
las poliméricas. Esta cinética comprende procesos térmicamente activados que
dependen en gran medida de la temperatura. Dado que el tiempo de relajacion
solo aparece en forma de producto @7(7') en la expresion del moédulo complejo
(15.41), y solo en forma de cociente #/7(T) en la expresion (15.43) del médulo
dependiente del tiempo, se tiene que:

G)=F@/=(T)), é(a)) =Q(wr(T)) (15.44)
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Esto implica que las curvas que describen la dependencia del médulo con la
frecuencia, o el tiempo, a distintas temperaturas, son idénticas en forma y solo
se diferencian en que estan desplazadas, en mayor o menor medida, a lo largo
del eje horizontal (frecuencia o tiempo). La magnitud de ese desplazamiento es
igual a log(z(7,)/7(T})) (fig. 15.11); por ello, la magnitud log7(7T") se denomina
también funcion de desplazamiento.

En la descripcion de las propiedades reoldgicas de elastomeros, se suele partir
del hecho de que la expresion también es valida en aquellos casos en los que la
reologia no viene descrita por el sencillo modelo anterior. En 1955, Williams,
Landel y Ferry propusieron una aproximacion analitica para la funcion despla-
zamiento, caracterizada por dos constantes, C, y C,, y que se conoce con el
nombre de funcion WLF'. Las constantes se han de determinar experimentalmente
para cada tipo de goma:

Cl(T_Y;-) 1
logr(T)=——%=C /| 1I-————|. (15.45)
C,+T-T, 1+G,' (T-T,)

donde T, es la llamada temperatura de transicion vitrea.

log(G(1))

—_—
f

=4
W
1

2 -1 0 1 2 3 4 5
log(t) log(w)

Fig. 15.11 Curvas del médulo en funcién del tiempo (a) y de la frecuencia (b) a dos
temperaturas distintas. El tiempo de relajacién menor, 7, corresponde a la curva obtenida a
una temperatura mayor que la temperatura a la que se obtuvo la curva con tiempo de relajacion
7, (en este ejemplo, 7, es aproximadamente 100 veces mayor que T,).

15.10 CURVAS MAESTRAS

El supuesto dado por (15.44) suele aplicarse en la obtencion de curvas comple-
tas de relajacion a partir de medidas experimentales realizadas en intervalos de
tiempo limitados. A modo de ejemplo, se va a considerar la relajacion del esfuerzo
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durante un experimento de traccion. La muestra se elonga rapidamente en la
magnitud & =1% ,y seguidamente se mide el esfuerzo en funcion del tiempo. Sin
embargo, el intervalo en el que dicha medida puede efectuarse experimentalmente
es limitado. En el ejemplo, se considera la relajacion de tension en la ventana
temporal entre 3 y 600 s tras el momento de aplicar la deformacion; ampliar la
ventana a tiempos menores complicaria la adquisicion de datos, mientras que
ampliar la ventana a tiempos atin mayores haria impracticable el experimento
por su excesiva duracion.

Lafig. 15.12 muestra graficamente varios resultados experimentales en escala
doble logaritmmica, obtenidos a distintas temperaturas. Se parte de la hipotesis de
que cada curva medida a distinta temperatura es en realidad un segmento de una
curva comun, desplazado una cierta magnitud a lo largo del eje horizontal. Para
reconstruir la curva completa, estas partes han de desplazarse horizontalmente
en mayor o menor grado (fig. 15.13).

Este procedimiento es efectivo y permite obtener una curva de relajacion
«experimental» a lo largo de un extenso intervalo de tiempos que experimental-
mente es inaccesible (por ejemplo, intervalos comprendidos entre submilisegundos
y afios). Esta curva se denomina «curva maestra». El grado de desplazamiento
de las curvas a distintas temperaturas, o a distintos tiempos, no es el mismo,
lo cual refleja la diferencia en la energia de activacion de procesos que tienen
lugar a distintas escalas.

10000
Isotermas
1000 » T=-50°C b T
« T=-40°C
T=-30°C .
=l T=-25°C .
100 >
= « T=-19°C .
— T=-10°C °
O T=-5°C \
g0 10 « T=20°C
— 000000000

1
1,00E-12 1,00E-08 1,00E-04 1,00E+00 1,00E+04 1,00E+08 1,00E+12

log t [s]

Fig. 15.12 Resultados experimentales de relajacion de esfuerzo o de tension en una ventana de
tiempos a distintas temperaturas (datos de M. Achenbach).
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o \
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Fig. 15.13 Las curvas de relajacion de esfuerzo obtenidas a distintas temperaturas (y
representadas en escala doble logaritmica) pueden desplazarse de forma que permiten
reconstruir una unica curva maestra (datos de M. Achenbach).

15.11 SERIE DE PRONY

La curva maestra obtenida mediante el procedimiento descrito en la seccion
anterior, difiere sustancialmente de la curva de relajacion del modelo sencillo del
muelle y el elemento de Maxwell en paralelo, el cual se describi6 con anteriori-
dad. En elastomeros, la transicion desde un «maddulo vitreo» elevado a tiempos
muy cortos hasta un «modulo viscoso» pequeiio a tiempos muy largos, no tiene
lugar en un pequeiio intervalo de tiempo en torno a 7, sino que se extiende a
lo largo del tiempo en varios 6rdenes de magnitud. Por consiguiente, el modelo
adecuado ha de ser capaz de reproducir dicho comportamiento.
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10000 Modelo estandar

G5 3G
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Fig. 15.14 Representacion doble logaritmica de la dependencia del médulo de cizalla con el
tiempo en el sencillo modelo reoldgico (linea continua) y en un elastomero real (puntos).

log G [MPa]

Lareproduccion del comportamiento real puede conseguirse si, en vez de utilizar
un solo elemento de Maxwell con un tiempo de relajacion 7 , se emplea una serie
de elementos de Maxwell conectados en paralelo (fig. 15.15). Con un niimero
suficientemente grande de elementos de Maxwell, se puede reproducir bien
cualquier funcion de relajacion. Este tipo de modelo se denomina serie de Prony.

c
Fig. 15.15 Serie de Prony.

En este modelo, la relajacion del modulo de cizalla G viene dada por la siguiente
expresion

N
G()=G,+) G e (15.46)
i=1

Esta ecuacion se puede generalizar sustituyendo el sumatorio por una integral
segun:
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G(t)=G,+G, [ g(x)e" dr. (15.47)

T

Las componentes real e imaginaria del modulo complejo de cizalla vienen dadas
por

®*1?
=G,+y G, ——
kZ‘ 1+ w’t

Ny

" T
¢"(0)=2_G, ﬁ (15.48)
k=1

o0, en su forma integral, por

2 2

G'(0)= G+Gj 27 g()dr,
+0T

]

” T
G (CO) = Glj-mg(f)df .

T

(15.49)

En el caso de muchos elastomeros, el decaimiento del esfuerzo con el tiempo se
caracteriza por una funcion potencia en lugar de una exponencial sencilla, como
en el caso de un elemento Maxwell. Para describir una relajacion de este tipo, la
funcion peso g(r) en las ecuaciones (15.47) y (15.49), ha de reemplazarse por
una funcidn potencia del tipo g(r) < 7" . De esta forma, y asignando valores a
los parametros G, G,, s, 7, y 7,, la funcion relajacion queda completamente
definida.

Para ilustrar el concepto, se va a calcular la funcion relajacion del modulo
de cizalla en un modelo caracterizado por los parametros siguientes: G, =1,
G,=1000, 7, =107, T, =10", g(r)= 111'72 . Sustituyendo los valores en la
ecuacion (15.47) se obtiene

Gr,[ — -+
G() =G, +%[e t—e" j (15.50)
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3 2 A 0 1 2 3
log(t)

Fig. 15.16 El modulo de cizalla en funcion del tiempo seglin la expresion (15.50).

El resultado obtenido se ha representado graficamente en la fig. 15.16. En esta
grafica, de escala doble logaritmica, se observa que, en la region intermedia de
tiempos 7, < ¢ < 7, , el mddulo varia linealmente y la pendiente es igual a -1.
Es decir, el esfuerzo en esta region disminuye segiin una ley de potencia del
tipo Goct ™.

En el dominio de frecuencias, se obtienen las siguientes expresiones para las
partes real e imaginaria del modulo complejo (véase la fig. 15.17)

T2 2
G'(0)=G,+Gg, j 14—604212(11 =G, + G0, (arctan o7, —arctan o, ),

2 2.2
T, 1+t (15.51)
G'(=1Gron| 2———L
( ) 2 1%1 [7121 21_22]

En la region de frecuencias intermedias, 1/7, < @ < 1/7, se cumple que:

G'(w)=G, +ZGro
2 (15.52)
G"(0) = Gort, In(1/ 01)).
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Fig. 15.17 Partes real e imaginaria del modulo en funcion de la frecuencia, seglin la ecuacion
(15.52).

15.12 APLICACION DEL METODO DE REDUCCION DE DIMENSION EN MEDIOS
VISCOELASTICOS

Si durante el proceso dinamico de aplicacion de carga sobre un elastomero, la
velocidad de indentacion es menor que la menor velocidad del sonido (la cual
se define como el valor mas pequeno del moédulo eléstico), el contacto se puede
considerar cuasi-estatico. Siempre que esta condicion se cumpla y el elastdbmero
se estimule con una frecuencia ciclica @ , la relacion entre el esfuerzo y la defor-
macion es lineal y, por consiguiente, también lo es la que se establece entre la
fuerza y el desplazamiento. De esta forma, se puede considerar el medio como
un cuerpo elastico caracterizado por un modulo de cizalla efectivo G (a)) y, por
tanto, todos los teoremas validos para cuerpos puramente elasticos lo son también
para los medios viscoelasticos estimulados de manera arménica. En particular se
cumple que el incremento de la rigidez es proporcional al didmetro de la region
de contacto, que es el principio matematico sobre el que se basa la aplicacion
del método de reduccion de dimension, descrito en la seccion 5.6 (MRD). Por
consiguiente, los elastobmeros también pueden describirse mediante el MRD,
siempre que la rigidez de cada muelle venga dada por la expresion (5.51):

Ak = E'Ax. (15.53)
La tinica diferencia con respecto al contacto elastico es que, en este caso, el

modulo de elasticidad es una funcion de la frecuencia. Los elastomeros suelen
considerarse medios incompresibles, por lo que v =1/2 vy, por tanto,
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E(w) Ar o 2G(w)

Ak =E (w)Ax =
(@) (@) 1-v? 1-v

Ax = 4G (o) Ax. (15.54)

Es decir, en el caso de elastomeros incompresibles, la rigidez de un tinico muelle
en una cimentacion tipo Winkler es el producto del cuadruple del moédulo de
cizalla y la distancia entre muelles, lo que coincide con el tamafio de paso en el
proceso de discretizacion. En un modelo unidimensional bajo la accion de una
perturbacion armonica, la fuerza elastica del muelle viene dada por

2G(w

AFN(X,G))Z#AX-uZ(x,a))z4G(a))Ax.uz(x’w)- (15.55)
-v

La transformacion inversa en el eje de tiempos resulta en la relacion constitutiva

siguiente

AF, (x,1) = &Ax j G(t—1"yii, (x,1')dt’ ~ 4Ax j G(t—1t"yi,(x,")dt" . (15.56)

En contactos tangenciales, la rigidez tangencial del muelle en la cimentacion
MDR unidimensional equivalente ha de definirse segun la expresion (8.41):

“(0)ar=t6(@)

8
Ak =G Ax Ax~—-G(w)Ax. 15.57
g (o) 5y 3 (o) ( )

La correspondiente relacion constitutiva en el dominio de tiempos es

4

AFX(1)=Z

t t
ij G(t—1"):z(t)dt' ~ gmj G@t—1"):z(thdt' . (15.58)
La demostracion matematica formal de dicho procedimiento se basa en el método
de ecuaciones funcionales de Radok, el cual viene descrito en un libro de reciente
publicacion®,

Las relaciones lineales generales (15.56) y (15.57) suelen representarse a
través de diversos modelos reologicos, como por ejemplo, elementos de Maxwell,
elementos de Kelvin o modelos estandar. Para medios no compresibles, las fuer-
zas en el muelle y en el émbolo se calculan mediante las siguientes expresiones

AF, =4Gu,Ax y AF, = 4mi_Ax, (15.59)

donde 7 es la viscosidad dindmica del elemento correspondiente.

4. S. Kiirschner, V.L. Popov, M. HeB. Ersetzung der Materialeigenschaften mit Radoks Methode
der Funktionalgleichungen. En: Methode der Dimensionsreduktion in Kontaktmechanik und
Reibung, Springer Verlag, Berlin Heidelberg (2013), pags. 247-256.
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Calculo del coeficiente de restitucion en un material viscoelas-
tico. Un bloque de material viscoeldstico colisiona contra una pared rigida a la
velocidad v, y sale despedido a una velocidad mas pequefia v, . Determinar el
coeficiente de restitucion definido como e =v, /v, . El bloque se representa como
una masa rigida m conectada a un muelle y a un émbolo (de rigidez ¢ y constante
de amortiguamiento 1, respectivamente), seguin se indica en la fig. 15.18.

VO
—

i M

Fig. 15.18 Modelo de un bloque viscoelastico que colisiona contra una pared.

Resolucion: A partir del momento en que se produce el choque y, por tanto, se
establece el contacto, se tiene un oscilador amortiguado. La ecuacién de movi-
miento tiene la siguiente forma

mi+nx+cx=0

¥+20x+ajx=0

2 .. e .
donde 26 =n/m y @, =c/m . Las condiciones iniciales vienen dadas por
x(0) =0 y x(0) =v,. La solucion de la ecuacion de movimiento con las condi-
ciones iniciales anteriores, viene dada por:

VO

- v, _ o
x(t)=—"e " sendt, x(t) =€ (-5 sen &t + @ cos @t )
@ @

donde @ =+/®; —5° . El bloque permanece en contacto con la pared en tanto
que la fuerza de compresion que actia sobre la misma, /' =nx+cx, sea positiva.

El momento en que el contacto deja de producirse, ¢ , se determina mediante
la igualdad siguiente

28%(1) +wix(t) = Yo poor [(—252 +a; )sen ot + 256 cos d)t*] =0.
@

De lo cual se deriva que,
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~ % _256’(3
tanwt = 5 a2
w, —20
La velocidad a ese valor de tiempo es igual a

VR V, _st ~ % ~ ~ %
i )="Le? (—5sencot + @ cos &t )
@

Por consiguiente, el coeficiente de restitucion se calcula de la forma siguiente

.k S 2 2 200
-2 7H(wf -26%)-arctan————
|X(t )| 1 st . N . (b{n (g ) arctanwg_zcSZ
e=——=— —osen@t +@dcosat |=e
Vo (0]
donde
I, £>0
H(S) = :
0, £<0
La expresion del coeficiente de restitucion se representa en la fig. 15.19.
1
0,8 1
0,6 4
e
0.4 -
0,2
0 T
0 1 2
o/,
Fig. 15.19 El coeficiente de restitucion en funcion del grado de amortiguamiento en un material
viscoelastico.

Problema 2: Medida experimental del médulo G complejo. El péndulo de tor-
sion ofrece un método sencillo para determinar los modulos de almacenamiento
y pérdida en elastomeros (fig. 15.20). En dicho péndulo de torsion, una muestra
de elastomero de forma cilindrica, de radio R y longitud /, se sujeta firmemente
por un extremo mientras que por el otro se aplica un par de torsiéon ® . El pén-
dulo se separa de su posicion de equilibrio en el tiempo ¢ = 0, dejandolo oscilar
libremente. Determinar los médulos de almacenamiento y pérdida a partir de la
frecuencia de oscilacion y la amortiguacion del movimiento pendular.
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Resolucion: El par o momento de torsion de una barra elastica viene dado por:

M=—7”Gq>,

donde [, es la inercia polar de la seccion circular:

R4
==
2

En el caso de una perturbacion periodica de frecuencia angular o y una barra
de elastomero, también se cumple esta ecuacion siempre que el producto Go
se sustituya por la expresion siguiente

"

Go =G’(p+G—(p-
®

Puede verse que esta expresion, cuando la perturbacion tiene la forma compleja
dada por @(#) = @, , es el producto del médulo complejo por el angulo de tor-
sion: G = (G’ (a)) + iG”(a))) ¢ . Por tanto, la ley de conservacion del momento
angular aplicada al par de torsion adquiere la forma

I G 1
®¢'+—”gq')+—”G’(p =0.
| o /

Esta ecuacion describe una oscilacion amortiguada de frecuencia angular

o~ /IPG’
O/

caracterizada por una constante de decaimiento logaritmico dada por

_ IPG!I '
210w

Para los modulos de almacenamiento y pérdida se obtienen las siguientes
expresiones

, Pw* 210ws
G(O))ZI—,G(CO): [ .

P P

Y el comportamiento a distintas frecuencias puede «variarse» modificando apro-
piadamente el par de torsion ® .
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Fig. 15.20 Partes de un péndulo de torsion en la medida experimental del médulo G complejo.

Problema 3: Un perfil rigido y de simetria axial se presiona con un medio
semi-continuo de viscosidad 1 con una fuerza constante F) . En ausencia de
fuerzas de gravedad y capilaridad, determinar la velocidad y la profundidad de
indentacion en funcion del tiempo para los siguientes perfiles:

(a) un indentador cilindrico de radio a (fig. 15.21),
(b) un cono f(r)=tan0- |r| (fig. 15.22),
(c) un paraboloide de revolucion f(r)=r>/(2R) (fig. 15.23).

S| 1
/4jiiL;7 JEET X

Fig. 15.21 Indentacién de un cilindro en un semi-espacio viscoso.

27—’ THYT

7

Fig. 15.22 Indentacion de un cono en un semi-espacio viscoso.
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AL M

7

Fig. 15.23 Indentacion de un paraboloide de revolucion en un semi-espacio viscoso.

Resolucion: En un primer paso, se generan los perfiles unidimensionales equi-
valentes segun la ecuacion (5.52), y tal y como se describio en el problema 7
del capitulo 5:

0, |x| <a

(a) g(x) ={

0, |x| >q’
(b) g(x)= %|x| tan 6 ,

(c) g(x)=x"/R.

En un segundo paso, se pasa a definir la cimentacion Winkler correspondiente
mediante las ecuaciones (15.59), AF,, = 4nu_Ax = 4nd(t)Ax. En un determinado
momento durante la indentacion, el radio de contacto instantaneo es igual a a,
y la fuerza vertical se calcula multiplicando la fuerza elastica de un solo muelle
por el nimero de muelles en contacto, 2a/ Ax :

F, =8na(t)d(r) .

Larelacion entre el radio de contacto instantaneo y la profundidad de indentacion
no depende de la reologia, y puede obtenerse del mismo modo que el problema
7 del capitulo 5:

(a) el radio de contacto es constante e igual a a,

(b) a() = %z% ,

() a(t)=+Rd(t) .

Sustituyendo estas expresiones en la correspondiente a la fuerza se obtiene, en
cada caso:

(a) F, =8nad,
16 '
(b) Fy =———nd(1)d(1),
7 tan 6

(c) F, =8nR"™Jd(1)d(t).
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Integrando con respecto al tiempo y teniendo en cuenta la condicion inicial
d(0) =0, se obtiene en cada caso:

(a) Fyt =8nad(1)

nd()’,

b) F,.t=
®) Fx mtan@

(c) Fyt = ?nR”zd(t)” .

Lo que resulta en las siguientes expresiones para la profundidad de indentacion
en funcion del tiempo:

(@) d(n) =2,
8na
wtanf - F,t "
(b) d(t)—(T] ,
3FNt 2/3
@ 0~ 153)

Problema 4: Un indentador rigido y conico se presiona sobre un semi-espacio
viscoelastico con la fuerza constante F), . Dicho semi-espacio se puede modelar
como un cuerpo caracterizado por elementos de Kelvin con médulo de cizalla G
y viscosidad 77 . Determinar la profundidad de indentacion en funcion del tiempo.

Resolucion: La forma equivalente de la expresion (5.52) en una dimension viene

dada por la ecuacion g(x) = %tan 0- |x| y el radio de contacto viene dado por la

ecuacion a =(2/m)(d/tan0) . Para obtener la fuerza se han de superponer las
contribuciones elastica (problema 7 del capitulo 5)

8G d’
Fo=2Z
N tan@
y viscosa (problema anterior):
2
F, =20 4 160 g

7 tanO mtanO

Esta igualdad puede reescribirse de la forma siguiente

mwtan0 - F),
8G

s (@)
=d +2tdd =d” +1 o
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donde 7 =1 /G es el tiempo de relajacion caracteristico del medio. Integrando
esta ecuacion con la condicion inicial dada por d(0) =0 resulta en

@n6-F, .
dz(t):n-al;—GN(l_e / )

Problema 5: Un indentador cilindrico y rigido se presiona sobre un elastomero,
cuyo comportamiento se define por el «modelo estandar» (fig. 15.9). Determinar
la profundidad de indentacion en funcion del tiempo.

Resolucion: El modelo estandar de un elastomero consiste en un elemento
Maxwell (una rigidez G, y un amortiguamiento 77 combinados en serie) en
paralelo con una rigidez G,. El equivalente unidimensional del elastomero es
una cimentacion de una sucesion de elementos de este tipo separados entre si una
distancia Ax , de forma que cada componente se caracteriza por los parametros
4G,Ax, 4G,Ax y 4nAx . El equivalente unidimensional del indentador es un
rectangulo de lado 24 . Para la fuerza normal se cumple que

F, =8G,au, +8G2a(uz —u) ,
expresion en la que u, cumple la siguiente igualdad:
u, =u, +7u,

donde 7 =7/ G, . Resolviendo esta ecuacion diferencial con la condicion inicial
dada por #_(0)=0 y u,(0) =0, se obtiene

v [ exp .G
ul(t)—SGla(l eXp[ r(G1+G2)D’

u ()= Ey 1- % exp| — Gif .
8Ga| G +G, (G +G,))

En el caso limite dado por G, > G, se obtiene el resultado para un cuerpo
constituido por elementos Kelvin:

Ey 1—exp _Gt )
8G,a n

u.(t) =






16. LA GOMA: FRICCION Y MECANICA DE
CONTACTO

A

.y > ; : > *\\

Lanaturaleza de la friccion entre la goma y un sustrato rigido es de gran importan-
cia en muchas aplicaciones ingenieriles. La friccion de la goma es sustancialmente
diferente a la de los materiales «duros», como metales o ceramicos, y gracias
sobre todo a los trabajos de Grosch (1962), se sabe que la friccion de la goma esta
estrechamente relacionada con el rozamiento en el interior de la misma. Esto se
refleja en el hecho de que el coeficiente de friccion depende de la temperatura,
y esta dependencia esta correlacionada con la del médulo complejo de cizalla.
lo cual demuestra que la friccién de la goma es una propiedad volumétrica.

16.1 EL ROZAMIENTO ENTRE UN ELASTOMERO Y UNA SUPERFICIE RIGIDA Y
RUGOSA

La fuerza de rozamiento puede determinarse de dos formas: mediante el calculo
directo de las componentes tangenciales de la fuerza y de su valor medio, o
mediante el calculo de la energia disipada en la deformacion del material. Si en
un movimiento macroscopico y uniforme caracterizado por la velocidad v, se
disipa la energia W por segundo, la potencia de disipacion se puede expresar
en términos de la friccion macroscopica, de forma que se cumple que
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W=F,. (16.1)
expresion de la cual se obtiene la fuerza de rozamiento como cociente entre la
potencia de disipacion y la velocidad de deslizamiento

=" (16.2)
A%

En un contacto entre una superficie rigida y un elastomero, la energia puede disi-
parse en la medida en que este Gltimo se deforma. Por esta razon, la rugosidad de
la superficie del cuerpo rigido y la del elastomero juegan papeles completamente
diferentes. Esto se ilustra en la fig. 16.1. Si el elastomero se desplaza sobre un
plano rigido y liso (fig. 16.1 a), el estado de deformacion del elastomero no
cambia y, por consiguiente, no hay disipacion y el rozamiento es cero. Si, por
el contrario, el elastomero se desplaza sobre una superficie rugosa (fig. 16.1
b), el estado de deformacion local en ciertas regiones cambia con el tiempo, y
en el proceso se disipa energia. De lo anterior se deduce que la rugosidad de la
superficie del elastdbmero apenas contribuye en el rozamiento; en otras palabras,
la friccion depende fundamentalmente de la rugosidad de la superficie rigida.
A continuacion, se considera la friccion entre un elastdmero y una superficie
rigida, la cual se supone lisa.

k/\) bLW”W7

Fig. 16.1 (a) Un bloque de goma rugoso sobre un plano rigido y liso; (b) un bloque de goma
liso sobre un plano rigido y rugoso.

Para calcular la deformacion y la energia disipada en el elastomero, se van a
usar los resultados obtenidos en el tratamiento de la mecanica de contacto en
superficies rugosas (capitulo 7). Si la superficie se caracteriza por el valor cua-
dratico medio de la distribucion de las alturas de las asperezas, /, y por el valor
medio del radio de curvatura de las mismas, R, entonces se cumple que el area
de contacto de una aspereza viene dada por

AA ~ RI. (16.3)

El didmetro caracteristico de un micro-contacto es, por consiguiente, igual a

r~~JAd ~RI. (16.4)

Para una velocidad de desplazamiento v, se recorre una region de extension r
en el tiempo

JRI

PPVLPOR Ly (16.5)
A% A%
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La frecuencia caracteristica de este proceso tiene el siguiente orden de magnitud

.1
dr-~L. (16.6)
t r
Para el valor medio de la presion en los micro-contactos, se cumple que
_Fy
<O'>—7—K EVz (167)

donde x =2 (véase capitulo 7). Se designa Vz al valor cuadratico medio del
gradiente de la superficie

vz=[(z"). (16.8)

El médulo de elasticidad efectivo en la goma es igual a!

. E_20+v)G
1-v  1-v?

E 4G . (16.9)

Dado que el modulo de cizalla depende de la frecuencia, en la expresion (16.7)
se ha de incluir la frecuencia caracteristica dada por la ecuacion (16.6):

(o)=4x"|G(a)| V= (16.10)

En esta expresion se ha introducido la magnitud del médulo de cizalla depen-
G(@)
de larelacion entre la amplitud del esfuerzo y la de la deformacion Para calcular
la energia disipada por unidad de volumen en un micro-contacto, se emplea la
ecuacion que se introdujo en el capitulo anterior
= . G"(&
P=t1a(o) @ (16.11)
G(@)

diente de la frecuencia, , ya que esta es fundamental en la determinacion

| —

Multiplicando por la profundidad del volumen de material deformado, ~r, la
expresion anterior proporciona la potencia de disipacion por unidad de superficie,
la cual dividida por el esfuerzo normal, permite calcular el coeficiente de friccion:

G'(v/r)

=Nz . (16.12)
‘G(v/r)‘

1. Se puede asumir que la goma es practicamente incompresible. En consecuencia, el coeficiente
de Poisson es, en buena aproximacion, iguala v ~1/2 .
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& es en este caso, un coeficiente adimensional de magnitud 1, el cual se puede
calcular exactamente. Las simulaciones numéricas muestran que & ~ 1.
En laregion de frecuencias intermedias y en muchos tipos de gomas, se suele

. G"(v/
cumplir que G" > G', de lo cual se deduce que ALF) ~1. Por tanto, para el
coeficiente de friccion se cumple que G(v/r)

u=Vvz, (16.13)

En consecuencia, para la region de frecuencias intermedias se obtiene un resul-
tado muy sencillo: el coeficiente de friccion es igual al valor cuadratico medio
del gradiente de la superficie. Este resultado se apoya en un fundamento fisico
simple que se ilustra en la fig. 16.2. Para un médulo de cizalla puramente imagi-
nario, el medio puede comprimirse de manera rapida pero relajarse lentamente,
de forma que se llega a una configuracion en el contacto como la de la fig. 16.2.
En esta situacion, la goma solo establece contacto por un lado de las asperezas
y, por consiguiente, el coeficiente de friccion, expresado como cociente entre la
fuerza horizontal y la vertical, es aproximadamente igual al valor medio de la
pendiente de la superficie en todas aquellas regiones donde se produce el contacto.
Como muestran las simulaciones numéricas, todas estas contribuciones pueden
asociarse al valor promedio del gradiente de la superficie para cualquier tipo de
rugosidad, obteniéndose la expresion dada por (16.13).

—_—
A\

o T N

Fig. 16.2 Material viscoelastico en contacto con una superficie rugosa.

Se va a analizar con detalle la ecuacion (16.12). En primer lugar conviene

G'"vir )
resaltar que (?((—/)) es siempre menor o igual a 1. Por tanto, e/ coeficiente de
vir

friccion no puede ser mayor que el valor medio del gradiente de la superficie®.
Considerando que G, < G, , para el «modelo estandar» correspondiente a la
goma, y compuesto de un muelle y un elemento Maxwell, el moédulo dependiente
de la frecuencia es igual a

G, +inw

G(w) =G, (16.14)

G, +ino’

Introduciendo la magnitud v =7/G,, se obtiene el siguiente coeficiente de
friccion

2. Esto se cumple para el caso de contacto sin adherencia.
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e aT Vs
\/(1+(d)r)2)((Gl /G,) +(ax))
_ v/v V2| (16.15)

J0rwY (GG + (v 7))
expresion que incluye la velocidad caracteristica v definida como

v=". (16.16)
T

Larepresentacion grafica de la funcion dada por la expresion (16.15) se muestra en
la fig. 16.3. Para velocidades comprendidas en el intervalo v (G, / G, ) <v<y,el
coeficiente de friccion es aproximadamente constante e igual a Vz . Sin embargo,
hay que tener en cuenta que el esfuerzo en los micro-contactos varia con la
velocidad; en particular y segtin la expresion (16.10), desde el valor dado por
o, =4x"'G,Vz a bajas velocidades, al valor o, =4k "'G,Vz a velocidades
altas. En este ultimo caso, el material esta sometido a esfuerzos mayores en los
micro-contactos.

1,01

0o+—T—"T"—"""—T—T—T
S 4 03 2 -1 0 1 2

log (v/ V)

Fig. 16.3 El coeficiente de friccion en funcion de la velocidad de desplazamiento segun el
«modelo estandar» con G, /G, =10*.

Para el modelo reologico descrito en el capitulo anterior por la expresion (15.49),
y caracterizado por una distribucion continua de tiempos de relajacion, se tiene

G'(®) = G, + Gr,&(arctan(@r, ) —arctan(@7, ) )

2 14+ (ar,) 16.17
G"(@)=1G111031n 7—2% . ( :
2 T, 1+(w1'2)
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El correspondiente coeficiente de friccion se representa graficamente en la fig.
16.4. A diferencia del modelo estandar, el coeficiente de friccion en gomas reales
es practicamente constante aun cuando la velocidad varia en varios 6rdenes de
magnitud. El valor en la «meseta» es, también en este caso, aproximadamente
igual al gradiente medio de la superficie, Vz.

La dependencia del coeficiente de friccion con la temperatura esta también
determinada por la del médulo complejo de cizalla ya que la curva (i -logv)
se desplaza en la misma direccién y magnitud que la del médulo dependiente
de la frecuencia. Esta propiedad se emplea en la construccion de curvas maes-
tras de la misma forma que en la «medida experimental» del modulo de cizalla
dependiente de la frecuencia (véase capitulo 15). Mediante este procedimiento

0 T T T T T
S04 03 2 10 1

log(v) u.a.
Fig. 16.4 Coeficiente de friccion en funcion de la velocidad de desplazamiento para una

serie Prony como la mostrada en la fig. 15.15, y para los parametros asignados al modelo (e
introducidos en el capitulo 15).

=3 =1

= ot = .

2 ol H“.‘; =t j"’;:\_

8 2 P 8 2 A

& ; X, & a \

S ] L. ¥ 8 ] 3 \

e # ) Q ] .

5 1 7 \\- E l- a"/ k

= 7 3 — &

8 _/(‘ ‘«‘f\n..uu... 8

O o P S B O o AT S S
log(z(T)v) log(z(T)v)

Fig. 16.5 Datos experimentales obtenidos por Grosch que muestran la dependencia del
coeficiente de friccion en dos tipos de goma sobre sustratos diferentes (K.A. Grosch. ‘The
Relation between the friction and visco-elastic properties of rubber’. Proc. Roy. Soc. A
274(1356), 21-39 (1963)).
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se puede obtener el comportamiento en todo el dominio de velocidades, el cual
no es accesible experimentalmente. Cuando la temperatura aumenta, la curva
se desplaza hacia la derecha (hacia la region de altas velocidades). Por tanto,
con una curva maestra para una temperatura determinada y la funcion desplaza-
miento WLF, se puede calcular el coeficiente de friccion a cualquier temperatura
y velocidad. La fig. 16.5 muestra graficamente los datos experimentales (curvas
maestras) correspondientes a dos elastomeros diferentes.

16.2 RESISTENCIA A LA RODADURA

Durante la rodadura pura en ausencia de deslizamiento, en elastomeros existe
disipacion de energia y la resistencia asociada a la misma. En general, interesa
que esta resistencia sea minima al mismo tiempo que la fricciéon dinamica sea
maxima. Esto es factible dado que la frecuencia a la que ocurre el deslizamiento,
O samions = VI A (A es la longitud de onda que caracteriza la rugosidad del
asfalto, cuyo valor suele estar en torno a 10—100 um ) y la frecuencia a la que
ocurre la rodadura, o, .. =v/a (aes el radio de contacto igual a 5 cm), se
diferencian en dos o tres 6rdenes de magnitud. Para una rueda en régimen nor-
mal de funcionamiento, es deseable que, a frecuencias en torno a @, ;..o »
el modulo de pérdida sea mayor que el de almacenamiento, G" > G’ , y que lo

contrario, G" <« G', suceda a frecuencias en torno a ® (fig. 16.6).

rodadura

3_
2| & log (G")
_—O Og
<
he)
12 log(G")
(@} Og
0 5
:
<
-14 =
7
2 T T T QI T T
4 3 2 -1 0 1 2 3
log (®)

Fig. 16.6 Modulos de almacenamiento y pérdida en funcion de la frecuencia para un elastomero
descrito por el modelo reoldgico del capitulo 15. Para que la resistencia a la rodadura sea baja
y la friccion dindamica alta (y constante), las condiciones han de definirse de manera que las
frecuencias caracteristicas de la rodadura se sitien en la zona marcada a la izquierda, y las del
desplazamiento en la zona marcada a la derecha.
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En el intervalo de frecuencias donde se cumple el requisito para que exista
rodaduda, G" < G', el mdédulo de almacenamiento apenas depende de la fre-
cuencia y coincide con el valor del modulo estatico G, . Por consiguiente, se
puede considerar, en primera aproximacion, que se trata de un caso de contacto
hertziano puramente eléstico.

Se puede estimar la energia disipada durante la rodadura si se considera esta
ultima como el «reposicionamiento continuo y repetitivo» de una rueda. Cuando
una esfera de radio R rueda sobre un plano rigido, se cumplen las siguientes
relaciones hertzianas para la fuerza normal F, y el radio de contacto a:

F, ~ %E*R”d” ~ ?G@Rl/zds/z, (16.18)
a*~Rd, (16.19)

donde d es la profundidad de indentacion. Se calcula la frecuencia caracteristica
mediante

w~2, (16.20)
a
y la amplitud de la deformacion mediante
g9 (16.21)
a

La potencia de la energia disipada por unidad de volumen se deriva de la expre-
sion (15.23)

2
P= %wst"(m) ~ %X[ﬂ) G”(ﬁj (16.22)

a\ .a a

y la potencia de disipacién para todo el volumen ~ (2a)3,

W~ 4vd2G"(3j. (16.23)
a

Dividiendo la potencia por la velocidad, se obtiene la fuerza de resistencia a la
rodadura
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F ~ 4d2G"(Kj. (16.24)
a

A frecuencias bajas, el modulo de pérdida es siempre proporcional a la frecuencia,
y por tanto, se puede escribir de la forma siguiente

G'"(w) =T, (16.25)

donde 7 es la viscosidad dinamica a bajas frecuencias. La resistencia a la roda-
dura es, por tanto, igual a

a2 ’ \% a3
' n[Rj (aj g R’ Y ( )

Teniendo en cuenta el resultado hertziano (5.24), que se puede reescribir de la
siguiente forma

5 _ 3R,
16G, °

(16.27)

obteniéndose la siguiente expresion para la fuerza de resistencia a la rodadura

3n v 3vr
F~rF,———=F,——, 16.28
Y4G,R 4R (16.28)
y la siguiente para el «coeficiente de friccion de rodaduray
F 3w
=L xZ—, (16.29)
:uroduduru FN 4 R

donde 7 =1 /G, es el tiempo de relajacion del elastomero. Esta ecuacion es
correcta salvo por un factor adimensional de orden de magnitud 1. La friccion
de rodadura es, por tanto, proporcional al producto de la velocidad de rodadura
por el tiempo (maximo) de relajacion de la goma, e inversamente proporcional
al radio de curvatura de la esfera.
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16.3 EL CONTACTO ADHERENTE CON ELASTOMEROS

Hasta ahora se ha supuesto que no existe adherencia entre el elastomero y la
superficie rigida. Sin embargo, este no sucede cuando las superficies son sufi-
cientemente lisas. Se va a analizar el contacto adherente entre una esfera rigida
y un elastomero de superficies planas (fig. 16.7). El borde del contacto puede
visualizarse y tratarse como si fuese un frente de grieta’. En el equilibrio, se
puede suponer que el elastdomero se comporta como un cuerpo elastico, carac-
terizado por un médulo de cizalla G, y un médulo elastico o médulo de Young
efectivo dado por

. 2(14v)G, 26
E = = = “— =4G
1-v? (1-v) " (16.30)

En estas condiciones, se cumple la ecuacion JKR (6.20), que relaciona la fuerza
normal F,, con el radio de contacto a:

Fo—psda (8 nd N 16.31
N 3R E* ‘ (16.31)

¥ esla energia interfacial, es decir, la energia necesaria para generar una unidad
de area de interfase. La igualdad (16.31) se puede expresar de forma que permita
tratar el borde de contacto como si fuese un frente de grieta. Para ello, se despeja
primero ¥ " de la ecuacion (16.31):

2
. 4Ea 1
=|Fy,—= —. 16.32
y(N3Rj87ra3E (16.32)

Dado que la energia interfacial efectiva 7~ es igual a la carga lineal por unidad
de longitud necesaria para «cerrar la grieta», es decir, para desplazar el frente de
la grieta de forma que el radio de contacto aumente, la ecuacion (16.32) puede
interpretarse como una condicion de equilibrio para las fuerzas lineales a lo
largo del frente de la grieta. En el lado izquierdo de la ecuacion figura la expre-
sion de la fuerza lineal, la cual se determina por las fuerzas de van der Waals
entre las superficies. Correspondientemente, en el lado derecho debe aparecer
la expresion de la fuerza lineal que resulta de las deformaciones elasticas del
medio continuo y que actiia en sentido contrario. Asignando el lado derecho de
la ecuacion (16.32) como D, se tiene

3. La teoria original de Johnson, Kendall y Roberts se basa exactamente en esa analogia.
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4Ea
D:{FN—— a

8na’E"

P
T j (16.33)

Y se puede escribir la condicion de equilibrio de esta manera

y =D. (16.34)

Esfera rigida

T a
Elastdmero

Fig. 16.7 Contacto entre una esfera rigida y un elastdmero. El borde del contacto puede
considerarse como el frente de una grieta.

La diferencia D—y" puede interpretarse como la «fuerza aplicada» al frente de
grieta, la cual es cero en el equilibrio. Si la fuerza normal cambia, entonces la
fisura deja de estar en equilibrio. En un cuerpo puramente elastico bajo la accion
de una «fuerza» constante iguala D—y ", la grieta avanza a una velocidad cada
vez mayor hasta que alcanza un valor comparable a la velocidad de transmision
de las ondas acusticas superficiales en un continuo eléstico (ondas de Rayleigh).
En un cuerpo viscoelastico, esta velocidad alcanza un valor finito debido a la alta
disipacion. Si el movimiento es lento, la mayor parte de la region de contacto
puede considerarse como puramente eldstica, mientras que todas las pérdidas
de energia se localizan en «zonas de procesado» relativamente pequefias y cer-
canas al frente de grieta. Maugis y Barquins propusieron la siguiente ecuacion
cinética, la cual relaciona la carga lineal efectiva, D — y* , con la velocidad de
avance de la grieta v:

D-y =y ®(z(T)), (16.35)

en dicha expresion, 7(T') es la funcion de Williams-Landel-Ferry. En laregion de
velocidades intermedias, la funcién adimensional @ (7(T)v) depende de la velo-
cidad v. Esta dependencia adopta tipicamente la forma de una funcién potencia:

@ (¢(T)v) = a(T)V" . (16.36)

El exponente n suele estar comprendido entre los valores 0,25 y 0,7. Como
ejemplo, la fig. 16.8 muestra la funciéon @ para el caso de una esfera de vidrio
sobre poliuretano. Las ecuaciones (16.35) y (16.36) permiten tratar la cinética
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de los procesos de adherencia bajo condiciones mecanicas distintas (véase, por
ejemplo, el problema 3 de este capitulo).

103
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Fig. 16.8 La «funcion de disipacion» @ representada como magnitud dependiente de la
velocidad de avance de la grieta para el caso de una esfera de vidrio sobre poliuretano. Los
datos corresponden a dos radios de curvatura de la esfera y a dos temperaturas. La curva
maestra se obtiene a partir de ensayos de pelado con distintos indentadores. Fuente: M.
Barquins, «Adherence, friction and wear of rubber-like materials», Wear 158, 87-117 (1992).
El comportamiento obtenido puede aproximarse mediante la funcion @ ~ 10-(v /v, )0‘6 con
vo=lum/s.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Se tiene una superficie rigida descrita por una superposicion de dos
funciones aleatorias, una de ellas caracterizada por el nimero de onda %, y el
valor cuadratico medio del gradiente Vz, , y la otra caracterizada por el nimero
de onda k, > k, y un valor cuadratico medio del gradiente Vz, . Determinar el
coeficiente de friccion entre esta superficie y un elastomero.

Resolucion: En el capitulo 10 se vio que las contribuciones del coeficiente de
friccion a distintas escalas se suman siempre y cuando cada una de estas contri-
buciones sea menor que 1 (en la practica, menor que 0,3).

En primer lugar, se considera una superficie rugosa caracterizada por un
vector de onda medio 4, y una distribucion de vectores de onda de la misma
magnitud. En una superficie de tales caracteristicas, la rugosidad y la dispersion
de los valores de altura /, tienen el mismo orden de magnitud, /; = 4, . Se puede
estimar el radio de curvatura de los maximos si se representa el perfil local de la
superficie por la funcion siguiente z = &, cosk,x = h, (1 —1k’x*), 1o cual resulta
enl/R= |z”(0)| ~ h k! . El didmetro caracteristico de los micro-contactos puede
estimarse mediante la expresion
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h 1
Ny
Wk

y es por tanto del mismo orden de magnitud que el de la dimension lineal de la
ondulacion superficial (= 4, / 27 ,donde A, es lalongitud de onda caracteristica).

En el caso de que haya rugosidad a solo una escala y esté caracterizada por
un nimero de onda £, , se podria calcular el coeficiente de friccion empleando
la ecuacion (16.12), la cual se reescribe de la siguiente forma

G"(kyv)
AVz ——=.
Hy Z |G(k1v)|

Si por el contrario, existen irregularidades a dos escalas diferentes, entonces el
coeficiente de friccion se obtiene sumando las contribuciones de cada una de las
escalas (siempre y cuando estas sean menores que 1), lo cual resulta en

w2z LRV g, G
|G(ky)| |G (k)|

Problema 2: Determinar el coeficiente de resistencia a la rodadura de una rueda
rigida sobre una capa elastica constituida por una serie de elementos idénticos
dispuestos en fila (cimentacion o elemento Winkler, véase la fig. 16.9). Cada
elemento consiste en un muelle (rigidez cdx) y un émbolo (constante de amor-
tiguamiento Sdx ) conectados en paralelo.

zh primer punto
ultimo punto [ de contacto

Fig. 16.9 Una rueda rigida se mantiene inmdvil, mientras que una placa rigida adherida a una
capa viscoelastica, la cual se modeliza aqui mediante una cimentacion tipo Winkler, se desplaza
hacia la izquierda a la velocidad v. La «profundidad de indentacion» es constante e igual a d.

Resolucion: El perfil de la rueda en torno al punto de contacto se aproxima
mediante la expresion
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donde d es la profundidad de indentacion. Para la pendiente en el punto x se
obtiene tan0 = z’' = x/ R . Un movimiento horizontal del sustrato a la velocidad
v en el sentido del eje x negativo, produce un movimiento vertical de los muelles
caracterizado por la velocidad z =—vz'=—vx/R . La fuerza de los muelles que
actua sobre el disco es igual a

2
dF. =(—cz—82)dx =(—cz+6vz')dx = (—c(—d+x—]+5 -vﬁde
2R R

La componente z de la fuerza global se calcula mediante esta ecuacion

a 2
FN:J. | —d+ 2 |+5 v |dx
M 2R R

y la componente x segiin

a 2
F. =j | —d+ I |45 v | T
M 2R R R
donde « designa la coordenada del primer punto de contacto a la derecha, y x,

la coordenada del ultimo punto de contacto a la izquierda. La coordenada a se
calcula mediante la condicién z =0,y x, mediante dF, =0.De aqui se llega a:

2
a=~N2Rd Y x,=- 2Rd+(ﬁ) +ﬁ-

c c

Mediante la sustitucion & = x/~/2Rd , las expresiones de F), y F. pueden
formularse de la siguiente manera

FN =21/2R1/2d3/26j.(1—§2 +K§)d§ ,

o
1

F. =2d2cj(1—e;2+;<<§)gd5,

S
usando para ello las identidades

_ 2125y 26y

K= =
1/2 pl/2
cd'“R ca
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2
K K
== 1+ = +—=.
So (2) >

El coeficiente de resistencia a rodadura se calcula mediante la siguiente ecuacion

o oaays JUTET RS
SAUE
j(1—52+m§)d<§

S

Se van a considerar dos casos limites:

(a) k < 1: Velocidades muy bajas. En este caso, son validas las siguientes apro-

. . 4 4 ) . .
ximaciones F, = 52”2R”2d3/zc y F = gdzcx , y el coeficiente de resistencia

a la rodadura se puede calcular mediante la expresion

1/2
d ov TV

”:21/2R1/2K:§ R

donde 7 =6 /¢ (este resultado puede compararse con el de la estimacion dada
por la expresion (16.29)).

(b) x > 1: Velocidades muy altas, como las que se dan cuando se circula sobre una
capa de fluido (¢ = 0 ). En este caso, se cumplen las aproximaciones F}, = évd

23/2 d3/25 -y
3 Rl/2
de resistencia a la rodadura*

y F = , lo que resulta en la siguiente expresion para el coeficiente

23/2 FN 1/2
"= 3 \6wR)
Problema 3: Determinar la cinética de un proceso de pelado de una esfera en con-

tacto con un elastomero, cuando a la esfera, inicialmente en equilibrio y sin soportar

. . 3 .
carga, seleaplicaeneltiempo ¢ = 0 unafuerza F,, = -F, = —Ey TR F,=-15F,

o F,=-2-F,. Para ello, se emplearan los siguientes datos: R =2 mm,
E" =10 MPa, y" =0,05J/m*, ®~10-(v/v,)" .y v, =1 um/s.

e — 12
. .- . o — 1( 2F,
4. Para un sistema tridimensional, § ha de sustituirse por 47 , dando lugar a u = 7(, ”j .La
. ; 3\ nvR
explicacion se detalla en el capitulo 19.
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Resolucion: El problema se resuelve empleando la ecuacion (16.35), la cual se
puede escribir de la siguiente manera:

D—y =10y" (v/v0 )O’5 .
Empleando la siguiente definicion para la fuerza de adherencia

F, = %m/*R (en este caso =0,47-10 N)

y la siguiente para el radio de contacto en el equilibrio en ausencia de carga

1/3
a, = [9 rr j (en este caso = 6,56-10~ m)
2E* ’

se puede expresar la «carga lineal» D de la siguiente manera:

3272
Doy 1F_H H
4F \ a a,
Antes del tiempo ¢ = 0 existe equilibrio en ausencia de carga, por lo que el radio
de contacto es igual a a, . A partir de ¢ =0, se cumple la siguiente ecuacion

1F 3/2 327 0,5
y | = D | _| 4 —y =10y" i
4F, \a a, v, ’
de la cual se llega a la expresion de la velocidad
32 2P
_da_ v ||1F(a ) [a] | _;
dt 100(|4 F,\ a a,

En términos de las variables adimensionales a=a/a, y 7 =tv,/100q,, se
obtiene la ecuacion diferencial

5 2
—@: l&&—S/Z_&S/Z _1
di || 4F,

2

2
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definida por la condicion inicial @ =1 para # = 0. Los resultados de la integracion
numeérica de dicha ecuacion para tres valores de F, / F, distintos se muestran
en la fig. 16.10.

vy
100a,

Fig. 16.10 Radio de contacto en funcion del tiempo para varios valores de fuerza normal.

Para F, =—F, el sistema se aproxima al equilibrio cuando ¢— . La fuerza
normal F, =-1,5-F, corresponde a una fuerza supercritica de despegado. En
este caso, la esfera se desprende tras un tiempo ~1,4:100a, /v, ~9-10° s .






17. DESGASTE

17.1 INTRODUCCION

El desgaste es una de las causas principales del deterioro de piezas y compo-
nentes, y del consiguiente fallo de funcionamiento de maquinas y aparatos. Por
tanto la reduccion del desgaste mediante la eleccion apropiada de materiales,
recubrimientos, disefio de las superficies o lubricacion, cobra una gran impor-
tancia economica.

Aun cuando el rozamiento y el desgaste siempre aparecen juntos en la prac-
tica, son fenémenos cualitativamente diferentes, ya que es posible concebir
rozamiento sin desgaste, al menos en modelos. Por ejemplo en el modelo de
Prandtl-Tomlinson existe rozamiento pero no desgaste. Lo contrario, imagi-
nar desgaste sin rozamiento también es posible, dado que el desgaste puede
producirse bien por efecto de una fuerza normal o carga, o por un movimiento
tangencial.

El que la friccion y el desgaste vengan dados por mecanismos fisicos a
menudo diferentes, se refleja en el hecho de que la velocidad a la que se produce
el desgaste en distintos pares de materiales sometidos a friccion puede variar en
varios o6rdenes de magnitud, aun cuando las condiciones sean las mismas. Hay
que remarcar también que, en determinadas situaciones, los procesos que causan
rozamiento producen a su vez desgaste de manera simultanea, como ocurre en
la deformacion plastica de micro-contactos. En estos casos, el rozamiento y el
desgaste estan estrechamente interrelacionados.

Si bien en la mayoria de los casos, el desgaste se percibe como un fenémeno
indeseado, es también la base de muchos procesos tecnologicos deseables como
son los de afilado, limado, pulido o arenado.
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Segun el mecanismo fisico que lo genera, se suele hacer la siguiente distin-
cion entre los tipos de desgaste:

— Desgaste por abrasion o abrasivo, el cual ocurre cuando dos cuerpos de
dureza muy diferente entran en contacto, o bien cuando la capa intermedia
contiene particulas solidas.

— Desgaste por adherencia o adhesivo, el cual ocurre siempre que exista
un contacto entre cuerpos de igual dureza, o muy parecida.

— Desgaste por corrosion o corrosivo, el cual esta asociado a transforma-
ciones quimicas en la superficie, y al consiguiente desprendimiento de
capas superficiales.

— Desgaste por fatiga superficial o simplemente fatiga superficial, que
ocurre siempre que la superficie se someta repetidamente a un ciclo de
carga que cause deslizamiento o rodadura y que, en caso de aplicarse
una vez, no produzca cambios aparentes en la superficie.

17.2 DESGASTE ABRASIVO

En un desgaste por abrasion, los picos de las asperezas del material mas duro
penetran en el material mas blando, produciendo pequefios cortes. El desliza-
miento genera a su vez surcos o estrias en la misma direccion, los cuales son
caracteristicos de este tipo de desgaste. Para estimar la velocidad a la que se
produce el desgaste por abrasion, se parte de un modelo sencillo en el que todos
los micro-contactos en la superficie dura tienen forma coénica. En primer lugar,
se analiza cada micro-contacto de manera individual cuando se le somete a una
carga AF), .

Granulo abrasivo

< 2 1 —»]

’
Volumen de material \§0 Superﬁme
desplazado o retlrado
\_\L\k\\k\h\L\k

Fig. 17.1 Estriado en un material mediante un cono rigido.

Bajo la accion de una fuerza normal, el cono penetra en el material mas blando.
Considerando la definicion de dureza o, (del material mas blando), se cumple
que

AF, =c, 7r’. (17.1)

La proyeccion del area del cono en la direccion vertical es igual a #4. Cuando
el cono se desplaza una distancia dx, este extrae una cantidad de material de
volumen dV, el cual viene dado por la siguiente expresion
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AF), tan 0 - dx

o,

dV =rh-dx=r"tan0 -dx = (17.2)

En una estimacion muy aproximada, se identifica esta magnitud con el volumen
del material desgastado o volumen de desgaste. Por consiguiente, la velocidad de
desgaste —definida como el volumen de material retirado dividido por el camino
recorrido— es igual a

dV _ AF, tan®

17.3
dx o, (17.3)

Sumando todas las contribuciones de las micro-rugosidades, se obtiene el volu-
men de material desgastado

F, tan0
y =7 (17.4)

o,

donde tan 6 eslamedia ponderada de los valores tan @ en todos los micro-con-
tactos. Esta expresion se suele escribir en forma de ecuacion de desgaste segln:

k, F
Vz%x. (17.5)
0

El volumen de material desgastado es proporcional a la fuerza normal
y a la distancia recorrida, e inversamente proporcional a la dureza del
material. El coeficiente de desgaste, k,, , define las caracteristicas
geométricas de la superficie abrasiva.

br >

El desgaste entre un material blando y un cuerpo abrasivo que contiene particu-
las duras en su interior, se denomina desgaste de dos cuerpos. Un tipo especial
de desgaste abrasivo es el producido entre cuerpos en presencia de un medio
intermedio que contiene particulas adhesivas. En este caso se habla de desgaste
de tres cuerpos.

Latabla 17.1 muestra que los coeficientes de desgaste en el caso del desgaste
de dos cuerpos suelen estar comprendidos entre los valores 6-107y 6-107°,
mientras que los correspondientes al desgaste de tres cuerpos son aproximada-
mente un orden de magnitud menor.

La ecuacion de desgaste (17.5) muestra que el volumen de material desgas-
tado es proporcional a la distancia recorrida. Esto se cumple siempre que las
irregularidades del material mas duro no se «rellenen» del material mas blando.
Cuando esto ocurre, la velocidad de desgaste disminuye con el tiempo (fig. 17.2).
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Tabla 17.1 Coeficientes de desgaste abrasivo

Autores Eggzaife g?;?lzﬁ&;i ¢ Material & (x 10° )
Spurr et al. (1975) 2-cuerpos - varios 60

Spurr et al. (1975) 2-cuerpos 110 varios 50
Avient et al. (1960) 2-cuerpos 40-150 varios 40

Lopa (1956) 2-cuerpos 260 acero 27
Kruschov and Babichev (1958) 2-cuerpos 80 varios 8
Samuels (1956) 2-cuerpos 70 laton 5
Toporov (1958) 3-cuerpos 150 acero 2
Rabinowicz et al. (1961a) 3-cuerpos 80 acero 1,7
Rabinowicz et al. (1961a) 3-cuerpos 40 varios 0,7

0,02 cc

0,01 cc

Volumen de desgaste abrasivo, V

800 1600 2400 3200
Distancia de desgaste / (en revoluci

ones)

Fig. 17.2 Variacion del coeficiente de desgaste con el tiempo. Fuente: T.O. Mulhearn y L.E.
Samuels. «The abrasion of metals: A model of the processy». Wear 5, 478-498 (1962).

Siempre y cuando las propiedades superficiales del otro material no cambien
(lo cual se puede conseguir limpiando regularmente la superficie de particulas),
el volumen del material desgastado es proporcional a la distancia. La ecuacién
(17.5) predice que la velocidad a la que se produce el desgaste es inversamente
proporcional a la dureza, o lo que es lo mismo, la magnitud inversa dx/dV ,
denominada resistencia al desgaste, es proporcional a la dureza del material mas
blando. Esta relacion de proporcionalidad se ha demostrado experimentalmente
en numerosas ocasiones (fig. 17.3). Por el contrario, la dureza del abrasivo apenas
influye en la velocidad de desgaste.
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I I I I
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= w
S
é 50 N
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= Rh Mo
<
'S Ti
§ Cr
Z2 L _
é Steel
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Pt Ni
A
PbZn S CPd
Cd AlAu
Sn | 1 1 1
1 2 3 4
dureza, GPa

Fig. 17.3 La resistencia al desgaste de los metales es, con gran exactitud, proporcional a la
dureza. Fuente: M. M. Xpymes, M. A. babuues. VccnenoBanus U3HAIIMBAHHS METAJIOB
(Investigacion del desgaste en metales). Moscu, (1960).

En la eleccion del material abrasivo no solo hay que tener en cuenta la dureza,
sino también la capacidad de producir cantos afilados y cortantes. Por ello se
suelen preferir materiales fragiles y de alta dureza.

La ecuacion (17.4) se puede interpretar de otra manera. Dado que el estriado
determina un coeficiente de friccion p igual a tan @ , la igualdad (17.4) puede
también expresarse de la siguiente forma

y gk W (17.6)
GO GO

donde W es el trabajo de friccion. Por consiguiente, el volumen de material des-
gastado es proporcional a la energia disipada dividida por la dureza del material.
Dicha relacion de proporcionalidad se cumple también en el caso de desgaste
adhesivo (véase la siguiente seccion) y en el de desgaste erosivo (véase el pro-
blema 1 de este capitulo), mientras que en otros tipos de desgaste la expresion
se suele considerar como «ecuacion general de desgaste».

17.3 DESGASTE ADHESIVO

Si el par de materiales sometidos a friccion son de dureza parecida, entonces es
otro tipo de desgaste el que tiene lugar, el llamado desgaste por adherencia. Este
es el dominante en aquellas aplicaciones tribologicas donde el desgaste haya de
reducirse al minimo, y por tanto haya que evitar las condiciones que favorecen
la aparicion del desgaste abrasivo. El mecanismo del desgaste adhesivo puede
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imaginarse como la formacion de soldaduras entre micro-rugosidades y la libe-
racion posterior de fragmentos proximos a la superficie (particulas de desgaste).
A continuacion, se procede a analizar las condiciones bajo las que tiene lugar
una micro-soldadura y la liberacioén de una particula segun este mecanismo.
Se analizard el caso en el que, durante el desplazamiento relativo de dos
cuerpos en contacto y sometidos a rozamiento, una aspereza entra en contacto
con otra, forma un micro-contacto de diametro Dy finalmente se aleja (fig. 17.4).

e ~N
4 \
/ \

Fig. 17.4 Formacion de una union de soldadura entre dos micro-rugosidades.

En el estado condensado en el que tipicamente se encuentran las capas super-
ficiales, los tres esfuerzos criticos, esto es, el esfuerzo de fluencia, el limite de
fracturay la «tension de soldaduray, tienen el mismo orden de magnitud. Cuando
las rugosidades entran en contacto, el esfuerzo en el micro-contacto alcanza el
valor de la dureza del material, o, , y, en consecuencia, se produce la soldadura
de las rugosidades. En el momento de separarse, justo antes de romperse la union,
el esfuerzo alcanza aproximadamente el mismo valor o, pero con distinto signo.
2

e c e
La energia elastica almacenada antes de la rupturaes U, = % D’ , y permitira

la liberacion de la particula siempre que dicha energia sea mayor que la energia
. 2 . , . .

de adherencia, U, ~y,D", es decir, la energia necesaria para producir dos

superficies libres. V. es, en este caso, la energia superficial efectiva de las

interfases internas en el material (también llamada resistencia a la fractura). Por

consiguiente, la particula se libera solo cuando U, >U , :

2Gyef

D> >
GO

(17.7)

Para muchos cristales de estructura simple, se cumple que o, o G . En estos
casos la ecuacion (17.7) se puede escribir como

J/ef
D =const——
¢ o, (17.8)
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Esta ecuacion determina el diametro de las particulas de desgaste en funcion
de la dureza y de la energia superficial efectiva. El valor experimental de la
constante en la expresion (17.8) es en torno a 60000 .

Dado que la liberacion de una particula deja una oquedad de profundidad
aproximadamente igual al diametro de la misma, se puede asumir que la rugo-
sidad producida por desgaste es del mismo orden de magnitud que la dada por
la expresion (17.8).

En muchas aplicaciones se requiere que el margen de tolerancia entre piezas
moviles sea lo mas pequeio posible. Sin embargo, en la practica, dicho mar-
gen no puede ser demasiado pequefio, dado que puede conducir a un deterioro
progresivo de las superficies, el cual se denomina «gripaje» o «gripado». Es
razonable asumir que el margen de tolerancia minimo, #4_, , es del mismo orden
de magnitud que el diametro caracteristico de las particulas de desgaste, lo cual
hace posible su calculo mediante la siguiente expresion empirica

h =180.000 1< . (17.9)
Oy
Para estimar la velocidad a la que se produce el desgaste adhesivo, se consideran
dos superficies rugosas en contacto (fig. 17.5).
Y

k

Fig. 17.5 Dos superficies rugosas en contacto.

N

La fuerza normal F,, depende del area de contacto y de la dureza de los cuerpos
en contacto segun la expresion:

Fy=0,4. (17.10)

Si el valor medio del didmetro de un micro-contacto es Dy el nimero de micro-
2

. T
contactos es 7, se tiene que 4 = -n, de lo cual se llega a

44 _ _AFy (17.11)

n= 2 2
rD” rnD’o,

1. Véase el libro de E. Rabinowicz. Friction and wear of materials. 2.* edicion, John Wiley &
Sons, Nueva York (1995).
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La «longitud de existencia» de un micro-contacto, es decir, la distancia a lo
largo de la cual un micro-contacto se forma y se destruye, es del mismo orden
de magnitud que el diametro del micro-contacto, D. Por tanto, el nimero total
de contactos que se producen en la distancia x es igual a

Nzniz 4FN)C3 '
D rmo,D

(17.12)

Si en vez de suponer que todos los micro-contactos que se forman y se destru-
yen dan lugar a la liberacion de una particula, se supone que la formacion de
particulas viene dada por la probabilidad &*, entonces el volumen total de las
particulas de desgaste generadas es igual a

3
:liﬂ'D KN = k =
23 8 12 no,D

3 *
D’ . 4Fx k?FNx‘ (17.13)

0

Englobando k" /3 en un tnico coeficiente k,,, se obtiene la ecuacion del des-
gaste adhesivo:
F,x
V=k, .

adh

(17.14)

Oy

También en el caso del desgaste adhesivo, el volumen de material
desgastado es proporcional a la fuerza normal y a la distancia reco-
rrida e inversamente proporcional a la dureza. Esta expresion se suele
denominar ecuacion de Holm-Archard.

Al introducir en la ecuacion la probabilidad de formacion de una particula de
desgaste —cuya magnitud puede depender, por ejemplo, del grado de limpieza
de la superficie—, los coeficientes de desgaste por adherencia pueden variar en
varios 6rdenes de magnitud. El valor tipico del coeficiente de desgaste para un
contacto no lubricado entre dos metales miscibles (que forman aleacion) es del
orden de k,, ~107. Este valor puede llegar a disminuir en tres o cuatro 6rde-
nes de magnitud, bien en presencia de lubricantes muy buenos, o en el caso de
metales inmiscibles.

17.4 CONDICIONES PARA EL ROZAMIENTO DE BAJO DESGASTE

Los requisitos para que tenga lugar deslizamiento a bajo desgaste dependen de
muchos factores, por lo que es dificil formular reglas sencillas. Segtn el estado
de lubricacion del sistema, se pueden dar distintas situaciones. Mientras que en
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los sistemas lubricados la rugosidad actiia como reservorio de lubricante, dismi-
nuyendo de esta forma el desgaste, en los sistemas no lubricados es preferible,
por lo general, que las superficies sean lo mas lisas posible. Si en los micro-
contactos no se alcanza el esfuerzo limite de fluencia del material, entonces solo
ocurre deformacion eléstica en las superficies —siempre y cuando no se produzca
ninguna reaccion quimica entre las mismas®. Dado que, seglin la expresion (7.16),
el esfuerzo medio en micro-rugosidades es del orden de 1 E "Vz ,y por otro lado
es de esperar que en micro-contactos individuales el esfuerzo no supere el valor
méximo dado por E'Vz, se ha de cumplir la condicién E'Vz <o, o

Pl

Vz < ZO (17.15)

En muchos metales, la dureza se identifica con el médulo de elasticidad, por lo
que se cumple que?

Oy

—2%0,01, 17.16
z (17.16)

Para que el par de materiales sometidos a friccion se deforme solo elasticamente,
las superficies han de ser extremadamente lisas; en particular, el gradiente medio
de las superficies no debe superar el valor 0,01. Ademas, es deseable que la
longitud de onda que caracteriza la rugosidad sea lo mas pequeiia posible, de tal
forma que el diametro de los micro-contactos se mantenga por debajo del valor
dado por la expresion (17.8) y por tanto, la condicion del desgaste adhesivo no
se cumpla. Si el gradiente medio es mayor que el dado en la expresion (17.15),
entonces el material mas blando se deformara plasticamente en los micro-con-
tactos. El efecto que dicha deformacion plastica tiene sobre el desgaste depende
fundamentalmente de las propiedades de las capas superficiales mas externas.
Las consideraciones al modelo del desgaste adhesivo, descritas en la seccion
anterior, requieren que la formacion y la ruptura de las micro-soldaduras ocu-
rran en distintos puntos en el material. Si el material forma una capa de 6xido o
esta lubricado, es posible que la ruptura de los micro-contactos tenga lugar en
la misma interfase que en la que se formaron. Es por ello por lo que el cociente
entre la tenacidad de la interfase y la tenacidad volumétrica del material juegan
un papel muy importante en el desgaste adhesivo, aun cuando este cociente no
aparezca explicitamente en la ecuacion (17.14). Esto tltimo motivo a Kragelski*

2. Un requisito necesario para cumplir esta condicion es que los materiales en contacto sean
inmiscibles, es decir, no formen aleacion.

3. Los datos estadisticos que apoyan este enunciado pueden encontrarse en: E. Rabinowicz. «Fric-
tion and wear of materials». 2.* edicion, John Wiley & Sons, Nueva York (1995).

4. L.V. Kragelski. Friction and wear. Butter Worth, Londres (1965).
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a formular el «principio del gradiente positivo de dureza» como base para el
establecimiento de las condiciones del rozamiento de bajo desgaste. Segun este
principio, la tenacidad de la capa superficial mas externa del material ha de
aumentar con la profundidad. Esto puede conseguirse mediante lubricacion,
modificacion quimica de las capas superficiales o reblandecimiento del material,
bien a través de un aumento local de la temperatura o de una baja energia super-
ficial de la capa limite. En los contactos de bajo desgaste y cuando los metales
no pueden formar aleacidn, es conveniente fabricar una aleacion de tenacidad
menor a las de ambos componentes por separado. Si por alguna razon, el gradiente
de dureza es negativo, la velocidad a la que se produce el desgaste aumenta de
forma drastica. Por esta razon, procesos como la formacion de capas de 6xido o
la interaccion con peliculas de lubricante de espesor molecular cobran una gran
importancia en el desarrollo del desgaste, si bien atin no es posible describirlos
mediante un modelo mecénico sencillo.

17.5 EL DESGASTE COMO MECANISMO DE TRANSPORTE DE MATERIA DESDE LA
ZONA DE ROZAMIENTO

Para analizar el desgaste, no basta con establecer las condiciones bajo las que
se liberan particulas. Mientras estas permanezcan en la region donde se pro-
duce el rozamiento, estaran continuamente sometidas a la accidon mecanica,
integrandose una y otra vez en las superficies de los materiales en contacto. El
desgaste se manifiesta como funcion del contacto cuando existe rozamiento si
el material abandona la zona en la que aquel se produce. Por tanto, el desgaste
no se concibe solo es un problema de tenacidad, sino que, en términos mas
amplios, como un problema de mecanismo de transporte desde la zona donde
tiene lugar el rozamiento.

Segun Kragelski, para mejorar la resistencia al desgaste es conveniente que
la capa superficial del material posea un esfuerzo de fluencia menor que el del
material de base. A continuacidn, se analiza la resistencia al desgaste de un
material recubierto por una capa mas blanda, caracterizada por una tenacidad a
cizalla 7, y un espesor /. El didmetro de la zona sometida a rozamiento es L.

La velocidad a la que se produce el desgaste se puede estimar cualitativamente
mediante el siguiente razonamiento. Suponiendo que el comportamiento de la
capa es idealmente plastico, el esfuerzo tangencial en dicha capa es indepen-
diente de la velocidad de deslizamiento, ademas de ser constante e igual a 7.
Formalmente, puede introducirse una viscosidad efectiva de capa 7, tal que
el esfuerzo cortante en la misma pueda, como en el caso de un fluido viscoso,
calcularse mediante la siguiente ecuacion:

T, =1, (17.17)

> <
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De donde se llega a
_ht,

\%

up (17.18)

Una pelicula que se encuentre en un estado de flujo plastico, no tiene, en rela-
cion con otras componentes del esfuerzo (p.ej. la componente normal), limite de
fluencia y se comporta, en primera aproximacion, como un fluido de viscosidad
efectiva dada por la expresion (17.18). Por consiguiente, la capa se extrae por
compresion a una velocidad que puede estimarse mediante la ecuacion (14.27):

- 20 2h%y
hl ~ F, = F
‘ ‘ 3ﬂn€fR4 N 37[R4TL, N, (1719)

Por consiguiente, el volumen de material retirado de la zona de friccion —y por
tanto el que corresponde al material desgastado — en relacion a la distancia de

av Vz‘ﬂ:Rz z§&

2
deslizamiento es igual a — = (ij . Esta expresion ha sido

v 37.\2R

confirmada mediante simulaciones numéricas salvo por una constante. Por tanto,
la ecuacion de desgaste puede escribirse de la forma siguiente’:

F,(hY
Vz—N[—j X (17.20)

En este caso, 0, designa la dureza del material. Esta relacion tiene la misma
forma que la ecuacion de desgaste (17.14) salvo por un factor geométrico (h / L)z,
el cual se encarga de reducir en gran medida la velocidad de desgaste a valores
pequeios de 4 y a valores altos de L.

17.6 DESGASTE EN ELASTOMEROS

El desgaste en elastdmeros es un proceso muy complicado que hasta hoy no se ha
llegado a comprender de manera suficiente. Como estimaciéon muy aproximada,
se puede emplear la ecuacion de desgaste (17.14) para el desgaste adhesivo, donde
la dureza o, se sustituye por el valor medio del esfuerzo en micro-contactos
dado por la expresion (16.10):

KFyx

W (17.21)

= Kean

5. V.L. Popov, L. Yu. Smolin, A. Gervé, B. Kehrwald. «Simulation of wear in combustion engines.
Computational Materials Science 19(1-4), 285-291 (2000).
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donde x ~2 y k—el nimero de onda caracteristico de la rugosidad.

Para caracterizar el desgaste en la goma, a menudo se emplea la llamada
abradabilidad y (abradability en inglés), la cual se define como el cociente
entre el volumen de desgaste y la energia disipada®, y que se puede estimar de
la manera siguiente

]/ _ V _ Kkadh _ Kkadh
My x y4‘é(vk)‘Vz 4V Im(G(vk)) °

(17.22)

La magnitud es inversamente proporcional a la parte imaginaria del modulo
complejo, por lo que alcanza un minimo a velocidades intermedias (fig. 17.6).
La fig. 17.7 muestra una grafica de la evolucion de la abradabilidad en funcion
de la velocidad obtenida a partir de datos experimentales.

Aparte de propiedades viscoelasticas, la goma también posee propiedades
plasticas, las cuales pueden caracterizarse grosso modo mediante un esfuerzo
critico, o, , el «esfuerzo de fluencia», el cual se define de manera atin mas
inespecifica que en el caso de los metales. El triple de este valor se considera
una magnitud caracteristica de la dureza a la indentacion de la goma, o, = 30,.
Segun la ecuacion (16.10), el esfuerzo caracteristico en los micro-contactos se
puede aproximar por la siguiente expresion

o~ 4K |G (vk)| V= . (17.23)

Si este esfuerzo alcanza el valor de la dureza del material, la goma se deforma
plasticamente y el desgaste aumenta de forma rapida. La velocidad critica a la
que esto ocurre se calcula a partir de la condicion dada por

o, ~2|G (v.h)| V= (17.24)

Un tratamiento en detalle de los procesos de friccion y desgaste deberia
también incluir el efecto de la temperatura en los micro-contactos, dado que el
modulo complejo depende de la temperatura.

Para coeficientes de friccion altos, se forma una inestabilidad en la zona de
contacto, la cual hace que una parte de la misma alcance el estado de no desli-
zamiento o de agarre. En estas condiciones, el desplazamiento del cuerpo solo
es posible mediante la formacion de ondas evanescentes — las llamadas ondas de
Schallamach. Este régimen viene caracterizado por otro mecanismo de desgaste,
el desgaste a la rodadura.

6. La abradabilidad y no debe confundirse con la energia superficial aunque se utilice la misma
notacion para ambas magnitudes.
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log(v), u.a.

Fig. 17.6 El coeficiente de friccion py la abradabilidad y en funcion de la velocidad segun la
ecuacion (17.22) para el modelo reologico dado por la expresion (15.51) y caracterizado por los
pardmetros G, =1, G, =1000, 7, =107, 7, =10", g(tr) =77

Fa :

LS \

0 M N / 1
s

0,1 / >
Y\/ 0,6

0 0
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

log a,v

Fig. 17.7 Datos experimentales del coeficiente de friccion, i, y de la abradabilidad, y , en
funcion de la velocidad para el caso de una goma compuesta. Fuente: K.A. Grosch. ‘The
rolling resistance, wear and traction properties of tread compounds’. Rubber Chemistry and
Technology 69(3), 495-568 (1996).
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Desgaste erosivo a bajas velocidades. Una particula dura y esfé-
rica de radio R impacta perpendicularmente contra la superficie de un sélido
de dureza o, a una velocidad v, . Determinar la profundidad de indentacion, el
diametro de la huella resultante, y el volumen de material retirado en el impacto.

Resolucion: La profundidad de indentacion instantanea d(¢) esta relacionada

con el radio de contacto instantaneo a(?) mediante la expresion a(?) = \|2Rd(t).
El 4rea de contacto se calcula de la siguiente manera,

A(t) ~ 27 Rd(1) .

Sea el valor medio del esfuerzo en la regidon de contacto constante en el tiempo e
igual a la dureza del material. La fuerza de contacto que actua sobre la esfera es,
por consiguiente, igual a —¢,, 27 Rd(t), y la ecuacion de movimiento adquiere
la forma siguiente

8%d(1)
? = —27TO'ORd(t) .

La solucion para las condiciones iniciales d(0) =0, d(0)= v, viene dada por
d@)= %0 sen cor
1)

2no,R

m

donde o =

. La profundidad méaxima de indentacion es igual a

V, m
dmax = = = vO .
0] 2no R

Expresando la masa de la particula en funcién de la densidad p y del radio:

g —R|EP%
3 o,

El «volumen comprimido», AV , es igual a

m= §ER3/) , se obtiene

AV < aRd: = S Py P
3 20, 20, 20,
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Es decir, el volumen de material comprimido es igual a la energia cinética de la
particula dividida por la dureza del material.

El volumen perdido por desgaste no solo depende del volumen comprimido,
sino que depende ademas del mecanismo de extraccion del material desplazado.
No obstante y en general, el volumen de material desgastado es proporcional al
volumen comprimido.

Problema 2: Desgaste oscilatorio (firetting). Un perfil de simetria axial z = f,(r)
se presiona sobre un semi-espacio elastico en la magnitud d, tras lo cual oscila
en direccion tangencial con la amplitud dada por #” . A amplitudes bajas, el
desgaste se localiza en una zona deslizante, o zona-s/ip, en forma de anillo en
torno al borde de la region de contacto. Determinar la forma final z = £, (r) del
perfil desgastado tras un nimero elevado de oscilaciones. Para ello se presupone
que en el contacto se cumple la ley de rozamiento de Coulomb y que solo se
desgasta el perfil del indentador.

Resolucion’: De acuerdo con la ley de rozamiento de Coulomb, el esfuerzo
de friccion estatica maximo 7,,,, es igual al esfuerzo de deslizamiento y este a
su vez igual al producto del esfuerzo normal p por un coeficiente de friccion
constante {:7,,. = HUP, T = 4P - La condicion de no deslizamiento o de
agarre se expresa como 7 < up. Para formular la ecuacion del desgaste, sola-
mente se necesita hacer una suposicion muy general que el desgaste solo ocurre
en la region donde la presion sea finita y donde hay un desplazamiento relativo
de una superficie con respecto a la otra. Consecuentemente, no hay desgaste en
aquellas regiones donde la presion sea nula o no haya desplazamiento, es decir,
zonas donde no haya contacto (presion cero), y zonas no deslizantes o zonas-
stick, donde no existe desplazamiento relativo. Debido al propio desgaste y a
medida que aumenta el nimero de oscilaciones, la presion disminuye en la region
donde ocurre desgaste y aumenta en la zona no deslizante de radio c. Por ello,
la region-stick original sigue permaneciendo en el estado de no deslizamiento, y
no se desgasta. Por el contrario, en la region-s/ip el desgaste aumenta de forma
progresiva hasta que, por efecto del mismo, se forma una oquedad entre los
cuerpos tal que la presion de contacto en la zona desaparece y no se produce
mas desgaste. De lo anterior se concluye que la forma limite no viene dada por
una expresion mas o menos exacta de la ecuacion de desgaste, sino que ha de
determinarse con ayuda del método de reduccion de dimension (MRD), descrito
en los capitulos 5y 8.

En el contexto del MRD, una cimentacion elastica se define segtn las direc-
trices dadas por las expresiones (5.56) y (8.41), y un perfil equivalente g(x)

7. Para resolver este problema, se sigue el procedimiento descrito en la publicacion: V.L. Popov.
«Analytic solution for the limiting shape of profiles due to fretting wear». Sci. Rep. 4,3749 (2014).
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segun la expresion (5.52), los cuales se emplearan en el tratamiento numérico en
lugar del sistema tridimensional original. Si el perfil se desplaza la cantidad u "

en la direccion tangencial, los muelles se someten a carga tanto en la d1recc1on
normal como en la tangencial. El radio de la region no deslizante o region stick,
se obtiene igualando la fuerza tangencial maxima con el producto de u por la
fuerza normal:

Gu” =pE" (d-g(c)),

La distribucion de presiones en la regioén de contacto se calcula, dentro del
MRD, mediante la ecuacion (5.59), la cual, por conveniencia, se formula una
vez mas como

p(r)=—1L .[ 9.0 4. E .[ g'(x)
\/x —1" \/x —l"

En el estado final, la presion es cero en la region de contacto original, fuera
de la zona no deslizante, esto es p(r) =0, cuando r > ¢ . En esta region, de la
ecuacion de la presion se llega a,

g'(x)=0 yg(x)=const ,para c<x<a.

Por tanto, la forma final del perfil unidimensional equivalente viene dada por
las siguientes ecuaciones (fig. 17.8):

go(x), para0<x<c
(x) = :
d, parac<x<a

ZA

-

X

1
1
1
1
I
1
1
1
1
1
Ly
a

i
c

Fig. 17.8 Estado final del perfil unidimensional obtenido mediante el MRD.

El perfil tridimensional correspondiente se obtiene mediante la transformacion
inversa dada por la expresion (5.53):

fo (1), para O0<r<c

OS2 80 4 2 0 ]
oVt —x? TN —x?

dx, parac<r<a
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Considérese como ejemplo el perfil de forma inicial parabolica f, (r) = r* /(2R).
El perfil equivalente tras aplicar la transformacion MRD es g, (x) = x* / R (véase
el capitulo 5, problema 7). El radio de la region stick viene dado por la ecuacion
Gu? = uE (d -c /Ri. De aqui se llega a

* (0)
c= R[d—G*MLj.
E u

En el estado final, la forma del perfil desgastado viene dado por

2
7

—, para0<r<c

2 r’ c r(c cY
d——|d—— |arcsen———| — |, |1-| — | , parac<r<a
/4 2R r mwR\r r

En términos de las variables adimensionales siguientes (las coordenadas vertica-
les normalizadas con respecto a la profundidad de indentacion, y las horizontales
con respecto al radio inicial de contacto, a, =+ Rd ):

[ =

f=fld, d=d/d=1

F=rla,, X=x/a,, ¢=c/a,, Ezza/ao’

el perfil final se puede expresar de la siguiente forma

7 - -
—, para0<r<¢
2

AGE , Y
2 r c rc c X~
1——[1—7jarcsent—— 1—(;) , parac<r<a

T r T r

Esta funcion se representa en la fig. 17.9 para distintos valores del radio de la
region no deslizante, en coordenadas adimensionales.
Elradio de contacto y, por tanto, el radio externo de la zona sometida a desgaste,
viene dado por la condicion £, (a) = f,(a) :
2 ~2
_4
j 2

2 a ¢ ac
l-—|1-—— |arcsen———,[1—
bid 2 a =n

Q|
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Fig. 17.9 Perfil 3D en el estado final para 9 valores crecientes del parametro ¢ , desde 0,1
hasta 0,9.

La fuerza normal se calcula mediante la ecuacion
a c 3
F,=2[E (d—g(x))dx=2[ E"(d—x*/R)dx = 2E"| de—<—
Ng(gm)!(/) [3RJ
o, teniendo en cuenta la expresion para el radio de la zona stick:

OB * (0
Fo=dppe| -Gk d+ S|
3 E u 2E u




18. EL ROZAMIENTO INDUCIDO POR
ULTRASONIDOS

En muchos sectores técnicos se suelen emplear vibraciones de diversas fre-
cuencias y amplitudes para modular el rozamiento. Entre las aplicaciones de
baja frecuencia mas conocidas, figuran los compactadores tipo canguro y las
planchas vibratorias. Las vibraciones de alta frecuencia se emplean para alterar
el rozamiento en procesos de mecanizado, de ensamblaje o de embuticion, pero
también para suprimir inestabilidades por contacto en diversos aparatos nano-
tribologicos (como por ejemplo, el microscopio de fuerza atdomica). Aparte de
lo anterior, existen distintos métodos para producir movimiento dirigido, los
cuales hacen uso de la relacion entre vibracion y rozamiento. Entre ellos figuran
numerosos métodos de transporte y de separacion por vibracion. Por ejemplo, el
principio del funcionamiento de los motores ultrasonicos en las lentes de camaras
fotograficas se basa en la vibracion ultrasonica. Bajo determinadas condiciones,
las vibraciones pueden llegar incluso a aumentar el rozamiento o a producir
uniones de soldadura entre los materiales en contacto. Por esto en la tecnologia
de microchips se suele utilizar la soldadura o el ensamble por ultrasonidos.
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18.1 EFECTO MACROSCOPICO DE LOS ULTRASONIDOS EN LA FUERZA DE
ROZAMIENTO

1. Efecto de las vibraciones en la friccion estdtica

Se va a analizar un cuerpo apoyado sobre un soporte de dos puntos (fig. 18.1).
El coeficiente de friccion entre el soporte y el cuerpo (probeta) es p . En pri-
mera aproximacion, la probeta puede considerarse como un cuerpo rigido cuya
longitud puede modificarse de forma periddica mediante un piezo-elemento
incorporado al mismo.

tension periodica

ﬁ(t)\‘

: . :
Piezo-elemento Friccion estatica, Fe  Friccion dinamica, Fd

a H b

Fig. 18.1 (a) Una probeta que vibra en la direccion de deslizamiento. (b) Las fuerzas que actian
sobre la probeta en la direccion horizontal.

En ausencia de oscilacion y para poner la probeta en movimiento, se ha de
aplicar una fuerza critica de magnitud F, = uF, . F), es la fuerza normal, que
en este caso es igual al peso de la probeta. Si por el contrario, se varia la longitud
de la probeta de manera que se produce el movimiento relativo de los puntos
de contacto con respecto al sustrato, la probeta se movera independientemente
de lo pequefia que sea la fuerza F aplicada. El diagrama de cuerpo libre de una
probeta cuya longitud cambia con el tiempo se muestra en la fig. 18.1 b. Cuando
la longitud cambia lentamente, el proceso es cuasi-estatico y las fuerzas deben
estar en todo momento en equilibrio. Dado que la fuerza de friccion dinamica
en cada punto del contacto es de magnitud constante e igual a

1
F,=—uF,, (18.1)

2
las fuerzas de rozamiento se equilibran con la fuerza externa siempre que uno de
los extremos de la probeta se deslice y el otro se mantenga inmovil. En la fase de
contraccion, el punto de contacto posterior es el que desliza y el anterior el que
permanece inmovil. En estas condiciones, la probeta experimenta un movimiento
tipo oruga, donde en cada periodo la probeta se desplaza la distancia A/, que
coincide con el cambio de longitud de la misma. Esto implica que, siempre y
cuando la ley de rozamiento de Coulomb se cumpla, basta una oscilacion y una
fuerza externa de amplitud y magnitud arbitrariamente pequefias para mover la
probeta a escala macroscopica ya que la friccion estatica es nula. Sin embargo, se
ha comprobado experimentalmente que dicha conclusion solo se cumple a partir
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de una determinada amplitud de oscilacion (véase la seccion sobre la medida
experimental de la fuerza de friccién en funcion de la amplitud de oscilacion).

1. El efecto de las vibraciones en la friccion dinamica

A continuacidn, se analiza como la oscilacion influye en la friccion dinamica.
En este caso, la frecuencia de oscilacion ha de ser suficientemente alta para que
las vibraciones no perturben el movimiento uniforme de la probeta. Esto permite
tratar dicho movimiento como superposicion de un desplazamiento a velocidad
constante v, y otro a velocidad oscilante.

(1) Oscilacion paralela al deslizamiento

Si la longitud de la probeta oscila segun la funciéon armoénica

I=1+Isenort, (18.2)
entonces las coordenadas de los puntos de contacto vienen dadas por

X, =Vt +%l~ +ilsenwt | x, = vot—%i—%lo senwt . (18.3)
Estos puntos se mueven con respecto al soporte a las velocidades respectivas

X, =v, +1l,ocosot | X, =v, -1l 0coswt (18.4)

X, =V, +vcosmt , X, =v, —Vcosat (18.5)

donde v = 3/, . Para simplificar, se supone que la fuerza normal se distribuye
en los dos puntos de contacto de forma que es igual a F,, /2 en cada punto y
no cambia con el tiempo. Bajo este supuesto, se obtiene la siguiente expresion
para la fuerza total de rozamiento que actua sobre la probeta:

F, = ’uf“' [sgn(vo +Vcos ot ) +sgn (v, —veos a)t)} . (18.6)

La fuerza macroscopica de rozamiento se obtiene hallando el valor medio de la
fuerza anterior en un periodo de oscilacion:

j (t)dt— L uby “:sgn v, +vcos &) +sgn (v, —veos & :ldf (18.7)

Promediando sobre un periodo, la magnitud de ambos sumandos es la misma,
por lo que basta con integrar uno de ellos y multiplicar por 2:

(F,) - #1; fsgn(vo—ﬁcosg)dcf, (18.8)

0
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Llegados a este punto, conviene distinguir dos casos:

(a) v, > v.Eneste caso, la velocidad es siempre positiva y la fuerza de rozamiento
permanece constante, tanto en médulo como en direccion. El valor medio de la
fuerza de rozamiento es igual a (FR> =ukF, .

(b) v, <V . Eneste caso, la velocidad es positiva en un subintervalo del periodo y
negativa en el otro (estos intervalos de tiempo estan indicados en la fig. 18.2 como
+1 y —1, respectivamente). La fuerza de rozamiento en el subintervalo positivo
esigual a puF) y en el negativo es —uF, . El momento en el que la velocidad
cambia de signo se calcula a partir de la condicion dada por v, —vcosé& =0.
De aqui se llega a

£ =arccos(v0 /9. (18.9)

Mediante la fig. 18.2 se puede ver claramente que una vez integrada, la expresion
(18.8) resulta en

<FR>:ﬂg—;((27f—2§*)—2§*):ﬂ2§ (%_f*j:ﬂ2§ [%—arccos[%on

2uF, A
“HTN arcsen v%’j, para v, <V
<FR> =y 7 v

uE,, para v, >V

(18.10)

Esta funcion se muestra representada graficamente en la fig. 18.3, junto con
datos experimentales.

N /o

1 L ‘é

oo\ om o
\

Fig. 18.2 Representacion para el calculo de la integral en la expresion (18.8).

Vcosé
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Fig. 18.3 Valores experimentales y tedricos que muestran la disminucion de la fuerza de
rozamiento por efecto de las vibraciones en la direccion paralela a la del movimiento. Fuente:
H. Storck, W. Littmann, J. Wallaschek, M. Mracek. «The effect of friction reduction in presence
of ultrasonic vibrations and its relevance to traveling wave ultrasonic motorsy. Ultrasonics 40,
379-383 (2002).

(2) Oscilacion perpendicular al deslizamiento

En este caso, la velocidad de la oscilacion, dada por
v, =vcosawt (18.11)

esta orientada perpendicularmente a la direccion del deslizamiento. El valor
instantaneo de la fuerza de rozamiento puede obtenerse con ayuda del diagrama
de fuerzas de la fig. 18.4 mediante la siguiente ecuacion

Fy =uF, coso. (18.12)

Teniendo en cuenta la relacion tang =v, /v, , se llega a la siguiente expresion
para la fuerza de rozamiento

2
V .
14| —coswt
)

La fuerza macroscopica de rozamiento como valor promedio de la fuerza tan-
gencial microscopica se calcula segun

(18.13)

(18.14)
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Esta funcion se representa junto a distintos datos experimentales en la grafica
de la fig. 18.5. A diferencia del caso de la vibracidon paralela al deslizamiento,
el coeficiente de friccion es siempre mas pequefio en presencia que en ausencia
de ultrasonidos.

elemento

a b c

Fig. 18.4 Vibraciones perpendiculares a la direccion del deslizamiento (vista en planta): (a)
Esquema del experimento, (b) diagrama de velocidades, (c) diagrama de fuerzas.

Una diferencia fundamental entre los resultados tedricos y experimentales es
que el coeficiente de friccion experimental a muy bajas velocidades nunca llega
a ser cero, al contrario de lo que predice la teoria. Esto muestra que la ley de
rozamiento de Coulomb deja de ser valida cuando la amplitud de la oscilacion
es pequefia.

o
0.2 / e Experimental | |
’ V — Tedrico
0 | |
0 0,5 1 1,5 ~ 2
v /V

Fig. 18.5 Valores experimentales y tedricos que muestran la disminucion de la fuerza de
rozamiento por efecto de las vibraciones en la direccion perpendicular a la del movimiento.
Fuente: H. Storck, W. Littmann, J. Wallaschek, M. Mracek. «The effect of friction reduction

in presence of ultrasonic vibrations and its relevance to traveling wave ultrasonic motorsy.
Ultrasonics 40, 379-383 (2002).
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18.2 EFECTO MICROSCOPICO DE LOS ULTRASONIDOS EN LA FUERZA DE
ROZAMIENTO

El valor macroscopico de la friccion dindmica no es otro que el promedio tem-
poral de la fuerza tangencial entre el cuerpo y el sustrato. Por consiguiente y en
sentido estricto, el término «fuerza de friccion macroscopica» solo puede refe-
rirse con relacion al intervalo sobre el que se calcula el promedio. A escalas de
espacio y tiempo suficientemente pequenas, la ley macroscopica de rozamiento
falla y por tanto, no puede emplearse en el analisis del efecto de la vibracion en
el rozamiento para amplitudes de oscilacion arbitrariamente pequeias.

El hecho de que la ley macroscopica de rozamiento deje de cumplirse a
escalas pequefias y que por tanto haya de refinarse, se puede mostrar mediante
el modelo Prandtl-Tomlinson (véase capitulo 11), el cual se puede modificar para
el sistema de dos cuerpos presentado anteriormente. Sean dos masas puntuales
de masa total m, cuya distancia cambia con el tiempo segun la formula

[(t)=1,+ Alsen(wt) . (18.15)

Ambos cuerpos se encuentran sometidos a un potencial espacial periodico. La
ecuacion (11.1) se modifica para dar lugar a

F,
mi=F —nk—;o[senk(x—l(t)/2)+senk(x+l(l) / 2)] . (18.16)
En ausencia de oscilacion, se ha de aplicar la fuerza dada por

F,, =F,|cos(LAl, ) (18.17)

para poner el sistema en movimiento. F,, tiene, por tanto, el mismo sentido
fisico que la fuerza de friccion estatica en ausencia de ultrasonidos.

A continuacion, se deja oscilar la longitud / en la forma dada por la expresion
(18.15) y se promedia la ecuacion (18.16) a lo largo de un periodo 7 =27/ w ;
la media temporal se representa entre paréntesis angulares.

m(x)= F—n<x>—%<senk(x—l(t)/2)+senk(x+l(t)/2)> . (18.18)

Siempre que el sistema no se mueva macroscopicamente (es decir, siempre que
se encuentre en régimen de no deslizamiento), los valores medios <x> y <x> son
cero, por lo que se llega a la siguiente expresion para la fuerza de friccion estatica
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F= %<senk (xo - (l0 +Al sen(a)t)) / 2) + senk(x0 + (l0 +Al sen(a)t)) / 2)>
18.19
= F,senkx, -(cosk (I, + Alsen(er))/ 2) ( )

= F} sen kx, -(cos(%kl0 )<cos (LkAlsen a)t)> —sen (Ll )<sen (LkAlsen a)t)>)

El valor medio del segundo término es igual a cero, dado que se trata de una
funcion impar, mientras que el valor medio del primer término puede calcularse
con ayuda del siguiente desarrollo en serie!

0

cos(¢&seng)=J,(¢)+2D.J,, (&) cos(2np), (18.20)

n=1

donde J,, esla funcion de Besel de orden n. Correspondientemente, la expresion
para la fuerza de rozamiento se transforma en

F = Fysenkx, cos(1kl,)J, (L kAl) . (18.21)

Esta fuerza es funcion de la coordenada x, . El valor maximo de dicha funcion,
dado por

F, = Fy|cos (L kly ) J, (S KAL) = F, |, (L kAT)|, (18.22)

es igual a la fuerza de friccion estatica, la cual depende de la amplitud de la
oscilacion. Dicha dependencia se representa en la fig. 18.6.
1_

0,84

0,64

F./F,,

0,4

0,2

0 2 4 6
kAI/2

Fig. 18.6 La fuerza de friccion estética en funcion de la amplitud de la oscilacion para un
sistema de dos cuerpos sometidos a un potencial espacial periddico.

10

oo

1. O.J. Farrell, B. Ross. Solved problems: As applied to Gamma and Beta functions, Legendre
Polynomials and Bessel functions. Dover Publications (2013).
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El rozamiento disminuye con la amplitud y desaparece cuando
kAl/2=2,4048 , es decir, cuando A/ =0,77A , donde A es la longitud de
onda del potencial. Si el potencial de interaccion incluyese mas componentes de
Fourier, las oscilaciones de la friccion estatica desaparecerian, lo que resultaria
en una funcidon (monoétonamente) decreciente. Este ejemplo permite identificar
la transicion gradual desde la friccion estatica en ausencia de ultrasonidos al
resultado macroscopico en presencia de ultrasonidos ( F, = 0 ). Se puede obser-
var que las amplitudes de oscilacion para las que la friccion estatica disminuye
considerablemente, aportan informacion sobre la longitud de onda caracteris-
tica del potencial de interaccion. De ello hace uso la Tribo-espectroscopia para
investigar los mecanismos de friccion.

18.3 INVESTIGACION EXPERIMENTAL DE LA FRICCION ESTATICA EN FUNCION DE
LA AMPLITUD DE OSCILACION

El sistema mostrado en la fig. 18.1 forma parte de un experimento real donde la
fuerza de friccion estatica se midio en funcion de la amplitud de oscilacion?. El
experimento se efectuo a frecuencias de 60-70 kHz y amplitudes de oscilacion de
hasta 1 um aproximadamente. La amplitud de oscilacion se midi6 con un vibro-
metro laser. Los resultados se representan graficamente en la fig. 18.7 para el caso
de una probeta de acero en contacto con varios sustratos de distintos materiales.

Para la mayor parte de los pares de materiales examinados, el coeficiente
de friccion disminuye con la amplitud de la oscilacion. La magnitud de decai-
miento de la fuerza de friccion determina la escala espacial caracteristica de los
procesos de rozamiento para un par de materiales dado y bajo unas condiciones
experimentales determinadas. Dicha escala es diferente para cada material. En
la tabla 18.1 se muestran los resultados para 9 materiales distintos, donde ade-
mas se indica si los datos se obtuvieron en un primer ensayo o en ensayos tras
la puesta en marcha.

Para la mayor parte de los materiales, la longitud caracteristica es menor
tras la puesta en marcha, a excepcion del laton y el vidrio. De los resultados de
la tabla 18.1 se desprende que para todos los materiales estudiados, la escala
caracteristica esta comprendida entre 15 y 100 nm. Aunque el origen fisico de
dicha escala no esta claro atn, es probable que esté relacionado con el espesor
de la capa limite. En presencia de ultrasonidos de alta amplitud, la muestra se
calienta y la capa limite pierde su eficacia. Una manifestacion tipica de este
fendmeno es la disminucion del coeficiente de friccién cuando la amplitud de

2. V.L. Popov, Y. Starcevic. «Tribospectroscopic study of a steel-steel friction couplex». Tech. Phys.
Lett. 31(4), 309-311 (2005).
Una descripcion mas detallada puede encontrarse en la siguiente tesis doctoral: J. Starcevic,
Tribospektroskopie als neue Methode zur Untersuchung von Reibungsmechanismen: Theore-
tische Grundlagen und Experiment, TU Berlin, 2008.
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la vibracion ultrasonica es suficientemente alta. A amplitudes atin més altas, se
produciria una fuerte adherencia metélica y fendémenos de soldadura por friccion.

En relacion con otros materiales, la goma y el aluminio exhiben un com-
portamiento cualitativamente distinto (fig. 18.8). La goma constituye un caso
en el que la escala no viene esencialmente determinada por interacciones en
la nano-escala. Por otro lado, se sabe que el comportamiento tribologico del
aluminio se desvia del resto de metales, probablemente debido al bajo punto de
rotura de su capa de 6xido, a consecuencia del cual el rozamiento abandona el
régimen de capa limite.

En el caso del teflon, el coeficiente de friccion que muestra la fig. 18.7 no es
solo reducido, sino que es negativo cuando la amplitud de oscilaciéon aumenta.
Esto puede ocurrir cuando la estructura de la superficie no es simétrica, de forma
que se genera una suerte de «carraca»’, lo cual genera transporte en una sola
direccion atn en ausencia de fuerzas externas.

Experimentos tribo-espectroscopicos muestran que en el régimen de friccion
de capa limite, se puede aplicar la ley macroscopica de rozamiento a partir de
desplazamientos de aproximadamente 100 nanémetros. A desplazamientos muy
pequefios, del orden de 20-60 nandmetros, el coeficiente de friccion disminuye
de manera drastica, por lo que estas amplitudes bastan para controlar los coefi-
cientes de friccion.

03 o —— Acero templado
R : : : : —+— Acero al manganeso
0,25 F Ny i —o— Cobre
——a— Pastilla de freno
‘ : : —— Vidrio
0,2 e y ©| —s— Titanio TI01
o ) : : : : —o— Titanio TI02
—— Laton
0’157 7 — s Tefléon
0,1
0,05
0
-0,05 i i e i

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Amplitud (um)

Fig. 18.7 Coeficientes de friccion estatica en funcion de la amplitud de oscilacion para distintos
materiales en contacto con una muestra de acero C45.

3. Una discusion en detalle sobre trinquetes puede encontrarse en la seccion 11.5.
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M —e— Aluminio
: : : —=— Goma

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
Amplitud (um)

Fig. 18.8 Cocficiente de friccion estatica en funcion de la amplitud de oscilacion para la goma
y el aluminio.

Tabla 18.1 Escalas de friccion caracteristicas, /, , para distintos materiales, obtenidas
del primer experimento y calculadas como valor medio de experimentos tras la puesta

en marcha.
Material llf)" ) "ll"gagnl?gouesta
experimento en marcha

Acero templado C 45 61 41

Acero al manganeso X120Mnl12 39 24

Titanio TIO1 34 27

Titanio TI02 25 22

Titanio TI03 50 -

Cobre 42 37

Laton 17 29

Pastilla de freno 31 29

Vidrio 104 111
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18.4 INVESTIGACION EXPERIMENTAL DE LA FRICCION DINAMICA EN FUNCION DE
LA AMPLITUD DE LA OSCILACION

En muchas aplicaciones donde se requiere controlar activamente el rozamiento, es
importante saber como varia la friccion dindmica con la amplitud de oscilacion.
En esta seccion se presentan varios resultados experimentales tipicos obtenidos
con un tribometro ultrasonico tipo varilla sobre disco* (esquema mostrado en
la fig. 18.9 a).

@l E

a b

Fig 18.9 (a) Esquema de un tribémetro ultrasénico tipo varilla sobre disco; (b) Geometria del
deslizamiento en un tribémetro ultrasénico tipo varilla sobre disco.

La friccidon dinamica en funcién de la velocidad de deslizamiento esta repre-
sentada en la fig. 18.10 para el par acero-acero, encontrandose dependencias
similares para otros pares tribologicos. Es caracteristico el hecho de que la fuerza
de rozamiento en ausencia de vibracion apenas disminuye con la velocidad
(curva 1 enla fig. 18.10), lo cual puede dar lugar a la generacion de inestabilida-
des. La aplicacion de oscilaciones ultrasonicas al sistema hace que la fuerza de
rozamiento aumente monotonamente con la velocidad de deslizamiento (en este
ejemplo, a partir de una amplitud de oscilacion de aproximadamente 0,1 pm ,
curva 3 en fig. 18.10). Este efecto puede emplearse en la supresion de inestabi-
lidades por rozamiento.

El aluminio es una excepcion ya que en el par acero-aluminio, el coeficiente
de friccion no depende ni de la velocidad de deslizamiento ni de la amplitud de
oscilacion, y fluctia considerablemente en torno al valor constante y ~ 0,6+ 0,1
(fig. 18.11).

4. V.L. Popov, J. Starcevic, A.E. Filippov. «Influence of ultrasonic in-plane oscillations on static
and sliding friction and intrinsic length scale of dry friction». 7rib. Lett. 39, 25-30 (2010).
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0 0,01 0,02 0,03
v, (m/s)

0,04

Fig. 18.10 Coeficiente de friccion en funcion de la velocidad de deslizamiento y la amplitud de
oscilacion para el par «acero-acero», obtenido a una frecuencia de 45 kHz, 0 =31,5°, y a las
siguientes amplitudes de oscilacion: (1) 0,023 pm, (2) 0,056 pm, (3) 0,095 pm, (4) 0,131 um,

(5) 0,211 pum, (6) 0,319 um. Fuente: V.L. Popov, J. Starcevic, A.E. Filippov. «Influence of
ultrasonic in-plane oscillations on static and sliding friction and intrinsic length scale of dry
friction». Trib. Lett. 39, 25-30 (2010).

0,9
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Fig. 18.11 Coeficiente de friccion en funcion de la velocidad de deslizamiento y la amplitud de
oscilacion para el par aluminio-acero, obtenido a una frecuencia de 48 kHz y a las siguientes
amplitudes de oscilacion: (1) 0,21 um, (2) 0,081 um, (3) 0,31 pum, (4) 0,14 pm, (5) 0,41 pm,

(6) 0,035 um. El coeficiente de friccion exhibe fuertes fluctuaciones en torno al valor 0,6, pero

ninguna dependencia clara con la velocidad de deslizamiento o con la amplitud de oscilacion.

Fuente: V.L. Popov, J. Starcevic, A.E. Filippov. «Influence of ultrasonic in-plane oscillations on

static and sliding friction and intrinsic length scale of dry friction». 7rib. Lett. 39, 25-30 (2010).
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Determinar el efecto de las oscilaciones en la fuerza normal sobre
la friccion estatica y dinamica, especialmente la dependencia del valor medio
del rozamiento, suponiendo que se cumple la ley de rozamiento de Coulomb.
El coeficiente de friccion es constante e igual a u.

Resolucion: Se parte del modelo mas sencillo de un sistema tribologico, el cual
consiste en un bloque rigido de masa m en contacto con un plano también rigido
(fig. 18.12). Al bloque se le aplica una fuerza de traccion F en la direccion hori-
zontal y una fuerza normal F},, la cual varia en funcion del tiempo de la forma

F, (1) = Fy,+AF), coswt

Si el valor minimo u (FN 0= AFN) de la friccion estatica es mayor que F,
el cuerpo permanece en reposo. El valor macroscopico de la friccion estatica es
por tanto igual a

F
_»

-

F,

-F,
Fig. 18.12. Un bloque rigido sobre un plano es sometido a la accion de una fuerza de traccion F
en la direccion horizontal y a la de una fuerza normal F,, dependiente del tiempo.

Si por el contrario y como muestra la fig. 18.13, la fuerza F es mayor que F,,
entonces existe un tiempo ¢ para el que la traccion es mayor que la friccion
estatica. A partir de ese momento, el cuerpo se pone en movimiento.

La ecuacion de movimiento en la fase de deslizamiento es

mx = F — u(F, , +AF, cosor)
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uF(® A
HAF
HFN 0 Y

F’ /

N\
~

t Tiempo, t

Fig. 18.13. Evolucion temporal del producto de la fuerza normal por el coeficiente de friccion.
El valor minimo de dicha funcion es igual a la friccion estatica F, .

la cual se puede escribir de la forma siguiente

mi = [F—,u(FN,0 —AF, )]—,uAFN (1+coswr)

o, dividiendo por pAF) ,

i= —(1+coswr).

2
ma

Introduciendo las variables 7 =@t y £ =—————x, asi como las identidades

u-AF,
[F_“(FN’O_AFN)J " 2 2 N .,
f= y §"=07E/0t", la ecuacion puede expresarse de
HAF,

forma adimensional:

&"=f—(1+cost).

Esta ecuacion contiene un solo parametro, f. El movimiento del cuerpo se inicia
en el tiempo 7,, en el que laigualdad f — (1 + cosr) =0 se cumple por primera
vez. De aqui, se obtiene que

7, =arcos f —1,

Integrando dos veces la ecuacion de movimiento y aplicando las condiciones
iniciales &'(7,)=0 y £(0)=0, se llega a

&'=(f-1)(r—7,)+(sent, —sent)
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f-1
2
La velocidad vuelve a ser cero y el cuerpo alcanza el reposo en el tiempo 7,,

en el que

E=

(12 —2rrl)+(r sent, +cost)—1.

&'=f-(r,-1,)—(r,—1,)+(sent, —sent, ) =0.

Para f =1, este tiempo se distingue del momento en el que se inicia el movi-
miento en un periodo completo, 27 . Para valores mayores del parametro £, el
cuerpo nunca alcanza el reposo. Por consiguiente, el intervalo mas interesante
de valores posibles para fes 0< f <1.

El valor medio de la velocidad del cuerpo se calcula segln la siguiente
expresion

<§/>= §(r,)—¢(r) _ f_l(‘L'z _Tl)

1
g po ’ +—((r, —7,)sent, +cosT, —cosT, )

2w

La velocidad media de deslizamiento se obtiene para el valor critico f =1

(") =sent, =y1-cos’t, = [I-(f-1)" =1.

Para valores pequefios de f se puede encontrar una expresion analitica aproxi-
mada para la velocidad media. Para ello, es de nuevo mas sencillo partir de la
ecuacion de movimiento £ = f —(1+ cos 7:) y aproximar la funcién coseno como
2
T—7T . L o .
cosT ~—1+ % en torno al primer minimo. Por consiguiente, la ecuacion
~2
- T . -

de movimiento se transformaen &" = f — PR donde 7 = (7 — ) . Elmovimiento
comienza en el tiempo

Para la velocidad y la posicion durante la fase de deslizamiento se obtiene,
respectivamente,
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El cuerpo alcanza el reposo cuando

A3 A3
7, -1,

fr(fz)zf'(fz_fl)_TZOa

de lo que se llega a

Para la velocidad media se obtiene

N E(@)-¢E) _9f?
<§>_ 2w 4z

0, despejando f :

ar , _,
f= 7<§>

Comparando este resultado con la solucion numérica de la ecuacion de movi-
miento, se concluye que la solucion exacta en el intervalo de velocidades
0< (§’> <1 que interesa, se puede aproximar por la siguiente ecuacion:

/= 47”<§'>+(1—\/@<5'>"2,

HFGo

Fe “H (FN,O - AFN)

<X > HWAF
mo

Fig. 18.14. La fuerza media de rozamiento en funcion de la velocidad media de deslizamiento
bajo la accion de una fuerza normal oscilante.

o expresada en términos de las variables originales,
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1,2
4 . 4 .
F=u(F,,~AF, )+ uAF, 7””’2? <x>+(1—,/§J[”’Z? <x>j
N N

En términos de las variables dimensionales, el dominio de definicion de esta
funcidn es el siguiente:

AF,

.\ HALY
0 —
<(x)< —

A altas velocidades, la fuerza de rozamiento permanece constante e igual a
F = uF, , . La dependencia del rozamiento con la velocidad de deslizamiento
se muestra a modo de ejemplo en la fig. 18.14 para el caso AF, =F, /2.

Problema 2: Se tiene una probeta de longitud variable y apoyada en dos puntos
sobre un sustrato, los cuales se pueden modelizar de manera simple como con-
tactos hertzianos (fig. 18.5). La longitud de la probeta oscila segin la formula
[(t) =1, + Al -cos(wt) . Suponiendo que en las superficies de contacto el coefi-
ciente de friccion local es constante e igual a p , determinar el valor macroscopico
del coeficiente de friccion estatica en funcion de la amplitud de oscilacion.

Fy/2
o m

PN

Fig. 18.15 Esquema de una probeta de longitud variable. Los puntos de apoyo entre la probeta
y el sustrato se consideran contactos hertzianos.

Resolucion: En presencia de una fuerza externa F, la oscilacion es simétrica y
el maximo desplazamiento de cada extremo con respecto al estado inicial (de
referencia) es igual a A//2. La relacion entre la fuerza y el desplazamiento
tangenciales, F,y u_, viene dada por la siguiente ecuacion (véase capitulo 8)

3/2 3/2
u, _ AL
F;c_:uFN 1- 1_,u(E*/G*)d = pF, 1-11 2,u(E*/G*)d
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La diferencia entre esta fuerza y el valor critico ufF}, es la friccion estética
detectable macroscopicamente, F), :

3/2

Al

Fe=nby 1_2y(E"/G*)ar

e






19. METODOS DE SIMULACION NUMERICA EN
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En capitulos anteriores se han considerado los problemas de contacto y friccion
conforme a modelos sencillos. Aun cuando dichos modelos ofrecen una vision
general de sistemas triboldgicos complejos, existen multitud de planteamientos
en Tribologia —en particular, aquellos que implican el refinamiento de sistemas
tribologicos— que no pueden resolverse mediante calculos analiticos. En estos
casos, tanto investigadores como ingenieros han de recurrir a métodos numé-
ricos. Conviene tener en cuenta que la eficacia de dichos métodos depende, en
gran medida, de la dimension y de la calidad de la aproximacion analitica de la
que se parte.

En este capitulo se consideran brevemente los métodos mas importantes
que se emplean en la Mecanica de Contacto, sin entrar en detalles y haciendo
referencia a la bibliografia correspondiente.
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19.1 SISTEMAS DE VARIOS CUERPOS

Las simulaciones por ordenador de sistemas de varios cuerpos son indispensables
en los procesos de desarrollo en la industria. A medida que crece la necesidad
de ganar en precision, aumenta también el interés en describir los fendmenos
de contacto y friccion de la mejor manera posible. Una parte considerable de
la investigacion en este campo se enfoca a encontrar métodos que permitan
implementar condiciones de contacto sencillas y el rozamiento de Coulomb,
centrandose en la busqueda de algoritmos mas eficientes (en términos de tiempo
de computacion y costes de implementacion). En este contexto, los contactos
suelen considerarse como ligaduras direccionales rigidas y las caracteristicas del
rozamiento suelen venir dadas de antemano y definidas por un valor maximo
de friccion estatica maxima y una dependencia de la friccion dindmica con la
velocidad de deslizamiento determinados. Con frecuencia, la friccion dinamica
se supone constante e igual a la friccion estatica maxima.

El método mas sencillo para integrar el rozamiento en programas que simulan
sistemas de varios cuerpos consiste en aproximar la ley de rozamiento mediante
una funcidn continua (de la fuerza de friccion). La friccion se trata como si fuese
una fuerza predeterminada de la cual se conoce como varia con la velocidad.
Tipicamente se emplean fuerzas de la forma (fig. 19.1)

F, =%yF,\. arctan(v/v). (19.1)

Con expresiones de este tipo no es necesario preocuparse por la diferencia entre
la friccion estatica y la dindmica. La velocidad caracteristica v hade elegirse de
forma que sea mucho mas pequefia que las velocidades de deslizamiento carac-
teristicas del sistema a simular. En este caso, la friccion dada por la expresion
(19.1) reproduce la fuerza tanto en el régimen de deslizamiento como en el de
no deslizamiento.!

Fp/pFy !
0,5

Fig. 19.1 Aproximacion de la ley de rozamiento por una funcion continua.
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19.2 EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

En muchas aplicaciones es importante saber la distribucion de presiones y la
deformacidn de las superficies en contacto. Para el calculo de las deformaciones
elasticas y plasticas —y en principio, también para el andlisis de los contactos
adherentes y los fenomenos de rozamiento—, existen diversos métodos de simula-
cion. Entre ellos, los procedimientos basados en la discretizacion de ecuaciones
en el continuo son bien conocidos, en especial el método de elementos finitos
(MEF, FEM en inglés), y el de elementos de contorno.

Las formulaciones del contacto en el &mbito del MEF vienen desarrollandose
desde mediados de los afios 70. En la actualidad, los programas comerciales de
elementos finitos (EF) hacen uso de la formulacion nodo a superficie (node-to-
surface, en inglés), en la que a cada nodo de una superficie se le asigna uno o
varios elementos de la otra.

En muchas aplicaciones practicas (como en el sellado, en los procesos de
mecanizado, o en los ensayos de indentacion), entran en juego deformaciones
considerables, comportamientos no lineales y amplios desplazamientos de los
componentes en contacto. En estos casos, suelen fallar los programas EF comer-
ciales y es la formulacion superficie a superficie (método mortar) la que permite
simular los casos de contacto de manera mas robusta y exacta?.

Los casos de contacto rodante (como el par rueda-rail o el par neuma-
tico-asfalto) suelen analizarse mediante el método EF. El llamado Método
Euleriano-Lagrangiano arbitrario (ELA, Arbitrary Lagrangian Eulerian o ALE,
en inglés)*, es un método eficaz en el calculo de estos problemas de contacto. La
discretizacion espacial compacta que ofrece este método hace posible el refinado
de malla en los puntos de contacto. Este método permite resolver de manera
especialmente elegante los problemas de rodadura estacionaria, ya que en este
caso las soluciones no dependen del tiempo. Sin embargo, el método no permite
integrar sin dificultad el comportamiento inelastico de materiales, debido a que
la malla no esta unida al material.

Las ventajas de los modelos 3D de elementos finitos son las siguientes: (1)
el empleo de la geometria correcta, incluyendo dimension, topografia y grados
de libertad, y (2) la posibilidad de calcular esfuerzos y deformaciones en todo
el cuerpo. Sin embargo, cuando se utilizan mallas especialmente finas como en
el caso de la simulacion de contactos rugosos, los modelos 3D de EF requieren
tiempos de computacion muy altos. Esto constituye una clara desventaja si se

2. M.A. Puso, T. A. Laursen. «A mortar segment-to-segment contact method for large deformation
solid mechanics». Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 193, 601-629,
(2004).

3. U. Nackenhorst. «The ALE-formulation of bodies in rolling contact: theoretical foundations
and finite element approach». Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 193,
4299-4322 (2004).
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tiene en cuenta el alto grado de calculo variacional y optimizacion que conlleva
este tipo de simulaciones.

19.3 EL METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO

El método de elementos de contorno es especialmente adecuado en el calculo
del contacto entre dos cuerpos linealmente elasticos bajo la hipdtesis de semi-
espacio, puesto que solo requiere la discretizacion de las superficies. Es decir,
no se necesita el mallado en el interior de los cuerpos ni tenerlo en cuenta en el
calculo. Dada la alta importancia de este método en el tratamiento de problemas
de contacto mecanico, se aborda con mas detalle a continuacion.

Sea el caso del contacto normal entre un cuerpo elastico y un plano rigido.
El desplazamiento vertical de un punto en la superficie de un cuerpo elastico
(suficientemente grande) bajo la accion de una distribucion continua de presiones,
viene dado por la ecuacion (5.7). La region de interés se divide en N x N ele-
mentos cuadrados y se supone que cada elemento soporta una presion constante
Py . El desplazamiento vertical en el centro de cada elemento se designa por u( 2
La relacion entre la distribucion discreta de presiones 75 y el desplazamlento

vertical u(z) en cada punto puede calcularse de forma analitica*:
N N
D=2 K%p, (19.2)
g i
donde
o A c+a +c* d+\b* +d* N
Y aln N 2 +
d+~\d* +d c+ b +c (19.3)
| VL Ja +c* b+NbD +d* N
b +b? a+a* +d*

a=iciis | boiofol | eojojel ) a-jo5-L 19.4
5 5 J—J 5 J—J > (19.4)

A es la distancia entre elementos de la red. Si se agrupan todos los p; y #; en
sendos vectores, la ecuacidon (19.2) se puede escribir en forma matricial de la
forma siguiente

4. A.E.H. Love. A4 treatise on the mathematical theory of elasticity. 4.* edicion revisada. Dover
Publications, Nueva York (2011). Véase también: K. L. Johnson. Contact mechanics. Cambridge
University Press, 6." impresion de la 1.* edicion, pag. 54 (2001).
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u=Ap. (19.5)

donde A es una matriz de dimension N? x N*.

En los problemas de contacto se parte de que el tamafio y la forma de la
region de contacto no se conocen, por lo que dichos problemas han de resolverse
de manera iterativa. En la region de contacto, el espacio intersticial es cero, es
decir, el desplazamiento de la superficie elastica es conocido. Fuera de la region
de contacto la presion es cero; por el contrario, el desplazamiento no es nulo y
no se conoce en principio. Para comenzar, se considera una region de contacto
determinada. Las variables se redistribuyen entre las pertenecientes al interior
de la region de contacto, p, y u'”, y las pertenecientes al exterior, p, y u”, de
las cuales se conocen u'” y p, =0. Partiendo de la expresion (19.5) y tras la
redistribucion, se obtiene

A Al(p)  |uf?
Ls AJ{O}_ gt (196)

y finalmente,
Ap, =u’ (19.7)
Ap; =uy. (19.8)

La resolucion del sistema de ecuaciones (19.7) proporciona la presion en la
region de contacto, p;. Este resultado permite calcular el desplazamiento fuera
de la region de contacto, u® , mediante la expresién (19.8).

En general, el primer paso de iteracion suele dar como resultado presiones
negativas (esfuerzos de traccion) en la region de contacto, asi como distancias
de separacion negativas fuera de ella. La nueva region de contacto se define reti-
rando todos los puntos con esfuerzos de traccidn, e incluyendo todos los puntos
con distancias de separacion negativas. Con la region de contacto modificada
de esta manera, se repite el calculo. Las iteraciones se realizan sucesivamente
hasta que (en buena aproximacion) no se obtienen mas puntos con esfuerzos de
traccion o distancias de separacion negativas.

19.4 EL METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO: EL CONTACTO TANGENCIAL

De modo completamente similar al caso del contacto normal, se simula también
el contacto tangencial con ayuda del método de elementos de contorno. En vez
de la expresion (5.7), se emplea la relacion de Cerrutti (8.3)
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X 1 l-v (x—x')2 o 13,0
u():27rG-” . +v = T(x,y)dxdy

, (19.9)
s=(x=x)V +(y-y)
en forma discreta, donde
o A c+Na*+¢? d+\b* +d*
K. =— (l—v) a-ln +b-In
v 272G d+a* +d* c+b* +¢? (19.10)

na+\/a2 +c? +d-lnb+\/b2+d2
b+b* +c? a+Na*+d?

Esta expresion describe la relacion entre el esfuerzo superficial 7 y el despla-
zamiento u® en la direccion de aplicacion de la fuerza, x. También en este
caso es valida la representacion en forma matricial dada por la ecuacion (19.5).
Si fuese necesario diferenciar entre las zonas deslizante (subindice «d») y no
deslizante (subindice «e»), los nodos han de distribuirse de manera adecuada.
Se supone que el caso correspondiente de contacto en la direccion normal se ha
resuelto y el desplazamiento tangencial u'" ~ se conoce. En los puntos donde
hay friccion dinamica, el esfuerzo tangencial viene determinado por 7, = up, y
el desplazamiento no se conoce. Por el contrario, en aquellos puntos donde existe

agarre entre las superficies, se cumple que ') =u'" 'y el esfuerzo tangencial

e,ij macro

ha de cumplir la condicion 7, = up,. De forma analoga a la expresion (19.6),
se pueden reorganizar las variables para llegar a

+| c-1

(x)
Ay Ay Ag|lup, ]
Ay Ay Ap 1T iU (19.11)
Ay Ay Ay 0 US‘)

® _Gw

macro e

Calculando 4% = pA, p, y obteniendo 7, de la ecuacion A,7, =u
se conocen todos los esfuerzos y se pueden determinar u’ y u®.
En todos los calculos, la ecuacion (19.5) ha de desarrollarse o resolverse
una y otra vez, y de como esto se consiga, dependeran tanto la velocidad como
el éxito de la simulacion. Gracias a las propiedades de la matriz A, las cuales
vienen determinadas por las ecuaciones de base (5.9) o (8.3), el producto de
la matriz por el vector puede calcularse como convolucion rapida mediante la

transformada rapida de Fourier (FFT, en inglés). Partiendo de esta operacion,
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se puede emplear un procedimiento iterativo para la resolucion del sistema de
ecuaciones, como por ejemplo, el procedimiento del gradiente conjugado (GC).’

19.5 EL METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO: EL. CONTACTO ADHERENTE

El contacto adherente puede describirse mediante el método de elementos de
contorno como se muestra a continuacion bajo el supuesto de que las fuerzas
adhesivas son de muy pequefio alcance®. Considérese de nuevo una region divi-
dida en elementos cuadrados de lado A, cada uno de los cuales esta bajo la
accion de un esfuerzo normal constante. Al separar tal contacto, los elementos
no solo pueden soportar esfuerzos de compresion, sino también, y en cierta
medida, esfuerzos de traccion. Para determinar la condicion de despegado para
un elemento de contorno, se utiliza el principio de los trabajos virtuales, segun
el cual un elemento se encuentra en estado de equilibrio siempre y cuando su
energia no varie con pequefios cambios en la configuracion del sistema. Aplicado
a un contacto adhesivo, esto implica que la energia de adherencia U, = A’y,,,
necesaria para separar las superficies (7,, es la energia de separacion por unidad
de superficie) ha de ser igual a la energia elastica que se libera al separar un
elemento. Esta energia es igual a

U, :%J.J.O'udA, (19.12)

donde u es el desplazamiento de la superficie, la cual esta asociada al esfuerzo
o . Aplicando el principio de Boussinesq se cumple que

X (x Y gy (19.13)
( y 7rE II\/ y y)z 4

de forma que para la energia de un solo elemento se obtiene la siguiente expresion:

0_2 AAAA 1 o 62
UB’(T):an*M-M\/ - - didididy =—— % (19.14)

donde

5. R. Pohrt, Q. Li. «Complete boundary element formulation for normal and tangential contact
problemsy. Physical Mesomechanics 17(4), 334-340 (2014).

6. R. Pohrt, V.L. Popov. «Adhesive contact simulation of elastic solids using local mesh-dependent
detachment criterion in boundary elements method». Facta Universitatis, Series: Mechanical
Engineering 13(1), 3-10 (2015).
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\/§+1
J2-1

Z:N% 1—\/§+%log ] ~0,473201 A®. (19.15)

A partir de la condicion U, =U ,, se obtiene el esfuerzo critico necesario para

separar un elemento, o, :

o = |"E1, (19.16)
¢ 0,473201-A

A diferencia de los casos de contacto no adherente, en cada paso de iteracion
se ha de comprobar que el esfuerzo de traccion no sobrepasa el valor critico,
dado por la expresion (19.16), en ningin elemento del borde de la region de
contacto. Diversas pruebas de calculo han mostrado que el procedimiento aqui
descrito reproduce de manera muy exacta las soluciones analiticas conocidas
(véase capitulo 6).

dh >

19.6 METODOS DE PARTICULAS

Otra forma de abordar los problemas de contacto y friccion mediante simulacion
es la proporcionada por los métodos de particulas, para los que los objetos de
calculo son particulas discretas. Estas particulas no son reales, es decir, fisi-
cas, sino «unidades de calculoy». Las interacciones entre las particulas han de
definirse de forma tal que permitan describir correctamente el comportamiento
macroscopico, tanto elastico como plastico. Por consiguiente, no se resuelven ni
las ecuaciones macroscopicas del continuo ni las microscopicas de la mecanica
molecular, sino las ecuaciones microscopicas de un sistema equivalente apro-
piado. El tamafo de las particulas puede adaptarse al del problema a resolver;
por ejemplo, en el andlisis de terremotos, el tamafio de particulas puede llegar
a ser de la escala de metros.

La fuerza de rozamiento se determina mediante procesos de deformacion
eléstica y plastica, de ruptura, de liberacion e integracion de particulas, asi como
a través de procesos de mezcla. Dichos procesos tienen lugar en los micro-con-
tactos. El método de automatas celulares méviles (movable celular automata o
MAC en inglés) es un método de particulas mediante el cual se pueden simular
con éxito los procesos en micro-contactos’.

7. V.L. Popov, S. G. Psakhie. «Numerical simulation methods in tribology». Tribology Interna-
tional 40(6), 916-923 (2007).
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19.7 EL METODO DE REDUCCION DE DIMENSION

El método de reduccion de dimension ofrece otra posibilidad para el calculo
numérico efectivo de problemas mecanicos en el contacto, el cual se ha dis-
cutido en varias ocasiones en este libro y utilizado a través de varios ejemplos
de aplicacion. No obstante, una descripcion pormenorizada del método puede
encontrarse en®. En este método se sustituye el sistema original tridimensional
por un contacto con una serie de elementos independientes dispuestos en fila
(muelles o elementos reologicos cualesquiera). Es importante resaltar que no
se trata de una aproximacion sino de una representacion exacta del sistema. El
método de reduccion de dimension simplifica los problemas en el contacto de
dos maneras: por un lado, el sistema con grados de libertad en el espacio tridi-
mensional, se sustituye por otro con grados de libertad solo en una dimension.
Por otro, los grados de libertad tras la transformacion MRD son independientes.
Estas dos propiedades permiten que el tiempo de computacion se reduzca enor-
memente (segun el planteamiento y para problemas mecanicos en el contacto,
este puede ser de 10°a 10° veces menor que el empleado usando los programas
de elementos finitos o elementos de contorno ya optimizados). Esto hace posible
integrar el calculo de fuerzas de contacto en simulaciones dinamicas de sistemas.

8. V.L. Popov, M. HeB. Methode der Dimensionsreduktion in Kontaktmechanik und Reibung.
Springer-Verlag Berlin, Heidelberg (2013).






20. TERREMOTOS Y ROZAMIENTO

La Tectonica de Placas es una disciplina que a su vez puede considerarse parte
de la Tribologia. La corteza terrestre esta constituida por placas tectonicas, las
cuales se desplazan lentamente unas con respecto a otras por efecto de las lla-
madas corrientes de conveccion en el manto superior. En la escala de tiempos
geologicos, del orden de millones de afios, estos desplazamientos determinan
la estructura de la superficie de la Tierra, mientras que a escalas de tiempos mas
reducidas son la causa de los terremotos. Los modelos del rozamiento encuentran
su aplicacion tanto en la descripcion de la dinamica de fracturas aisladas, como
en la descripcion de la corteza terrestre como medio granular. Los modelos que
reproducen el mecanismo de los terremotos se basan en una observacion funda-
mental: los terremotos no son el resultado de la stibita formacion y propagacion
de grietas nuevas, sino que suelen ocurrir tras un deslizamiento repentino a lo
largo de una fractura ya formada. Esto se constata por el hecho, entre otros, de
que la disminucion de la tension tras un terremoto (del orden de MPa), es mucho
menor que la tenacidad de la roca. Por consiguiente, un terremoto es mas bien
un fenomeno fisico de friccion que un fendmeno de fractura mecéanica. Mas
recientemente y tras el trabajo de Brace y Byerlee! se ha llegado a reconocer de

1. W.E. Brace, J.D. Byerlee. «Stick slip as a mechanism for earthquakes». Science, 153, 990-992
(1966).
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forma general que los terremotos han de entenderse en términos de inestabili-
dades tipo stick-slip.

20.1 INTRODUCCION

Debido a la lentitud con la que se desplazan las placas tectonicas, en los puntos
de las fracturas donde ocurre rozamiento se generan esfuerzos de magnitud tal
que, cuando superan un valor critico, producen un movimiento rapido y brusco,
el cual percibimos como terremoto. Inestabilidades parecidas ocurren también
en los sistemas tribologicos experimentales mas sencillos —como en un cuerpo
del que se tira lentamente por medio de un muelle blando. Es por ello por lo que
algunas de las caracteristicas generales de los terremotos se ponen de manifiesto
con modelos de este tipo. En el modelo mas simple de una inestabilidad stick-slip,
se asume que el deslizamiento comienza cuando el cociente entre el esfuerzo
cortante y el esfuerzo normal en la superficie de contacto supera el valor del
coeficiente de friccion estatica, L, (véase problema 1 del capitulo 12). Al ponerse
el cuerpo en movimiento, el coeficiente de friccion disminuye al valor p,, lo
que conduce a una inestabilidad en la friccion tipo stick-slip. En el problema 1
del capitulo 12 se vio que el desplazamiento durante la fase s/ip viene dado por

w=ofe=Ffu, (20.1)

c

donde es la rigidez del muelle. La energia disipada durante la fase slip es igual a

E=Fu= pfulf=F) (20.2)
c

En una zona de fractura real no existen ni masas aisladas ni muelles discretos.
En su lugar, han de resolverse las ecuaciones de la Teoria de la Elasticidad par-
tiendo de la ley de rozamiento. Aqui se da una estimacién sencilla, suponiendo
que la region de contacto, de extension lineal L, es mas pequefia que el espesor
de la zona fragil de la corteza, D (schizosphere en inglés)>. Un movimiento en
este contacto provoca desplazamientos y deformaciones considerables en un
volumen de dimensiones L x L x L. La dureza de un cubo de tales dimensiones
es del orden de ¢ ~ GL. Partiendo de las ecuaciones (20.1) y (20.2), se obtienen
las siguientes aproximaciones para el desplazamiento y la energia disipada en
un fendémeno s/ip:

“u, 20,L
u~2F, “EGL“dz Gév (1, —1,), (20.3)
2 My (:ue_:ud)

E =~ p,Fyu~20, Tﬁ (20.4)
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donde o, = F, / I’ es el esfuerzo normal. Para terremotos fuertes (de extension
mayor que el espesor D de la zona fragil de la corteza), la dureza de la zona de
deslizamiento de longitud L puede aproximarse por ¢ = GD. Para el desplaza-
miento durante el fendmeno s/ip sirve la misma aproximacion, y para la energia
disipada,

E~o’ WDE . (20.5)

N
Es decir, la energia disipada es proporcional al cubo de la extension del desliza-
miento en el caso de temblores, y al cuadrado de la extension del deslizamiento

en el caso de terremotos fuertes.
La duracion del terremoto en este modelo puede estimarse segtin la expresion

T~ (20.6)

C

sonido

donde ¢, es la velocidad de las ondas transversales en la corteza. Para terre-

motos fuertes con L ~ 100 km, la duracion se estima en minutos.

20.2 CUANTIFICACION DE TERREMOTOS

Como medida de la intensidad de un terremoto se emplea el momento sismico, M:
M = GAu (20.7)

donde G es el mddulo de cizalla de la roca (tipicamente del orden de magnitud
30 GPa), 4 es el area de superficie de la fractura y el desplazamiento medio a
lo largo de la grieta. El momento sismico es la base de la escala sismologica de
magnitud de momento. La magnitud de momento sismico M,, se define como

M, = %(bglo M-9,1) (20.8)

Para el caso del modelo sencillo de friccion descrito anteriormente, se obtiene
la siguiente estimacion del momento sismico:

M =20, (u,—p, )L, para temblores (L < D) (20.9)
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M =20 —u,)DI?, para terremotos fuertes (L > D) (20.10)
v K, — Hy p

El momento sismico es, por tanto, proporcional al esfuerzo normal en la zona
de fractura y al cubo de la extension del deslizamiento en el caso de temblores,
o al cuadrado de dicha magnitud en el caso de terremotos fuertes.

20.2.1 La ley de Gutenberg-Richter

Se va a considerar un contacto sometido a rozamiento entre dos cuerpos elasticos
con un area aparente de contacto 4. Los cuerpos se desplazan uno con respecto a
otro una distancia L en la direccion tangencial, la cual ha de ser mucho mayor que
el desplazamiento en una inestabilidad, dado por la expresion (20.3). En el caso
de que solo tuviesen lugar terremotos con zonas de deslizamiento de extension
caracteristica L, habria un total de 4/ L’ zonas de deslizamiento en la superficie
de contacto. Por tanto, a lo largo de toda la longitud L tendrian lugar un total de
il Gi
~ 3
u 20y (1 - )L

(20.11)

terremotos. Es decir, la frecuencia de los terremotos de una extension de desli-
zamiento determinada es inversamente proporcional al cubo de dicha longitud
y, por la expresion (20.9), inversamente proporcional al momento sismico:

NoM™. (20.12)

Dado que el sistema, en realidad, no posee ninguna longitud caracteristica, se
puede presuponer que la probabilidad de que ocurran desplazamientos de distinta
magnitud L, es la misma en todos los casos. Bajo dichas condiciones, la expre-
sion (20.12) es valida también para la distribucion de terremotos. Si se define
¢(M) como la densidad de probabilidad de un terremoto con un determinado
momento sismico M, la aproximacion dada por (20.12) puede expresarse también
en la forma siguiente

Nocd(M)- Mo M (20.13)
a partir de la cual se llega a
(M) oc M, (20.14)

La probabilidad ®(A)de que ocurra un terremoto de momento sismico mayor
que M es
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O(M) = Tqﬁ(M)dM oc TM’ZdM =M", (20.15)

Esta formula fue propuesta por Gutenberg y Richter en el afio 1954 a partir de
datos empiricos, y se la conoce como ley de Gutenberg-Richter.

La ley de Gutenberg-Richter permite definir una escala valida tanto para
temblores como para grandes terremotos. La fig. 20.1 ilustra la ley de Gutenberg-
Richter basada en los datos del catalogo de terremotos ocurridos en California
durante los afios 1984-2000.

N(M>m) [Terremotos/afio]

10-2 ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Magnitud sismica m = log,, (S)

Fig. 20.1 Numero de terremotos N(M >m) con magnitud sismica mayor que m por aiio
(circulos). La recta representa la ley de Gutenberg-Richter, log,, N(M >m) oc =bm , con b=0,95 .
La desviacion con respecto al comportamiento lineal que se observa a valores pequeiios de la
magnitud sismica, es probablemente debida a la dificultad en la medida de terremotos de muy
baja intensidad. Datos procedentes del catalogo de terremotos en California en los afios 1984-
2000 (335076 terremotos, aprox. 150 terremotos/dia). Fuente: P. Bak et. al. Phys. Rev. Lett.
88(17):178501 (2002).

20.3 LAS LEYES DE ROZAMIENTO EN ROCAS

La ley de rozamiento (fig. 12.11) que se asumio para obtener la estimacion
(20.1) es demasiado simple. Tras el trabajo de Brace y Byerlee, se investigaron
mas intensamente las leyes que rigen el rozamiento en las rocas, lo que condujo
a una modificacion sustancial del «modelo estandar» para la friccion seca. A
través de ella, se establecié que la diferencia entre friccion estatica y dindmica
es relativa, reemplazandose por el concepto de friccion como funcion de la
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velocidad y del estado®. El nuevo concepto, introducido en las leyes generalizadas
de rozamiento, consiguid describir con éxito varios aspectos como la génesis de
terremotos, el acoplamiento sismico, el pre- y el post-deslizamiento, asi como
la falta de respuesta de los terremotos a fendémenos de periodicidad corta, como
las mareas. Por consiguiente y en lo sucesivo, se trataran con detalle las leyes
de rozamiento en rocas.

Ya era conocido por Coulomb que el coeficiente de friccion estatica aumen-
taba lentamente con el tiempo y que el coeficiente de friccién dindmica dependia
de la velocidad. Las investigaciones experimentales de Dieterich®, las cuales se
integraron en la teoria de Ruina® para dar lugar a una ley de rozamiento en funcién
de la velocidad y del estado, mostraron que entre estos dos efectos existe una
estrecha relacion. En la ley de rozamiento de Dieterich-Ruina, el coeficiente de
friccion depende tanto de la velocidad de deslizamiento, v, como de la variable
de estado, O, segun la siguiente ecuacion:

u:uo—aln{ﬁﬂ}—bln[;—eﬂj (20.16)

c

donde la variable de estado cumple la siguiente ecuacion cinética:

. [MOJ
0=1- o (20.17)

c

Ambas constantes a y b de la ecuacion (20.16) son positivas y toman valores
entre 102y 1073, si bien D, es cercano a 10 um en condiciones de laboratorio, su
escalado a sistemas de mayor envergadura no esta aun claro, y v toma el valor
tipico de 0,2 m/s. Esta ley de rozamiento ha demostrado tener validez general,
pudiéndose aplicar a materiales de diversa naturaleza tales como plastico, vidrio,
papel, madera y diversos metales, ademas de rocas.

En el caso estatico, se cumple que 6 = ¢. La variable de estado O puede
interpretarse como la «edad» media de los contactos desde el momento de su
formacion. En el caso de movimiento a velocidad constante y bajo la condicion
inicial dada por 6= (0) = 6,, la solucién de la ecuacion (20.17) es

D D |v|tJ
0(f) = —< +| 6, - ¢ _e
v [ v Jexp( D, ). (20.18)

La variable de estado O relaja al nuevo valor de equilibrio en la distancia
de deslizamiento D,. Por consiguiente, la magnitud puede interpretarse como
la longitud critica de deslizamiento a la que todos los micro-contactos previos
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se destruyen y otros nuevos se forman. Tras el periodo de transicion, se cumple

C

D
que 6() =
-

, lo cual esta en consonancia con la idea de 6 como variable

indicativa de la edad del contacto; el valor estacionario de O es, en este caso,
igual a la duracion media de los micro-contactos.

En el estado de deslizamiento estacionario, se cumple la siguiente expresion
para el coeficiente de friccion

uz,uo—(a—b)ln£|v—|+1j. (20.19)
\4
A bajas velocidades, la ley de rozamiento (20.16) puede reescribirse en la forma
v v'e
u=p,—aln| —|+bln| —|, (20.20)
v D

la cual se analiza a continuacion.

La ley de rozamiento de Dieterich-Ruina no solo describe los procesos de
rozamiento estacionarios, sino también los fendmenos de transicion. Se va a
considerar un proceso de rozamiento caracterizado por un deslizamiento a la
velocidad v,. El coeficiente estacionario de friccion es, conforme a la ecuacion
(20.19), igual a

Vv
u® ~ +(a—b)1n(v—},], (20.21)

Si la velocidad de deslizamiento cambia de forma abrupta de v, a v,, también
lo hara, en un primer momento, el segundo miembro de la ecuacién (20.20), y

. . . V.
el coeficiente de friccion aumenta en la cantidad Ay, =aln| = |, alcanzando
el valor dado por ¢

u® =y, + aln[v—ij—bln (V—lj . (20.22)
\%

\%

Tras el periodo de transicion, alcanza el siguiente valor

u® =, +(a—b)1n(vz j : (20.23)
v
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. . v .
y, por tanto, cambia en la magnitud Ay, =—-bln (—1 Este comportamiento
vl

se ilustra en la fig. 20.2, partir de datos experimentales de C. Marone’. Para el
sistema mostrado en la fig. 20.2, los valores de las constantes son, aproximada-
mente, v, / v, = 10, Au, = 0,01 y Aw, =—-0,014a.

0,55
i
0,54
0,4 mm/s : Ammis — g
Velocidad
1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1
13,5 14 14,5 15

Desplazamiento (mm)

Fig. 20.2 Variacion del coeficiente de friccion antes y después de un cambio repentino en la
velocidad: La fuerza de rozamiento aumenta primero bruscamente y se relaja después hacia un
valor estacionario. Fuente: C. Marone. «Laboratory-derived friction laws and their application

to seismic faulting». Annu. Rev. Earth Planet. Sci., 26, 643-696 (1998).

Hasta ahora se ha discutido la ley de rozamiento a esfuerzo normal constante,
pero es facil comprender que dicha formulacion no es completa. Al aumentar el
esfuerzo normal, entran nuevas asperezas en contacto, para las que el «tiempo
de contacto» empieza a contar. En consecuencia, un aumento repentino del
esfuerzo normal también conduce, atin en ausencia de movimiento tangencial,
a la formacion de nuevos contactos y a la disminucion de la duracion media
de contacto. Dado que el area de contacto real entre superficies rugosas es, en
primera aproximacion, proporcional al esfuerzo normal, 4 o¢ G, un salto en el
esfuerzo normal de magnitud do,, , conduce a un salto en el drea de contacto tal
que d4 o« do, . Si la variable de estado O se interpreta como el valor medio de
la duracion del contacto, este cambia, debido al salto, en la magnitud dada por
d0/60=-d4/ A=-do, /o, (puesto que la duracion de los contactos recién
formados es cero). Por consiguiente, la formulacion de la ecuacion cinética de

0o
0(20.17), ha de completarse afiadiendo el término —— . Esta nueva forma de
Oy

7. C. Marone. «Laboratory-derived friction laws and their application to seismic faulting». Annu.
Rev. Earth Planet. Sci., 26, 643-696 (1998).
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la ecuacion permite reproducir los datos experimentales de Linker y Dieterich®,
aunque para ello debe introducirse el coeficiente fenomenoldgico ¢ :

0= 1—['?}—; idN. (20.24)

c GN

20.4 ESTABILIDAD DEL DESLIZAMIENTO BAJO FUERZAS DE FRICCION VARIABLES
CON LA VELOCIDAD Y EL ESTADO

Se va a considerar de nuevo el modelo mostrado en la fig. 12.1, el cual viene
descrito por la siguiente ecuacion de movimiento

mX+ F(x,0) +cx=cvyt, (20.25)
donde ahora la fuerza de rozamiento F(x,0) = F, u(x,0) viene definida por las

ecuaciones (20.20) y (20.17). La solucion estacionaria de esta ecuacion viene
dada por

D
w=vi— L0000 g e (20.26)

0 c vo
Mediante las formulas
x=x,+vt+6x,6 0=0,+30 , (20.27)

se obtienen las ecuaciones linearizadas en la forma siguiente

S
M35+ F 55k +c8x+Fy00 =0 60 =—— 85— (20.28)
. : ’ Vo .
con
oF a OF b,
Fo=—| =F—, Fy="r =F—". 20-29
oox v, N Vo * o0 0=0, ! D, ( :

Haciendo las siguientes sustituciones

Sx=Ae", 86 = Be" (20.30)

8. MLF. Linker, J.H. Dieterich. «Effects of variable normal stress on rock friction: observations
and constitutive equationsy. J. Geophys. Res. 97, 4923-4940 (1992).
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se obtiene la ecuacion caracteristica

F F(a—b
waa( e v e Aulamb)) o (20.31)
my, D, m mD, mD,
—
P 0 R

La condicion de estabilidad viene dada por R = PQ (véase la seccion 12.7) o por

Vo _ (Mﬂ_o)(ijLM) (20.32)

mD, mv, D, J\m mD,

De la cual se llega a la expresion de la rigidez critica

b— 2
c= (D—G)£FN + %] . (20.33)

Si a > b, el deslizamiento es siempre estable, mientras que en caso contrario,
a < b, el deslizamiento es solo estable si la rigidez es mayor que el valor critico,
dado por (20.33). A muy bajas velocidades, el criterio de estabilidad (20.33) se
simplifica para dar lugar a

b—a
crit :(l)—)FN

c

c>c (20.34)

Este resultado se puede también interpretar de otra manera. El deslizamiento es
estable cuando

cD,

b—a

F, : (20.35)

v <

es decir, cuando las cargas normales son suficientemente pequeias. En el continuo
se emplea la relacion ¢ = GL ; en este caso, el deslizamiento es estable cuando

GLD,
F, < < 0 cuando:
—a

‘D
Loy, <P (20.36)

—da
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. . 2 . .
en la que se ha introducido el esfuerzo normal o, ~ F, / L". Por consiguiente,
bloques de masa suficientemente pequefios siempre se deslizaran de forma esta-
ble, mientras que bloques de dimensiones mayores que

GD,

L = o) (20.37)

se deslizaran de manera inestable.

El parametro mas importante que determina las caracteristicas de la estabi-
lidad, (b —a), depende del material, la temperatura y la presion. En el caso del
granito, el mineral mas representativo de la zona superior de la corteza terrestre,
el parametro es positivo a temperaturas menores de 300°C y negativo a tem-
peraturas mayores (fig. 20.3). Esto implica que en la corteza continental no se
espera que ocurran terremotos a profundidades donde la temperatura alcance
valores por encima de 300°C.

Granito
0,03
8
(a-b) = o
[o]
0,01 | 8/b
Q
N8 8
o
001 | Re 3458
1 1 1 1 1
200 400

Temperatura (°C)

Fig. 20.3 Dependencia del parametro (@ — b) con la temperatura para el caso del granito.
Fuente: C.H. Scholz. «Earthquakes and friction lawsy». Nature 391, 37-42 (1998).

Un analisis no lineal de estabilidad mas detallado mostraria que un deslizamiento
dado por la ecuacion de rozamiento (20.20) y bajo una perturbacion finita, ven-
dria descrito por un diagrama de estabilidad del tipo mostrado en la fig. 20.4.

En la Dinamica de Terremotos, la existencia de tres zonas de estabilidad
tiene el siguiente significado. Los terremotos solo pueden iniciarse en regiones
de la corteza donde se cumplan las condiciones de inestabilidad. No obstante,
pueden extenderse a regiones estables siempre y cuando produzcan saltos en la
velocidad suficientemente grandes.
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Av A . .
deslizamiento
inestable
deslizamiento deslizamiento
oscilante estable
— .

L

1 C/ Cerit

Fig. 20.4 Representacion cualitativa de un diagrama de estabilidad para el sistema caracterizado
por la ecuacion (20.25) y la ley de rozamiento dada por las expresiones (20.20) y (20.17). El
estado de deslizamiento estacionario se perturba mediante un cambio subito en la velocidad
de avance en la magnitud Av. El movimiento es estable a perturbaciones pequenas y cuando
la dureza supera el valor critico. Sin embargo, la inestabilidad surge cuando la perturbacion

es lo suficientemente grande, aunque la dureza siga estando por encima del valor critico. Para
durezas por debajo de la critica existe una zona en la que, si bien el deslizamiento estacionario
es inestable, la velocidad es finita y oscila en torno a un valor estacionario. En la zona de
«deslizamiento inestable» (y sin tener en cuenta la inercia) la velocidad de deslizamiento
diverge en un intervalo de tiempo finito.

20.5 NUCLEACION DE TERREMOTOS Y POST-DESLIZAMIENTO

Aunque se perciben como subitas sacudidas sin que en principio se advierta nada
que las preceda, los terremotos son el resultado de una serie de procesos que se
desarrollan con lentitud y que se engloban bajo el término de nucleacion de terre-
motos. En este estadio, el sistema puede tratarse como si fuese cuasi-estacionario,
en el que en cada momento se han de cumplir las condiciones de equilibrio. En
el sencillo «modelo de bloque», descrito por la ecuacion generalizada del roza-
miento de Dieterich (20.20), y suponiendo que el muelle se desplaza a velocidad
constante v,, la condicion de equilibrio tiene la forma siguiente
v Ve
c(x0+v0t—x)=FN U, —aln| — [+bln| — | |. (20.38)
|v| D,
Esta ecuacion, junto a la ecuacion cinética que describe la evolucion de la varia-
ble de estado
: |0
0=1-| —|, (20.39)
DC

puede resolverse solo numéricamente. Inmediatamente después del salto, tiene
lugar un movimiento acelerado de reptacion o creep, y la velocidad de desliza-
miento v es entonces mucho mayor que la velocidad de reptacion estacionaria:
v>>D, /0, =v,.Laecuacion (20.39) puede entonces simplificarse, dando lugar a
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de 0 .
—=—| =, 0=0,¢"". (20.40)
dx D.
Introduciendo esta expresion en la ecuacion (20.38), se obtiene
i(xo+vot—x)= ,u0+a1ni*+blneov _bx (20.41)
F, v D, D,
Esta ecuacion puede integrarse de forma explicita:
' ov, i Bx
Al ex O ¢ |dt=|exp| —— |dx, 20.42
'([ p(aFN j '([ p( a J ( )
donde
A= exp| “Ho DbV, 0 =%, (20.43)
a a D, aF,
es igual a la velocidad de deslizamiento en el punto =0, X,,y
p=| b _<]. (20.44)
Dc FN

La ecuacion (20.42) tiene la siguiente solucion:

== | 1= 2B | [ Do 1] (20.45)
B cv, al),

La fig. 20.5 muestra una evolucion tipica del proceso de reptacion segin la
ecuacion anterior. El tiempo transcurrido hasta la aparicion de la inestabilidad
se calcula a partir de la condicion por la que el argumento del logaritmo en la
ecuacion (20.45) es igual a cero:

F
=0 140 | (20.46)
cv, x,BF,

En la proximidad de la inestabilidad, la ecuacion (20.45) se puede aproximar
por la siguiente expresion asintotica

a x,B cv
~——In| 22| 1+ —2— (2. —¢
i { » ( T ](C )] (20.47)

0 N

La velocidad de deslizamiento aumenta segtn la féormula
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e )" 20.48
X B(tc 1) (20.48)

El movimiento acelerado de reptacion o creep que precede a un fenomeno de
deslizamiento o de s/ip se ha podido demostrar en el laboratorio a partir de
modelos triboldgicos sencillos (fig. 20.6).

8
6 -
x/ %
B
4+
2 -
0 L 1 L 1
0 0,2 0,4 0,6
kv,
—t
aFy

Fig. 20.5 Movimiento acelerado de reptacion o creep antes de un salto segun la ecuacion

(20.45) con ﬂ =1.
o,
Incluso tras el salto en las condiciones, ocurre en general un cierto «post-des-
lizamientoy, el cual viene descrito por la ley de rozamiento. Inmediatamente
después del salto y debido a la distancia recorrida, la variable es practicamente
nula (véase ecuacion (20.40)). Por tanto, la variable tras el salto vendra descrita
por la siguiente ecuacion

0=1,0=t—-t, (20.49)

donde £, es el tiempo al que cesa el salto. A bajas velocidades v,, la «fuerza
elastica del muelle» F puede asumirse constante. Por consiguiente, la ecuacion
(20.38) puede reescribirse en la forma

. * t_t/
FIF, =[uo+amv—f+bm¥), (20.50)

c

De lo cual se llega a

1 F , —bla
X:v*ea[FN ”].[V*’_’O] . (20.51)
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Fig. 20.6 (b) Seguimiento experimental de la posicion de un cuerpo de acero que se desliza
sobre un sustrato de acero en funcion del tiempo. El esquema del experimento se muestra en
(a). Los datos de posicion se adquirieron con una resolucion de 8§ nm. En el recuadro interior
se muestran dos saltos sucesivos de magnitudes 8 y 22 mm. En la grafica principal se muestra
ampliada la fase «stick» completa (rodeada en rojo en el recuadro interior). En ella se puede
observar que durante esta fase tiene lugar un movimiento de reptacion o creep lento, que se
acelera rapidamente cuando se aproxima a la fase s/ip. (Experimento realizado por V.L. Popov
y J. Starcevic, Universidad Técnica de Berlin).
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Fig. 20.7 Representacion de la coordenada de posicion en funcion del tiempo en un cuerpo
de acero deslizandose sobre un sustrato de vidrio. Los datos se han obtenido a partir de un
experimento mostrado en la fig. 20.6 (a). En el recuadro interior se observa un salto de unos 4
mm. En la grafica principal se muestra ampliada la fase stick (rodeada en rojo en el recuadro
interior). En dicha gréfica puede observarse que durante la fase stick tiene lugar un movimiento
de reptacion (creep) ralentizado (post-deslizamiento). (Datos experimentales de V.L. Popov y J.
Starcevic, Universidad Técnica de Berlin).
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El exponente b / a siempre toma valores en torno a 1. En el ejemplo mostrado
en la fig. 20.7, este es igual a 1,5. Al contrario de lo que ocurre en el pre-desliza-
miento, la intensidad del post-deslizamiento es muy sensible al esfuerzo residual
(proporcional a (F / F, — p,)), €l cual depende de la estructura particular de la
region de fractura o del par de materiales.

20.6 PREMONITORES Y REPLICAS

Si el movimiento de reptacion descrito por la ecuacion (20.48) tuviese lugar en
una serie de saltos discretos de longitud /, la frecuencia con la que ocurren los
premonitores, 72, vendria dada por esta ecuacion:

N —

-1
n wores = t,—t) . 20.52

premonitore, B l ( 0 ) ( )
Lo mismo se aplica al post-deslizamiento descrito por la ecuacion (20.51). Si
este ocurriese en una serie de saltos discretos (réplicas) de igual longitud /, la
ecuacion que describe la frecuencia de las réplicas, 7, seria:

1 F ,
Priptioas = ;e“(ﬂv “") (-1 )*”/” . (20.53)
Las leyes en forma de funcion potencia para premonitores y réplicas, dadas por
las ecuaciones (20.52) y (20.53), fueron formuladas de manera empirica en 1894
por Fusakichi Omori y se las conoce como las leyes de Omori.

Los premonitores forman parte de la nucleacion de terremotos. Visto en
detalle como proceso continuo, los premonitores tienen lugar en las proximidades
del epicentro del «seismo principal». Por el contrario, las réplicas constituyen
mecanismos de relajacion de esfuerzos producidos por los terremotos principales,
y se localizan en general en el borde de las zonas de deslizamiento de dichos
seismos.

20.7 MECANICA DEL CONTINUO APLICADA A MEDIOS GRANULARES Y A LA
ESTRUCTURA DE FALLAS

Los medios geoldgicos son en general medios granulares constituidos por agre-
gados de fragmentos o particulas. La resistencia a la cizalladura de un medio
de este tipo se determina principalmente por la fuerza de rozamiento entre unos
pocos bloques. Considérese un medio granular y poroso, sometido a la accion
de un tensor de esfuerzos principales 6, <G, <G, y presion en poro p, el cual
se muestra esquematizado en la fig. 20.8a. En la representacion 2D de la figura,
el esfuerzo principal que actia en la direccion perpendicular al plano del dibujo
y de valor intermedio G, , carece de importancia.
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Gy —>

fizf

b

Fig. 20.8 Medio granular y poroso bajo la accion de los esfuerzos principales 6, y &, y
presion en poro.

Eltensor efectivo de esfuerzos, el cual determina el comportamiento del material,
se calcula como diferencia entre el tensor de esfuerzos y la presion hidrostatica
en poro:

0,=06,-p,0,=6,-p,0,=6,—p. (20.54)

Los esfuerzos normal y tangencial en una seccion orientada de manera tal que
forma un angulo O con el «eje 1» (fig. 20.8b), se calculan mediante las ecuaciones

(0,+0,) (o,-03)

oy = - cos 26 , 20.55
N > > ( )

2 (0m9) g (20.56)
== .

(6]
- - .
oy = (61+;) - (,-;) cos20—p, (20.57)
2 2

T= Msen 20 (20.58)

- 2 . .

Es decir, la presion en poro disminuye el esfuerzo normal que actia sobre una
seccion dada, pero no tiene ninguna influencia en el esfuerzo cortante.

El deslizamiento en la cara de la seccion comienza cuando el esfuerzo cor-
tante 7 alcanza el valor po,:
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T=UOC,, (20.59)
o bien, teniendo en cuenta la contribucion de la adherencia,
T=T,+UOC,. (20.60)

En este contexto, denota el «coeficiente interno de friccion», que en principio
puede estimarse a partir de experimentos independientes. La fig. 20.9 ilustra
el criterio de deslizamiento mediante datos experimentales con distintos tipos
de roca. El valor experimental del coeficiente de friccion tipico en rocas, se
encuentra entre 1=~ 0,6 y u = 0,85.

60$
x Q-

Esfuerzo cortante T, 10%Pa
>

Esfuerzo normal o 10%Pa

N

Fig. 20.9 «Tenacidad al rozamiento» en funcion del esfuerzo normal para diversos tipos de
roca. Fuente: J.D. Byerlee. «Friction of rocks». Pure. Appl. Geophys. 116, 615-626 (1978).

Este criterio se denomina criterio de rotura de (Mohr-) Coulomb para medios
granulares, y se representa graficamente por una linea recta, como muestra la
fig. 20.10. Todos los esfuerzos normales y tangenciales dados por las ecuacio-
nes (20.55) y (20.56), y que actiian sobre una seccion inclinada en un angulo
cualquiera, forman un circulo en el plano (o, 7) — el llamado circulo de Mohr. Si
dicho circulo se encuentra por debajo de la linea de la ecuacion (20.60), como en
el caso que muestra la fig. 20.10a, entonces el criterio de ruptura no se cumple
en ninguna seccion. Aumentando el esfuerzo principal o3, 0 disminuyendo o,
lo cual equivale a desplazar el circulo completo hacia la izquierda (por ejemplo,
aumentando la presion en poro, segun la ecuacion (20.57)), el circulo de Mohr
«rozay la recta (20.60) (fig. 20.10b). En este momento, el criterio de ruptura se
cumple por primera vez para el angulo dado por
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p="_9 (20.61)
4 2

donde es el angulo critico:
tanp = . (20.62)

Para un coeficiente de friccion i = 0,6 se obtiene que 0 =~ 0,52 (o = 30°) y para
un valor de u = 0,85, el angulo es 6 = 0,43 (0 = 25°).

T A/TO-‘:-MGN TA T, THUOy
el /_\ ¢ 20
>GC =

G; G

a b
Fig. 20.10 Circulo de Mohr y el criterio de rotura de (Mohr-)Coulomb.

El criterio dado por la expresion (20.60) se puede expresar, con la ayuda de la
fig. 20.10b, en funcion de los esfuerzos principales:

GI(W—‘U)—G3(W+[J)ZZTO. (20.63)

Es decir, entre los esfuerzos principales que actian sobre la superficie de la
fractura existe una dependencia lineal. Los esfuerzos principales, los cuales
se pueden medir in situ mediante taladrado, muestran que dicha condicion se
cumple para todas las profundidades; lo cual significa que la corteza terrestre se
encuentra cerca del estado critico, independientemente de la profundidad. Si el
esfuerzo principal, g;, fuese negativo (esfuerzo de traccion), entonces se puede
usar por lo general el criterio de rotura, dado por

o, =-0,. (20.64)

Anderson’ fue el primero en darse cuenta de que las fallas (o zonas de fractura)
pueden clasificarse en varios tipos basicos, los cuales pueden explicarse facil-
mente a través de las propiedades de medios granulares. La clasificacion de
Anderson parte de la observacion de que los ejes principales del tensor de esfuer-
zos en la parte superior de la corteza terrestre son, con frecuencia, o bien normales
o paralelos a la superficie. Seglin la orientacion de los ejes del esfuerzo principal
mayor (g,) y menor (o;), existen tres posibilidades, las cuales se muestran en la
fig. 20.11a-c y permiten distinguir tres tipos de fallas: las fallas normales, fig.
20.11a, las fallas inversas, tig. 20.11b y las fallas de rumbo o transcurrentes fig.



400 20. Terremotos y rozamiento

20.11c. En el caso de que el esfuerzo principal menor sea negativo, los bloques
de la falla se separan a lo largo de un plano perpendicular al eje del esfuerzo
principal negativo (fallas divergentes, fig. 20.11d). El tipo de falla influye tanto
en la magnitud como en el grado de destruccion (intensidad) del terremoto.
Una falla de rumbo de tipo (¢) produce las aceleraciones tangenciales mas altas,
mientras que una falla normal puede provocar potentes tsunamis (en el caso de
que el terremoto se produzca bajo el mar).

(C)
o,

53*63
—> -

ot

a b c d

Fig. 20.11 Tipos principales de fallas segtin la clasificacion de Anderson: (a) Falla normal o de
gravedad, (b) Falla inversa, (c) Falla transcurrente o de rumbo, (d) Falla divergente.

20.8 ;SE PUEDEN PREDECIR LOS TERREMOTOS?

Esta pregunta ha sido foco de intensa discusion en las ultimas décadas, con
prominentes defensores tanto del si como del no. La polémica esta servida de
antemano, ya que los modelos sencillos de terremotos, descritos con anterioridad
en este capitulo, permiten justificar ambas posiciones.

Si un terremoto se interpreta como una inestabilidad tipo stick-slip y par-
tiendo de una ley de rozamiento con coeficientes estatico y dinamico constantes,
entonces no ocurre desplazamiento previo a la fase slip. Por consiguiente, no
existen indicios de un cambio inminente y no es posible predecir el terremoto.
Extendiendo la explicacion al continuo se llega a la misma conclusion, inde-
pendientemente de lo complicado que sea el sistema. Si bien es cierto que en
sistemas distribuidos se dan comportamientos complejos que pueden reproducir
las caracteristicas de los terremotos (como las leyes de Gutenberg-Richter y de
Omori), las regularidades en el comportamiento no tienen un caracter puramente
estadistico. Y aun cuando pueden facilitar un analisis a posteriori, no permiten
hacer predicciones de cuando y donde ocurrira el fendmeno sismico.

Sin embargo, esta conclusion se basa en la concepcion de un modelo que no
es totalmente correcto. Tanto los experimentos de laboratorio (véase la seccion
20.5) como las medidas sismologicas muestran que los terremotos siempre estan
precedidos por movimientos acelerados de reptacion o creep, los cuales son una
indicacion de que los esfuerzos locales estan cercanos al valor critico. Este hecho
conlleva un cierto optimismo. Sin embargo, los datos experimentales presentados
en la seccidon 20.5 también muestran donde esta la pega: para la observacion
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concreta del proceso de reptacion se requiere medir desplazamientos de la cor-
teza terrestre con una precision muy alta. Dado que las medidas sismoldgicas
se basan fundamentalmente en la medida de aceleraciones y existen solo unos
pocos datos de desplazamientos absolutos a alta resolucion, cabe esperar que la
introduccidén de mejoras en los modelos y métodos de medida hara posible la
prediccion de terremotos!'.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1: Sean dos semi-espacios elasticos que primero se comprimen entre
si con un esfuerzo normal, (oy), y después se someten a un esfuerzo tangencial,
7, hasta que se produce una inestabilidad del tipo stick-slip. Suponiendo que en la
interfase se cumple la ley sencilla de rozamiento de Coulomb con coeficientes de
friccion estatica y dinamica constantes ( 4, y U, , respectivamente), determinar
la velocidad relativa y la aceleracion de las caras o bordes de fractura.

Resolucion: Se elige el sistema de coordenadas de forma que el eje x esté situado
en la cara de la fractura y el eje z es perpendicular a ella. El medio elastico se
encuentra en la region de z positivos. Bajo las condiciones del enunciado del
problema, en el medio solo se producen ondas trasversales, las cuales se pueden
describir mediante la ecuacion de onda

2 2
8 u 2 a u 2
atZ - csonida aZZ donde Csonido =

Esta ecuacion es valida para todas las derivadas u con respecto al tiempo y al
espacio, y por tanto, también para el esfuerzo cortante, 7 =Gou / 0z :
o’r , 0t

atz — “sonido 822 .

El esfuerzo cortante, justo antes de que se produzca la inestabilidad, es igual
a T,=M,0, Yy tras comenzar el movimiento, 7, = u,0, . La soluciéon de la
ecuacion de onda con estas condiciones de contorno es una funcion escalon de
altura At =0, ( W, =y, ) , la cual se propaga en el eje positivo de z a la velocidad

Comio =G/ P . Para una solucién cualquiera con forma de onda propagéndose
Ou Ou c. .
1 ) — _ _ sonido
desde la superficie, #(z —c¢,,,;,t ), se cumple que: v = P ~Copmido % G

Entre el salto en el esfuerzo, At =0, ( u,— U d) , y el salto en la velocidad, Av,

existe por tanto la siguiente relacion:

Av:—cSOG"id" At = CS”GMO oy(u,—u,)=
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La aceleracion es cero en todos los puntos salvo en el frente de onda, donde es
infinita.

Problema 2: Dos semi-espacios eldsticos se ponen en contacto de la forma des-
crita en el problema 1. Esta vez se supone que el coeficiente de friccion decae
desde el valor estatico 4, al valor dinamico K, a lo largo de una distancia D,
(longitud de deslizamiento). Determinar para este caso la aceleracion maxima
de los bordes o caras de la fractura.

Resolucion: A partir del momento en que los bordes se deslizan entre si y hasta
que se alcanza la extension D,, el esfuerzo de friccidon en la superficie de con-
tacto es igual a

Ou M, — M
T:G— :o'N l'te_ D du

z=0,t c

z=0,t

La solucion general de la ecuacion de una onda que se propaga desde la superficie

t),donde 7, = 1,0, esconstante e igual al

sonido

: T
tiene la forma u=5°z+f(z—c

valor macroscopico del esfuerzo cortante, lejos de las caras de fractura. Para el
desplazamiento de las superficies se obtiene, por tanto, la ecuacion

8_” — O-Ncsonida lue _lud u
ot G D

c

Cuando el movimiento se inicia con una pequeia perturbacion u,, la superficie
se desplaza segln la ecuacion

O-Ncsanidu lue _/'td ¢

U =1u, exp
0
G D,
La aceleracion es igual a
2
Z;I' — GNcsanido lue — lud uo exp O-NCSOnida :ue _lud t
G D, G D,

Entre el desplazamiento y la aceleracion se establece la siguiente relacion:
2

.. | ONConi - .
ii = | SCsoniao He “Ha |} B e] momento en el que el desplazamiento alcanza

G D,

c

el valor u = D, la aceleracion alcanza un maximo, dado por

_on(m—n)
max Gp D °

c
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Este valor es, por tanto, inversamente proporcional a la longitud de deslizamiento
D.. La velocidad maxima es la misma que la dada en el problema 1.

Problema 3: Dos semi-espacios elasticos se ponen en contacto de la manera
descrita en el problema 1. Esta vez se supone que el coeficiente de friccion decae
exponencialmente con el tiempo, desde el valor estatico p, al dinamico u, '
El tiempo de relajacion caracteristico es ¢,. Determinar la velocidad méaxima y
la aceleracion en los bordes de la fractura para este caso.

Resolucion: A partir del comienzo del movimiento relativo, se cumple que el
esfuerzo de friccion en el contacto viene dado por

T:Ga—u

. =0y (.uee_t/to + (1 —e )) .

z=0,t

La solucion general de la ecuacion de una onda propagandose desde la superficie

t),donde 7, = u,o, es el valor macrosco-

sonido

. T
tiene la forma u :EOZ+f(Z_c

pico y constante del esfuerzo cortante lejos de la fractura. Para la velocidad en
la superficie se obtiene la ecuacion

0 sonido —tlt, _6 H,—H ~t/ty
a—j=—GNCG (-, )(1-e" )—N(Tpd)(l‘e ).

La aceleracion es igual a
Ou _ oy (1 —1y)

o JGpy,

La velocidad alcanza el valor maximo dado por

—t/1,
e .

P )

max @

a tiempos ¢ > 1,y la aceleracion ii alcanza el maximo

o _ow(k—n)

max @ 10

atr=0.

11. Esta suposicion corresponde al caso donde la longitud de deslizamiento D, aumenta lineal-
mente con la velocidad, lo cual es tipico de medios granulares. (Véase, por ejemplo, T. Hatano.
«Scaling of the critical slip distance in granular layers». Geophysical Research Letters 36,
L 18304 (2009), doi: 10.1029/2009GL039665.






APENDICE A - CALCULO DE
DESPLAZAMIENTOS NORMALES BAJO LA
ACCION DE DISTRIBUCIONES DE PRESIONES
DETERMINADAS

En este apartado se calcularan los desplazamientos de la superficie de un semi-
espacio elastico para varias distribuciones de presiones o esfuerzos de interés
en la Mecanica de Contacto.

A. ESFUERZOS NORMALES DISTRIBUIDOS EN UN CIRCULO DE RADIO @ SEGUN LA
FUNCION

2 -1/2
’
p:po(l—?J , r2=x2+y2, (A1)

En este caso se calculara el desplazamiento de la superficie en la direccion normal
dado por la ecuacion (5.7), que se reproduce de nuevo aqui:

Hl’z(x’,y')@ =) + (=) (A2)

1
u, = -
nE

donde

A (A3)

(1-v?)°
El sistema de coordenadas empleado se muestra en la fig. A.1 a.

Puesto que la distribucion de presiones tiene simetria rotacional, el despla-
zamiento vertical en un punto de la superficie depende tan solo de la distancia
de dicho punto, 7 al origen de coordenadas, O. Por tanto, basta con determinar
el desplazamiento en los puntos del eje x. Se calcula a continuacion el desplaza-
miento vertical en el punto A. Para ello, se ha de determinar el desplazamiento en
el punto A causado por el esfuerzo en el punto «moévil» B, y finalmente integrar el
resultado sobre todas las posiciones del punto B dentro de la region de aplicacion
del esfuerzo. Por la simetria del problema, el esfuerzo en el punto B también
depende solo de la distancia ¢ entre dicho punto y el origen de coordenadas O.
Para esta distancia se cumple que > =7 +s° +2rscos@ .

Por consiguiente, la distribucion de presiones es

P> +5° +2rscos@ s

p(s,0) = py| 1= 2
a (A.4)

-1/2

= poa(a2 —r’ =5’ —2rscos<p) = poa(oc2 —2[3s—s2)_1/2
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donde se cumple que: o> =a’ —r*, B =rcose.

AY
S,
B
a t s
SN
Ol r A x
a
S,
a
>X

Fig. A.1 Esquema para el calculo del desplazamiento vertical bajo la accion de una distribucion
de presiones en una region circular: (a) en un punto en el interior de la region sometida a
presion, (b) en un punto en el exterior de la misma.

Para la componente z del desplazamiento se obtiene

21 (5, )
uzzﬁpoa}[ ‘(‘;(az—2ﬁs—s2) " ds do, (AJS)

donde s, es la raiz positiva de la ecuacion de segundo grado a® —=2Bs—s> =0.
La integral de ds resulta en
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J‘(ozz—2[3s—s2)71/2 ds=%—arctan(ﬁ/a), (A.6)

0
Claramente se cumple que arctan ((p) /o) = —arctan (S(¢ + )/ &), y por tanto
la integracion sobre ¢ cancela el término arctan. En consecuencia, se cumple que

1 ey T p,a
u =——pal|l =dop="""=d=const, r<a
=P !2 0=— (A7)

donde se ha introducido la profundidad de indentacion d.
Se considera ahora el punto 4 fuera de la region sometida a presion (fig. A.1
b). En este caso se cumple que

p(s, @) = poa(a2 +2Bs—s )_1/2 ) (A.8)

El desplazamiento viene ahora dado por la siguiente ecuacion

P 52
u, = %Wl{) | [I (0> +28s-57) dS}ﬁp , (A.9)

S

donde s, y s, son las raices de la ecuacion

a’+2Ps—s*=0. (A.10)

Por consiguiente, se tiene que

]2‘(0:2+2ﬂs—s2)_1/2 ds=r1. (A.11)

La integracion restante de la ecuacion (A.9) es trivial, lo que resulta en
u, = ? Poa®, o, teniendo en cuenta la relacion geométrica ¢, = arcsen(a/ r)
que puede deducirse facilmente de la fig. Alb,
2
u, =Fp0a-arcsen(a/r), r>a (A.12)

o, teniendo en cuenta la expresion (A.7),

2
u,==d-arcsen(al/r), r>a. (A.13)
n
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Del resultado (A.7) se deduce la manera de producir una distribucion de presiones
de tales caracteristicas, ya que es el resultado de presionar la superficie con un
indentador cilindrico duro.

La fuerza global que actia sobre la zona sometida a presion es igual a

2

p -1/2
Fy=[p, (1 _Z_ZJ 2rrdr =27 pya’ . (A.14)
0

La rigidez del contacto viene definida por el cociente entre la fuerza y el
desplazamiento:

c=2aE". (A.15)

Teniendo en cuenta la expresion (A.7), la distribucion de presiones (A.1) puede
expresarse también de la siguiente manera

1 Eu
F)=——— "z . (A.16)
N
B. DISTRIBUCION HERTZIANA DE PRESIONES
2 1/2
p:poﬂl_r_z] (A.17)
a
Para el desplazamiento vertical se obtiene lo siguiente
1 2 (8
u, =L | [(o? ~2ps—5) " ds |dg. (A.18)
tE a \5
La integral sobre ds se calcula segin
| 2 2)\2 1 1, , 2 T
o -2fs—s ds=——af+—(a” + | ——arctan(f/a) |. A.19
Jlat-2ps=st) " d==Sapdfat o p) S -arcan(B1) | a9)

La integracion sobre d¢ cancela los términos que contienen el producto aff y
los que contienen arcotangentes. El resto de términos permite obtener el resultado
final de la forma siguiente



Apéndice 409

2
u, =L*&.(|:dcp%(a2 +ﬁ2)

I Ay ORI cos’ @ )do
(A.20)

0

C. DISTRIBUCION UNIFORME DE PRESIONES EN UNA CORONA CIRCULAR
ESTRECHA

Fig. A.2 Esquema para el célculo del desplazamiento vertical en el punto » cuando se aplica una
distribucion uniforme de presiones en una corona circular estrecha.

El desplazamiento en el punto » se calcula segun
1 FF
U =—r J’ Fy do
rtE (21 s
I, do
nE 5 27 \/a2 +r* —2arcos@
F, 4 K(2 Nrla ]

T2aE i(+ria) |\ 1+ria

: (A21)

(fig. A.3), donde F), es la fuerza normal y K(x) es la integral eliptica completa
de primera especie:

w/2

__do
! e (A.22)

Cuando 7 = a, el desplazamiento tiene una singularidad logaritmica:

K(x)=
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u,=—2-=Ih—m—0, |r/a-1|<1. (A.23)
2aE & |r/a—1|

2-

1,8

1,6

1,41

1,21

50,81
0,6 1
0,4
0,21

0 05 1 15 2 25 3
r/a

Fig. A.3 Desplazamiento de la superficie por accion de una presion ejercida sobre una zona en
forma de corona circular estrecha.



APENDICE B - EL CONTACTO NORMAL CON
PERFILES DE SIMETRIA AXIAL

En este apéndice se trata de forma mas general el caso del contacto entre per-
files de simetria axial y superficies compactas. Para ello, se va a suponer que
la solucion del caso de contacto para un indentador cilindrico, rigido y liso ya
se conoce (véase Apéndice A). El tratamiento permite derivar al mismo tiempo
las ecuaciones basicas del método de reduccion de dimension (MRD, véase
seccion 5.6).

Se considera un contacto entre un indentador rigido de la forma z = f(r)
y un semi-espacio elastico caracterizado por la magnitud elastica efectiva E".
Sea d la profundidad de indentacion bajo la accion de la fuerza normal y a el
radio de contacto. Para un perfil dado, cada una de estas tres magnitudes viene
determinada por las otras dos, en especial, la profundidad de indentacion, la cual
se puede expresar como funcidn explicita del radio de contacto

d=g(a). (A.24)

Se va a examinar el proceso de indentacion desde el momento en que las super-
ficies entran en contacto hasta que se alcanza la profundidad de indentacion
final d. Para ello, se designan como F,, d y d a los valores instantaneos
de fuerza, profundidad de indentacion y radio de contacto, respectivamente.
Por consiguiente, el proceso global consiste en el cambio de la profundidad de
indentacién desde el valor d =0 hasta el valor d =d , en el que también cam-
b1a el radio de contacto desde @ =0 hasta d =a y la fuerza de contacto desde

=0 hasta F = F,,. La fuerza normal al final del proceso puede escribirse

de la siguiente manera
< dF,
j j %da (A.25)

Considerando que la rigidez diferencial de una region de radio ¢ viene dada por
(véase ecuacion (A.15))

LIRSy (A.26)
dd
y empleando la relacion dada por (A.24), se obtiene
F, = 2E*ja~dg—(j")da : (A.27)
a

Integrando por partes se llega al siguiente resultado
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F,=2E {a-g(a)—]{ g(d)dd}=2E D (g(a)-g(a)) da} (A.28)

Abhora se calcula la distribucidon de presiones en la region de contacto. Una
indentacion infinitesimal en una superficie de magnitud dd y radio @, contribuye
a la distribucion de presiones de la siguiente manera (véase ecuacion (A.16)):

dp(r) = lE—dc?, con r<a. (A.29)

T }52 _r2

La distribucion de presiones al final del proceso de indentacion es igual a la
suma de todos estos incrementos:

E cjl&l~

4
= [ ————dd =
p(r) d(fr)ﬂ o f ﬁda da (A.30)

o, teniendo en cuenta la definicion dada por (A.24),

1 dg(a) da

p(r)——j —
a —r

La funcién g(a) de la ecuacion (A.24) determina de forma inequivoca tanto la
fuerza normal (mediante la ecuacion (A.28)), como la distribucion de presiones
(mediante la ecuacion (A.31)). El problema del contacto normal se reduce, por
tanto, a determinar la funcion (A.24).

La funcion d = g(a) se puede obtener de la siguiente manera. El despla-
zamiento infinitesimal de la superficie en el punto » =a producido por una
indentacion infinitesimal de magnitud dd en una region de contacto de radio
a<a es, segun la ecuacion (A.13), igual a

(A.31)

du_(a) = 2 arcsen (zj dd - (A.32)
b a

El proceso de indentacion deja, por tanto, una huella final en la superficie de
perfil dado por

2 d ~ - 2 a ~ 3

u_(a)= —Jarcsen (gjd = —Iarcsen (gj %d& > (A.33)
T a Ty

o0, teniendo en cuenta la definicion (A.24)

u_(a)= EJ.arcsen( jM& . (A.34)
T a

da
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No obstante, esta expresion es claramente igual a u_(a)=d — f(a) :

d—f(a)= EJ‘arcsen (ﬂ) dg—(j“)d& : (A.35)
T a) da
Integrando por partes y teniendo en cuenta la ecuacion (A.24) se llega a la
igualdad
2¢ gla) .

fla)== ! ﬁda : (A.36)
Esta expresion es la transformada integral de Abel, la cual se puede resolver para
g(a) de la forma siguiente':

IAC I
a)=a| ——=—da. A.37

Skt e (37
Con la determinacion de la funcién g(a), el problema de contacto queda com-
pletamente resuelto.

Es facil ver que las ecuaciones (A.37), (A.36), (A.24), (A.28) y (A.31) coin-
ciden exactamente con las del método de reduccion de dimension (capitulo 5,
ecuaciones (5.51), (5.52), (5.54), (5.56) y (5.58)), lo que demuestra la validez
del MRD.

1. R. Bracewell. The Fourier Transform and its applications, McGraw-Hill Book Company,
Nueva York (1965).






APENDICE C - EL CONTACTO ADHERENTE CON
PERFILES DE SIMETRIA AXIAL

El método de reduccion de dimension descrito en el apéndice B para resolver los
casos de contacto no adherente de cuerpos con simetria rotacional, puede exten-
derse de forma muy sencilla a casos de contacto adherente. La generalizacion se
basa en el principio fundamental de Johnson, Kendall y Roberts, el cual enuncia
que el contacto con adherencia se deriva del contacto sin adherencia si a este se
aniade una traslacion del cuerpo rigido. En otras palabras, se puede configurar
el contacto adherente si, en primer lugar, se comprimen los cuerpos sin tener en
cuenta su adherencia hasta que se alcanza un determinado radio de contacto a
(fig. A4, izquierda), y seguidamente se alza el cuerpo en una magnitud critica
determinada, A/, preservando en todo momento la zona de contacto (fig. A.4
derecha). Dado que el MRD puede reproducir correctamente tanto la impresion
de un perfil de simetria rotacional cualquiera como la traslacion de un cuerpo
rigido, es también posible reproducir la superposicion de ambos.

F
lFll.a. l
d

1

I,

z |

Fig. A.4 Representacion cualitativa de la compresion y la traccion de una cimentacion elastica
mediante un indentador 1D. El modelo reproduce exactamente las caracteristicas del contacto
adherente entre un indentador esférico y un semi-espacio eldstico.

Al _(a)

max’

)

X

B
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A

=
=
=
=
=
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AAAAA
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La distancia critica A/, , que alin no se conoce, puede determinarse a partir del
principio de trabajos virtuales. Segun este principio, el sistema se encuentra en
equilibrio si su energia no cambia con pequefias variaciones de sus coordenadas
generalizadas. Aplicado al caso del contacto adherente, esto implica que el cambio
de la energia elastica asociada a una disminucion del radio de contacto de a a
a—Ax , ha de ser igual al cambio en la energia superficial 2wraAx-y,, , donde
712 es el trabajo de separacion de las superficies en contacto por unidad de area.
Dado que el modelo del MRD puede reproducir exactamente la relacion entre
la fuerza y el desplazamiento, se puede igualmente reproducir de forma exacta
la energia elastica. El cambio en la energia elastica puede, por tanto, calcularse
directamente con el modelo de MRD. Desprendiendo los dos muelles del borde,
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la energia elastica se reduce en la cantidad Z%E "AxAl,. . Igualando el cambio

de la energia elastica y el de la energia de adhesion, se obtiene

2ralx-y,, = E'AxAL (A.38)

max >

de lo cual se llega a

VI L (A.39)
E

El criterio anteriormente mencionado por el que los muelles del borde se des-
prenden en el modelo adhesivo del MRD, fue encontrado por M. He3 y se conoce
como regla de Hef3?. La aplicacion de este proceso a casos concretos de contacto
se muestra en el capitulo 6.

2. M. HeB. Uber die exakte Abbildung ausgewdhlter dreidimensionaler Kontakte auf Systeme mit
niedrigerer raumlicher Dimension. Cuvillier-Verlag, Gottingen (2011).



APENDICE D — EL CONTACTO TANGENCIAL
CON PERFILES DE SIMETRiA AXIAL

La analogia entre el tratamiento del contacto normal y el del contacto tangencial
es muy clara. De la misma manera que la indentacion en d de un cuerpo cilindrico
y liso de radio a produce una fuerza normal F), y una distribucion de presiones
p(r), descritas por las ecuaciones
. 1 Ed
Fy=2Fad, p(r)=——, (A.40)
T a2 _ r2

(véase Apéndice A), un desplazamiento tangencial en la magnitud " da lugar
a una fuerza tangencial y una distribucion de esfuerzos cortantes de la forma

1 Gu”
F =2 O ()= ———
" =2G au'” | T(r) S (A.41)

Estas expresiones se diferencian de las del contacto normal en tan solo la notacion.
Se considera a continuacion la indentacion simultdnea de un perfil de simetria
axial de la forma z = f(r) en las direcciones normal y tangencial. Para ello, se
caracterizan los movimientos resultantes mediante desplazamientos en la direc-
cién normal y tangencial, que se expresan como funciones del radio de contacto:

d=g(a), u” =h(a). (A.42)

Las fuerzas y los esfuerzos resultantes a partir del primer contacto son, por tanto,

(. dg(@) . _ 1 dg(a) -
F, =2E ! 6= D da, pr)= j 4 da (A43)
y
F. = 2Gj dh(")da, j 1 dh(a) (A.44)

N

Se considera ahora el siguiente procedimiento de dos pasos. En primer lugar y
mediante un movimiento normal, el indentador se presiona hasta alcanzar un
radio de contacto c. En segundo lugar y hasta alcanzar el radio de contacto a,
se indenta de manera que el indentador se mueve simultaneamente en las direc-
ciones normal y tangencial y

dh=1-dg. (A.45)
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Tras finalizar el proceso, la fuerza normal y la distribucion de presiones vienen
dadas, como antes, por las ecuaciones (A.43), mientras que para la fuerza tan-
gencial y la distribucion de esfuerzos tangenciales se cumple que

F,=2G'[a dh(@) 4 - ZG*AJadg—@d& (A.46)
’ - da ' da

—lj ! dg(a) da, para r<c
t(r) = a© —r . (A.47)
—ﬂ,‘[ ! dg(a) da, para c<r<a

Enlaregion ¢ < r < a, las distribuciones de esfuerzos normales y tangenciales
tienen la misma forma:

*

T(r)=4 g p(r). (A.48)

Mediante la siguiente identidad

%

G .. (A.49)

E

A

el contacto descrito tiene las siguientes caracteristicas:

u (r)=u"” =const, para r<c ‘ (A.50)
t(r)=up(), para c<r<a

Estas condiciones corresponden exactamente a las condiciones de deslizamiento
y de no deslizamiento («pegado» o agarre) en un contacto tangencial caracte-
rizado por un coeficiente de friccion u (véanse las ecuaciones (8.30) y (8.31)
en el capitulo 8). Teniendo en cuenta la expresion (A.48), la fuerza dada por
(A.46) y la distribucion de esfuerzos dada por (A.47), permiten resolver el caso
del contacto tangencial:

F. =2uE*j&dg—@d&, (A.51)
° da
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”_( L@, o 2@

da|, para r<c
N Na - d ]

para c<r<a

t(r) =

)= {u (p.(")—p.(r)), para r<c A

up,(r), para c<r<a’

donde p, (r) y p.(r) son las distribuciones de presiones para los radios de
contacto a y ¢, respectivamente. El desplazamiento tangencial del contacto se
obtiene integrando la ecuacidn (A.45), lo cual resulta en

*

u = p g (g(a)-g(0). (A.53)

Es facil ver que las ecuaciones (A.51) y (A.53) coinciden con las expresiones
(8.52) y (8.49) del método de reduccion de dimension, lo cual confirma su validez.
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Este libro actualizado hasta 2019 sobre la mecdnica del
contacto es multidisplicinar y constituye una herramien-
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investigadores en el campo de los materiales y los adhesivos.
La existencia de una obra en castellano sobre esta temdtica
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obras actuales en castellano.

Este volumen constituye un excelente compendio de aspec-
tos tedricos y aplicados, ilustrados con problemas resueltos,
por lo que podria ser utilizado como un libro de texto
riguroso para los estudiantes de las facultades de ingenierfa,
fisica y geologfa. No obstante, el libro resulta til también
para los investigadores y profesionales que se ocupan de los
multiples aspectos del rozamiento y la friccién en campos
tan diversos como la ingenierfa mecdnica, la prediccién de
terremotos, la adherencia y la fisica de las superficies.
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