


AULA POLITECNICA 101

Hidraulica



AULA POLITECNICA
/ TECNOLOGIA CIVIL

Marti Sanchez-Juny - Ernest Bladé
Jeronimo Puertas

Hidraulica

EDICIONS UPC



Primera edicio: septiembre de 2005

Disseny de la coberta: Jordi Calvet
© els autors, 2005

© Edicions UPC, 2005
Edicions de la Universitat Politecnica de Catalunya, SL
Jordi Girona Salgado 31, 08034 Barcelona
Tel.: 934 016 883 Fax: 934 015 885
Edicions Virtuals: www.edicionsupc.es
E-mail: edicions-upc@upc.edu

Produccio:  Quality Impres, S.L.
Comte Guell 24-28, 08028 Barcelona

Diposit legal: B- 43.211-2005
ISBN: 84-9880-148-4
Soén rigorosament prohibides, sense |'autoritzacié escrita dels titulars del copyright, sota les sancions

establertes a la llei, la reproduccié total o parcial d'aquesta obra per qualsevol procediment, inclosos la
reprografia i el tractament informatic, i la distribucié d'exemplars mitjangant lloguer o préstec publics.



Index 7

Index
1 Caracteristiques mecaniques dels fIUidS .......ooverierieiiieiieee e 11
1.1 08 0 Ta LT3 1« TSRS 11
1.2 Propietats intrinseques dels fIUidS.........cocvreiieeiiiiierierieceeee e 11
1.3 EX@ICICIS PIOPOSALS ....eeuvieiiiieieeiieeie ettt ettt e eete et e et e et e saeesbeesatesneeeaseenseesbeesseesneesnsesnnes 29
2 HIATOSEALICA. c..eetieiieeiie ettt ettt h e s b e s at e ettt et e bt e bt e sh e e ehe e et e e te e bt e be e beenbeeeaeas 31
2.1 Formulacid general. Principi de Pascal..........cccovvviviiiiieiieiiicecieeeeeeeee e 31
2.2 Equacid general de 1a hidroStatica ..........eevuieiieiiieniieiiecieee et 32
2.3 Empenta hidrostatica sobre superficies planes..........cccecvieriieeciieesieecie e 36
2.4 Empenta hidrostatica sobre superficies COrbes ........ovvimriiriiiirinciieieereereesee e eve e 42
2.5 Solids totalment SUDMErZits. SUDPIESSIO ....ecvvvrevierrieriieriierierieere et et esieesseeseeesereseseesseensees 44
2.6 Equilibri en fluids que es mouen com un solid rigid .......ccceevviriieiiinienienieeeeeeeeee, 48
2.7 EXEICICIS PIOPOSALS ....eiiiiieiiiieeiiieeiiieeiteesiteeeteeeiteestveeeteeeseseessseeessseessseesssssasseesssesesseesssens 49
3 Equacions fonamentals dels fluids en MmOVIMENL............ccoecvieciieriieniinierie e 55
3.1 Descripcid del moviment d’un fIuid ........oooeiiiiiiiiiiieee e 55
3.2 Equacio6 de continuitat aplicada a un tub de fluX ........ccccveeviiieiiiiiciiece e, 59
33 Equacié del flux de la quantitat de moviment o equacié de momentum .............ccoceveenveenee. 61
34 Equaci6 del balang d’energia. Trinomi de Bernoulli............cccocvevveviinciieciienieneenee e 64
3.5 Moviment laminar i turbulent. Experiéncia de Reynolds ..........ccccoeeviiiviiiiiieiciieciie e, 71
3.6 EX@ICICIS PIOPOSALS ...vvevvreeriieriiirieteeiteesteesteesttesreesseesseesseesseesssesssesssessseasseessessseesssesssesssensnes 72
4 Introducci6 al moviment en 1amina HTUTre...........oooeiiiiiiiiiiiiie e 77
4.1 Caracteristiques principals i comparacidé amb el moviment a pressio ..........cceeceeveereeeneenne. 77
4.2 Tipus de llera. ClassifiCaCiO......cuuiiriiiiiiieeiieeciieciee ettt erre et eetre e beeereeeaaeesareas 78
4.3 TIPUS A& FTUX 1evvieiiieieeieee ettt ettt s e st e et et e estaesteessaessseasseenseessaesnesssesnsensses 79
4.4 Distribucid de velocitats @ UNa SECCIO ....cuvveurieureriierieeriiesiieeie et et eteesteesteeseesaeesneeenseese e 79
4.5 Distribucio de la pressio @ Una SECCIO FECLA ....cuvviiruiierieeeiieeeieeeiieesveeeveeestreesreeeereesseeenes 82
4.6 EX@ICICIS PIOPOSALS ...veevvveiiiieriieiieriestiesteesteesttessteesseesseesseesseesssesssesssessseasseesseesseesssesssesssensses 84
5 Moviment permanent uniforme en lamina HHUTE ...........ccooeeviieiiiiiiiei e 87
5.1 Equacions del MOVIMENT........ccoiiiiiiiiiiiieiieieeeieeie ettt sttt et et nae e 87
5.2 Avaluaci6 de les perdues continues d’@NETIa ........c.ecvveerreerierreereereerieesseeseeseesnesnesseenns 88
53 EXETCICIS PIOPOSALS ..vvvevieieieeeieeiieieeieesitesereseteesteesseesseesseesseesssessseasseesseesseesssesssesssessseeseenns 96
(ORI 251 153 ¥4 b I ] 113 U i o7 PSSR SU PRI 97
6.1 Concepte d’energia eSPECITICA ....iivuiiiiiieiiie ettt sbe e et e b e e eereeeenas 97
6.2 Relacio energia especifica-calat per a una seccio i un cabal donats. ..........cccceeveeervennennneans 98
6.3 Relacio cabal — calat per a una seccid i una energia especifica donades ............ccccceueeeee. 100
6.4 Régim critic. Régim lent i rapid. Propagacid d’una pertorbacio............cceevvverveeeenreennnnnn 103
6.5 Concepte de SECCIO de CONIOL......cuiiiiiiiiiiiiieie ettt ettt e eesre v e b e esreebeesseesreesenesraessneans 107
6.6 EXEICICIS PIOPOSALS ....veeveeriieseieeieeiieieeteeteesseessreseressseesseesseesseesseesssesssesssesssesnsessseesseensaens 107
7  Ressalt hidraulic. Dissipacio d’eNerZia..........ccceeveeriierienienieiieeie et et eseesee e ee e seeseeesaeens 111
7.1 Descripcio del fENOMEN ......c.eiiiiiiiiiiciee ettt e e tre e sb e e eree e ebeeeanaeens 111

7.2 Ressalt hidraulic en canals de seccid rectangular. ...........cccocvevierierieencieecieeie e 112



Hidraulica

7.3 Diferents tipus de ressalt. Ressalt hidraulic lliure i sSubmergit..........ccoccveeevererencreecreenneennen. 118
7.4 Ressalt en canals de seccid N0 reCtangular...........c.evcvevieecieeriieniereeree e 122
7.5 EXEICICIS PIOPOSALS ...eeviiiiieiieeieesieeette et ettt ettt e st e s aeeete e teesbeesaeesnsesabeenseenseeseensnens 124
Moviment gradualmMent VATIAL..........c..cevuieeeiieeiiieeiieeceeeereeeeeesreeeteeesereeetaeeseseesssaeessseesnseeennns 127
8.1 EqQuacio del MOVIMENL ........cccveviiiiieriieiiecieere ettt et e seeseessreesseebeeteesereseseesseesseesseessnens 127
8.2 Corbes de rabeig en un canal PriSMALIC .......eecveeruierierieeieeie ettt e e 129
8.3 Calcul de les corbes de rabeig.......ccviiiiiieiiiiiiieeiie ettt e ve e e reeesebeesreeenes 138
8.4 Determinacié del coeficient de Manning de manera indirecta...........cccvevververrenreeveennns 144
8.5 Condicions de contorn a considerar en les corbes de rabeig. Localitzacio del ressalt....... 145
8.6 EX@ICICIS PIOPOSALS ...eeeiiiiieiieeieeieeetie ettt ettt et et e st e st eeate e teesbeesaeesntesabeenseenseeseenseens 148
Moviment rapidament variat. TTaNSICIONS .........ccverveevieriierieesieseesresreereeseesseesseesssesssesssessens 153
9.1 INETOAUCCIO ...ttt ettt ettt st et ettt b e s bt et e b et e tenes 153
9.2 Modificacié de I’ample d’un canal de seccid rectangular.............ccooceevciieiiieieeceenieeneenen. 153
9.3 Modificacié de I’ample d’un canal de seccid arbitraria..........ccccceveeeevieiciieecieeeciieeeiee e 161
9.4 Modificacio de la cota de 1a SOleTa..........ooueiiiiiiiiiieeee e 162
9.5 Disseny de transicions en el tipus de seccio en régim [ent ...........cceeeveveveecieecieecieecieenieennen. 165
9.6 Alteracid del flux produit per les piles d’un pont .........ccccceveeiieiciieeriieeciee e 167
9.7 EX@ICICIS PIOPOSALS ..vvevveeevieirieriesieesteesereeeteesreesseesseesssesssessseasseesseesseesssesssesssesssesssessseessenns 169
10 Moviment rapidament variat. Desguassos i sobreeixidors. Aforaments en lamina lliure........... 171
TO.1T  INEEOAUCCIO ...ttt ettt ettt e st st e et e et e e bt e sseeentesnbeenseenseenseesaeens 171
10.2  Desguassos a pressio. Coeficients de contraccio i deSgUAS.......c.eevveeeeveeerveenveeereeeieeeene 171
10.3  Desguas sota comportes verticals i radials. Desguas lliure i submergit...........ccccoeeeeennee. 175
10.4  Sobreeixidor de caiguda lliure. DeSCIIPCIO .....veevieruiiiiieiieieeie et 181
10.5  Sobreeixidor de Paret PriMa.........ccveeciieeeiieeiieeiieeeeieeeereeeteeesereeereeestreesseeeseeeseseessseeennns 183
10.6  Vessadors de paret SruiXUda .......ccvecveeciieiieriieriiesiesreereereeteesseeseresesesssessseesseesseessesssnenns 191
10.7  Vessadors de Perfil SLIICLE ......vvuiriierieeiiereeriesie e ete ettt e e e s e e seaesntessbeenseessaesseesenens 195
10.8  EXEICICIS PIOPOSALS ...eeeeveeeeriierireeireeestteesreeestteeseseesseeessseesseesssseesssesessseesssessssssesssessssesensns 196
DiSSENY A€ CANALS......cviiiieiieiieiie ettt ettt et e re s b e sebeesbeebeesseesteestaesssesssessseasseesseesssessansseens 199
L1 TOEEOAUCCIO ..ttt ettt b ettt et s b et e st st e e s b e e e e 199
11.2  Eficiéncia d’una seccio. Cas de seccid trapezoidal, rectangular, triangular i circular ....... 199
11.3  Analisi del moviment uniforme en una secci6 tancada. El cas d’una seccio circular........ 202
11.4  Condicionaments CONSIITCLIUS .......ueeuerteeterierteeierteetteseeseeetesteeneesesseeneesseeseesesseeneenseeneenes 203
11.5  Velocitats PermiSSIDIES .......cc.evirieriiririiriinietereetee ettt st 203
T1.6 PONACNLS ...ttt b e sttt et be e s bt e s it e eate et e et e e bt eaeen 204
L1.7  RESZUAIAS .....eeivieieeieeieeiieeite ettt ettt et e esteestaestbeesbeesbeesse e ssessaessbeasseesseessaesseesseesssessneanns 204
12 MOVIINENE @ PIESSIO .eveeuviervrereeererereeeteeseesteesseesssesssessseeseesseessaesseessseassesssesssessseesssssssesssenssessseens 205
121 INEEOAUCCIO ..ttt ettt et ettt et e st st e et e e be e beesseesntesateenseenbeaseesseens 205
12.2  Tipus de moviment €N CANONAACS .......ccveerreerierreeieerieesieesiresreereareeseesseesseesseesssesssessseenns 205
12.3  Equacions basiques del régim permanent en canonades.........c.oocveeeveerreereereeneennescnennneens 206
12.4  Pérdues d’energia repartides en una canonada.............ceeeueereeerieereenienieeiieeieeieesieesee e 208
12.5 ADAC A€ MOOAY ...t 214
12.6 SECCIONS NO CITCUIATS. ... .eoutitieiieieetieie ettt ettt et et et e e be et et e st eeesteeneeseeneenes 222
12,7 Altres fOrmules EMPITIQUES.......c.veeveereerierierieerteiterteesteeseesseeseesseesseesssesssessseeseesseesseens 222
12.8  Envelliment d’una canonada...........c.ceoiuiiiiiiieniiiieee ettt 224
12.9  Diametre Optim d’una Canonada ...........c.eccveerveeriieriieniesreereereeseeseesresreeseesseesseessaessneens 230
12.10 EXETCICIS PIOPOSALS ....vvevierireeiieeteetiesitettestteseteseteeseesseesseesseessaesseesssessseansessessseesseesseens 231
Instal-lacions de BOMDAMENL .........c.eevuiiiiiiiiiiiieie ettt ettt be et esbeesneens 237
13,1 INEEOAUCCIO .ttt bttt ettt e bt e s b e e bt e et e eabeebeenbeesaeen 237
13,2 Tipus de DOMDES ....ccviiiiiiieiieeie ettt ettt ettt e s e e st e st e e be e saessaesssesnseanseenseensaens 238
13.3  BOmDbes CONtITIUGUES. .....eevuiiiiiiiietieciiecieee ettt ettt e st esnteeneeenseeeeens 238
13.4  Conseqiiéncies de la instal-lacié d’una bomba en un sistema a pressio.........ccceeeveeenvennnee. 241
13.5  RiSC @ CAVILACIO -.uvieuiiiieiieiiet ettt ettt ettt ettt et ete et e ne et e eeseeeneeneenes 242
13.6  Punt de funcionament d’una instal-lacié de bombament ............cccceeerierinienenensieneneen, 244

13.7  CombinaciO d€ DOMDES......ccoiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt e e e eeeeeeeeeeeeenes 248



Index

13.8  Esquema d’una impulsid. Accessoris més habituals..........c.ccceeerieerienienienienie e

13.9  Exercicis proposats ....

14  Referéncies bibliografiques

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



1 Caracteristiques mecaniques dels fluids 11

1 Caracteristiques mecaniques dels fluids

1.1 Introduccio

La definicié formal de la mecanica de fluids estableix que aquesta és la branca de la mecanica que se
centra a estudiar 1’equilibri i el moviment dels fluids, igual que la mecanica racional ho fa amb els
solids rigids i la teoria de I’elasticitat amb els solids elastics. Per tant, el que diferencia una branca de
’altra és el medi en el qual centra la seva aplicacio. Cal discutir, doncs, qué és un fluid.

Per comengar, cal establir que un fluid es pot definir com un medi natural continu i deformable que
presenta una manca absoluta de rigidesa. Amb aquesta definicid6 es compren, per tant, que s’hi
inclouen tant els liquids com els gasos.

Un solid rigid s’idealitza a partir de la propietat que és indeformable sota qualsevol esforg aplicat, i un
solid elastic, pel fet que es deforma sota forces que no en causen el trencament, i retorna a la seva
posicio6 inicial quan 1’accio desapareix. Per la seva banda, cal destacar que la diferéncia principal del
medi fluid amb els esmentats solids és ’abséncia absoluta de rigidesa. Aixo fa que sota I’accié de
determinats esfor¢os es deformi de manera continua i, tal com es veura, ho fa amb més velocitat de
deformacidé com més gran és 1’esfor¢ aplicat. Aquesta deformacié continua la pot mantenir sense
trencar-se, cosa que assegura la continuitat del material. Aquesta propietat és la que permet dir, encara
que sigui de forma redundant, que els fluids flueixen.

1.2 Propietats intrinseques dels fluids

1.2.1 Massai pes

S’entén per massa la propietat fonamental que permet quantificar la matéria existent en un determinat
medi sigui solid o fluid. A partir d’aquest concepte, es pot establir la seva relacié amb el volum ocupat
i aleshores es defineix la densitat absoluta.

M=pV (1.1)
on:
e M: és la massa
e V:¢s el volum ocupat per aquesta massa

e p: és la densitat absoluta.

En el sistema internacional, la unitat de la densitat son els kg/m”.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



12 Hidraulica

Dr’altra banda, i a diferéncia de la massa, el pes és una variable vectorial concretament, correspon a la
forga d’atraccid que exerceix el camp gravitatori terrestre sobre la massa definida anteriorment. La
direcci6 i el sentit del vector pes corresponen a la direccio i al sentit de 1’acceleracio de la gravetat.
Aixi, d’aquesta definicio6 es desprén que:

P=M3g (1.2)

essent:
e M: la massa
e g:lacceleracié de la gravetat

e P:elpes

Si s’estableix la relaci6 del pes d’un determinat medi material amb el volum que ocupa, apareix el
concepte de pes especific y:

7= (1.3)

~ |~

. . . . , 3
La seva unitat en el sistema internacional son N/m’.

Cal tenir clar que aquestes propietats que s’acaben de definir, p 1 vy, son variables tant amb la
temperatura com amb la pressid. Aixi, a la figura 1.1 es mostra com varien la densitat i el pes especific
de I’aigua amb la temperatura quan la pressio €s manté constant i igual a 1013 hPa.

1010 10000
1000 liquid
- 9800
- 9600
= E
E z
£ =3
3 9400 ‘g
2 (7]
3 2
Y + 9200 &
Solid
Q20 .
930 —e— densitat (kg/m3) 1 9000
— 4920 —=— pes especific (N'm3)
910 ‘ ‘ ‘ ‘ 8800
-20 0 20 40 60 80 100

Temperatura (°C)

Figura 1.1 Variacio de densitat i pes especific de I’aigua amb la temperatura quan la pressio a qué esta
sotmesa és de 1013 hPa. (Font: Franzini i Finnemore, 1999, i Bosser, 1990).

1.2.2 Elasticitat

De la definicié de fluid que s’ha establert (apartat 1.1), es desprén que els fluids no disposen
d’elasticitat, ni lineal, ni transversal. De tota manera, tenint en compte la necessitat de contenir els
fluids en recipients, si que es pot definir el concepte d’elasticitat volumeétrica (E,).

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



1 Caracteristiques mecaniques dels fluids 13

L’elasticitat volumétrica es pot definir com la capacitat que tenen els fluids de disminuir el volum que
ocupen i, per tant, d’augmentar la seva densitat, quan es troben sotmesos a una pressio o, viceversa,
d’augmentar el volum i, per tant, de disminuir la densitat, quan la pressié esmentada disminueix.

Sigui un fluid de densitat py, que es troba sotmes a un camp de pressid Py i que esta confinat en un
recipient tancat i que ocupa inicialment un volum V,, la propietat d’elasticitat volumétrica permet
afirmar que, si aquest recipient se sotmet a una for¢a F com la indicada a la figura 1.2, el fluid passa a
ocupar un volum V; més petit, t€ una densitat p; més gran i esta sotmes un camp de pressido P; més
gran.

Ja que la massa dins aquest recipient no pot variar:

d(pV)=0= pdV+V-dp=0 (1.4)
Aleshores resulta:
V
_r_P (1.5)
dv dp

Si es multipliquen tots dos membres per dP, que correspondria a 1’increment de pressioé que percep el
fluid un cop s’aplica la for¢a F de la figura 1.2, queda:

_dP_dP _
v (16)
Voop

', /’_ "’/; r e ‘_;/:

&
Fal o o
P, P,

Vo, Eo, Py

v
Vi, p1, Py

Figura 1.2 Fluid que inicialment té una densitat py i es troba sota un camp de pressio Py, que esta confinat en
un recipient tancat i ocupa inicialment un volum V,. Posteriorment, aquest recipient se sotmet a una for¢ca F'
com la indicada, que provoca que el fluid passi a ocupar un volum V; més petit, tingui una densitat p; més
gran i un camp de pressio P; més gran.

Que es defineix, precisament, com el modul d’elasticitat volumeétric. Es pot observar que la definicio
matematica d’aquesta propietat es pot establir, tant a partir de la reduccié de volum que suposa una
variacio en la pressio a la qual se sotmet el fluid (d’aqui el signe negatiu que hi apareix) com a partir
de ’augment de densitat que aixo suposa (d’aqui el signe positiu que té).

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



14 Hidraulica

Segons aquesta definicio, es pot deduir que el modul d’elasticitat volumétric té unitats de pressio.
Concretant en el cas de 1’aigua, el seu valor (a una temperatura de 4°C i una pressio de 1013 hPa) és de
2.03:10°Pa. Com que és una propietat que depén de la densitat, es comprén que depengui també tant de
la pressio com de la temperatura a les quals es troba sotmés el fluid.

D’altra banda, es pot definir el modul de compressibilitat (f) com I’invers del modul d’elasticitat
volumetrica. Per aquest motiu, de manera implicita se sol utilitzar indistintament un concepte o I’altre.

B=— (1.7)

Cal tenir en compte, tal com s’ha vist per al cas de 1’aigua, que els liquids en general tenen moduls
d’elasticitat volumetrica molt elevats (compressibilitat petita) i, a més, poc variables amb la pressi6 i
la temperatura. A la figura 1.3 es pot veure com varia el modul d’elasticitat volumétric de I’aigua amb
la temperatura quan la pressio a qué esta sotmesa és I’atmosferica (1013 hPa).

pressié 1013 hPa
2.35E+09

2.30E+09 2 29E+09

2.25E+09 -

© 2.20E+09

&; 2.18E+09

W 2.15E+09 2 14E+09 2.14E+09
2.10E+09 ~

2.07E+09
2 05E+09 | 2.06E+09
2.02E+09
2.00E+09 - \ \ \ \ \
0 20 40 60 80 100 120

Temperatura (°C)

Figura 1.3 Variacio del modul d’elasticitat volumétric amb la temperatura quan la pressio a qué esta sotmes
és de 1013 hPa. (Font: Franzini i Finnemore, 1999).

Exercici

Per fer-se una idea més concreta de la incompressibilitat de I’aigua, tan sols caldria determinar la
variacié de volum que experimenta 1 m® d’aigua a 20°C, quan se sotmet a un increment de pressio
Ap=10°Pa’. Considerant, doncs, el modul d’elasticitat volumétrica de ’aigua 2.18-10°Pa, queda:

VAP _ 1m10°Pa
E 2.1810° Pa

vV

AV = =-4.5810"m’ (1.8)

Es a dir, es tracta d’una reduccié de volum que implicaria, en una secci6é d’1x1 m?, una disminucid
d’altura de 0.458 mm.

! Per comprendre I’ordre de magnitud, cal dir que 10° Pa sén, aproximadament, 10°kp/m”, que equivalen a 10 kp/cm?, els quals, per la
seva banda, corresponen a la pressio que exerciria una columna d’aigua de 100 m d’al¢ada.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



1 Caracteristiques mecaniques dels fluids 15

D’altra banda, els gasos son enormement compressibles (modul d’elasticitat volumétric molt petit).
Aix0 fa que per tal de determinar-ne el comportament dinamic sigui imprescindible con¢ixer la relacio
entre la pressio i la temperatura, a les quals es troben sotmesos, i el volum que ocupen. Aquesta relacio
es coneix com I’equacid o funcié d’estat (f(P, T? V)=0). Per tenir un ordre de magnitud, tan sols cal
comparar el modul de compressibilitat de 1’aigua (figura 1.3) amb el de 1’aire, que val 0.000103-10° Pa
(a 4°C de temperatura i 1013 hPa de pressid). Es pot apreciar que €s un modul que fa unes 20000
vegades més compressible I’aire que ’aigua. A més, cal tenir en compte que aquest valor és molt
variable segons el procés termodinamic al qual esta sotmes.

1.2.3  Pressio de vapor

Abans d’establir el concepte de pressid de vapor d’un fluid i els fenomens que hi du associats, és
interessant analitzar el diagrama de fases d’un fluid, en particular per al cas de 1’aigua.

a Previ. Diagrama de fases de ’aigua

Quimicament, 1’aigua es defineix com un compost quimic format per un atom d’oxigen i dos
d’hidrogen. Aixi, un conjunt de molécules d’aigua es caracteritza pel fet que totes i cadascuna d’elles
es troben enllacades amb 1’anomenat enlla¢ d’hidrogen, que és el que dona a l’aigua les seves
propietats. El grau d’intensitat d’aquest enllag s’associa a 1’energia que manté unides aquestes
molécules i depén, com €s obvi, de la temperatura i de la pressio a les quals estan sotmeses.

Segons el contingut intern d’energia en ’esmentat enlla¢ d’hidrogen, 1’aigua pot presentar tres estats
diferents: solid (gel), liquid o gasos (vapor d’aigua). Son les tres fases de I’aigua. En el cas de la fase
solida, tots els atoms d’hidrogen estan enllagats; en el cas de la fase liquida, hi ha algun atom
d’hidrogen que no esta enllagat, i quan la fase és gasosa, no existeixen enllagos d’hidrogen. Segons
aquestes idees, a la figura 1.4 es mostra el diagrama de fases de 1’aigua

P (hPa)
4‘ Condicions estandard

Gel (solid) 23.4

Vapor d’aigua (gas)

) S

» 1 (C)
0 20 40 60 80 100
Figura 1.4 Diagrama de fases de [’aigua. 1. Canvi de fase liquida a solida: procés de congelacio.
2. Canvi de fase solida a liquida: procés de fusio. 3. Canvi de fase gasosa a liquida: procés de condensacio.

4. Canvi de fase liquida a gasosa: procés d’evaporacio. 5. Canvi de fase solida a gasosa: procés de
sublimacio.

Del diagrama de fases es desprén que, a la pressio atmosferica (1013 hPa) 1’aigua es congela si la
temperatura és de 0°C, mentre que bull, és a dir, s’evapora, a 100°C. D’aquest comportament general
es despreén que, si la pressid és més baixa, com és el cas de zones elevades (per exemple, al camp base
de I’Everest (5300 m) o al cim (8848 m)), aleshores 1’aigua bull a una temperatura més baixa de
100°C.
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16 Hidraulica

b Pressié de vapor. Cavitacié

Amb tot el que s’ha dit fins ara, del diagrama de fases de I’aigua (figura 1.4) s’observa que, a 20°C i
1013 hPa de pressid, com €s ben sabut, 1’estat de 1’aigua és liquid. Pero, si a la mateixa temperatura de
20°C la pressio, per qualsevol motiu, caigués per sota d’un determinat valor (23.4 hPa = 0.0234 atm),
I’estat de 1’aigua passaria a ser aleshores gasos. Aquest valor de la pressio s ‘anomena pressio de vapor
o de vaporitzacio de I’aigua (a 20°C). A la figura 1.5 es mostra com varia la pressi6 de vapor de
I’aigua amb la temperatura. Aixi, la corba de la figura 1.4 que defineix els processos d’evaporacio i
condensaci6 es correspon, amb precisio, amb la corba de la figura 1.5.

1200
10133
1000 - >
©
o
< 800
8 //01
©
>
(]
T
0
7]
[}
2
o
100
Temperatura (°C)

Figura 1.5 Variacio de la pressio de vapor amb la temperatura. (Font: Franzini i Finnemore, 1999;
i Munson et al., 1999).

Figura 1.6 Efecte de la cavitacio en el rodet d’'una bomba axial. A dalt, vista general del rodet: s hi pot
apreciar com tots els aleps, que tenen un gruix d’uns 5 mm, es troben “picats” per efecte de la cavitacio. A
baix, detalls dels forats que s han fet en alguns dels aleps.
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1 Caracteristiques mecaniques dels fluids 17

Aquest concepte és molt important en el disseny de sistemes hidraulics en els quals, pel motiu que
sigui, s’esperin pressions baixes que, a la temperatura de funcionament del propi sistema hidraulic,
estiguin entorn del valor de la pressio de vapor. Si per algun motiu en algun punt d’un liquid la pressio
cau per sota de la seva pressioé de vapor, aquest es vaporitza en aquell punt i es crea una cavitat plena
de vapor, aixi es trenca la continuitat del medi liquid. Aixi, el fluid, que en passar per aquell punt de
pressio baixa comenga a “bullir” quan continua avangant i passa a una secci6é contigua sotmesa a una
pressid una mica superior, recupera la pressio, i es torna a produir aleshores el canvi a fase liquida un
altre cop. Es dona la particularitat que aquest segon canvi és forga violent i genera forts impactes
contra els contorns, que els pot malmetre facilment (erosio per cavitacio).

Aquest fenomen es coneix en mecanica de fluids amb el nom de cavitacio, és indesitjable i cal evitar-
lo, ja que pot provocar el desgast i el trencament dels contorns, amb els riscos que aixo comporta per a
la seguretat de la instal-lacio. A les fotografies que es mostren a la figura 1.6 es pot comprovar I’efecte
que la cavitaci6 pot tenir en el rodet d’una bomba hidraulica. S’hi poden apreciar uns forats
considerables en els aleps, que son d’acer, d’uns 5 mm de gruix.

1.2.4 Viscositat

Concepte que dona idea de la resisténcia a fluir d’un fluid, com a resultat de la interacci6 i la cohesio
de les seves molécules.

Per analitzar el moviment d’un fluid sobre un contorn solid fix, es pot simplificar considerant les
particules que es mouen segons linies rectes i paral-leles entre si. A la figura 1.7 es mostra I’esquema
del perfil de velocitats en una seccio transversal. De manera intuitiva, es comprén que la velocitat
d’una particula de fluid a la seccid en qiiestio depén de la seva distancia al contorn solid. Aixi, sobre el
contorn, la velocitat ha de ser nul‘la (condici6 d’adheréncia perfecta), i pot créixer a mesura que la
particula s’hi trobi més lluny.

Amb aix0, es pot suposar que el flux es produeix en forma de capes o lamines de gruix diferencial (dy)
amb la velocitat (v) que varia en la direcci6 perpendicular al contorn (direccié de 1’eix y). Aquest tipus
de moviment es coneix amb el nom de régim o flux laminar.

Z Perfil de velocitats
A’ A
- '
/|
— -
v/

Figura 1.7 Perfil de velocitats en la seccio transversal AA’.

Newton va establir que, entre les esmentades capes o lamines de gruix diferencial separades dy, que es
desplacen a unes velocitats v i v+(dv/dy)dy, respectivament, s’hi desenvolupa un esfor¢ tangencial (7)
que s’oposa al moviment que val:
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18 Hidraulica

r=pd 19
“y (1.9)

L’expressio (1.9) correspon a la llei de Newton per als fluids viscosos, i estableix una expressio
matematica d’un fet experimental.

Aquesta llei es podria enunciar dient que 1’esforg tangencial que es desenvolupa en el si d’un fluid en
régim laminar és proporcional al gradient transversal de velocitats d’aquest moviment. La constant de

proporcionalitat (L) €s una caracteristica intrinseca dels fluids i es coneix com a viscositat dinamica.

Si es considera un element rectangular de fluid, ABCD:

A B %:’___A’ B’
'
dy — ﬁ/ / dy
D C Da Ca - A

Figura 1.8 Reégim laminar. Deformacio d’un element rectangular ABCD.

Suposant aquest element en moviment, i considerant que la velocitat del flux per anarde D a D’ és v, i
que en la lamina immediatament superior, per anar d’A a A’ és v+dv, es pot escriure:

AA'=(v+dv)dt (1.10)
DD' = v-dt (1.11)

I com que es tracta d’un element rectangular, AA’’=DD’, es dedueix que:
A'A"=dvdt (1.12)
Pero, d’altra banda, geométricament, es pot escriure la relacié segiient:

AIA"
22 —tg(d
& g (dy) (1.13)

I com que, per definicid, dy és un angle diferencial i la tangent d’un angle diferencial és igual a I’arc
(tg(dy)=dy), aleshores queda:

A'A"=dy-dy (1.14)

I, per tant, igualant les dues expressions (1.12) 1 (1.14), resulta:

dy_dv 1.15
dt dy (1.13)
Aquesta igualtat permet reescriure la llei de Newton dels fluids viscosos (1.9) com:
d
7= ,u-—7 (1.16)

dt
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1 Caracteristiques mecaniques dels fluids 19

on dy és la deformacid angular de 1’angle D (figura 1.8), inicialment recte. Aquesta expressio permet
afirmar que la tensio tangencial que es desenvolupa en el si d’un fluid laminar en moviment és
proporcional a la velocitat de deformacié angular’.

Dimensionalment, la viscositat dindmica depén de:

[F]
LT [FI{T]
[u]=—7— ioE =[u]= T (1.17)
[THL]

En el Sistema Internacional d’unitats la viscositat dinamica té unitats de —-= Pa-s. Tradicionalment,
m

en mecanica de fluids, s’han emprat molt, per caracteritzar aquesta variable, les unitats en el sistema
dyna-s
cGs: 2222

T
cm

= poise.

pressio 1013 hPa
2.0E-03
1.8E-03

1.6E-03 1519603
1.4E-03 - \307503
1 2E_03 1.139E-03

1.0E-03
8.0E-04 -
6.0E-04 -
4.0E-04 -
2.0E-04
0.0E+00 T T T T

0 20 40 60 80 100

1.787E-03

Viscositat dinamica (Pa-s)

Temperatura (°C)

Figura 1.9 Variacio de la viscositat dinamica de [’aigua amb la temperatura a la pressio atmosferica (1013
hPa). (Font: Franzini i Finnemore, 1999, i Munson et al., 1999).

La viscositat dinamica de 1’aigua, a 20°C 1 1013 hPa, és 0.001002 Pa-s o el que és el mateix, 0.01
poise. Aquest valor es pot comparar amb el de la viscositat dinamica de 1’aire, en les mateixes
condicions de pressio i temperatura: 0.0000181 Pa-s. A la figura 1.9 es presenta com varia la viscositat
dinamica de 1’aigua segons la temperatura quan la pressi6 és de 1013 hPa.

La viscositat és una propietat molt sensible a variacions de la temperatura i la pressio. Intuitivament,
¢és facil adonar-se que en augmentar la temperatura (escalfant oli per cuinar) la viscositat disminueix
(es torna més liquid, menys viscos); en canvi, si el que passa és que augmenta la pressio, la viscositat
també tendeix a augmentar (augmenta el fregament entre les lamines de gruix dy).

2 Un concepte analeg es planteja en el cas dels solids elastics, quan es parla del modul d’elasticitat transversal. En aquest cas, es pot
escriure: T=G - Ay, on G és el modul d’elasticitat transversal i Ay la deformaci6 angular del solid elastic. La diferéncia amb els fluids és
que aquests, en repos, no poden transmetre en el seu interior cap esforg tangencial T, ja que per a un fluid en repos dy/dt = 0, mentre que

els solids elastics en repos si que poden fer-ho.
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20 Hidraulica

Si es divideix la viscositat dinamica per la densitat del fluid, se n’eliminen els aspectes dinamics
(qualsevol relacié amb les magnituds [F]). Aixi, es defineix la viscositat cinematica (v):

U
V== 1.18
P (1.18)

que, tenint en compte que una forga es pot escriure com [F]=[M][L][T]?, de manera dimensional
depén de:

)= HIHEL ) (IMHEHTTATHE]

[HLT [HET pat 119

I, per tant, la seva unitat en el Sistema Internacional és: m/s.

a Fluids newtonians i no newtonians

Els fluids que verifiquen 1’equacio (1.9), s’anomenen fluids newtonians. Aquests fluids tenen la
particularitat que la relacio entre les tensions tangencials generades en el seu si i el gradient transversal
de velocitats que provoquen és lineal. El pendent d’aquesta relacid lineal és precisament la viscositat
dinamica (figura 1.10). L’esmentada relacio entre T i dv/dy o, el que és el mateix, entre T i dy/dt, es
coneix en mecanica de fluids com reograma, que constitueix 1’equacio constitutiva del fluid.

»
»

dv _dy

dy  dr

Figura 1.10 Reograma d’un fluid newtonia.

Es poden definir els casos extrems. Per exemple, els casos ideals en qué p=0, que representen els
fluids no viscosos, o L=co, en que qualsevol gradient de velocitats, per petit que sigui, desenvolupa en
el si del fluid un camp de tensions tangencials oo, és a dir, no flueix, de fet és un comportament similar
a un solid rigid.

Exercici

Un fluid newtonia circula per una canonada horitzontal de radi R, degut a un gradient de pressions
dp/dz=constant (z segons I’eix de la canonada).

Determineu:

A. Lleis de tensions tangencials.
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1 Caracteristiques mecaniques dels fluids 21

B. Velocitat, velocitat mitjana i maxima.

C. Cabal.

D. Poténcia dissipada per unitat de longitud de canonada.
E. Energia dissipada per unitat de pes transportat.

Aplicacid: obteniu la poténcia necessaria per transportar /0 I/s d’un oli de viscositat / poise a través
d’una canonada horitzontal de /00 m de longitud i 0.2 m de diametre.

A. Llei de tensions tangencials

Cal plantejar I’equilibri de forces en la direccié del moviment, en un element diferencial:
[p —-(p+ dp)} 27rdr +127rdz — (7+dt) 27 (r +dr)dz=0

Desenvolupant i negligint el terme de tercer ordre:

rdpdr—tdrdz—rdrdz=0=
rdpdr=-dzd(tr) (1.20)

Tal com planteja I’enunciat, s’imposa que el gradient de pressions sigui una constant, que val:

d—p=—17/:ctt (1.21)
dz

El signe negatiu indica que el moviment s’estableix des de les seccions que tenen més pressio cap a les
que en tenen menys.

ptdp

dz

4
\ 4

Figura 1.11 Esquema de les accions que actuen sobre un tub diferencial d’un fluid newtonia que circula per
una canonada horitzontal de radi R, degut a un gradient de pressions dp/dz=constant.

Considerant les relacions(1.20) i (1.21), resulta: [ yrdr=d(tr)=

r=ir (1.22)
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que ¢és una llei de tensions tangencials (7) que varia linealment amb el radi, amb els signes que es
mostren a la figura segiient:

Sentit del moviment

Figura 1.12. Llei de tensions tangencials resultant.

B. Llei de velocitats

En tractar-se d’un fluid newtonia ha de complir la llei de Newton dels fluids viscosos (equaci6 (1.9)):

dv dv . . .
T=M—=—4—, on larelacidé dr = —dy pot apreciar-se a la figura segiient:
dy dr
|
R
i
Figura 1.13 Correspondeéncia entre la variable y i la variable radial r.
Aleshores:
Iyr dv 1
—lz,u—: dv=——7rdr
2 dr 2u

Integrant aquesta ultima expressié i imposant com a condici6é de contorn que sobre el contorn de la
canonada (¥=R) s’ha de donar la condici6 d’adheréncia perfecta (v=0), s’obt¢ la llei de velocitats:

_Q 22
=4\ K (1.23)

coneguda com la formula de Poiseuille, que és una llei parabolica amb el radi.

D’ella es pot obtenir la velocitat mitjana:

Vigona = H vdS = _ﬂR2 N ! 7 > ) rd6dr =

on I’element diferencial d’area dS és:
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| dsS = rd@dr

Figura 1.14 Definicio d’un element diferencial d’area en una seccio circular.

Integrant, doncs, s’obté:
S IyR?
mitjana 8 ﬂ

(1.24)

La velocitat maxima es pot obtenir de la llei (1.23) imposant:

ﬂ=0:ﬂ(0—2r)=0:r=0
dr 4u

és a dir, el valor maxim de la velocitat es dona sobre I’eix de la canonada (#=0), i aquest valor maxim
val:

v =v(r=0)=ﬂR2 (1.25)

Es pot apreciar, comparant-la amb la velocitat mitjana (1.24), que es dona:
vmax = 2’vmitjana (1 26)

Amb aix0 es pot caracteritzar millor la llei de velocitats en el si d’un fluid newtonia que s’esta movent
en una canonada circular sota un gradient de pressi6 constant:

Atencio: La llei de velocitats no és tangent al
contorn, perqué aixo implicaria que 7 —> ©°,is’ha
vist que no és aixi.

Figura 1.15 Llei de distribucio de velocitats en una seccio transversal de la canonada.

C. Cabal

El cabal correspon al volum de fluid que passa a través d’una seccid per unitat de temps. Es calcula
fent:

Q:J‘J‘vdS=J.2”JRQ<R2 —rz)rdé?dr:
s 0 0 4#
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Integrant, s’obté facilment:

wl
Q=8—ZR“ = Vund TR (1.27)

D. Potencia dissipada en el moviment
A I’element de volum format per la lamina cilindrica de gruix dr, que es mostra a la figura 1.11, totes
les particules fluides tenen una velocitat idéntica (donada per (1.23)) i estan sotmeses a la mateixa
tensio tangencial 7(donada per (1.22)).
La poténcia dissipada per aquest element de volum és igual a la resultant de les tensions tangencials
per la velocitat. Aquesta és la poténcia dissipada per les forces viscoses. En aquest cas, aquesta
poténcia coincideix amb la comunicada pel gradient de pressions que causa el moviment. Cal adonar-
se que, si la canonada no fos horitzontal, també caldria considerar la poténcia dissipada per les forces
de pes.
De tota manera, en aquest cas, la poténcia dissipada en aquest element de volum és:

aw :v~[dz(Zﬂ'(r+dr)(T+dT)—Zﬂ'rT)J =

dW =2nvdz (rdt +Tdr)

Per tant, la poténcia dissipada en un tram de canonada de longitud L, sera:
W= [ " 2zvdz(rdz+zdr)
0Jo

on, substituint convenientment per la relacié (1.22) que déna la dependéncia de la zamb el radi 7:

W:ILJR2ﬂvdz(err+mdrj:>
0 Jo 2 2
Wz.[:IOR(Zﬂ rdr)vdzyl =

WzILdZ}/IIRZErdrv =
0 0
W=ylQL (1.28)

I per unitat de longitud (L = I) resulta:
W({L=)=yIQ (1.29)
E. Energia dissipada per unitat de pes

L’energia dissipada a la longitud L en un temps ¢, és:
t
E:jOWdtzyIQLz

De manera que I’energia dissipada per unitat de pes transportat a una longitud L de canonada sera:

7[QLt:[L
oty
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Es a dir, el parametre 7 definit a (1.21), correspon a ’energia per unitat de pes i per unitat de longitud.
I rep el nom de pendent motriu.

F. Aplicacio numerica
Treballant amb el Sistema Internacional d’unitats,
o O0=10Us=10"ms

o u=I poise=0.1 Pas’, es pot comparar aquest valor amb el de la viscositat dinamica de 1’aigua
a20°1i 1 atm, que val 10~ Pa-s.

o L=]100m
o« $=02m
8(102) 0.1
W:QJyL:Q%yL:W:%zzs.SW
7yR 0.2)
4w

1.2.5 Tensio6 superficial

La tensio superficial és un fenomen intrinsec als liquids que es presenta a la seva superficie lliure, aixo
és, la interficie de contacte entre medis diferents com el contacte aire-liquid o el contacte aire-liquid-
contorn. A I’interior d’un liquid les molecules es troben enllagades les unes amb les altres amb unes
forces d’atraccié que son les que li confereixen les propietats com a liquid (forces de cohesio).
Aquestes forces s’equilibren entre si en totes les direccions de 1’espai. Per tant, qualsevol molécula a
I’interior d’un liquid és atreta per totes aquelles situades en una esfera de radi igual al radi d’accio
d’aquestes forces moleculars (de 1’ordre de mil-lésimes de mil-limetre).

En canvi, qualsevol molécula que es trobi a una profunditat inferior al radi d’acci6 esmentat, o bé
sobre la propia superficie, no disposa de molecules d’aquell liquid a la zona superior que equilibrin
I’atracci6 d’aquelles que es troben al casquet inferior. Aixd provoca un desequilibri entre les forces de
cohesio moleculars. Per tant, per aconseguir mantenir I’equilibri a la superficie hi han d’aparéixer unes
determinades forces de traccid, que fan que es comporti com una membrana tensa. Les responsables
d’aquestes forces de traccid son les forces de tensio superficial.

Es pot particularitzar 1I’explicacio anterior a alld que succeeix a les particules de liquid que es troben a
I’entorn de la zona de contacte entre un liquid, el contorn solid que el conté i I’atmosfera superior. En
aquest cas, tal com s’esquematitza a la figura 1.16, les forces de cohesid que les particules de liquid

exerceixen generen una accio resultant B que s’ha d’equilibrar amb ’atraccio 4 de les molécules
que formen part del contorn solid i es troben en el seu entorn. Aquestes dues accions generen la

resultant 4+ B, que té una component tangencial a la superficie lliure del fluid. Tenint en compte que
els fluids no suporten en repds cap esfor¢ tangencial, i considerant que les molécules de gas (aire) que
es troben a prop d’aquest contorn exerceixen una atraccié negligible sobre aquesta zona (deguda a la
seva dispersi6 més gran i cohesio nul-la), es comprén que I’Gnica manera de compensar aquesta
component tangencial que t¢ el liquid és corbant el contacte entre la superficie lliure i el recipient.

* El nombre de Reynolds (capitol 2, apartat 5) val:

=090 _ g 10020 _4 660

S
oM OAlﬂ[%)
2

El limit el dona la condicié Re<2400, que és la condicio de régim laminar.
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D’aquesta manera, es disposa d’un nombre més gran de molécules de liquid en aquest entorn que
permeten augmentar el valor de I’accié B' fins que s’anul'li la component tangencial de la resultant
A+B'. Aquest procés mecanic és el que explica la formacid dels meniscs.

L’tnica manera de mantenir la curvatura d’aquest menisc és gracies a ’existéncia de forces de traccio
en la superficie lliure que es comporta com una membrana. Com que la superficie sobre la qual actuen
té un gruix negligible les forces de tensio superficial s’expressen, dimensionalment, com una forga per
unitat de longitud, i es defineixen segons el coeficient ¢ de tensio6 superficial:

[a]—m (1.30)

[z

Figura 1.16 Esquema de forces que expliquen la formacio d 'un menisc.

El valor de la tensi6 superficial de qualsevol liquid, igual que les altres caracteristiques intrinseques
dels fluids, depenen de la temperatura i la pressid. A la figura 1.17 es mostra la variaci6 de la tensio
superficial de I’aigua segonse la temperatura a una pressio de 1013 kPa, de la qual es pot destacar que
a una temperatura de 20°C val 0.0728 N/m.

pressié 1013 hPa
0.080
0.0756
£ 0075 e 00742
= 0.0749%<
- 0.0727¢0.0712
:g 0.070
]
S
o 0.065 -
9
I
=
2 0.060
0.055 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120
Temperatura (°C)

Figura 1.17 Variacio de la tensio superficial (0) amb la temperatura quan la pressio a qué esta sotmesa és
de 1013 hPa. (Font: Franzini i Finnemore, 1999).
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a Llei de Laplace

A la figura 1.18 es mostra un element diferencial d’una superficie lliure d’un liquid. Aquesta
superficie en qliestio té, en general, doble curvatura de radis R; i R,, essent ds; i ds, els diferencials

d’arc en les curvatures principals. Per la seva banda, les forces F, i F, son les forces de tensid
1 2

superficial (esfor¢os de traccid) que mantenen les esmentades curvatures d’aquesta superficie.
Aquestes forces tenen una component vertical que es pot analitzar:

. d.
2:Fsina =2-0+ds, 5 aE I g'dsl ds, (1.31)
Y] 2
. ds, o©
2-F,sin f=2-0ds,——= E-ds1 -ds, (1.32)
Yy 1
ds/ J ds, J
on s’ha considerat que sina = L2 _ % ique sin = L2 & .
2R R 2R

2 2 1 1
Aixi, de les expressions anteriors (1.31) 1 (1.32), es pot obtenir la component vertical total que

provoquen les forces de tensio superficial:

1 1
O"[E'FR—]'CZSI 'dSz (133)

1 2

El fet que la superficie que s’ha representat a figura 1.18 sigui convexa representa que la pressio de
fluid sobre la superficie (p. ex. I’aire) ha de ser més gran que la que exerceix sota ella ’altre fluid (p.
ex. I’aigua). Aquesta diferéncia de pressions s’ha d’equilibrar amb la component vertical obtinguda a
(1.33) que, per tant, ha de tenir sentit ascendent.

11 11
Ap-ds,-ds, = 0| —+— |ds;'ds, => Ap=0"| —+—
\pAs,as, (R R j S1°AS, \p [R R ] (1.34)

1 2 1 2

-«
| dsy/2

Seccio transversal

Fy=0-ds,

Figura 1.18 Esquema de forces que actuen sobre una membrana de doble curvatura.
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Aquest resultat és el que es coneix com la llei de Laplace, que indica que la diferéncia de pressio
existent entre dos costats d’una superficie fluida és igual a una constant propia del fluid (o, tensiod
superficial) per la suma dels inversos dels radis de curvatura principals de la superficie.

La llei de Laplace pressuposa una discontinuitat en la pressid entre els dos costats d’una interficie
situada entre dos medis fluids, de manera que, com més petits els radis de curvatura principals de
I’esmentada superficie, més gran és el salt de pressio que hi ha.

Exercici
D’una manera ben senzilla, aplicant la llei de Laplace, es pot determinar la diferéncia de pressio que hi
ha d’haver entre I’interior i I’exterior d’una gota o bombolla esférica (de radi R), o d’un doll de liquid
cilindric i indefinit (també de radi R).

Gota esférica: Ap = o'-%

Doll d’aigua en caiguda lliure: Ap = 0-(% + ij =Ap :%

b Capil-laritat. Llei de Jurin

Sigui un tub cilindric, de radi R prou petit, obert pels dos extrems, un dels quals esta submergit en un
recipient ple d’un fluid de pes especific . Part del fluid del recipient puja (ascens capil-lar) pel tub fins
a una algada h, per I’acci6 de les forces de tensio superficial. A la figura 1.19 es mostra un esquema de
les forces que actuen sobre el tub esmentat.

ummm‘/;

2R

Figura 1.19 Esquema de les accions que actuen sobre un tub capil-lar cilindric, per accio de les forces de
tensio superficial.

Aixi, es pot plantejar 1’equilibri de forces que actuen sobre el volum de fluid de la dreta de la figura
1.19, de manera que el pes de fluid que puja pel tub és:

W =mR>hy (1.35)
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I la component vertical de la forga de tensio superficial, segons la figura 1.19 i la figura 1.20:

F,, =2mRo-cos(m—o)=-2-mR0cos (1.36)

Figura 1.20 Les forces de tensio superficial actuen sobre tota la longitud de circumferencia del menisc.

Amb tot aix0, en resulta I’equilibri seglient:

TR hy=-21R0cosa=h _Z2ocosa (1.37)
Ry

Aquesta és coneguda com la llei de Jurin® per I’ascens capil-lar. Aquesta expressié introdueix el
concepte de I’angle o, que es coneix amb el nom d’angle de contacte. Es pot donar la casuistica
seguent:

- >% es diu que el liquid mulla el solid. En aquest cas, h>0 i, per tant, es defineix un ascens
capil-lar. Es el cas de I’aigua en contacte amb vidre: o~ 180°.

- <§ es diu que el liquid no mulla el solid. En aquest cas, h<0 i, per tant, es defineix un
descens capillar. Es el cas del mercuri en contacte amb vidre: oz~ 50°.

-« zg . En aquest cas, h=0.

1.3 Exercicis proposats

1. Determineu ’altura a la qual puja 1’aigua en un tub de vidre de 2 mm de diametre (angle de
contacte: 180°), si es pot considerar el valor de la tensid superficial 6=0.0728 N/m i el seu pes
especific y=9800 N/m’.

2. Una canonada de 100 m de longitud i 200 mm de diametre en buit (a pressié atmosferica) té 10
mm de gruix i una elasticitat lineal E=2.1-10° kp/cm®. La canonada es pot deformar Iliurement. Si
s’omple d’aigua (E,=2.225-10° kp/m?) fins assolir una pressio de 2943 kPa, es demana determinar
el volum i el pes d’aigua que s’hi ha introduit.

* Es pot justificar també a partir de la llei de Laplace, suposant que la superficie que forma el menisc és un casquet esféric de radi R i
determinant la diferéncia de pressio en el menisc entre ’exterior del liquid (pe=0) i I’interior (p= —yh). Aquests dos valors de les

pressions, a banda i banda, queden perfectament justificats al capitol 3.
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3. Determineu la llei de velocitats d’un fluid newtonia i incompressible de gruix a que llisca sobre un
pla inclinat que forma & amb I’horitzontal. La viscositat dinamica del fluid és [ i la seva densitat,

p.

atmosfera

4. Determineu ’esforg tallant sobre la superficie del terreny que hi ha un dia de vent. Es suposa que,
aquell dia, el perfil de velocitats de 1’aire sobre la superficie del terreny és: v=50-y-700-y’, on y és
I’altura sobre la superficie del terreny del punt de mesura (en m, i considerant 0<y<0.2) i v és la
velocitat (en m/s). Considereu que la viscositat dinamica de 1’aire aquell dia val 2.02:10° kg s/m’
i el pes especific 12.02 N/m’.

5. La placa plana d’1x1x0.02 m’ i 160 N de pes, de la figura, sotmesa a una forga de 0.2 kp, es mou a
una velocitat de 0.5 m/s sobre 0.10 m d’un fluid newtonia de 1.25 t/m® de densitat. Raoneu si les
afirmacions segiients son certes o falses:

0.5m/s
P
0.02m7 [T 7
p = 1.25t/m’ 0.10m 2F=O.2kp

=  Aix0 no té sentit, ja que, la placa s’enfonsa en el fluid i no llisca.

= Laviscositat dinamica del fluid és 0.4 Pa-s.

= La viscositat cinematica del fluid és 0.32 m?/s.

= La tensio6 superficial influeix en la flotabilitat de la placa.

= Si el modul de compressibilitat volumetric del fluid fos E,=200 MPa, el calat sota la placa
passaria a ser 0.092 m.
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2 Hidrostatica

2.1 Formulacio6 general. Principi de Pascal

2.1.1 Introduccio

De manera analoga al que és I’estatica en la mecanica racional, la hidrostatica és la branca de la
mecanica de fluids que s’encarrega d’estudiar les condicions d’equilibri dels fluids en repos. Pero a
diferencia dels solids rigids en ’estatica, es comprova que els fluids en moviment, en el cas que no hi
hagi moviment relatiu entre particules adjacents, també estan en condicions hidrostatiques. Per tant,
qualsevol dels dos casos només s’aconsegueix si s’assegura que no hi ha moviment relatiu entre
particules adjacents. Aquesta condicid implica, en analitzar la llei de Newton dels fluids viscosos, que
no es desenvolupen tensions tangencials dins del fluid i per tant, que els Unics esforgos que pot resistir
un fluid per trobar-se en condicions hidrostatiques son tensions normals a qualsevol punt.

2.1.2 Principi de Pascal

Sigui un element diferencial com el que es mostra a la figura 2.1, en el si d’un fluid en repos. Per a un
angle @ qualsevol, la condici6 d’equilibri en la direccié horitzontal (x) i vertical (y), per unitat
d’ample, s’estableix:

Y F,=0= P, dy—Pdssin6=0 2.1
P -dy—Pdy=0= (2.2)
P.=P (2.3)

on s’ha tingut en compte que ds-sin 0=dy.

ZF} =O:Py-dx—P-ds-cosH=0 (2.4)
P dx—Pdx=0= (2.5)
p=r (2.6)

on ara s’ imposa que ds-cos 6=dx.

De les igualtats (2.3) i (2.6) es pot concloure que la pressiéo en un punt d’un fluid en repds, o en
moviment, és independent de la direccidé en qué s’apliqui, sempre que no hi hagi esfor¢os tangencials.
Aix0 és equivalent a escriure que les tensions normals que actuen sobre qualsevol punt d’un fluid no
depenen de la direccio del pla sobre el qual s’apliquen sind unicament del punt que es consideri.
Aquest enunciat es coneix com el principi de Pascal.
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El principi de Pascal, expressat en aquests termes, té una implicacié immediata, que és que qualsevol
pressio exercida sobre la superficie d’un fluid es transmet de manera uniforme a tots els punts de la

S€va massa.
T \é/\\

ds
P
0
i

dx

A
-

Figura 2.1 Accions sobre un element diferencial qualsevol en un fluid en repos.

2.2 Equacio general de la hidrostatica
Sigui un volum diferencial de fluid en repds, en el qual no hi ha esforcos tangencials. El fluid és de
densitat p i sobre ell esta actuant una forga exterior per unitat de massa’ b= (X.,Y,Z).

En aquestes condicions, es pot estudiar I’equilibri en les tres direccions de 1’espai (figura 2.2):
oP
Y F,=0= Pdydz—| P+ a—-dx -dy-dz + p-X-dx-dy-dz=0 (2.7)
X
expressio que, un cop simplificada, queda:
P
ZFX:O:a—:p-X (2.8)
ox
I de manera analoga en les altres direccions de I’espai:
oP
F=0=—=pY )
Z y PN P (2.9)
ZFZ=O:>a—P=pZ (2.10)
oz

Les tres equacions (2.8) a (2.10) en les tres direccions principals de I’espai es poden escriure, doncs,
de manera vectorial:

’ Una forca per unitat de massa és una acceleraci6. Per tant, en el camp gravitatori terrestre, la component vertical Z inclou
inevitablement 1’acceleracio de la gravetat. Aixi, doncs, estrictament parlant, no cal considerar el pes en el desenvolupament, ja que
implicitament ja esta inclos en la component vertical esmentada.
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pb = gradP (2.11)

que constitueix 1’equacio fonamental de la hidrostatica.

P+8—P-dz

Iz

P+ a—P-a’y

Figura 2.2 Forces de superficie sobre un element de volum diferencial en un fluid en repos.

Cal notar que I’equaci6 (2.11) indica que el camp de forces exterior per unitat de massa ha de ser
perpendicular a les superficies P = constant (superficies isobares). Perd no tots els camps vectorials
son susceptibles d’admetre superficies ortogonals. L’equaci6 (2.11) es continua complint si es fa el
rotacional a banda i banda de la igualtat:

rot(pb) =rot(gradP) (2.12)

Pero el rotacional d’un gradient és igual a zero i, per tant, ’expressido anterior es pot acabar
desenvolupant segons el rotacional d’un producte:

p-@(!g)—I;Xgradp:() (2.13)

Finalment, aquesta igualtat es pot multiplicar escalarment pel vector b i, tenint en compte que el
segon sumand de (2.13) és un vector perpendicular al propi b, queda:

broth =0 (2.14)

Aixi doncs, a partir d’un simple desenvolupament matematic, es pot arribar a demostrar que aquesta
condicid (2.14), a més de ser necessaria, també és suficient i, per tant, és la condicié de compatibilitat
del camp de forces per unitat de massa. Aixi doncs, perqué existeixin superficies isobares

(P=constant) perpendiculars al camp b , és condicié necessaria i suficient que a qualsevol punt del
fluid el vector del camp b sigui ortogonal al seu rotacional (expressio (2.14)).
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Per exemple, un camp d’acceleracions b constant compleix la condici6 (2.14) i, per tant, és un camp
que dona condicions hidrostatiques.

2.2.1 [Estatica de fluids al camp gravitatori terrestre
El camp gravitatori terrestre és un camp d’acceleracions constant, que ve definit per:

b =(0,0,—g) (2.15)

on el signe menys s’imposa per coheréncia amb el criteri de signes fixat a la figura 2.2. D’aquesta
manera, les superficies isobares es transformen en plans paral-lels al pla xy. A partir de I’equacid
general (2.11) es pot escriure el sistema d’equacions segiient:

) (2.16)

la soluci6 del qual és:
P=C, enladireccio x
P=C, enladireccié y 2.17)

P+ p-g:z=C, enladireccio z

Per determinar les constants d’integracio (C, C,, C.), cal coneixer la pressié a un punt de ’espai
(condici6 de contorn). Segons el principi de Pascal, la pressié en un punt de 1’espai és constant sigui
quina sigui la direccié d’aproximacio al punt. Aixi, I’esmentada condicié de contorn consisteix a
imposar que en un determinat punt (x, yy, zp) la pressio val P,.

F,=C, enladireccio x
F,=C, enladireccio y (2.18)
P +pgzy=C, = P—-P =y(z,—z) enladirecci6 z

(X0, X0» 20)

LLLLLLTLTILLLL

Figura 2.3 Criteri per determinar les constants d’integracié (C,, C,, C.) de les equacions (2.17) i (2.18).
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Si, tal com s’esquematitza a la figura 2.3, es considera, sense perdre generalitat, que el punt (xy, o, zo)
pertany a la superficie lliure del fluid i que en aquesta superficie la pressio €s coneguda i igual a la
pressio atmosferica® (Py=P.m), I’equacio (2.18) en la direccio vertical’ queda:

P=P, +7h (2.19)
que defineix la variacié de I’anomenada pressio absoluta en un punt qualsevol dins de la massa d’un
fluid de pes especific ¥ Segons aquest resultat, cal notar que, en la superficie terrestre, la P,,, esta
actuant sobre tots 1 cadascun dels punts i, segons el principi de Pascal, el seu valor €s constant sigui
quina sigui la direccié d’aproximaci6 al punt. A més la propia equacié (2.19) indica que, sigui quina
sigui la profunditat / del punt d’estudi a ell es transmet també la P,,, que actua en la superficie del
fluid. Es a dir, en qualsevol punt dins de la massa d’un fluid de pes especific y constant la pressio té
dues components: una (P,,,), deguda a la pressié que realitza 1’atmosfera terrestre sobre qualsevol
punt en el seu interior, i la segona (34), deguda a la columna de fluid sobre aquell punt. Tenint en

compte, per tant, que la pressio atmosferica hi actua sempre, per simplicitat, aquest sumand s’obvia i
es defineix aleshores la pressio relativa a partir de la columna d’aigua per sobre del punt:

P=yh (2.20)

En endavant, i abusant del llenguatge, quan es parla de pressio a I’interior d’un fluid es fa referéncia a
la pressié relativa. Quan es pretén fer algun comentari sobre la pressio absoluta, la referéncia a aquest
terme €s explicita.

2.2.2 Mesura de pressions relatives. Manometres

a Manometre simple o piezometre

En un diposit amb un fluid incompressible de pes especific 7 en repods, s’hi connecta un conducte
vertical com es mostra a la figura 2.4. L’aigua puja fins a 1’altura H que hi ha a I’interior del dip0sit,
perque al punt O la pressio que hi exerceix tota la massa d’aigua és igual a la columna d’aigua a la
qual esta submergit ().

o
Figura 2.4 Manometre simple o piezometre.

b Manometre diferencial

En un diposit amb un fluid incompressible de pes especific % en repos, s’hi connecta un conducte en
forma de U, amb un altre fluid incompressible de pes especific ' al seu interior, tal com es mostra a la
figura 2.5. Suposant que, en la situacié d’equilibri, el pla AB defineixi la posici6 de la interficie de
separaci6 entre els dos fluids dins del tub, s’ha de donar que:

8 La pressi6 atmosferica es defineix com la pressio que realitza I'atmosfera terrestre sobre els cossos que es troben al seu interior.
" En endavant, es considera tmicament la direcci6 vertical (z), ja que les altres dues son redundants perqué la pressié hi és constant. Les
altres dues defineixen precisament les superficies isobares: plans paral-lels al pla horitzontal (x,y).
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by =yH
P =y (2.21)

Com que A i B estan en un mateix pla, aleshores P,=Pj, perqué¢ en cas contrari hi hauria un
desequilibri 1, per tant, moviment. S’ha de complir, doncs, la relacio segiient:

Yy _h
—=— 222
S (222)
Es pot apreciar que, en cas que )<y, aleshores ’altura en el tub es redueix en la mateixa proporcid
que els pesos especifics i #~<H. Aix0 dona un sistema de mesurament de nivells en grans diposits.

Figura 2.5 Manometre diferencial.

2.3 Empenta hidrostatica sobre superficies planes

Sigui la superficie plana de la figura 2.6, d’area S, submergida en un fluid incompressible de pes
especific ¥ En aquesta figura, I’eix OW defineix el pla perpendicular al paper de la superficie lliure del
fluid i ’eix Ox, el pla xy que conté la superficie plana en qiiestio.

ds

Figura 2.6 Superficie plana submergida en un fluid incompressible.

P caracteritza la pressié hidrostatica que actua sobre un diferencial de area (dS) i, Obviament, ho fa
perpendicularment a ell. L’objectiu és calcular la resultant F de tota la distribuci6 de pressions sobre la
superficie plana. Si el diferencial d’area es troba a una profunditat genérica z, es pot escriure:
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dF = P-dS = dF = y-z-dS (2.23)
Integrant aquesta expressié diferencial per a tota la superficie:
F= L yzdS =F = L y-x-sin 8-dS (2.24)
Es pot treure fora del signe integral els parametres constants:
F =ysin6 js xeds (2.25)

S’observa que la integral correspon al moment estatic de primer ordre de la superficie plana en qiiestio
(numerador de (2.26)):

% - M (2.26)
S
I, per tant, substituint resulta:
F=ysin@x.S (2.27)
Aquesta equaci6 es més comode escriure-la segons la profunditat:
F=yz,S=P.-S (2.28)

Es a dir, la resultant de la distribucié de pressions sobre una superficie plana submergida en un fluid
incompressible és igual a la pressio hidrostatica que actua sobre el centre de gravetat geométric de la
superficie.

Tenint en compte que la direccio d’aquesta forga resultant també és perpendicular al pla que conté la
superficie, només manca establir el punt d’aplicacid per tenir totalment definit el vector. El punt on
esta aplicada la forca resultant de la distribucid de pressions actuants es defineix com a centre de
pressions. Per determinar-lo, es poden prendre moments respecte de I’eix Oy de la figura 2.6. Aixi, el
moment de la resultant F respecte d’aquest eix és:

Mo, = Fx, (2.29)
mentre que el moment de la distribuci6 de pressions:
M, = Sx-P-dS (2.30)
Aquests dos moments han de ser iguals, per tant,
Fix. = jS xyzdS 2.31)

Tenint en compte la relacié entre la profunditat z i la coordenada x que estableix la propia figura 2.6,
resulta:

Fxe = [ xyxsingdS = Fx, =ysing| xdS (2.32)
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La integral que en queda és la definicié del moment d’inércia de la superficie respecte de 1’eix Oy.
Tenint aix0 en compte i substituint per (2.27):

(2.33)

En general, determinar la posicié exacta de I’eix Oy és complicat, ja que per a aix0 caldria, en cada
cas, con¢ixer la intersecci6 del pla que conté la superficie amb la superficie lliure del fluid. Per aquest
motiu, 1’anterior expressio se sol referir a 1’eix paral-lel a Oy que passa pel centre de gravetat de la
superficie, fent servir el teorema de Steiner:

I X2 I
=LS)CG:>)CC:XG+ G (2.34)

Xc
xS xS

Tenint en compte que el moment d’inércia i la superficie, per definicid, sén uns valors positius, i que
la posicio del centre de gravetat de la superficie (xs) segons la definicid dels eixos de la figura 2.6
també €s un valor positiu, aleshores el centre de pressions es troba sempre a més profunditat que el
centre de gravetat (xc>xg); només en el cas particular que la superficie sigui paral-lela a la superficie
lliure del fluid, ambdoés no tan sols es troben a la mateixa profunditat sind que coincideixen.

De manera analoga es pot determinar la coordenada y- del centre de pressions, prenent moments
respecte de I’eix Ox. En aquest cas, el moment de la resultant val:

My =Fyc (2.35)
mentre que el moment de la distribuci6 de pressions:
M, = js y-P-dS (2.36)
Igualant ambdues expressions, resulta:
Fry.=ysing | xyds (2.37)

on, ara, la integral defineix el moment d’inércia encreuat de la superficie en qiiestid respecte del
sistema d’eixos fixat. Per tant:

(2.38)

Exercici

Donada la presa de gravetat de la figura, de pes especific y*, es demana obtenir el valor de tang o per
als casos segiients:

1) Que la presa no bolqui.

2) Que la presa no bolqui i que no es produeixin traccions al seu interior.
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1) L’empenta hidrostatica sobre la presa té la distribucié lineal que es detalla a la figura i la seva
resultant per unitat d’ample és:

1 . H
E, = E-yH ?, situada a ey de la base de la presa.

La presa resisteix aquesta empenta horitzontal oposant-hi el seu propi pes®, que per unitat d’ample val:

1 . 2-H-t
W = E-}/*-Hz-tana , situada a Tana del punt O.

Imposant que la presa no bolqui al voltant del punt O, resulta:

1 2-H- 1 H
M, =0 :>—-y*-Hz-tana-ﬂ——-;sz-—=0
2 3 2 3

I, reordenant, queda:

4

2y*tan’ @—y=0=tanr =
2y*

Tenint en compte que el pes especific del formigo és aproximadament 22563 N/m’ i que el de I’aigua
és 9810 N/m’, resulta un angle or = 25°0 el que és el mateix, un angle de 65°amb I’horitzontal.

2) La condicié que no hi hagin traccions dins del cos de la presa es redueix a imposar que el punt
d’aplicacid de la resultant de les accions sobre la presa (empenta hidrostatica i pes) es trobi dins del
nucli central de la presa.

El nucli central d’una seccid rectangular és un rectangle homotétic de ra6¢ 1/3, tal com es mostra a la
figura segiient.

¥ D’aqui el nom que reben aquesta tipologia de preses: preses de gravetat.
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En aquest cas, les accions sobre la presa son:

a. Empenta hidrostatica: E,, = %‘7H ?, situada a % de la base de la presa.

b. Pesdelapresa: W = %-7*-H2-tan0{ , situat a w del punt O’.

Cal imposar que la resultant de les dues anteriors no surti del nucli central:

M, =0= l-y*-Hz-tana-M —l-sz-ﬁ =0
2 3 2 3

Reordenant, queda:

y*tan’ o —y=0= tana = /l
y*

que per al cas del formigo i I’aigua dona un angle amb 1’horitzontal de 56.6° que resulta, com és logic,

una condicié més restrictiva que el primer apartat.

Exercici

Un assut d’altura H = 11.5 m i ample B = 25 m disposa d’un desguas de fons constituit per un
conducte d’acer de longitud L = 9 m i de diametre ¢ = 0.85m. El flux en aquesta canonada es regula
des del seu extrem aigiies avall per una valvula de papallona, tal com es mostra a la figura segiient. Es
demana determinar la forca i el moment maxims que la valvula ha de resistir quan es troba totalment

tancada en la situacio en que I’assut estigui a punt de vessar.

h=10m Valvula de

H=115mn papallona

Nota: A causa de la inclinacié que ha de tenir la comporta, la papallona és una el-lipse de diametre

menor aproximadament igual al diametre ¢ de la canonada i de diametre major igual a 1.305-¢.
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Area:S=m-a-b

Iyy=nab(b*/4) "

Moments d’inércia: K
- 2
bt \‘L |

\
\ 4

Calcul de la forga i el moment resultants
Per a una altura d’aigua de 10 m sobre 1’eix del desguas de fons, la resultant F val:

F =y z;, §=9810:10-0.7405="72643.05 N
0.8501.305:0.850

S=rx =0.7405 m’
2 2
que esta aplicada sobre el centre de pressions que es pot localitzar a partir de:
) 0‘1.3;)5¢
X, =——=—=13.05 m
‘ 9
2
(1 .305¢7 )2
. 2
I, = 721:305¢ =0.05695 m*
2 2 4
I .
Xo =X, +—5 =13.05+M= .06 m
xS 13.05-0.7405

10 m
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Finalment, el moment resultant val:

M, = F(x. —x;)=72643.050.00589 =428.1 N'm

2.4 Empenta hidrostatica sobre superficies corbes

Sigui la superficie corba mostrada a la figura 2.7, submergida a un fluid incompressible de pes
especific % La superficie es discretitza en elements diferencials d’area, com el de la figura, que
cobreixin tota la superficie. L’empenta resultant es determina analitzant les pressions sobre tots i
cadascun d’aquests elements diferencials.

- as

dS -
S
dS 85595,

—

dSy das

Figura 2.7 Superficie corba submergida en un fluid incompressible.

2.4.1 Component horitzontal:

A la mateixa figura 2.7 s’ha descompost ’empenta en cada element diferencial, com també el propi
vector de superficie. La component horitzontal sobre cada element val:

dF, =dF-cos@=yz-cos@dS (2.39)

Figura 2.8. Accio en la direccio vertical sobre cada diferencial de superficie.
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Integrant la forga que actua sobre tots 1 cadascun dels elements diferencials que cobreixen la superficie
queda:

F,=[dF,=[yzcos6ds (2.40)
N

de manera que el component horitzontal de I’empenta sobre la superficie corba es calcula determinant
I’empenta sobre la superficie vertical de projeccio de la superficie corba i actuant sobre el centre de
gravetat del prisma de pressions que es forma.

F.=|yzds,
Sy
Aixi, qualsevol superficie corba submergida que tingui la mateixa projeccio vertical (figura 2.9) té la
mateixa component horitzontal que la seva empenta resultant.

(2.41)

Figura 2.9 Comparacio de les projeccions verticals de diferents superficies corbes. La component horitzontal
de I'empenta sobre totes elles coincideix.

2.4.2 Component vertical
Per determinar la component vertical, es procedeix de manera semblant.

dF, =dF-sin@ = y-z'sin 6-dS (2.42)

YZ <ot

Figura 2.10. Accio en la direccio vertical sobre cada diferencial de superficie.

En aquest cas, la component vertical de la resultant es calcula sumant les components verticals que
actuen sobre la projeccio horitzontal dels diferencials d’area en que s’ha discretitzat la superficie.
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N

F,= [ yzds,

S

(2.44)

2.5 Solids totalment submergits. Subpressio

2.5.1 Principi d’Arquimedes

Sigui el solid homogeni ABCD definit a la figura 2.11, submergit completament en un fluid
incompressible de pes especific . Si s’ailla el volum de control amb costats verticals tangents al cos,
es poden identificar les forces verticals que actuen sobre els dos volums de fluid que queden dins de
I’element de volum i que en garanteixen I’equilibri (figura 2.12).

Figura 2.11. Solid homogeni ABCD submergit en un fluid incompressible.

1P2A

TP1'A

Figura 2.12. Accions que actuen sobre [’element de volum que conté el solid ABCD
per assegurar-ne [’equilibri.

on
—  W; i W, son els pesos de les porcions de fluid que queden dins de 1’element de volum i que
envolten el solid (zones ratllades de la figura 2.12).

— (P;rA) i (PyA) son la resultant de les pressions sobre les cares superior i inferior,
respectivament, de 1’element de volum tangent al solid.

— Fy 1 Fy” son les reaccions que les cares del solid ABC i CDA, respectivament, exerceixen
sobre el fluid per assegurar-ne 1I’equilibri.
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Aixi, per a la porcio superior, I’equilibri permet escriure 1’equacié segiient:
—F+W,+P-4=0 (2.45)
Per a la porci6 inferior, en canvi:
F+W,-P-4=0 (2.46)
Les dues darreres equacions, permeten escriure’n una de manera conjunta:

F/~F=(B=P)Ad-(W,+W,) (2.47)
La variacio de les pressions (P;-P,) ve donada per la diferéncia de profunditats d’ambdues cares de
I’element de volum. Per tant:

E=F/—F =yhA—(W,+W,) (2.48)

El primer sumand correspon al pes del cilindre de fluid que s’estén entre els plans horitzontals que
limiten els extrems superior i inferior de 1’element de volum. El segon membre correspon als pesos de
fluid entre I’element de volum 1 ambdues cares. Per tant, la diferéncia d’ambdos sumands de
I’expressio (2.48), correspon al pes d’un volum de fluid exactament igual al volum del solid.

E representa 1’accid sobre el fluid, cal notar que, amb el criteri de signes considerat, £>0, és a dir,
resulta una forga descendent. Habitualment, 1’accié E, o empenta hidrostatica, es pren com 1’accié del
fluid sobre el cos i, en aquest cas, €s ascendent. Aixi s’enuncia el conegut principi d’ Arquimedes: tot
cos submergit en un fluid experimenta una empenta vertical i ascendent igual al pes del fluid
desallotjat.

Amb tot aix0 es conclou que, quan el pes d’un solid en un liquid sigui superior a I’empenta
d’Arquimedes que aquest li provoca, aquest solid s’enfonsa en el liquid fins arribar al fons. En cas que
el pes del solid sigui més petit que el volum de fluid que desplaca, aquest solid sura.

2.5.2 Subpressio

En cas que el solid homogeni submergit es trobi recolzat en el fons del fluid incompressible, de pes
especific v, es poden donar dues situacions segons com sigui el contacte entre el cos i el fons, que son
conceptualment diferents i que es tradueixen en comportaments sensiblement diferents: amb
adheréncia perfecta (situacié ideal) i sense adheréncia perfecta (situacio real).

a Adheréncia perfecta

Aquesta €s una situacio ideal. Tal com s’il-lustra a la figura 2.13, en les accions que actuen sobre el
solid cal tenir en compte la pressio atmosferica ja que, com que hi ha contacte perfecte entre el solid i
el fons, en aquest contacte, per definicid, no hi ha espai per a cap particula fluida. Per tant, la pressio
que li correspondria al fluid per la columna d’aigua que té per sobre no s’ha pogut transmetre a
aquesta zona.

Sobre el solid, la resultant de totes les forces que estan actuant és:
Foy=vhS+PF,, S (2.49)

atm

De manera que la forga 7 que cal fer per aixecar el solid del fons sera:
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T=W+yhS+P, -S (2.50)

atm

Pam'S

=

+hs |

Figura 2.13 Solid homogeni recolzat en el fons d’un fluid incompressible. Contacte perfecte.

b Sense adheréncia perfecta

Aquesta ¢és la situaci6 real que es doéna en qualsevol contacte entre un solid submergit i el fons. En
aquest cas, el cos s’hi recolza sense continuitat geomeétrica, a escala microscopica. Aixo afavoreix que
en la interficie de contacte hi hagi particules de fluid que transmeten la pressid corresponent a la
columna d’aigua que tenen per sobre. Aixi, sobre el solid actua la resultant segiient.

Fu=7S(h—H) 2.51)

Cal observar que, ara, I’acci6 de la pressio atmosferica es produeix en ambdues cares del solid, la
superior i la inferior, i en sentits contraris, per la qual cosa el seu efecte total es cancel-la. Igualment,
ara, a diferéncia de (2.49) cal tenir en compte la pressio del fluid, que queda en el contacte i que es
transmet sobre la cara inferior del solid en sentit ascendent. Per tant, I’expressi6 (2.51), finalment
coincideix amb I’empenta d’ Arquimedes sobre el solid (vertical i ascendent).

En aquest cas, segons aix0, per aixecar el solid del fons cal fer la forga:
T=W+yS(h—-H) (2.52)

que, si es compara amb el cas de contacte perfecte (2.50), es pot concloure que, en el cas real, els
solids que es recolzen en el fons d’un liquid veuen reduit el seu pes, en part a causa de la cancel-lacié
de I’efecte de la pressioé atmosférica i en part per I’accié de ’empenta d’ Arquimedes sobre el solid.
Aquest resultat és transcendental per estudiar 1’estabilitat d’estructures d’obra civil, que tenen els seus
fonaments en terrenys saturats. L’exemple tipic €s el cas de les preses.

L’efecte de la subpressio en estructures com les preses provoca una reduccioé del pes aparent del solid
i, per tant, la possible desestabilitzacié de 1’estructura si aquestes forces no es tenen en compte en els
calculs. Sovint, per reduir I’efecte d’aquest fenomen, sobretot quan cal construir en terrenys forca
permeables, s’actua per eliminar, en la mesura que sigui possible, I’aigua dels fonaments de la presa
construint-hi xarxes de drens.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



2 Hidrostatica 47

Pam'S

=

vh'S i

R R

AP S

Ay

Figura 2.14 Solid homogeni recolzat en el fons d’un fluid incompressible. Contacte real.

Exercici

Donada la presa de gravetat de la figura, de pes especific y*, es demana obtenir el valor de tang o per
al cas segiient:

e No es produeixin traccions, pero a una altura genérica /4 hi ha una subpressio de llei lineal,

talque a P val iyiaQval 0
h
Q
H P 7'y
’Y>:<
Y
O?
— 0

En aquest cas, a ’empenta horitzontal i al pes cal afegir-li una nova accio, que és la subpressio, que
segueix la llei lineal que es descriu a I’enunciat. Per tant, s’han de considerar les forces segiients:

a. Empenta hidrostatica: E,, = %-7/H ?, situada a % de la base de la presa.
b. Pesdelapresa: W = %-7* -H*-tan ¢, situat a w del punt O’.

. 1 . H-t
c. Subpressio: S =E-7/-H >tan o , situat a %a del punt O’
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Imposant que la resultant de les tres forces no surti del nucli central:

2 3 2 3 2 3
I reordenant, queda:
(y*-y)tan’ ¢ —y=0=tanar = Y
r*=vy

que per al cas del formig6 i I’aigua, resulta un angle amb I’horitzontal de 48.7°, que torna a ser una
condicid més restrictiva que les analitzades en I’exercici de la pagina 38.

2.6 Equilibri en fluids que es mouen com un solid rigid
Als apartats 2.1 1 2.2 s’han discutit les condicions que permeten assegurar que un fluid es troba en

situacié hidrostatica. A més del cas evident de fluids en repos (¥ =0), s’aconsegueix en el cas que
totes les particules fluides presentin una acceleracié constant (moviment uniformement accelerat), que
indica que el fluid s’accelera en bloc, com si es tractés d’un solid rigid. En aquest cas, no hi ha
moviment relatiu entre particules liquides, de manera que no es desenvolupen tensions tallants entre
elles.

2.6.1 Acceleracio lineal uniforme

Sigui un recipient obert com el de la figura 2.15, en el qual hi ha un fluid, no necessariament
incompressible, de pes especific y. El recipient es desplaca segons una trajectoria rectilinia, amb una
acceleraci6 constant genérica a=(a,, a,, a.). Tenint en compte que en la direccid z, a més, hi actua
I’acceleraci6 de la gravetat en sentit descendent, el sistema d’equacions (2.11) dona:

<k

---.y>

Figura 2.15 Liquid en un recipient obert a una acceleracio lineal uniforme

p__
ax - p X
oP
ER (2.53)
oP
= -p(g+a.)

4
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D’aquesta manera, la variacio de pressid entre dos punts propers (x, y, z) i (x+dx, y+dy, z+dz) es pot
escriure:

oP oP opP
dP = —dx +—dy +—d
o PN y o= (2.54)

De manera que, de 1’equacio6 general de la hidrostatica, resulta:

dP=—-p-a dx—pa, dy—p(a +g)dz (2.55)
Les superficies isobares han de complir que dP=0; per tant, son els plans definits per:

—pa;x—pa;y —pla +g)z=C (2.56)

on C ¢s la constant que defineix la familia de plans paral-lels.
En el cas particular que a, = a, = 0 1 a. # 0, que correspon a una massa de liquid que s’accelera en la
direcci6 vertical, I’equacio (2.56) condueix a plans horitzontals, tot i que el sistema (2.53) dona una
distribuci6 de pressions sensiblement diferent de la que s’ha obtingut a (2.18), (2.19) o (2.20).
Un altre cas particular curids es dona en el cas d’un liquid en caiguda lliure. En aquest cas, el camp de
forces per unitat de massa és a, = a, = 0, 1 a. = —g. En aquesta situacio, els gradients de pressio6 en les
tres direccions de 1’espai (2.53) son iguals a zero. Aixd implica que la pressid que envolta la massa de
liquid val zero 1, per tant, €s nul-la en qualsevol punt del liquid. Es a dir, en situacié d’ingravidesa, a

I’interior d’un liquid no es desenvolupa ni tan sols pressio.

Es dona el cas que, si el liquid no es disgrega, aixo és degut a 1’accid de les forces de tensio
superficial.

2.7 Exercicis proposats

1. La figura representa un tanc tancat hermeticament amb el fons seguint un perfil escalonat. La
longitud de la petja i I’altura de la contrapetja de cada grad valen 4, que donen una altura i una
longitud totals iguals a 64.

Si a I’interior del tanc hi ha un fluid de pes especific constant v, fins a una altura de 54, i sobre la
superficie lliure existeix una pressio Py, es demana:

e Representeu graficament la variacio de la pressio sobre la paret escalonada.
En un moment donat, s’observa que el tanc comenca a moure’s sobre un planol inclinat que forma
45° amb I’horitzontal i que la superficie lliure passa a ser el planol que passa per I’aresta B i per un
determinat punt Q de la superficie del tanc. En aquest cas:

e Determineu el modul i el sentit de I’acceleracio amb qué es mou el tanc.

e Representeu graficament I’evoluci6 de la pressio sobre la paret escalonada.
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1* part 2% 3% parts

6h C
ih D 45"

F
6h \\\

2. Una valvula de papallona controla la sortida d’un diposit d’aigua (%, = 1¢/m’). La valvula pot girar
al voltant d’un eix diametral O. Si I’eix de la canonada, de diametre ¢ = I m, forma 45° amb
I’horitzontal, el centre de la valvula es troba a una profunditat H = 2 m de la superficie lliure, i
aigiies avall de la valvula la canonada esta buida:

e Determineu el modul, la direcci¢ i el sentit de la forca i dels moments resultants que ha de resistir
la valvula en aquestes circumstancies.

Si, mantenint-se la valvula completament tancada, el tram de canonada aigiies avall de la valvula
es troba completament ple d’aigua i connectat a un diposit, la superficie lliure del qual es troba a
una distancia H’ = I m per sota del centre de la valvula:

e Determineu el modul, la direcci6 i el sentit de la forca i dels moments resultants que ha de resistir
la valvula en aquestes circumstancies.

Expresseu els resultats en el Sistema Internacional d’unitats.

El moment d’inércia d’un cercle de radi R respecte d’un eix diametral val:
I1=7R'/M

El teorema de Steiner, referit al moment d’inércia d’una superficie plana d’area S i centre de
gravetat G, afirma que:

L=1,+8d
on gg i e son eixos paral-lels.
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3. Es disposa d’uns fangs de pes especific (y) variable, la llei del qual es pot acceptar lineal segons
I’expressio = ay + b, on y és la profunditat i a i b, dues constants. A fi d’obtenir els valors a i b,
es construeix un diposit, dividit en dues parts per una comporta rectangular de longitud L,
recolzada en el seu fons mitjancant una articulacié. D’aquesta manera, s’omple de fangs fins a una
altura H una de les dues parts, mentre que 1’altra s’omple d’aigua fins a tenir una sobreelevacio /
respecte de I’anterior. Si la comporta es manté en posicid vertical i el seu suport es troba connectat
a una c¢l-lula de carrega que permet congixer, per a cada situacié d’equilibri, les reaccions que s’hi
produeixen, es demana:

e Determineu les constants a 1 b, en funcio de les altures H 1 /.

e Es possible una situacié d’equilibri per a #=0? En cas afirmatiu, determineu a i b per al cas
que el diposit s’ompli a una altura d’1 m en ambdues parts, la longitud de la comporta sigui de 1
m i que la reaccid mesurada sigui de 41.67 Kp en sentit de la part amb aigua cap a la qual
contingui els fangs. En cas negatiu, determineu igualment a i b perque, amb la mateixa comporta,
h=0.20 m.

e Una vegada ajustades les constants « i b, determineu el centre de pressions a banda i banda de
la comporta.

/
Ui
l
/

Cellula de carrega

4. Sigui un recipient ple de liquid de pes especific ¥ essent W el pes total (liquid més recipient). El
recipient es desplaca verticalment i cap amunt perque esta suspes a ’extrem d’un cable instal-lat
en una politja, i a I’extrem oposat del cable hi actua una forca W’'>W.

Al fons del recipient hi ha una petita comporta que s’obre cap a 1’exterior d’aquest si la pressio

relativa del liquid sobre ella supera un determinat valor p,y. Determineu el valor del contrapés W’
que originaria la obertura de la comporta per a una altura / de liquid en el recipient.
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Es negligeixen les masses del cable i de la politja, com també la resisténcia a la rodadura
d’aquesta ultima.

W>W

ol

~

5. Es pretén elevar un globus esferic omplint-lo d’heli. El globus esta fet d’un material elastic que
permet que es deformi segons I’equacid
dr=Krdp
on r ¢és el radi del globus, p és la pressio interior i K €s una constant.
Se sap que:
e quan la pressio és la pressio atmosferica (py), el radi és 7y,
e el pes especific de ’aire és 7,
e I’heli es pot considerar que es comporta com un fluid perfecte que, en condicions isotermes,
verifica
E=p
on £ és el modul de comprensibilitat i p la pressio absoluta.
— Trobeu la pressié d’heli per a la qual el globus presenta una for¢a ascensional maxima.
Se sap que
e la pressio atmosferica és p) =1 atm,
e el pes especific de Iaire ,=1.2060 kp/m’,
e la constant del globus és K=7.000 10”7 m*/N,
e la densitat de I’heli a pressi6 atmosferica p, és p,=0.180 kg/m’,
e el radi inicial del globus és ry= 2 m,
Determineu, en el Sistema Internacional d’unitats:
la pressio d’heli per a la qual es produeix aquesta for¢a ascensional maxima.
el valor de la forca ascensional maxima.

el radi del globus en aquestes condicions.
el pes especific de I’heli per a aquesta situacio.

VBN
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6. Es vol determinar el valor maxim de I’angle ¢, de la comporta de la figura, perque s’obri amb una
altura d’aigua y = 1.88 m. La comporta pot girar al voltant del punt O.

Per a I’angle « obtingut, analitzeu com varia la for¢a que ha de resistir el suport B d’acord amb
I’altura d’aigua y. Quina és la minima altura d’aigua (y) necessaria per mantenir la comporta
tancada? Quina és la maxima for¢a que ha de resistir el suport B, per a un dimensionament
correcte de I’estructura de formigd que ha de suportar la comporta?

La comporta té un ample (direcci6é perpendicular a pla del dibuix) de 2 m, un pes de 400 kp i el
seu centre de gravetat correspon al punt G de la figura.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



3 Equacions fonamentals dels fluids en moviment 55

3 Equacions fonamentals dels fluids en moviment

3.1 Descripcié del moviment d’un fluid

El moviment d’un fluid és senzillament una deformacié continua d’aquest. Per descriure aquest
moviment es pot considerar el fluid constituit per particules infinitesimals que mantenen les propietats
macroscopiques i que en el seu moviment es mantenen en contacte alhora que es deformen (hipotesi
de medi continu).

Aixi, el moviment d’una particula es pot definir a partir d’una funcié que en determini la posicié a
I’espai al llarg del temps. Aquesta funci6 es defineix com la trajectoria de la particula i se’n poden fer
dues descripcions:

— Descripcio lagrangiana: el moviment es descriu analitzant la posicié d’una determinada
particula del fluid en el temps. Es a dir, es fa el seguiment d’una particula.

— Descripcio euleriana: el moviment es descriu examinant els valors de les propietats
mecaniques del fluid en cada punt segons el temps. Es a dir, es fixa un punt de I’espai i
s’analitza com evoluciona una determinada propietat en el temps.

Aquestes dues descripcions es poden discutir considerant, per exemple, la qualitat d’'una massa
d’aigua. Hi ha diferents equips de mesurament de la qualitat d’'una massa d’aigua (p. ex. un
embassament). Es pot fixar en un punt determinat de I’embassament un equip, ancorat en el fons, que
permeti obtenir variables com la temperatura de 1’aigua, la densitat, el pH, etc, o els mateixos
mesuraments es podrien dur a terme amb el mateix equip pero arrossegat des d’una barca que seguis la
trajectoria de les particules. El primer correspon a una descripcid euleriana de cada variable i requereix
d’una xarxa de sensors distribuits en la massa d’aigua per poder estimar 1’evolucié de cada variable en
tota la massa i en el temps. El segon cas correspon a una descripci6 lagrangiana de la variacio dels
esmentats parametres, per a la qual cal conéixer la trajectoria de la barca en el temps (informacié que
avui en dia és relativament facil d’obtenir a partir d’equips GPS).

En mecanica de fluids, i en hidraulica en particular, sol ser més senzill usar el métode euleria (p. ex.
estacions d’aforament en canals, Gs de sensors de mesurament de velocitats 1 cabals en canonades, Us
sensors piezorresistius o piezoeléctrics per al mesurament de pressions, etc.), tot i que en alguns casos
és adequat 1’ts de la descripcio lagrangiana (p. ex. mesuraments en oceanografia amb boies que
segueixen els corrents marins, Us de colorants i tragadors per a I’estudi del flux en medis porosos, etc.)

3.1.1 Vector de posicio i camp de velocitat i acceleracio

El meétode euleria utilitza el concepte de la representacio de camp de flux. Aquest concepte correspon
a la descripcié de qualsevol propietat del fluid segons la ubicacié i I’instant de temps. Aixi, si es

considera un sistema cartesia convencional amb els vectors unitaris (i, j,k ), es pot definir la funcio
vectorial de variable real:
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F=r(t)=x(e)i+y(e))+2(t)

=

3.1)

que rep el nom de vector de posicio, en que la trajectoria és el lloc geométric de les posicions que
ocupen les particules del fluid al llarg del temps.

A partir d’aquesta definicidé es pot establir una de les variables principals que cal determinar quan
s’estudia la cinematica d’un fluid: el camp de velocitat:

dr (1)

V= y =v, (x,y,z,t)-zT +v, (x,y,z,t)-]' +v, (x,y,z,t)-lg (3.2)
t
AZ
&, .2)
K oo T (¢)
2 y
l' ]
X
Figura 3.1 Vector de posicio i trajectoria en el moviment d’un fluid.
on, per tant:
dx dy dz -
v. =—(X,y,2,t), v,=——(X,y,2,t), Vv,=—(X,,2,t)k 33
= eynt), v =2 (xy.2) S (33)

Aixi, per definicid s’estableix que la velocitat d’una particula representa la variacié amb el temps del
vector de posicié d’aquella particula. La velocitat també és una funci6 vectorial de variable real. Per
tant, es pot determinar el modul de la velocitat com:

V==Vt v+ (3.4)

En cada instant, I’envolupant del camp de velocitats es defineix com camp de linies de corrent’. Cal
observar que aquesta definicio introdueix una caracteristica particular, que €s que dues linies de
corrent mai no es poden tallar, ja que aixo implicaria que la particula en el punt de tall tindra dues
velocitats diferents en un mateix instant.

Sovint, per un abus del llenguatge, es parla de la velocitat quantificant-ne el modul, mentre que se
n’obvia d’esmentar la direccid i sentit. Cal, perd, no oblidar el caracter vectorial d’aquesta variable.

’ Linies que a cada punt i a cada instant sén tangents al vector velocitat. Cal observar la diferéncia d’aquest concepte amb el de
trajectoria. Ambdos conceptes només coincideixen quan no hi ha cap dependéncia amb el temps (régim permanent o estacionari).
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Logicament, la possible dependéncia amb el temps de la velocitat introdueix també el concepte de
camp d’acceleracio, que pot ser producte d’un canvi en el modul de la velocitat o en la seva direccio,
o en tots dos conceptes alhora.

dav _ _ R
‘;l(tt) =a, (x,y,z,t)-i +a, (x,y,z,t)-j +a, (x,y,z,t)-k (3.5)

a=

3.1.2 Classificacio del moviment

Geometricament, un fluid en moviment pot requerir una, dues o les tres coordenades de 1’espai per ser
descrit. Es parla, doncs, de flux unidimensional (1D), bidimensional (2D) o tridimensional (3D),
respectivament.

En els fluxos unidimensionals només interessa la coordenada en la direccid del moviment, 1 és
negligible qualsevol variacio segons les altres dues. En els fluxos bidimensionals es considera també
la coordenada en la direccié del moviment i interessa també una coordenada transversal a aquesta. En
els tridimensionals, interessen les tres.

Quan es considera la dependéncia temporal es parla de régim variable, quan qualsevol parametre
(escalar o vectorial) varia amb el temps, 1 de régim permanent o estacionari, quan tots son constants
amb el temps. Qualsevol flux en régim permanent pot ser variat, quan no varia amb el temps pero si
depéen de la posicio de la particula, i uniforme, quan és constant tant en el temps com en ’espai.

3.1.3 Volum de control

Es un volum fix a I’espai de forma i magnitud constants. El seu contorn se sol anomenar superficie de
control. Pot ser de qualsevol mida (macroscopic o infinitesimal) i forma que sigui til.

R

s

Figura 3.2 Balang de cabal a través d’un volum de control.

3.1.4 Tub de flux. Definicié de cabal

Un tub de flux, també anomenat tub de corrent, és la superficie definida per les linies de corrent (1;,
l,...) que es recolzen sobre una corba tancada c¢;, com s’esquematitza a la figura 3.3. Aquest tub permet
delimitar una regio finita de 1’espai si es defineix una altra corba tancada qualsevol, ¢; o cs.

Se sol parlar de vena fluida quan es refereix al volum dins del tub de corrent. Aquesta regio €s util per
establir condicions d’equilibri de forces o plantejar qualsevol balang, tal com es veura més endavant.
Si la corba ¢ no és tancada, es defineix la superficie de corrent com la superficie generada per c; i les
linies de corrent que la intercepten.
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Figura 3.3 Definicié d’un tub de flux o tub de corrent.

El tub de flux es caracteritza pel fet que la seva superficie lateral esta formada per linies de corrent, de
manera que el flux transversal a ella és nul. A partir d’aqui s’estableix el concepte de cabal com el
flux de camp de velocitat a través d’una superficie S, delimitada per una corba tancada c;:

0=[vds (3.6)

N

on O és el cabal, ¥ el camp de velocitati dS és un vector de magnitud dS i direccié perpendicular a la
superficie S.

Igualment, també es pot definir el cabal de massa com el flux de massa a través de la superficie S:
0= pvds (3.7)
N

on p és la densitat del fluid en cada punt i cada instant.

També es pot establir un balang del volum (o massa) de fluid que travessa una determinada superficie
tancada (sigui tub de flux o no) per unitat de temps. Aquest concepte dimensionalment és un cabal,
encara que estrictament parlant es tractaria tinicament d’una variaci6é del volum al seu interior, per
unitat de temps:

A Vol J- (3.9)

Si la superficie A és el contorn del volum de control definit per un tub de flux i les dues superficies
delimitades per les corbes c; i ¢, de la figura 3.3, es pot escriure:

AVol

TV el
. . (3.9)
Q= [VedS+[vedS+[vedS=]ve ds+jv ds
5 s, S, s,

De manera analoga, es pot plantejar el balang de massa a I’interior del volum, afegint-hi la densitat.
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Es interessant adonar-se que aquest balang és nul quan el régim és permanent, perd no té per qué ser-
ho en régim variable i fluids compressibles, ja que a cada instant la superficie lateral del tub de flux va
canviant i, per tant, també el volum que tanca.

3.2 Equacio de continuitat aplicada a un tub de flux

Per obtenir 1’equacio de continuitat, cal imposar el principi de conservacié de la massa. Aquest
estableix que la massa que entra en el tub de flux és igual a la que surt més la que s’hi acumula, per
unitat de temps.

Sigui un tub de flux (figura 3.4), pel qual es defineix un eix, amb els vectors velocitat a cada punt
gairebé paral-lels a aquest eix. A qualsevol punt d’una seccid transversal i a cada instant de temps, hi

ha un vector velocitat diferent de manera que, per unitat de temps, cada element de superficie dS ha

estat travessat per un determinat volum fluid dVol. Aixi, a partir de la definicio de cabal (3.8) el volum
total de fluid que travessa la secci6 11’ val:

dVol = dt- L v-dS (3.10)

Es pot definir la velocitat mitjana a la seccio 11°:

1 L =
Vi =—'L v-dsS (3.11)

de manera que:

Q=N (3.12)

representa el cabal que travessa la seccio 11°, entrant al volum definit per les seccions 1171 22°,

4
<l

dX ,‘ eiX S~a

Figura 3.4 Tub de flux per dur a terme el balan¢ de massa.
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Es pot arribar a una expressio equivalent si s’analitza el cabal que surt del volum esmentat a través de
la seccio 22°, de manera que es pot establir ’equacié de continuitat fent el balang de massa en aquest
volum.

Si S és el valor mitja de I’area dins de 1’element de volum de longitud dx, o sigui, és el valor mitja de
S;18,, en un determinat instant de temps ¢, la massa al seu interior és:

M (t)=p-S-dx (3.13)
En general, el moviment és variable en el temps i, per tant, la massa al cap de df valdra:

M (t+dt)= p-S-dx +@'dﬁdx =M (t+dt)=M(1) +@'dﬁdx (3.14)

on el segon sumand ¢s la variacid de la quantitat en que ha canviat la massa en un instant dv.
D’altra banda, a través de la seccio 11°, en un instant df hi entra una massa:

M, ..=p VS dt (3.15)

entrall'
mentre que a través de la seccid 22°, al mateix instant d¢ en surt una massa:
M, =pyV,S,dt (3.16)

Per tant, entre 11° i 22’ la massa ha variat:

(oS
VS, dt = p, VS, di = —%-dx-dt (3.17)
X

La igualtat (3.17), es fonamenta en el fet que S; i S, estan separats una distancia infinitesimal dx, de
manera que si es fa el limit del primer terme de la igualtat quan la distancia dx tendeix a zero, resulta
la derivada del segon terme de la igualtat.

En aquest punt, cal adonar-se que aquest segon terme de (3.17) expressa el mateix concepte (quantitat
de massa en que ha variat el volum definit entre 11° i 22”) que el segon sumand de ’expressio (3.14) i,
per tant, han de ser idéntics:

2ps)  2(pVS)
ot ox

0 (3.18)

que ¢és 1’equaci6 de continuitat aplicada a un tub de flux.

3.2.1 Casos particulars

En el cas que el régim sigui permanent, és a dir, que no hi ha dependencia amb el temps, I’equacio de
continuitat es redueix a:

d(p-S)

=0= pV-S=ctt (3.19)
ox

és a dir, la quantitat de massa fluida que travessa una seccio per unitat de temps €s constant.
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Si el fluid és incompressible (densitat constant) perd el régim és variable amb el temps, es pot
simplificar de la forma segiient:

N +a(V-S)

95 —0 3.20
ot ox ( )

Si, en aquest cas, a més, es pogués considerar que el tub de flux considerat és indeformable (p. ex.
canonada rigida en un flux a pressio), aleshores la superficie S no variaria amb el temps i resultaria:

a(V-S)
ox

=0= QO =ctt al llarg de tot el conducte (3.21)

Es a dir, el cabal es mantindria constant a tota seccié del tub i variaria de manera simultania amb el
temps en totes elles.

Finalment, si el fluid és incompressible i, a més, el régim és permanent, resulta que el cabal és
constant en el temps i al llarg de tot el tub.

3.3 Equacio del flux de la quantitat de moviment o equacié6 de momentum

Sigui la porcié de fluid definida en el tub de flux de la figura 3.5, entre les seccions 1 i 2 en un instant
determinat. Aquest element, al cap d’un d?, s’ha desplacat a 1°2’, essent la distancia que ha recorregut:

Distanciade 1 a 1’: v,*dt

Distancia de 2 a2’: v,-dt

(3.22)

Figura 3.5 Tub de corrent per estudiar el flux de la quantitat de moviment.

La segona llei de Newton permet afirmar que la forca total que s’ha exercit sobre la porcié de fluid
considerada perque es desplaci tal com s’ha descrit és igual a la variacid de la quantitat de moviment
en aquella porcio de fluid en el df considerat.
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Acceptant la hipotesi que a tota la seccid es pot assumir que la velocitat es distribueix de manera
aproximadament uniforme, la variacioé de quantitat de moviment es pot determinar a partir de:

- d(m-ﬁ)
D F= 0 (3.23)

— Quantitat de moviment guanyat amb I’aparicié del volum A:

m, v, = p,(S,v,dt)v, (3.24)
— Quantitat de moviment perdut amb la desaparicié del volum C:

m v, =—p, (S, v, dt)v, (3.25)

— Variacio, en dt, de la quantitat de moviment en el volum B:

0 -
> j p,-dVol-v-dt (3.26)

Vol

De manera que la resultant de les forces exercides sobre el fluid es pot calcular substituint
convenientment a (3.23):

_ ~ 0 ~
ZF =P '(Sz V, )'Vz 4 '(Sl Vi )'Vl +g j prv-dvol (3.27)

Vol

En cas que el régim sigui permanent i el fluid incompressible, el terme (3.26) és nul i la densitat no
varia, 1 resulta:

Y F=p0v,-p0¥ =D F=p0A (3.28)

L’equacio de momentum és vectorial i engloba totes les forces que actuen sobre el volum fluid com
també les seves condicions externes, sense tenir en compte els canvis interns d’energia.

Si no es pot acceptar la hipotesi que la velocitat es manté constant en tota la seccid, es pot justificar
que I’expressio és igualment valida corregint ’increment de velocitat amb un parametre S, que
s’anomena coeficient de Boussinesq:

> F=pOA(pv,) (3.29)

Per determinar el coeficient de Boussinesq cal conéixer la distribucié de velocitats en la seccid. Es pot
justificar (Sotelo, 1995), que Ses pot determinar fent:

Isvz-dS (330
ﬂ_ ViS .

D’aquesta definicio es despren que, si la distribucié de velocitats és uniforme, el coeficient S val 1.
Per contra, en seccions on localment hi hagi problemes de separacié del flux respecte del contorn o
d’altra indole que provoquin distorsions en el perfil de velocitats, es pot arribar a assolir valors de
proxims a /.33.
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Exercici

Determineu ’acci6 sobre el colze d’una canonada, situada sobre un pla horitzontal, pel qual circula un
cabal Q a pressio.

La forca F D’exerceix el conducte sobre el flux i I’obliga a modificar la direccid del moviment.

Com que el conducte es troba sobre un pla horitzontal, no cal considerar I’accié del pes, ja que va en
direcci6 perpendicular a aquest pla. Per tant, imposant I’equacié de momentum (3.28) queda:

(3.31)

A

P,

Iy A A

~.

P, X

~

RS, =F"S, .;

Figura 3.6 Volum de control per a I’analisi del colze de 90°.

Equaci6 vectorial que es pot descompondre segons la direccidé que es consideri. Tenint en compte que
el régim és permanent i que el conducte manté el diametre constant (S;,=S,), descomponent-la segons
els eixos X 1y, queda:

Direcci6 x: F. —P,'S=p-Q(v-0)=F,=P-S+ p-Qv (3.32)
Direccié y: —F, + B:S = p0(0—v) = F, =B:S+ p-Qv (3.33)
Sense perdre generalitat, es pot imposar com a darrera hipotesi que no hi ha pérdues d’energia ni

localitzades ni repartides entre les seccions 1 i 2 (apartat 3.4). D’aquesta manera, es pot suposar que

P;=P;. De manera que F,=F) i, per tant, la direccio de F forma 45° amb ’horitzontal, el sentit és cap
a avall 1 el modul:

|F|=N2-PS +2-p-0-v (3.34)

Es interessant observar que, en el cas de la direccio x, F,-S, 1 v, tenen sentits oposats i en canvi,

apareixen en 1’equacio (3.32), corresponent a aquesta direccio, amb el mateix signe. Aixo no és una
incongruéncia intuitivament es pot arribar a justificar:
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—  Si augmenta la pressio P, la forga F que el colze exerceix sobre el fluid també augmenta, en totes
les seves components x i y.

— Si augmenta la velocitat del flux, la resposta del colze ha de ser augmentar les dues components de
la forga F . Dit d’una altra manera, si la velocitat és més gran cal fer més forga per subjectar el
colze (forga d’igual modul i perd direccié en sentit contrari a F ).

Per analitzar també 1’ordre de magnitud del qual s’esta parlant es poden posar valors numérics a
I’exercici. Per exemple, per a una pressié P=98100 Pa'’, amb un diametre de 200 mm i una velocitat
mitjana del flux de 3 m/s:

2
\/E-P-S=\/5-98100-7r-oj =4358.5N (3.35)
2
J2-p0v=+210007- 22332399 9N (3.36)

4

Es pot observar que la component corresponent a la pressid en el conducte és d’un ordre de magnitud
més gran que la corresponent a 1’aportacié de la velocitat del flux. De manera que la forga F val:

|F|=v2-P-S +2:p-0v=4758.3N (3.37)

Aquesta ¢és la for¢a que el contorn exerceix sobre el volum de control. De manera que 1’acci6 que el
flux exerceix sobre el colze (que cal tenir en compte per protegir-lo) és la mateixa en modul i direccio,
pero en sentit contrari.

Figura 3.7 Descomposicié de les forces sobre el volum de control que formen F .

3.4 Equacio del balan¢ d’energia. Trinomi de Bernoulli

Sigui el tub de flux de la figura 3.8, de secci6 i longitud infinitesimals (dS i dx), situat a una altura 4
sobre un determinat pla de referéncia. A continuacid s’analitza el flux de la quantitat de moviment
segons la direccid de 1’eix del tub, en que el sentit del moviment se suposa positiu (p. ex. d’esquerra a
dreta de la figura).

' Equival, aproximadament, a la pressi6 que exerciria una columna d’aigua de 10 m.
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A 4

Figura 3.8 Accions sobre el tub de flux.

— Accions sobre el fluid, en la direccio de 1’eix:

Component del pes: —p-g-dS-dx-cosa =—p-g-dS-dh (3.38)

Pressio de la resta del fluid: P-dS — (P + g—P'dx}dS = —g—P-dde (3.39)
X x

Acci6 del contorn sobre el fluid: Fr =—T-dp-dx (3.40)

on 7 correspon al valor de la tensié tangencial mitjana sobre el contorn, dp €s el perimetre mitja del
tub de flux i, per tant, dp-dx I’area del contorn lateral del tub de flux. Cal observar que la component

en la direccid normal al contorn ( F), ) no es considera perque actua en la direcci6 perpendicular a la de
I’eix.

— Variaci6é de la quantitat de moviment, en la direccido de 1’eix, acceptant que la distribucio de
velocitats en qualsevol secci6 del tub del flux és uniforme'":

(pQAv), = p-Q%-dx = p-v-dS~%-dx (3.41)

Considerant régim permanent, que el fluid és incompressible i que el moviment s’estableix

practicament paral-lel a I’eix (aix0 permet acceptar que la distribucioé de pressions és hidrostatica), es
poden igualar les projeccions de les forces i de la variaci6 de la quantitat de moviment:

—p-g-dS-dh— ?)—P-dde —Tedpdx = p-v-dS-?-dx (3.42)
X X

Dividint els dos membres de la igualtat per dS-dx:

2
Oh  oP L .aLz_f.d_p (3.43)

__+__
7ax ox 2p8x as

' Es a dir que la velocitat, en cada secci6 transversal del tub de flux es manté aproximadament constant en ella, tot i que si que pot variar

de seccid a seccio.
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Fins ara s’ha considerat sempre que el fluid és incompressible (p=cff), per tant:

0 P v 74,
—{h+—+10=—%£ (3.44)

La suma dels tres termes del primer membre es coneix amb el nom de trinomi de Bernoulli, en honor
al matematic suis Daniel Bernoulli (1700-1782), el qual a I’esborrany del seu llibre Hydrodynamica,
sive de viribus et motibus fluidorum (1733) i a la seva posterior edicio definitiva (1738) va presentar
els principals conceptes plantejats. De tota manera, a tall d’anécdota, cal dir que Bernoulli realment no
planteja el trinomi com a tal. No va ser fins uns pocs anys més tard que, gairebé simultaniament, Euler
i Lagrange ’escriurien com es coneix avui en dia:

P Vv
h+;+g=B (3.45)

Cal notar que els tres sumands tenen unitats de longitud i representen, respectivament:

h= mgh I’energia potencial de I’element fluid per unitat de pes.
mg
P _P-Sdx

¥ - y-S-dx

I’energia de pressio per unitat de pes.

I’energia cinética de la porcio de fluid per unitat de pes.

De manera que la suma (3.45) de tots tres termes representa I’energia mecanica total de 1’element fluid
per unitat de pes i té dimensions de longitud. La suma dels termes de cota i pressio defineixen el que
es coneix com a energia piezométrica 1, en la seva representacioé grafica, la linia piezométrica, mentre
que la suma dels tres termes defineix I’energia mecanica total i, graficament, la /inia d energia.

L’equacio (3.44) estableix com varia el trinomi al llarg de 1’eix. Definint el quocient entre la seccio
transversal i el perimetre com una nova variable coneguda com a radi hidraulic:

s
=R (3.46)

Es pot escriure que:
B T

dx 7R,

(3.47)

Es interessant observar que el segon membre de la igualtat representa I’energia mecanica total que es
dissipa (perqué duu el signe negatiu) per unitat de pes (segons s’ha justificat per B), i també per unitat
de longitud (en ser dividit per dx). Veiem que aixo coincideix amb el concepte de pendent motriu (1)
que ja s’ha plantejat quan s’ha estudiat el problema de Poiseuille'>. Si bé el concepte esmentat es va
introduir per al cas dels fluids newtonians, es pot observar que ara no s’ha fet cap incis sobre les
caracteristiques reologiques del fluid i, per tant, I’expressi6 (3.47) és aplicable en qualsevol cas. Per
tant, per mantenir la coheréncia amb la definicid establerta de pendent motriu es pot escriure
igualment que:

"2 Fluid newtonia a pressi¢ dins d’una canonada horitzontal, movent-se sota un gradient de pressio constant.
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d—B——f—— z 3.48
dx V'R, (3-48)

En general, el balang d’energia (trinomi de Bernoulli) es planteja entre dues seccions separades una
distancia Ax. La igualtat (3.48) permet segiient plantejament:

AB=B,-B =—I-Ax= B — B, = I'Ax (3.49)

on la seccio 2 es troba aigiies avall de la 1. Aquesta expressio planteja el balang d’energia segons el
qual I’energia per unitat de pes a la seccido 1 (amunt) menys [’energia per unitat de pes a la secci6 2
(avall) és igual a I’energia per unitat de pes que es dissipa entre ambdues.

3.4.1 Cas particular. Distribuci6é no uniforme de velocitats a la seccié
L’equacio del balang d’energia entre dues seccions que permet plantejar el trinomi de Bernoulli és

escalar i té en compte els canvis interns d’energia entre les dues seccions, perd no les forces totals ni
els condicionaments exteriors.

Una de les hipotesis basiques per a I’obtencié del trinomi de Bernoulli ha estat plantejar que la
velocitat en cada seccidé es distribueix de manera practicament uniforme. En alguns casos, pero,
aquesta hipotesi no es pot acceptar i la distribucié de velocitats dista molt de ser uniforme. En aquests
casos, I’energia cinética per unitat de pes també s’allunya del valor v'/2g i cal introduir-hi una
correccio a partir del que es coneix com a coeficient de Coriolis:

P 2
B=h+—+oa—~ (3.50)
y 28
Si la velocitat mitjana de tot el pes de fluid a través d’una seccid determinada val v,, la seva energia

cinética per unitat de temps val:
2

a2y, oS 3.51
My
29 YV (3.51)
Draltra banda, I’energia cinetica del pes de fluid que travessa un element diferencia dS per unitat de
temps és:
V2
—yvdS 3.52
2" (3:52)

De manera que a tota la seccio cal fer la integral de superficie de (3.52):

2
v
——yvdS (3.53)
L 2g

Les expressions (3.51) i (3.53) conceptualment expressen el mateix; per tant:

v v
atn ey 5 = ([Lyreds (3.54)
2g jsj 2g

De manera que el coeficient de Coriolis () val:
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PO [[v*-as (3.55)

3
VS

Del propi plantejament es desprén que, si la distribucié de velocitats en la seccid és uniforme, el
coeficient de Coriolis val 1. En cas contrari (p. ex. en seccions molt irregulars en rius naturals), s’han
arribat a mesurar coeficients al voltant de 2.

3.4.2 Poténcia del flux a través d’una seccio
Qualsevol fluid en moviment, pel fet de moure’s, té una determinada poténcia () que s’estima fent:

W=By0 (3.56)

Aquest concepte té interes sobretot quan s’estudien maquines hidrauliques que poden subministrar
potencia al flux (bombes hidrauliques) o que n’hi poden treure per aprofitar-la (turbines).

Les bombes hidrauliques requereixen una poténcia de funcionament (Wp,,5,) més gran que la que
finalment subministren al flux (/). Les turbines, en canvi, generen una poténcia (W,,;»,,) menor que la
que reben del fluid en moviment (). Aquesta diferéncia, en qualsevol cas, és deguda als fenomens
d’escalfament per fregament dels elements mobils d’aquestes maquines (p. ex. eix, aleps, rodet, etc.).
Aixi, s’introdueix el concepte de rendiment (77) de la maquina:

Bomba hidraulica: AB,-y-Q=W, . 1 (3.57)
Turbina: ABIZ an = VVturbina (358)
—

Bomba: B;<B,
Turbina: B;>B,

Figura 3.9. Esquema d’una bomba o una turbina en un sistema a pressio.

3.4.3 Interpretacio6 del trinomi de Bernoulli en una canonada amb flux a pressio

Com ja s’ha comentat, una de les particularitats que té el trinomi de Bernoulli és que presenta unitats
de longitud. Aixo el fa molt senzill d’estudiar graficament, ja que permet una interpretacio, de tipus
energetic, dels moviments dels fluids forga practica. En parlar de distancies, cal fixar préviament un
sistema de referéncia, que consisteix, en general, en un pla horitzontal que serveix com a origen.

En un flux a pressio, el balang (3.49) es planteja en termes mitjans referits a I’eix de la conduccio.
Aixi, el terme z es refereix a I’algada de 1’eix a la seccid en qilestio respecte del pla horitzontal, P/ya
la carrega de pressio que el flux exerceix sobre I’eix i v'/2g a ’altura de velocitat corresponent a la
velocitat mitjana del flux en la seccid.

Partint de 1’equacio esmentada (3.49), el pendent motriu es pot analitzar geometricament:

B =1/= _dBds _ tan f-cosa (3.59)

[=-22
dx ds dx
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Figura 3.10 Trinomi de Bernoulli en un sistema a pressio.

L’angle S que forma la linia d’energia amb I’horitzontal en general és constant quan 1’angle & que
forma 1’eix de la canonada amb 1’horitzontal ho és i es pot assegurar que el pendent motriu no varia
entre 1 i 2. Al capitol on s’estudia el flux a pressid s’analitzen les expressions empiriques que
serveixen per obtenir el pendent motriu i en quines condicions es pot admetre que es manté constant
entre dues seccions.

En el cas de la figura 3.10, si el diametre de la conduccio és constant (¢;=¢) i el régim és permanent
(Q=ctt), I’energia de velocitat és constant entre 1 i 2 i, per tant, la linia piezometrica i d’energia son

paral-leles. Aleshores, les pérdues d’energia entre 1 i 2 (4B;;) son degudes a diferéncies en les
pressions i cotes:

d P
“ z+—+2— =—] (3.60)

i{z+£J:—I (3.61)

Tenint en compte que la variacié de la cota z respecte de I’eix x es pot relacionar amb 1’angle de I’eix
amb [’horitzontal (6):

Z—f: (=1 +sin6)y (3.62)

Es a dir, en aquest cas, el problema fonamental consisteix a determinar la variacié de la pressi6 al llarg
de la canonada (P(x)), i per obtenir-ho cal conéixer el pendent motriu /.
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3.4.4 Interpretaci6 del trinomi de Bernoulli en un flux en lamina lliure

La diferéncia principal amb el cas d’un sistema a pressid és 1’existéncia d’una superficie lliure en
contacte amb 1’atmosfera. Aixo hi introdueix alguns matisos alhora d’estudiar el trinomi de Bernoulli.

A més, hi ha diferéncies en I’analisi segons 1’angle del contorn amb I’horitzontal.

1) angle @< 10° En aquest cas, la profunditat d’aigua mesurada segons la vertical coincideix amb la

profunditat mesurada segons la perpendicular al contorn (y ~d):

z: ’energia de posicio es mesura des d’un pla horitzontal de referéncia fins al punt més baix de la
seccio transversal. El contorn de la seccid rep el nom de solera.

P/y: I’energia de pressio coincideix amb la profunditat d’aigua respecte del punt més baix de la
solera, sempre que el pendent del canal (tg@) sigui petit i la distribucié de pressions es pugui
considerar hidrostatica i no hi hagi components de I’acceleracié del flux normals a la direccio del
moviment (aixo, en general, es pot acceptar si les linies de corrent tenen un curvatura negligible i
son practicament paral-leles). Aquesta profunditat rep el nom de calat. D’aquesta manera, s’entén
que la superficie lliure de 1’aigua coincideix amb la linia piezométrica del flux.

Vv'/2g: I’energia de velocitat es determina a partir de la velocitat mitjana del flux a la secci6

considerada. Geometricament, es mesura des de la superficie lliure de 1’aigua fins a la linia
d’energia.

C~.

C—

Figura 3.11 Trinomi de Bernoulli en un flux en lamina lliure.

2) angle 8> 10°. Ara cal introduir una correcci6 al terme d’energia de pressio, ja que la profunditat

mesurada segons la vertical no coincideix amb la profunditat mesurada segons la perpendicular al
contorn (y#d).

Si es posa un piezometre en direccid perpendicular a la solera en qualsevol punt D, I’aigua hi puja
fins a la superficie lliure. Si el mateix piezometre es posa en la direccid vertical al punt D, la
pressio ha de ser la mateixa que abans; per tant:

P

—=d-cosb 3.63
’ (3.63)
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on d és la profunditat mesurada en la direccié perpendicular a la solera:
d=y-cosf (3.64)

de manera que:
P
- y-cos’ 6 (3.65)

on y ¢és el calat mesurat en la direcci6 vertical. Per tant, el trinomi de Bernoulli quedaria:

2
B=h+ycos’ O+~ (3.66)
2g

3.5 Moviment laminar i turbulent. Experiéncia de Reynolds

L’experiéncia de Reynolds permet distingir entre dues categories de fluxos segons la velocitat, la
dimensi6 del moviment i les caracteristiques viscoses del fluid.

En la figura 3.12 s’esquematitza la infraestructura necessaria per realitzar I’experiéncia de Reynolds.
Aquesta consisteix en un conducte transparent controlat en el seu extrem aigiies avall per una valvula
que permet regular el flux que surt del diposit de carrega, en capgalera, ple d’aigua. En algun punt
d’aquest conducte, s’hi injecta un colorant que tingui una densitat similar a la de 1’aigua per evitar
fenomens de flotabilitat o enfonsament d’aquest colorant dins de 1’aigua.

Colorang de p=pPaigua

Valvula que controla

el flux I

Régim laminar ><

Colorant de p~Pajgua

Valvula que controla

el flux I

Régim turbulent ><

Figura 3.12. Esquema de la instal-lacio per dur a terme l’experiéncia de Reynolds.

En obrir la valvula i iniciar-se el moviment, per a valors prou baixos de la velocitat el colorant que
s’incorpora al conducte principal es comporta com un filament que avanga dins de la canonada, sense
mesclar-se amb 1’aigua. Quan sobre més la valvula, la velocitat del flux augmenta i el colorant es
comenga a mesclar dins de I’aigua. Els dos comportaments caracteritzen el regim laminar i el régim
turbulent respectivament.
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Reynolds va caracteritzar els experiments que va realitzar a partir de la velocitat mitjana del flux, el
diametre de la canonada i la viscositat del fluid, i va establir el parametre que actualment es coneix
com amb el nom de nombre de Reynolds:

Re=— (3.67)

on:

e v: és la velocitat del flux. En el cas d’una canonada o un canal se sol prendre la velocitat
mitjana.

e [: és una longitud que caracteritza el moviment. En el cas d’una canonada amb un flux a
pressio (seccid plena) es pren el diametre i, en el cas d’un flux en lamina lliure (en rius o
canals), es pren el calat.

e v ¢s la viscositat cinematica del fluid. En el cas de I’aigua en condicions normals de pressio i
temperatura, val 10°° m?/s.

El nombre de Reynolds caracteritza conceptualment el quocient entre les forces d’inércia i les forces
viscoses que actuen sobre el fluid i permet distingir els régims descrits. Aixi, per a valors més petits de
2000 a 3000, el flux que es dona en qualsevol cas €s laminar, mentre que valors més grans provoquen
un régim turbulent. En canvi, en valors dins d’aquest interval el régim laminar o turbulent s’estableix
depenent de I’estat de tranquil-litzacié del flux en el diposit de capgalera. Es a dir, el procés de canvi
de régim laminar a turbulent, o viceversa, és forca inestable, i per aquest motiu no es pot donar un
valor critic exacte per damunt o per sota del qual el régim tingui una categoria o altra.

3.6 Exercicis proposats

1. Raoneu si les afirmacions segiients son vertaderes o falses:

e En un fluid incompressible en moviment permanent la poténcia del flux que travessa una
secci6 determinada d’un conducte és igual al producte del cabal que circula per I’energia
mecanica per unitat de pes, partit pel pes especific del fluid.

e El principi de conservacio de la quantitat de moviment proporciona, com a maxim, tres
equacions.

El trinomi de Bernoulli és conseqiiéncia de la segona llei de Newton.
En el trinomi de Bernoulli, hi intervé la viscositat del fluid.

En el trinomi de Bernoulli, no hi intervé la tensio superficial.

El trinomi de Bernoulli és aplicable a un fluid en repos.

Si no hi ha cap bomba hidraulica en el tragat d’'una canonada, la poténcia del flux al seu
interior disminueix en la direcci6 i en el sentit del moviment.

La potencia d’un flux no depén de la pressio.
Un volum de control pot variar la seva forma i magnitud en el temps.

En un tub de flux, en moviment permanent i fluid incompressible, la suma dels termes del
trinomi de Bernoulli permet conéixer I’energia mecanica per unitat de pes del flux en una
determinada secci6 d’analisi, mesurada des d’un pla horitzontal de referéncia.

e Les equacions de I’energia i de la quantitat de moviment es dedueixen ambdues de la 2°
llei de Newton. Per aquest motiu, en general, qualsevol de les dues pot ser aplicada en la
solucié d’un problema determinat.

2. Es pretén construir una font a la placa Major d'un municipi. La font consisteix en un sortidor
superior que vessa el cabal cap a una estructura formada per dos graons de 3 m de longitud de
petja i 2 m d'altura de contrapetja, seguint una vella idea dels técnics municipals. Se’n
descobreix l'antic projecte del qual es destaquen, principalment, les conclusions segiients:
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q=1.6 m%/s

h=1m

— Per condicionaments estetics, per reduir el soroll de l'aigua en 1'abocament i a fi d'evitar
esquitxades excessives que podrien ser molestes als vianants, es recomana disposar d'un

matalas d'aigua, aigiies amunt del punt d'incidéncia del doll, no inferior a Im d'altura (h >
1 m).

—  Per aconseguir aquest matalas es requereix un cabal especific ¢ = 1.60 m’/s/m i en
aquestes circumstancies, una vegada assolit el régim permanent, s'observa que no hi ha
practicament intercanvi de cabal entre el doll incident i el matalas aiglies amunt. A més,
s'observa que la velocitat de sortida aigiies avall del doll incident (seccid 2) és
aproximadament igual a la d'arribada (secci6 1).

— En les condicions fixades en les dues conclusions anteriors, el doll incident presenta un
angle 6 = 54° amb I'horitzontal; mostra un gruix d'y;=0.27m; incideix contra la petja a uns
2.36 m de la contrapetja, i exerceix una forga total contra aquesta petja estimada en 782
kp/m.

— Tot l'estudi s'ha desenvolupat assegurant un bon aireig de la zona tancada entre la
contrapetja, el matalas i el doll d'aigua, i és important per a una bon comportament

assegurar una ventilacié adequada d'aquesta zona en el prototip.

Es pot defensar la bondat d'aquest estudi a partir de la informacié subministrada en aquestes
conclusions?

Observacio: en qualsevol cas es pot suposar que:
e A lesseccions 112, el moviment és paral-lel.
e A les proximitats de la paret de la contrapetja, 1'aigua es troba practicament en repos.
3. Per una canonada de 200 mm de diametre, hi circula aigua (v = 10~°m?/s) a pressi6. Quin tipus
de régim (laminar o turbulent) s’hi estableix si hi circula un cabal de 100 /s, 10 I/s, 1 I/s 0 0.1

I/s. Raoneu, en vistes dels resultat, quin régim creieu que es dona més habitualment en el flux
en canonades en I’ambit de I’enginyeria civil.
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4. A lataula segiient es mostren els punts de mesurament de la velocitat (en m/s) amb molinet en
un canal de seccid rectangular d’ample 1.35 m. Determineu-ne la velocitat mitjana, el cabal
circulant i els coeficients de Coriolis i Boussinesq.

X
0 0.2 0.43 0.675 0.92 1.15 1.35
0.71 0 0.390 0.235 0.200 0.368 0.289 0
0.60 0 0.390 0.243 0.209 0.368 0.289 0
0.45 0 0.287 0.183 0.225 0.254 0.093 0
y 0.28 0 0.141 0.143 0.157 0.168 0.053 0
0.10 0 0.142 0.083 0.098 0.091 0.071 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0.8
0.7 -
0.6 1
0.5
T 04
~ 03
0.2
0.1 = = = = =
0
-0.1 : : : : : : :
0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
X (m)

5. Determineu la velocitat del doll d’aigua per iniciar I’aixecament de la pesa cubica de 15 cm de
costat en els casos:
® = Paigua 1 €l contacte és llis.
® = Daigua 1 €l contacte és rugos.
e =(1000+200 - z) kg/m’ i el contacte és rugos.

0.05 m

0.5m Im

015m| >~

Contacte

6. El desguas d’una conduccio es realitza a través d’un tub difusor de diametre linealment
creixent en el sentit del moviment, amb didmetres als seus extrems ¢; = [.5mi ¢, = 2.8 m.

La longitud del difusor és de 4 m i el seu extrem més aigiies avall es troba submergit /.5 m. Si
el cabal circulant és /2.37 m’/s i la pérdua d’energia al difusor es pot determinar a partir de:
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(Vl " )2

2g

Ah=0.23

Calculeu la for¢a que ha de resistir la soldadura que uneix el difusor amb la canonada. Ateses
les caracteristiques del problema no es poden negligir les forces de pes.

Nota: El volum d’un tronc de con circular recte de radis ¢;, @1 altura 4 és:

1
V=Errh(¢f + 4y +02)

_ . -Soldadura

A

A A

0,=2.8 |

< rl

7. La figura mostra un vessament d’un cabal Q sobre una paret vertical 4B. A les seccions EH i
CD s’admet I’existéncia d’una distribucié uniforme de velocitats. Determineu la component
horitzontal de la resultant de totes les forces exercides sobre la paret AB, segons la densitat
(p), el pes especific (), el calat (), el cabal (Q), ’angle () i el gruix d’aigua (e).

Es consideren negligibles els esforcos tangencials sobre la solera HA4. Tampoc no cal tenir en
compte la resultant de les pressions exercides a la seccio CD. Se suposa que la paret AB té
d’ample la unitat (en la direccid6 normal al paper). Cal adonar-se que, com que la lamina
vessant arrossega aire, 1’espai tancat sota la lamina es troba a una pressio inferior a la pressio
atmosferica.

E_
4

h Py<Patm

Observacio: se suggereix considerar el volum de control delimitat pel contorn ABCDEH.
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4 Introduccio al moviment en lamina lliure

4.1 Caracteristiques principals i comparacio amb el moviment a pressio

Com és ben sabut, hi ha dos grans sistemes per transportar qualsevol fluid i, en particular, 1’aigua: a
pressio en canonades, o en lamina lliure en canals oberts, ja siguin naturals o artificials. La diferéncia
principal entre ambdods es troba en el fet que, en el cas del transport en canals, hi ha una superficie
lliure que es troba sotmesa a la pressio atmosferica, mentre que en el transport a pressio el fluid omple
completament el conducte i es troba sotmes a la pressio global del sistema

A la figura 4.1 i la figura 4.2 es comparen les definicions geométriques de les variables hidrauliques
que s’estableixen en un flux a pressio (esquerra) i un flux en lamina lliure (dreta). Aquestes
diferéncies, tot i que semblen trivials, acaben fent que sigui, en general, més dificil resoldre qiiestions
en lamina lliure que a pressio.

AH  Linia d’energia

Figura 4.1 Definicio de les variables hidrauliques en un flux a pressio.

Aixo0 és aixi, perqueé es compreén que, en el cas de flux en lamina lliure, el calat (y), el cabal (Q) i el
pendent motriu (I) sén interdependents entre si. Es a dir, en general, la posicié de la superficie lliure
pot canviar amb el temps i I’espai, i aixo introdueix una de les dificultats principals del calcul, que és
que I’area i el perimetre mullats a qualsevol secci6é poden variar d’una seccid a una altra i en el temps.
Si a aixo s’afegeix que les seccions, en general, poden mostrar qualsevol geometria, des d’una
geometria regular ben definida (com seria el cas de canals prismatics) fins a geometries irregulars que
fins 1 tot poden canviar en el temps (com és el cas de corrents naturals), es compreén encara més la
dificultat de I’estudi del flux en lamina lliure.
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En canvi, si el flux €s a pressio, la seccid transversal és fixa i ve definida per la seccid transversal del
conducte. Aix0 fa que en qualsevol seccid I’area i el perimetre mullats siguin constants.

Com es veura més endavant, la rugositat d’un canal obert és més dificil de determinar, sobretot en
lleres naturals, ja que acaba depenent del calat. Sens dubte, aixo acaba introduint més incertesa que en
fluxos a pressid (tot i la incertesa que significa la determinacié de la rugositat absoluta d’una
canonada).

Linia d’energia

e 1AH
N ¥
Superficie lliure = | 5, v
Linia piezometrica 1 — 2g
N
Y
\
— .
I -
%V
3 %z
. N . y4
Nivell dereferéncia ___y .. _______________ S

Figura 4.2 Definicio de les variables hidrauliques en un flux en lamina Iliure.

4.2 Tipus de llera. Classificacio

En el transport d’aigua en lamina lliure, en general, es diferencia entre el que es realitza de manera
natural, per les lleres de rius, rieres, torrents, estuaris de marea, etc., i el que es realitza d’una manera
artificial, és a dir, en conduccions dissenyades i construides per la ma de ’home.

Aixi, les caracteristiques geométriques irregulars pel que fa als pendents, a les seccions transversals, a
les rugositats dels contorns que tenen les lleres naturals, provoquen unes propietats hidrauliques també
irregulars que caracteritzen precisament aquests fluxos d’aigua. Determinar-ne les caracteristiques
hidrauliques és important per tal d’aconseguir el millor disseny possible d’aquestes lleres quan es vol
resoldre els problemes habituals d’analisi de riscos d’inundacio, prevencid de danys per episodis
extrems, etc. Per a aix0, cal tenir bons coneixements d’hidraulica, hidrologia, geomorfologia, transport
de sediments, etc.

Pel que fa als canals artificials, construits sobre el propi terreny natural i dissenyats expressament per
acomplir determinats objectius, com poden ser canals per a la navegacio o de rec, canals de derivacio
de centrals hidroeléctriques, etc., presenten en general unes dimensions, uns pendents, unes rugositats
condicionades pel material d’execucidé que els confereixen unes caracteristiques hidrauliques molt
determinades, com es veura al llarg d’aquest capitol. Aquests canals, per una mera idea de simplicitat
de disseny i construccid, solen mantenir la secci6d transversal constant al llarg del seu tragat, amb
formes geométriques comunes (rectangles, trapezis, semicercles, etc.) o, en cas contrari, si presenten
algun canvi de seccio, ho fan en trams molt concrets i ben definits. Els trams que mantenen la seccio
constant s’anomenen prismatics. S’entén que aquesta és una propietat que no es dona en lleres naturals
en les quals no hi hagi hagut intervencié de la ma de I’home.
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4.3 Tipus de flux

Segons si les variables hidrauliques (calats i velocitats) del flux en lamina lliure varien d’acord amb el
temps i/0 la posicid de la seccid que s’esta analitzant, es pot establir la classificacio segiient:

A. Régim permanent: les seves variables hidrauliques no varien amb el temps. Per la seva banda,
depenent de si aquestes varien longitudinalment al llarg del riu o del canal que s’analitzi, es pot
definir:

— Reégim uniforme: el calat, la distribuci6 de velocitats i la velocitat mitjana sén constants al
llarg del moviment. Es comprova que, perque es doni, cal imposar la condicié de canal
prismatic.

— Régim variat: els calats i les velocitats del flux varien al llarg del moviment, pero ho fan
de manera constant al llarg del temps. Es aquest cas, es poden introduir els conceptes de:

a) Régim gradualment variat, en el qual el perfil de calats al llarg del moviment
presenta unes curvatures moderades i, per tant, la variacid de la velocitat al llarg
del moviment és suau.

b) Régim rapidament variat, en qué els calats i, per tant, les velocitats canvien de
manera sobtada en distancies comparativament curtes (fenomens locals).

B. Régim no permanent: es defineix per oposicid al régim permanent, de manera que les variables
hidrauliques poden presentar variacions al llarg del temps. Es pot subclassificar en:

— Régim uniforme no permanent: la superficie de 1’aigua fluctua amb el temps, perd es
manté sempre paral-lela a la superficie del canal. Es una condici6 practicament impossible
que es doni; per aquest motiu, el terme uniforme s’usa basicament per descriure el régim
permanent.

— Régim variat no permanent o variable: igual que abans, es defineix per contraposicio al
régim variat permanent. Es pot classificar en:

a) Régim gradualment variable: equival al que s’ha dit per al régim permanent
gradualment variat, pero afegint-hi que varia al llarg del temps.

b) Régim rapidament variable: com abans, equival al régim permanent rapidament
variat, pero tenint en compte que en aquest cas hi ha variacié amb el temps.

4.4 Distribucio de velocitats a una seccio

L’existéncia d’una superficie lliure, combinada amb el fregament del fluid amb els contorns del canal,
provoca que la distribucio de velocitats en una seccio6 transversal no sigui uniforme. Aquesta velocitat
val zero en els contorns (condicié d’adheréncia perfecta) i creix fins a assolir un valor maxim, que es
ddéna normalment a una profunditat que pot variar entre el 5% i el 25% del calat, depenent de factors
com (Chow, 1994):

e [a geometria de la seccio transversal, tal com es mostra a I’exemple de la figura 4.3. La forma de
la secci6 condiciona la distribucié de velocitats en aspectes com la simetria, 1’ample, la curvatura,
etc.
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Figura 4.3 Distribucio de la velocitat segons la geometria de la seccio transversal.

La rugositat del canal. Fa que la distribuci6 vertical de velocitats mostri, en general, una curvatura
més gran com més gran és aquesta, tal com s’esquematitza a la figura 4.4.

lera llisa

—_

€ra rugosa

Figura 4.4 Distribucio de la velocitat segons la rugositat de la seccio.

L’existéncia de corbes. Fa que la velocitat s’incrementi del costat extern per ’acci6 de les forces
centrifugues, tal com s’esquematitza a la figura 4.5.

Figura 4.5 Distribucio de la velocitat segons [’alineacio del tragat.

De fet, a la realitat, tot aixd és encara més complex. El flux en un canal prismatic recte és realment
tridimensional i es produeix un moviment en espiral, malgrat que a una determinada seccid la

component de velocitat transversal sovint és negligible comparada amb la component longitudinal
(Chow, 1994). Tot i aixi, petites pertorbacions a 1’entrada del canal, que son normalment inevitables,
son suficients per causar una zona amb nivells més alts en un dels marges. Aquest moviment espiral és
el que permet igualar esforcos tallants a tots dos costats del canal. Malgrat tot, a la practica s’ignora
aquest moviment espiral en canals prismatics rectes, tot i que en canals amb corbes pronunciades cal
que se’l tingui en compte en el disseny, perqué pot ser important.
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4.4.1 Canals oberts amples

Quan la distribucié de la velocitat a la zona central d’una secci6 determinada d’un canal és
aproximadament molt igual a la distribuci6 que tindria en un canal rectangular d’ample infinit,
aleshores s’entén que els caixers del canal no influeixen en la velocitat de les particules d’aigua que es
trobin a la zona central de la seccid.

A la practica, s’ha comprovat, que aquestes condicions s’assoleixen quan la relacié entre I’ample de la
seccid i el calat és:

B=10y 4.1

4.4.2 Coeficients de distribucio de velocitats

Quan s’han introduit tant el principi de conservacié de la quantitat de moviment com el Trinomi de
Bernoulli, s’imposa que la distribucié de velocitats en una seccid transversal és practicament
uniforme. En tots dos casos, quan no es pot suposar I’esmentada uniformitat de la distribucio de
velocitats, cal introduir uns coeficients correctors que tinguin en compte la distribucid no uniforme.
Son, suposant régim permanent, el coeficient de Boussinesq () en el cas del principi de conservacio
de la quantitat de moviment i el coeficient de Coriolis () en el cas del trinomi de Bernoulli.

El coeficient de Coriolis corregeix el terme corresponent a I’energia cinética per unitat de pes (v*/2g).
Es dona la particularitat que, en general, en un canal obert I’altura d’energia de velocitat és més gran
que v*/2g estimada amb la velocitat mitjana. Aixi, el terme corregit queda:

; [t Tvad
a— , on oa=—5—==
2g v A v'A

(4.2)

on « és el coeficient de Coriolis que val normalment entre 1.03 i 1.36 per a canals prismatics
aproximadament rectes. En general, ¢ sol ser alt per canals petits i baix per a corrents grans amb calats
considerables.

Com ja s’ha esmentat, una distribuci6 no uniforme de velocitats també influeix en el calcul de la
quantitat de moviment; en aquest cas, es corregeix fent:

s

(4.3)
VA VA

pOA(pv) , on

on fés el coeficient de Boussinesq, que val entre 1.01 i 1.12 per a canals prismatics aproximadament
rectes.

Cal tenir en compte que o i f sempre son una mica més grans que 1 (Chanson, 2004; Chow, 1994). Es
dona el cas que si o=1 i B=1, aix0 significa que la distribucio de velocitats és estrictament uniforme a
través de la seccié d’un canal. Per exemple, aigiies amunt de sobreeixidors o prop d’obstruccions o
irregularitats, s’hi han arribat a mesurar 0>2.0. Com és obvi, en aquestes geometries és necessari
mesurar directament els perfils de velocitats. D’ altra banda, es pot dir que o i B solen augmentar amb
el pendent del canal.

Es important ser conscient que, en canals de seccio transversal regular i alineament practicament recte,
I’efecte de la distribucié no uniforme de velocitats, tant en el terme cinétic v>/2g com en el terme
ZpQv, és petit comparat amb d’altres incerteses del calcul. Per aquest motiu, se sol prendre, en
general, que o=1 i B=1
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4.5 Distribucio de la pressié a una seccio recta

La pressi6 en un punt de la seccio transversal es mesura amb [’altura de la columna d’aigua que
s’assoleix en un piezometre instal-lat al punt en qiiestid, tal com s’esquematitza a la figura 4.6. En
aquest piezometre, I’aigua puja des del punt de mesura fins a la linia piezométrica, que, com ja s’ha
comentat, en un flux en lamina lliure coincideix amb superficie de I’aigua. Si succeeix aixo, vol dir
que la pressié a qualsevol punt de la seccid és proporcional a la profunditat del flux per sota de la
superficie lliure (on, Obviament, la constant de proporcionalitat és precisament Yq,q). Aquesta pressio,
com és ben sabut, és la pressio hidrostatica corresponent a aquella profunditat.

Aplicar la llei hidrostatica de distribucié de pressions a la seccid transversal del canal significa,
implicitament, que els filaments del flux no tenen cap component significativa d’acceleracio en el pla
de la seccio transversal o, dit d’una altra manera, que les linies de corrent no tenen prou curvatura ni
divergéncia. Es el que s’anomena flux paral-lel.

En qualsevol cas, atenent la classificacié dels possibles tipus de flux en lamina lliure (apartat 4.3), es
pot considerar que, tant en el cas de régim uniforme com en el régim gradualment variat, el flux és
paral-lel. En el cas de régim gradualment variat, es pot considerar que les variacions del calat al llarg
del canal son suaus i, per tant, les linies de corrent no presenten curvatura ni divergencia significativa.

}/ﬂ

=
e e

%

T T AT T AT

Figura 4.6 Distribucio de pressions hidrostatiques en un flux en lamina Illiure.

Quan la curvatura de les linies de corrent és significativa, es produeix I’anomenat com flux curvilini.
Aquest provoca acceleracions (o forces centrifugues), perpendiculars a la direccido del flux,
apreciables. En aquest cas, la distribucid de pressions s’aparta de la hidrostatica, com s’esquematitza a

la figura 4.7.

Flux convex .
ux conve Flux concau

Figura 4.7 Distribucio de pressions en un flux curvilini en lamina lliure.
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En cas que el flux sigui sobre un contorn concau, les forces centrifugues apunten cap avall, de manera
que es provoca un reforcament de la forca de la gravetat. Aixo implica que la pressi6 resultant sobre
qualsevol punt de la vertical de la seccio és més gran que la pressio hidrostatica d’un flux paral-lel. Si,
en canvi, el flux es dona sobre un contorn convex, les forces centrifugues tendeixen a allunyar-se’n, i
aixd provoca un afebliment de I’accié de la gravetat, que es tradueix en una distribucié de pressions
més petita que la hidrostatica.

Els perfils curvilinis complexos que, a efectes de disseny, requereixin con¢ixer les distribucions de
pressions que hi ha en ells, cal que siguin calculats pel metode de les xarxes de flux o a partir
d’experiéncies en model reduit.

Resumint, doncs, si el flux és rapidament variat no s’aplica de manera estricta la llei hidrostatica de
distribucié de pressions, fet que en dificulta, d’alguna manera, el calcul. En canvi, I’efecte de la
curvatura de les linies de corrent és negligible quan el flux és paral-lel i gradualment variat.

4.5.1 Efecte del pendent a la distribucio de pressions

Cal estudiar, finalment, quin és 1’efecte del pendent en la distribucié de pressions a una seccio. Per fer-
ho, cal analitzar un canal d’ample unitari de pendent 6, que s’esquematitza a la figura 4.8:

Si es té en compte que el pes (W) de I’element de gruix diferencial ds és:
W=yy'ds =W =yy"cos@ds (4.4
Aleshores, la seva component perpendicular a la llera (W,,) sera:
W, =yy'“cos @ds 4.5)
Amb aquest valor es pot estimar la pressié que hi ha a qualsevol punt D de la seccid transversal que

s’estigui estudiant. Aquesta pressio ha de coincidir amb el pes de la columna d’aigua que tingui per
sobre; per tant, valdra:

g '- 2 .
p= TS Ods s p'=pycost (4.6)
A\

Per tant la columna d’aigua corresponent (h’) es pot escriure, de manera indiferent, com:

h'=y'"cos’ @ 4.7)
0 com:
h'=d"cos@ (4.8)

que correspon, en qualsevol cas, a la distancia des de la superficie lliure fins al punt (D) en qiiestio,
mesurada en la direccid perpendicular a la solera. Les expressions (4.7) 1 (4.8), implicitament,
corresponen a la llei de pressio hidrostatica d’un flux paral-lel. En conclusio, la carrega de pressio
sobre el punt B de la solera (figura 4.8) es pot obtenir a partir de qualsevol de les expressions segiients:

(ﬂ =y’ (49)
(5] =d"cosd (4.10)
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Qualsevol llera natural o artificial es considera de gran pendent i, per tant, cal introduir I’efecte del
pendent en la distribucio de pressions, quan 1’angle que forma amb I’horitzontal © és més gran de 6°,
que correspon aproximadament a un angle 1v:10h".

En canvi, si I’angle en qiiesti6 0 és més petit d’aquests 6° o el que és el mateix, més petit que 1v:10h,
aleshores el cosf = cos’0 =1 i les expressions (4.9) i (4.10) coincideixen. Aquest és el cas habitual que
es dona en canals i rius (sobretot en la part intermédia i baixa). En aquests casos, es pot ignorar la
correccio de la pressio per efecte del pendent.

4.6

~.
~.
=~.
~.
~.
-
e m ==
v T
~ r . .
o— *~. _Linia d’energia
2g_ _____________________ \\
P L ~.
- ~.
~..
y=d-cosé
z
o

Figura 4.8 Distribucio de pressions en un flux paral-lel en un canal de gran pendent.

Exercicis proposats

Discutiu si les preguntes segiients son vertaderes o falses:

En un flux en lamina lliure, la distribuci6 de velocitats en una seccié depén de la geometria de
la seccid, pero practicament no depén de la rugositat del contorn.

Un flux en lamina lliure, que pugui presentar calats diferents al llarg del canal, perd amb
curvatures moderades, rep el nom de flux gradualment variat.

En un flux en lamina lliure, la distribucié de velocitats en una seccié depen de la geometria de
la seccid, perd practicament no depén de la rugositat del contorn.

En un flux en lamina lliure, en el qual en una seccidé qualsevol s’introdueix un piezometre,
I’aigua sempre hi assoleix el nivell al qual es troba la superficie lliure.

En un flux en lamina lliure, si les linies de corrent no tenen curvatura ni divergéncia
pronunciada (flux aproximadament paral-lel), es pot suposar distribucié hidrostatica de
pressions.

El flux en un canal obert és uniforme quan les caracteristiques del corrent, com el calat, la
velocitat mitjana o la distribucid de velocitats en una seccid, no canvien al llarg del canal en la
direccio del flux.

> En el cas de pendents molt pronunciats, la velocitat del flux és també molt elevada. En aquests casos, es poden donar fenomens

d’entrada d’aire en el flux, que provoquen que volum del flux s’infli, és a dir, es crea una emulsi6 aire-aigua que fa que si la pressio

s’estima com a (4.9) doni un valor significativament més gran que el que realment s’estigui donant (ja que yemulsié aigua-aire <

v aigua). Cal anar amb compte, doncs, en aquests casos.
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e La condicié de la pregunta anterior només es compleix en canals prismatics amb rugositat
constant i a més, en zones prou allunyades d’estructures de transicié o de pertorbacions del
corrent.

e Les forces de tensio superficial no influeixen en el comportament hidraulic d’un riu.

e En I’estudi del moviment de 1’aigua en un canal normalment només es consideren les forces
de pes, inércia, pressio i friccid.

e En un canal en moviment uniforme les perdues d’energia total son iguals a la pérdua d’energia
potencial.

e En un canals el coeficient de Coriolis mai no pot valer 1.

e En un canal d’ample molt superior al calat, es pot considerar que el radi hidraulic és
practicament igual al calat.

e Normalment, la velocitat maxima en un riu es presenta a la superficie lliure.

2. En un canal de seccid rectangular de 0.60 m d’ample es mesura la distribucié de la velocitat
(m/s) que es mostra a la taula, quan el calat és igual a 0.544m. Determinar-ne el coeficient de
Coriolis (at) i el de Boussinesq (B).

b=0.06m b=0.18m b=0.30m b=0.42m b=0.54m
h=0.05m 0.580 0.642 0.717 0.639 0.583
h=0.10m 0.580 0.628 0.710 0.639 0.580
h=0.20m 0.580 0.635 0.691 0.632 0.580
h=0.30m 0.557 0.580 0.649 0.628 0.538
h=0.40m 0.519 0.587 0.673 0.673 0.552
h=0.50m 0.500 0.630 0.769 0.704 0.573
—_—
—
A
I :
Planta

Perfil

3. En un canal de seccio rectangular d’ample B s’ha mesurat un calat d’1m. Discutiu a partir de
quin ample B es pot acceptar 1’aproximacié Ry, = y. Discutiu-ho també per a un calat de 2m.
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S Moviment permanent uniforme en lamina lliure

5.1 Equacions del moviment

El moviment permanent i uniforme es caracteritza basicament pel fet que el cabal, els calats, les arees
mullades i les velocitats es mantenen constants al llarg del temps i al llarg del canal.

Si el calat es manté constant, s’entén que la superficie lliure de 1’aigua es manté paral-lela al fons del
canal i, si a aquest fet se li afegeix la constancia de la velocitat'?, es conclou que la linia d’energia és
també¢ paral-lela a les altres dues. Aixd només s’aconsegueix si la seccid transversal es manté també
constant (canal prismatic).

Com ja s’ha comentat anteriorment, el flux uniforme no permanent a la practica no existeix. De fet, en
corrents naturals (rius, rieres, torrents, etc.) és estrany fins i tot I’'uniforme i1 permanent, pel fet que en
aquests corrents no és possible mantenir el caracter prismatic de les seccions.

També és interessant comentar que el régim uniforme tampoc no es dona en fluxos amb velocitats
elevades, ja que en aquest cas la superficie lliure es torna inestable per I’entrada i arrossegament
d’aire.

5.1.1 Establiment del flux uniforme

Quan s’estableix el flux d’aigua en un canal, aquest es troba amb alguna resisténcia pel fregament amb
els contorns, a mesura que avanga aigiies avall. Aquesta resisténcia s’oposa a la component
gravitacional que actua en la direccié del moviment.

Aixi, el régim uniforme s’assoleix quan la resisténcia al moviment, caracteritzada per la friccio del
flux amb el contorn, s’iguala amb la component en la direccié del moviment del pes del fluid.

Tenint en compte que la resisténcia al moviment pel fregament amb el contorn depén de la velocitat,
quan els altres factors fisics del canal es poden considerar constants es pot descriure, de manera
conceptual, el procés d’assoliment del régim uniforme: en els estadis inicials del moviment en un
canal prismatic, la velocitat del flux no es troba totalment desenvolupada; en aquest moment, la forga
de resisténcia al moviment per friccid6 amb el contorn és més petita que el component del pes en la
direccié del moviment. Aix0 produeix una resultant neta no nul-la que es tradueix en una acceleracio
del flux en aquell entorn. En incrementar-se la velocitat també augmenta la for¢a de friccio fins al
moment en qué aquesta s’iguala amb les forces gravitatories en la direccid del moviment. Aquest és el
moment en que es considera que s’ha establert el régim uniforme.

' Que la velocitat sigui constant es pot interpretar com que la velocitat mitjana del flux és constant. En rigor, vol dir que és constant a
qualsevol punt de la secci6 del canal dins del tram de régim uniforme. Es a dir, la distribuci6 de v a través de la seccié del canal no

s’altera a tot el tram en régim uniforme.
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Per definicid, el tram de canal prismatic requerit perqué s’acabi assolint el régim uniforme es diu zona
transitoria i correspon a una zona de flux variat —existéncia d’acceleracié convectiva. D’aquesta
manera, en un canal s’assoleix régim uniforme si la seva longitud és més gran que la longitud
necessaria de la zona transitoria.

5.1.2 Equacions del moviment

La velocitat mitjana del flux uniforme en canals s’expressa per I’expressio (3.1) coneguda com a
equaci6 del flux uniforme:

v=C-R*I (5.1

on, en una determinada seccio:

e v ¢s la velocitat mitjana.

e Ry és el radi hidraulic.

e [ és el pendent de la linia d’energia, que, en tractar-se de régim uniforme, coincideix amb el
pendent geometric del canal i amb el pendent de la superficie lliure.

e aib son exponents d’ajust.

e C és el factor de resisténcia del flux que és funcid de la velocitat, el radi hidraulic, la rugositat, la
viscositat del propi fluid, etc.

A la bibliografia, s’hi poden trobar un gran nombre d’equacions del flux uniforme. Les equacions més
conegudes i més comunament aplicades son 1’equacié de Chézy i ’equacié de Manning.
5.2 Avaluacio de les pérdues continues d’energia

5.2.1 Férmula de Chézy (1769)

Aquesta equacio fou proposada per Antoine Chézy (1717-1798) ’any 1768, quan treballava en el
disseny i la construccid de la xarxa de canals d’abastament d’aigua de la ciutat de Paris. L.’equacio és:

v=C-R,"I (5.2)
De fet, I’expressié es pot deduir analiticament. La forca, per unitat d’area de la llera que s’oposa al
moviment del corrent, és proporcional a la velocitat al quadrat, de manera que si es considera que la
superficie de contacte de la llera amb el fluid es pot estimar com el producte entre el perimetre mullat
(pm) 1 la longitud del tram d’estudi (L), queda:

F,=Kv'p,L (5.3)

Dr’altra banda, la component efectiva del pes del fluid en la direcci6é del moviment és:
F, =y ALsing= F,=yALI (5.4)
on @ és I’angle que forma la solera del canal amb 1’horitzontal i s’ha imposat que sin6 €s igual al
pendent motriu, ja que s’esta analitzant el régim uniforme. En aquestes circumstancies, la forca de

fregament amb el contorn ha de coincidir amb el component del pes en la direccié del moviment
(expressions (5.3) i (5.4)).

Aleshores:

F,=F,=KVv'p, L=yALl (5.5
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Si es defineix el radi hidraulic (Ry) com:

Rh = (56)
i s’estableix el factor de resisténcia de Chézy (C) com la constant segiient:

= | L
c=% (5.7)

resulta I’equacio de Chézy que s’ha plantejat inicialment (5.2):

y A
yv= |“——] =C\R,I
K " (5.8)

El factor de resisténcia de Chézy es pot determinar a partir de dues expressions empiriques diferents,
que depenen del radi hidraulic i del material del canal:

Expressio de Bazin:

1+ Ks (5.9)

Els valors de Kg es poden obtenir de la seglient taula 5.1 segons el material del canal:

Taula 5.1. Valors de la constant de Bazin segons el material (Font: Lencastre, 1998).

Kg (m'"?) Material
0.06 Canals de formigé ben allisat.
0.46 Canals de formigd revocats parcialment, amb juntes prominents i

aigua poc neta, i amb una mica de vegetacio.
Canals de terra amb males condicions de manteniment, amb

175 vegetacio al fons i als marges.

Expressio de Kutter:

Ky (5.10)

Per la seva banda, els valors més habituals de K¢ es poden veure a la taula 5.2:

Taula 5.2. Valors tipics de la constant de Kutter segons el material (Font: Lencastre, 1998).

Ky(m'?) Material
0.15 Canal de formig6 ben llis, seccio6 rectangular
0.75 Canals de magoneria normal amb sediments en el fons

Canals de terra en males condicions de conservacid, amb vegetacio;

de 1.7522.00 cursos d’aigua naturals amb llera de terra
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5.2.2 Férmula de Manning. Coeficient de rugositat

Expressié empirica deguda a Robert Manning (1816 - 1897) que va ser publicada el 1889. Es dona la
circumstancia que existeix un conflicte nacional sobre 1’autoria d’aquesta formula, ja que els francesos
afirmen que P. G. Gauckler ja I’havia publicat el 1867; per aquest motiu, aquesta mateixa expressio €s
coneguda com de Gauckler—Manning, o de Manning—Gauckler segons el pais en el qual s’escrigui. A
fi de simplificar en endavant, i sense anim de crear cap conflicte internacional, aquesta equacio
s’anomena equaci6 o formula de Manning.

(5.11)

Aquesta formula es basa en dades experimentals i esta verificada amb nombroses observacions,
sempre en el cas de régim turbulent rugés. Logicament, en els casos en que es pugui aplicar, el
pendent motriu estimat a partir de la formula de Manning i I’estimat a partir de la formula de Chézy
han de coincidir. Per aquest motiu, es pot determinar la relacid que ha d’existir entre els respectius
factors de resisténcian i C:

nv v Ry
]Manning = ]Chezy = E = CR% =C= 7, (5 12)
h h

Exercici

Determineu el calat que defineix el régim uniforme en un canal prismatic de formig6 (n=0.015) de
seccid rectangular de 4 m d’ample, amb un pendent d’1 mil-lésima (i=0.001) i que transporta un cabal
de 3 m’/s.

La condicié de régim uniforme obliga a imposar que el pendent motriu coincideixi amb el pendent
geomeétric del canal. Es pot apreciar que cal resoldre una equacio no lineal amb una incognita. Per tant:

2
0.0152{43J
[=i=0.001=— "0/
4y, 3
2y, +4

Si no es disposa d’una eina numérica per a la seva resolucid, es pot obtenir de manera molt senzilla
fent unes poques iteracions, com es mostra a la taula segiient.

= y,=0.597m (5.13)

Taula 5.3. Procés iteratiu per a la resolucio de l’equacio (5.13).

y v(y) Ru(y) o
(m) (m/s) (m) R
1.000 0.750 0.667 0.00022 <0.001
0.500 1.500 0.400 0.00172 >0.001
0.600 1.250 0.462 0.00099 <0.001
0.595 1.261 0.459 0.00101 >0.001
0.597 1.256 0.460 0.00100 =0.001
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Observeu que si es tempteja un calat que condueix a un pendent motriu més petit que el que es busca,
0.001 en aquest cas, cal continuar temptejant un calat inferior que doni un pendent motriu superior al
primer. Segons aquest criteri, cal anar iterant fins a obtenir un valor prou aproximat al buscat.

La determinacid del coeficient de Manning (n) en lleres naturals o artificials és un dels punts critics en
els calculs en lamina lliure. Si es compara amb el cas d’un flux a pressio, la determinacié de la
rugositat absoluta en una canonada, si bé no és senzilla, en aquest cas si que es més assumible perque
una canonada ¢és un producte industrial que ha tenir una qualitat controlada i per tant un diametre i una
rugositat coneguts.

En el cas de flux en lamina lliure, una de les complicacions principals de I’analisi del régim uniforme,
i del flux en lamina lliure en general, és determinar el coeficient de friccid (coeficient de Manning, si
s’utilitza aquesta formulaci6). Aixo €s aixi per diversos factors, com el fet que en les construccions in
situ solen haver-hi petits errors i imprecisions, ja que una obra de fabrica in situ no es construeix en les
mateixes condicions de control dels processos industrials. També hi pot influir el fet de treballar a la
intemperie, que hi pot introduir petites alteracions, o fins i tot s’hi poden trobar lleus defectes
provocats per la manca de manteniment de la instal-lacio. A aquestes complicacions es pot afegir que
el canal es pot executar en altres materials (excavat en roca, membranes asfaltiques, etc.) que potser
tenen més incerteses sobre |’estat final d’acabat.

Ja en el limit, si el que cal és analitzar un curs natural d’aigua (riu, torrent, etc.), es comprén que la
irregularitat geométrica, diferents graus de cobertura vegetal, els usos del sol, la geomorfologia del
terreny, etc., hi introdueixen una casuistica inesgotable que complica, encara més, 1’analisi de la
rugositat de la llera.

Totes aquestes diferents textures, qualitats, irregularitats, etc., esmentades, cal traduir-les i resumir-les
en un coeficient de friccio (n). En ultim terme, aquesta és la dificultat explicita que s’ha estat
comentant.

Aixo fa que, en general, dos técnics amb poca experiéncia és probable que fixin diferents coeficients n
en una mateixa llera. Per aquest motiu, és convenient donar alguns criteris, minimament objectius, en
vista a determinar correctament la rugositat. Per fer-ho, cal tenir un coneixement basic del problema
per reduir el rang d’incertesa, i aixd es pot aconseguir si s’entenen els factors que afecten aquest
coeficient.

a Factors que afecten n

Qualsevol coeficient de rugositat, en particular el coeficient de Manning, depén de molts factors, que
el fan, a la practica, forca dificil d’ajustar amb precisioé. Aquesta dificultat és doble perqué la majoria
d’aquests factors estan relacionats entre si, de manera que la variacio d’un n’afecta els altres. A Chow
(1994) es pot trobar una descripcié més detallada, de la qual aqui s’extreu un resum.

Rugositat superficial. Esta relacionada amb la mida i la forma dels grans del material que constitueix
el perimetre mullat, de manera que, quant més gruixuts son els grans del material, més gran ¢és el
coeficient n. Es un dels factors principals, tot i que no I'nic.

Vegetacio. De fet, es pot considerar una classe de rugositat superficial. La preséncia de vegetacio
redueix la capacitat del canal segons la seva altura, densitat, distribucid o tipus. S’han mesurat
increments del coeficient de Manning d’entre +0.033 1 +0.055 en un any de creixement de la vegetacio
en lleres naturals.
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Irregularitat del canal. Trregularitats en el perimetre mullat i variacions en la seccio al llarg del canal
provoquen canvis en el coeficient n. Per exemple, 1’existéncia de barres de sorra, ones de sorra, crestes
i depressions a la llera del canal pot provocar un increment de I’ordre de 0.005, si aquests canvis son
molt sobtats.

Alineament del canal. L’existeéncia de corbes suaus en el canal amb radis de curvatura grans no afecta
el coeficient de Manning n. En canvi, corbes brusques (p. ex. meandres) provoquen I’augment de »
aixi, cada 20° de curvatura en 330 m corresponen, aproximadament, a un increment del coeficient de
Manning de I’ordre de 0.001. Tot i aix0, les variacions de n no solen ser més grans que 0.002 o 0.003.
En general, el més segur és considerar un increment 4n = 0.002, en el cas de canals petits de qualsevol
material amb corbes pronunciades. En canvi, I’existéncia de meandres en rius pot provocar increments
An del 30%.

Sedimentacio i soscavacions. Que es produeixi un fenomen o I’altre depén de la naturalesa del
material 1 de I’energia del flux. Un llit de sorra o grava s’erosiona més uniformement que un d’argiles,
o bé I’existéncia de barres de sorra o ondulacions (diposits irregulars) provoca augments del coeficient
n. L’energia que s’esmerga per erosionar i arrossegar el material al llarg de la llera (en suspensié o a
salts) provoca un augment del coeficient de Manning aparent. Tot i aquest efecte, a mitja o llarg
termini, un procés de sedimentacido en el temps pot canviar un canal molt irregular en un de
relativament uniforme, i aixd es tradueix en una reduccio del coeficient n. El contrari pot passar en
processos de soscavacid. De tota manera, tots aquests fenomens no sén importants si progressen de
manera uniforme.

Obstruccions. L’existéncia de troncs d’arbres, material flotant, o la preséncia de piles de ponts, es
tradueixen en un augment del coeficient n, que depén de la naturalesa de 1’obstruccio, la forma, el
nombre i la distribucio.

Mida i forma del canal. No hi ha cap prova definitiva que demostri que la mida i la forma del canal
siguin factors importants, perd si que és un fet que variacions en el R, provoquen variacions de n
segons la condicid del canal.

Nivell d’aigua i cabal. En general, es constaten disminucions del coeficient de Manning quan el calat
o el cabal augmenten. Si el calat disminueix, les irregularitats del fons queden més exposades i els
seus efectes son més pronunciats. En canvi, si el calat augmenta i els marges del canal son molt
rugosos (p. ex. quan hi ha molta vegetacid), aixo es tradueix en un augment global del coeficient n del
canal. Si el cabal augmenta considerablement, el flux pot superar els marges i inundar les planes
d’inundacio6 laterals. Cal tenir en compte que habitualment les planes d’inundacié mostren coeficients
de rugositat més grans que els de la llera central. En el cas particular dels conductes circulars, el
coeficient de friccid n del conducte parcialment ple és més gran que el del conducte completament ple,
tot i que funcionant encara en lamina lliure.

Canvis estacionals. Son deguts al creixement estacional de plantes aquatiques, herbes, matolls, etc.

Material en suspensio i carrega de la llera. El seu transport consumeix energia i provoca perdues
d’energia addicional, fet que es tradueix en un augment aparent de la rugositat del canal.

b Determinacio del coeficient de rugositat de Manning

En la bibliografia d’hidraulica de canals, es poden trobar diferents propostes per a la determinaci6 del
coeficient de rugositat de Manning. Totes elles, en bona mesura, passen per examinar i familiaritzar-se
amb I’aparenca d’alguns canals comuns (naturals o artificials), de coeficient de Manning conegut, que
el fixen per comparacié amb aquests.
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Hi ha alguns métodes que pretenen fixar-lo mitjangant procediments analitics, basats en la comparacio
de les distribucions de velocitats teoriques i les mesurades a la seccid transversal. De tota manera, val
a dir que totes elles, en major o menor grau, acaben tenint una component de subjectivitat que és la
que dificulta I’ajust precis del coeficient. A continuaci6 se’n descriuen breument les més comunes.

b.1 Determinacio indirecta mitjancant mesures de camp

En un canal prismatic, que tingui algun tram funcionant en régim uniforme, si es mesura el calat en
aquest tram i, a més es coneixen el cabal, el pendent del canal i la geometria de la secci6 (area i
perimetre mullats), es pot obtenir de manera indirecta el valor del coeficient de Manning per aplicacid
de la formula (5.11). En honor a la veritat, val a dir, que no és gaire freqiient disposar d’un tram de
canal amb les condicions que es requereixen perqué es desenvolupi un régim uniforme, i fins i tot es
pot dir que €s practicament impossible en rius. Per tant, a la practica, el métode descrit no €s tan util
com es preveia a priori.

Aquests problemes es poden resoldre quan s’introdueix, en els propers capitols, el flux permanent
gradualment variat. En aquest cas, es mostra el procediment explicit per a la mesura indirecta del
coeficient de Manning a partir de les mesures de camp. Aixi, a totes les variables esmentades al
paragraf anterior cal afegir la mesura de la distribucio del perfil de velocitats en les seccions que
s’estudiin, per tal d’estimar-ne el coeficient de Coriolis. La mesura d’aquest perfil és tant més
necessaria quant més irregular sigui la seccio.

b.2 Determinacio per comparacio amb catalegs de fotografies

L’any 1967, H. H. Barnes enginyer de ’'US Geologycal Survey, va publicar un estudi d’un gran
nombre de rius dels Estats Units, en el qual resumia la determinacié dels respectius coeficients de
Manning amb 1’ajut de mesures de camp, que s’han descrit al segon paragraf de 1’apartat anterior.
Aquest estudi mostra rius amb coeficients de Manning que varien de 0.024 a 0.075, i el va completar
amb un cataleg exhaustiu de fotografies de cada cas analitzat. D’aquesta manera, en qualsevol estudi
de qualsevol tram fluvial, per comparacié d’aquest amb alguna de les fotografies del cataleg, es pot
determinar el coeficient de rugositat de Manning.

n=0.033 (Barnes, 1967).
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i -
Figura 5.2 Imatge de Catherine Creek a prop de Union (Oregon). Coeficient de Manning determinat:
n=0.043 (Barnes, 1967).

Com a exemple, es mostren un parell de fotografies de Barnes (1967). A Chow (1994) o French
(1988), es pot obtenir un resum del mateix cataleg de fotografies. A 1’adreca electronica
http://wwwrcamnl.wr.usgs.gov/sws/fieldmethods/Indirects/nvalues/ es pot veure el document esmentat
en versio electronica. També, en un altre format, es pot trobar a I’adreca que es detalla a continuacio:
http://www.engr.utk.edu/hydraulics/openchannels/cover.htm.

b.3 Determinacio mitjancant formules polinomiques
A fi de tenir en compte bona part dels factors que s’ha descrit (anterior apartat a) que influeixen en la

variacio del coeficient, es planteja el calcul de » descomponent-lo en una série de valors que tinguin en
compte aquests factors.

L’expressio basica per a 1’obtenci6 del coeficient de friccié de Manning és:
n=(n,+n +n,+ny+n,)m; (5.14)

on:

e 1y ¢és un valor de partida, que només té en compte el material (taula 5.4). Es podria definir com la
microrrugositat o rugositat de gra.

e n; pretén reproduir I’efecte de les irregularitats superficials (com, per exemple, canals artificials

amb juntes, etc.).

n, representa les possibles variacions a la seccid.

n; permet tenir en compte 1’existéncia d’obstruccions al flux.

n4 és un factor que permet tenir en compte 1’existéncia de vegetacio a la seccio.

ms és un indicador de la curvatura en planta del tracat del canal o riu.

A http://199.79.179.19/0OLPFiles/FHWA/009468.pdf, es pot trobar la versio electronica d’Arcement i
Schneider (1984), on es descriu amb tot detall, entre d’altres, aquesta metodologia. També se’n pot
trobar un resum a Chow (1994) o a Puertas i Sanchez-Juny (2001).
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La decisi6 dins de cada coeficient de la diferent casuistica que es pot trobar (i. e. poca- mitjana -
ata, lleu - moderat - sever, etc.) introdueix € grau de subjectivitat que acaba dificultant I’ aplicacié
d’ aguest métode.

Taula 5.4 Valors dels coeficients per a |’ ajust polinomic (5.14) del
coeficient de rugositat de Manning. (Font: Chow, 1994).

Coeficient Casuistica Valor
Terra 0.020
No Excavat en roca 0.025
Materia Gravafina 0.024
Gravagruixuda 0.028
Llis 0
n Lleu 0.005
Irregularitats Moderat 0.01
Sever 0.02
N Graduals 0
Variacions de secci6 Ocasionalment brusques 0.005
Frequentment brusgues 0.01-0.015
Irrellevants 0
N3 Infreqients 0.01-0.015
Obstruccions Freqglients 0.02-0.03
Continues 0.04-0.06
Poca 0.05-0.01
na Mitjana 0.01-0.025
Vegetacid Alta 0.025-0.05
Molt alta 0.05-0.1
Baixa 1.00
girvatur meandres Mitjana 115
& Alta 130

b.4 Determinacié mitjancant I’ Us de taules

Les taules de coeficients de Manning tenen estimacions per a diferents tipus de canals i de lleres
naturals. Se sol donar una valor tipic dins d'un possible rang de variacié. A Chow (1994), French
(1988) 0 a Lencastre (1998), s hi poden trobar reculls d' aguestes taules. A continuacio, es mostra una
d' aquestes taules com a exemple, resumida per Chow (1994).

Taula 5.5 Valorstipics del's coeficients de Manning. (Font: Chow, 1994).

Material Nivinim Nnitja Nimaxim
Metal llis pintat 0.012 0.013 0.017
Acer corrugat 0.021 0.025 0.030
Formigo llis 0.011 0.013 0.015
Gunita 0.016 0.019 0.020
Terra, net i recent 0.016 0.018 0.020
Terra, amb vegetacié 0.022 0.027 0.033
Excavat en roca 0.035 0.040 0.050
Rierols nets 0.025 0.030 0.033
Rierols amb codols 0.035 0.045 0.055
Rius de muntanya 0.040 0.050 0.070
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Taula 5.5 Valors tipics dels coeficients de Manning. (Font: Chow, 1994).

Material Niminim Nnitja Nimaxim
Planes d'inundacio
Amb herba 0.030 0.035 0.050
Amb cultius baixos 0.030 0.040 0.050
Amb arbres 0.110 0.150 0.200
Gransrius 0.035 0.050 0.100

5.3 Exercicisproposats

1

Discutiu si les afirmacions seglients son vertaderes o falses:

En un flux en lamina lliure, la condicié pendent geométric = pendent motriu només es pot
donar en les condicions de régim uniforme.

En regim uniforme, les pérdues d energia, respecte a un pla horitzontal, son totalment
compensades pel descens de cota de fons del canal.

En un riu, en condicions naturals no es pot assolir un régim uniforme.

El coeficient de rugositat de Manning en unalleranatural (riu) canviaal llarg del’ any.

En un riu amb vegetacié a la llera, € coeficient de rugositat de Manning disminueix en
augmentar el cabal.

El flux en un cana obert és uniforme quan les caracteristiques del corrent, com €l calat, la
velocitat mitjana o la distribucié de velocitats en una seccid, no canvien al llarg del canal en la
direccié del flux.

La condicio de la pregunta anterior només es compleix en canals prismatics amb rugositat
constant i a més, en zones prou alunyades d’ estructures de transicié o de pertorbacions del
corrent.

El coeficient de Manning té dimensions de s/m?°.

En un canal de pendent 0.256%. de secci6 rectangular de 2 m d’ample, i 0.016 de coeficient de
rugositat de Manning, pel qual circulaun cabal d'1.26 m¥s, el calat normal ésigual a1 m.

En un cana de secci6 rectangular de 3 m d'ample i pendent de 0.192%. i coeficient de
rugositat de Manning n = 0.015, s hi ha mesurat un régim uniforme que val aproximadament
2.0 m. En aguestes condicions (veure tres preguntes segiients):

El cabal circulant és15.8 m%s.

Lavelocitat aproximada del flux és 2.63 m/s.

El pendent motriu és 0.000192.

El coeficient de Manning d’ una seccié, en general, depén del calat.
El coeficient de Manning té dimensionsde [L]™? - [T].

Discutiu I’ equivaléncia entre € coeficient de rugositat de Manning (n), el coeficient de friccio
de Darcy -Weishach (f) i el factor de resisténciade Chézy (C).

En un cana prismatic de secci6 rectangular de 3m d ample, prou llarg, s'hi ha mesurat un

caat uniforme y,=2 m. Si e pendent geométric del calat ésdel’ 1% i €l cabal aforat en el calat
de 7 m%s, determineu e coeficient de rugositat de Manning (n).
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6 Energia especifica

6.1 Concepte d’energia especifica

A la figura 2.11, s’esquematitzava com influia el pendent en la relacio entre la pressio hidrostatica en
una seccio i el calat en aquesta. En general, 1’altura total d’energia (H) de la seccio que conté un punt
situat en una determinada linia de corrent es pot escriure com:

2
v
H=z,+d cos@+— 1
o+ peosd ot 6.

En qualsevol fluid en moviment en un canal, cada linia de corrent té¢ una altura de velocitat diferent a
causa de la distribucié no uniforme que es té en fluxos reals. De tota manera, si el flux és gradualment
variat, amb fins practics es pot suposar que les altures d’energia de velocitat (per unitat de pes) en
qualsevol punt de la seccidé son iguals i es pot corregir I’error que s’hi introdueix, degut a la no-
uniformitat real de la velocitat a la seccio, usant el coeficient de Coriolis (o).

2
H=z+d-cosé +a— (6.2)
2g

Si es fa el balang entre dues seccions (1 i 2), el principi de conservacio d’energia en fluxos paral-lels o
gradualment variats (trinomi de Bernoulli) permet escriure:

2 2

z, +d,-cos@+q, ';—I=Zz +d2-cost9+a2-;—;+hf (6.3)

on hyés ’energia dissipada entre les seccions 11 2.

En aquest punt es pot introduir el concepte d’energia especifica com:

2
v
E=d-cos@+a— 4
2 (64)

Tenint en compte que el més habitual és treballar en canals que presentin pendents baixos, es pot
considerar que cosO =1 1, si per altra banda s’accepta, com a simplificacio, que la distribucid de
velocitats a la seccio és practicament uniforme (o=1). El balang d’energia queda:

v v
Zl+y1+2_:ZZ+y2+2_+hf (6.5)
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I la definicié d’energia especifica:

2
A%
E=y+—
y 2% (6.6)

6.2 Relacio energia especifica-calat per a una seccio i un cabal donats.
Si s’escriu 1’energia especifica en funcio del Q, atés que v=Q/A, resulta:

2
E=y+ 2§A2 (6.7)

Aixi, si es coneix el cabal, es pot analitzar com varia 1’energia especifica quan varia el calat en el
canal. L’equacio (6.7) depén, en el seu segon sumand, del quadrat de 1’area, que al seu torn depén del
calat. A la figura 6.1 es mostra la forma grafica d’aquesta equacio.

4
1
¥
1
1
1
N |
1
calat |m)

Regim rapid

Energia Especifica (mca)

Figura 6.1 Variacio de [’energia especifica a un canal, en régim gradualment variat, per un cabal donat.

La corba en qiiestio té dues rames, la que queda per damunt del punt C i la que en queda per sota:

e Per sota del punt C, la corba és asimptotica a 1’eix horitzontal cap a la dreta. Com que es considera
que el cabal és constant, i tenint en compte que a mesura que s’apropa a I’eix horitzontal cap a la
dreta el calat tendeix a 0, aleshores 1’area mullada també hi tendeix. Per tant, queda:

. L 0 )
1yl£I(}E —1y1§3(y+ g = (6.8)
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e Per sobre del punt C, és asimptotica a la bisectriu del primer quadrant, cap amunt i a la dreta. En
aquest cas, per determinar 1’asimptota (y=b+m-x), cal trobar el pendent (m) i el terme independent
(b) de la recta que la defineix", fent els limits que es mostren a (6.9) i (6.10):

2 2
SR (R BT RN I R P .
yoe dy v 2g\ A )dy ) o= 2g\ 4
Q2
li + —(y+b)|=0=0=0
g{{[y e & )] = (6.10)

Es interessant esmentar que, en el cas que el flux no sigui gradualment variat (p. ex. en canals amb
pendents elevats), la corba d’energia especifica, per a un cabal donat, no és asimptotica a la bisectriu
del primer quadrant, tal com s’acaba de veure. Seguint tot el desenvolupament anterior (expressions
(6.9) i (6.10)), es comprén que aixo ¢s degut a la necessitat de corregir el terme cinétic amb el
coeficient de Coriolis i el terme corresponent a I’energia de pressido pel cosinus de 1’angle amb
I’horitzontal (expressio (6.4)).

Les tendencies asimptotiques demostrades apunten 1’existéncia d’un minim local d’energia especifica
(primera derivada nul-la):

E : 2 dA
d_=031+Q_(_ 2 440 (y)]:() (6.11)
dy 2\ A (y) dy
Analitzant I’element diferencial, a la secci6 representada a la figura 6.1 es pot deduir que:
dA
“Z_B
& (6.12)
de manera que de les dues anteriors expressions es pot escriure que:
Q2
——B= (6.13)
g4’ ()
A partir d’aquesta expressio, es defineix el parametre:
2
2 v
= A (6.14)
£ B

que es coneix com el nombre de Froude (Fr). Aquest és un parametre adimensional que dona idea de
les condicions del flux en lamina lliure, de manera que de (6.13), es pot concloure que el nombre de
Froude és igual a la unitat quan s’assoleix el minim d’energia especifica. Aquesta situacio rep el nom
de regim critic.

2
v

3 2 s .
1 =1= Fr° =1 Regim critic (6.15)
B

'3 Una recta asimptotica a una funcié E=f{y) és una recta d’equacié E=my+b, on el pendent m ha de coincidir amb el pendent de la
funci6 f{y) quan y — oo, i €l terme independent b ha de complir que f{y)—(my+b)=0 també quan y — oo, ja que és el moment en que

ambdos (funci6 i asimptota) acaben tallant-se.
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6.2.1 Discussio

A la vista del que s’ha plantejat fins ara es poden extraure les conclusions segiients (Puertas i Sanchez-
Juny, 2001):

e Donats un canal i un cabal determinats, existeixen infinits valors del calat, amb els quals aquest
cabal pot ser-hi transportat. Cada calat dona lloc a una energia especifica i, en particular, si es
dona régim permanent i uniforme, totes les seccions tenen la mateixa energia especifica (es manté
invariable).

e Existeix una energia especifica minima que permet transportar un cert cabal a un canal determinat.
Aquesta es dona quan el régim és critic (calat critic). Es interessant matisar que, amb una energia
especifica menor que aquesta minima, no €s fisicament possible transportar el cabal esmentat per
aquell canal.

e Es molt important no confondre el concepte d’energia especifica minima amb el concepte de
minima despesa energética. Com és ben sabut, la despesa energética augmenta quan ho fa la
velocitat, de manera que, donats un cabal i un canal, si s’aconsegueix reduir la velocitat, es fa a
canvi d’augmentar el calat, cosa que dona una despesa energética menor, perd una energia
especifica més gran (vegeu la definici6 (6.6)).

e Per a qualsevol valor de I’energia especifica més gran que la minima, hi existeixen dos possibles
calats (y; 1 y;’ de la figura 6.1) per a una mateixa energia especifica. Aquests calats solen
anomenar-se a la bibliografia (Chow, 1994; French, 1988, etc.) calats alterns. L’un, y;>y.,
correspon a I’anomenat régim lent o subcritic 1, a més, analitzant la definicié del nombre de
Froude (6.15), es comprova que dona Fr<1. L’altre, y,’<y., correspon a I’anomenat régim rapid o
supercritic, 1 també es comprova que dona Fr>1. El régim lent basa la seva energia en el calat,
mentre que el régim rapid la basa en la velocitat del flux. A 1’apartat 6.4.2 es discuteix com, per a
un canal donat, si es coneix el cabal circulant, depenent de la relacié entre el calat (y) existent a
una seccio i el calat critic (y.) corresponent a aquell canal i cabal (y>y. y<y.), el flux és lent (Fr<1)
o rapid (Fr>1), respectivament.

6.3 Relacio cabal — calat per a una seccio i una energia especifica donades

Es tracta, en aquest cas, d’analitzar la mateixa definici6 de 1’energia especifica que abans (expressions
(6.6) i (6.7)), perd estudiant com varia el calat en variar el cabal circulant, quan es fixa 1’energia
especifica disponible en una seccio. L’expressio que s’ha d’analitzar queda:

E=y+-2 =Q0=42gJE-y (6.16)

2g-A°

A la figura 6.2 es pot veure la forma d’aquesta corba i la seva relacio amb la corba estudiada a
I’apartat 6.2, és a dir, la corba que explica com varia el calat en variar I’energia especifica, per a un
cabal circulant donat.

Fent la primera derivada de 1’expressi6 (6.16), queda:

aQ _ AW T g (E—y)—A=
” 0=.2¢ ” JE-y A5 = 0=2B(E-y)-A4=0 (6.17)

I, com que de I’equacio (6.7) es pot escriure:
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Q2
—y=— (6.18)
A (y)2g
A A
y=Eo _
- Reégimlent
Régim rapid
! -
1 s >
0 6] ('31 (')3 Cabal (m*/s) Energia Especifica (mca) E,
Figura 6.2 Relacio cabal-calat en una seccio d’un canal, en régim gradualment variat, per a una energia
especifica donada. Comparacio amb la variacio de l’energia per a un cabal donat.
aleshores, (6.17) queda:
2'B' 2 2
— O —A=O:>Q—2-—=1:>
A2g A g'é (6.19)
B
que coincideix amb 1’expressio (6.15) deduida a 1’apartat anterior:
2
v 2
=Fr° =1
4 (6.20)
g
B

Es a dir, novament es constata I’existéncia d’un extrem local del cabal; en aquest cas, un maxim, per
una energia especifica donada, quan Fr=1. Es interessant adonar-se que la corba en giiesti6 no és
simétrica, depenent la seva asimetria de la geometria de la seccid, com es comprova en el seglient
exemple.

Exercici

Determinar el valor de ’energia especifica corresponent al régim critic, en un canal prismatic de
seccio rectangular d’ample B.

Tenint en compte que I’area mullada en una seccid rectangular val:
A(y)=By (6.21)

1 que en el cas de régim critic el nombre de Froude val 1, de (6.19), resulta:

(6.22)
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on es pot introduir el concepte de cabal especific (g), com el cabal que circula per unitat d’ample de la
seccio, és a dir:

q:

1O

(6.23)

D’aqui es dedueix I’expressié més comunament utilitzada per determinar el calat critic en una seccid
rectangular en funcio6 del cabal:

2

y, =L (6.24)
g

Amb aquest resultat es pot calcular quina és I’energia especifica corresponent:

o 1 11 ¢
E.=y.+ o= E =yt 6.25
YRy g YT B (623
Substituint per I’expressio (6.24), resulta:
E=y+lp 3 6.26
c yC 2 yf c 2 y(' ( * )

Per tant, si la seccio és rectangular, la corba que dona la variacio en un canal, del cabal en funcio6 del
calat per a una energia especifica donada, queda dividida exactament en la proporcié esmentada a
(6.26), tal com s’esquematitza a la figura 6.3. A la mateixa figura es mostra com, en el cas de la corba
de variacio de I’energia especifica en funcié del calat per un cabal donat, de la relacio (6.26) es
desprén que els punts d’energia minima (régim critic) corresponents a cada cabal (cadascuna de les

corbes de la familia definida) han d’estar alineats amb una recta que passa per 1’origen i t€ un pendent
3/2.

Ql:Qmax

calat (m)

=
Il
| w
=
calat (m)

27¢ 3
\ E, :5}’( [
: / /,f"/ N

- Ve

/.
‘ Enmin

0 Cabal (m? /5) QI:Qma)E Energia Especifica (mca)

Figura 6.3 Relacions propies dels canals prismatics de seccio rectangular.

6.3.1 Discussio

Igualment, a la vista del que s’ha plantejat fins ara, es poden extreure les conclusions segiients:
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e Conegut el canal i fixada ’energia especifica d’un determinat flux existeixen infinits calats
possibles, cadascun associat a un cabal diferent, en qué cada calat s’estableix per a un cabal
determinat.

e Com es comprova a la figura 6.2, si es talla la corba d’energia especifica-calat, per a un cabal
donat, per exemple Q;, Q, 0 Qs;, amb una recta E=E,, se n’obtenen els mateixos punts que tallant
la corba cabal-calat, per 1’energia especifica constant i igual a E,, amb les rectes verticals,
respectivament, per Q, Q; 0 Qs.

e Quan Fr=1, I’energia especifica és minima i el cabal transportat és el maxim possible. Per tant, es
podria pensar que el més idoni seria dissenyar el funcionament hidraulic de qualsevol flux en
lamina lliure, de manera que a totes les seccions Fr=1. Res més lluny de la realitat. Es dona la
particularitat que aquesta condici6 indueix el flux a una inestabilitat elevada, com es detalla més
endavant.

e Dit d’una altra manera: donat un canal concret i donada una energia especifica, no es pot
transportar un cabal més gran que el corresponent al régim critic (Fr=1). Qualsevol cabal superior
a aquest, per ser transportat en el canal en qiiestid, requereix una energia especifica també més
gran.

6.4 Regim critic. Régim lent i rapid. Propagacié d’una pertorbacio
Tal com s’ha introduit als apartats anteriors, el régim critic és aquell en el qual el cabal circula amb la
minima energia especifica. Aquest cabal coincideix amb el maxim que és possible que s’estableixi per
a aquell canal amb I’energia esmentada. Aquest régim s’ha definit com el régim critic, i s’ha pogut
demostrar, per tots dos casos, que en aquesta situacid el parametre adimensional

2

br= ;A (6.27)
B
que rep el nom de nombre de Froude, val:
Fri =1 (6.28)
Per simplificar, i tenint en compte que dimensionalment
A0) ] (6.29)
B [L] '

¢és una longitud caracteristica dins del flux (p. ex. en canals rectangulars és igual al calat). Aleshores,
el nombre de Froude es pot dir que, multiplicant numerador i denominador per p-L°, correspon al
quocient entre forces d’inércia i forces gravitatories que actuen sobre el flux:

v v F,,.
Fr2 I p - — inercia (630)
gL pgl F

gravitatories

En particular, tenint en compte que s’ha establert que en régim critic Fr=1, aleshores aquest régim es
caracteritza pel fet que les forces d’inércia s’igualen a les gravitatories.
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Tenint tot aix0 en compte 1 suposant, per simplificar (sense perdre generalitat), que es treballa en un
canal rectangular o, a manca d’aquest, en una seccid prou ampla, és valid:

A(y)
—r = 6.31
5 7 (6.31)
El nombre de Froude es pot escriure aleshores:
2
=" (6.32)
gy

Es obvi que si aquest parametre és adimensional, i al numerador es troba la velocitat mitjana del flux,
aleshores el denominador, també ha de representar una velocitat, que es coneix com la celeritat d’ona

de pertorbacio gravitatoria.
c=./gy (6.33)

6.4.1 Celeritat d’ona d’una pertorbacio gravitatoria

A Chaudry (1993) s’analitza la celeritat amb qué es mouen les ones de pertorbacié gravitatoria en un
canal. A continuacié es mostra un resum d’aquesta analisi, que pot trobar-se també a Puertas i
Sanchez-Juny (2001).

La idea parteix d’estudiar que és el que passa en una bassa circular d’aigua quan s’hi llenga un petit
objecte solid al centre. El solid genera un tren d’ones que, sortint des del centre va progressant cap a la
vora. Aquest tren és degut, com s’explica a Puertas i Sanchez-Juny (2001), a “la pertorbacié que la
irrupci6 de la pedra ha generat sobre les condicions hidrostatiques”. Aquesta pertorbacio és
precisament la que es coneix com a pertorbacio gravitatoria, i la velocitat amb que es propaga el seu
front, com la celeritat de I’ona de pertorbacid gravitatoria.

La pertorbacié generada es transmet en totes les direccions i es forma la imatge, tan caracteristica,
d’un tren d’ones concéntriques al voltant del punt d’impacte amb I’aigua i que se n’allunyen. Si
aquesta pertorbacid es provoca en una bassa allargada (amb 1’aigua amb velocitat aturada), la celeritat
de I’ona transmet la informacié en tots dos sentits.

A la figura 6.4 es mostra un front d’ona que s’esta desplagant amb una celeritat ¢, en un flux ara amb
una velocitat mitjana v, en un canal donat. En aquest esquema, el front d’ona s’estd desplacant
respecte d’un observador fix, amb una velocitat aparent:

v,=c+v (6.34)
[ mm e , 3 : - _:; _____ :
1 1 C_"V_Vw 1 Vw 1
I — > I T
: : — :
— | | 1 2\
1 1 1 1
| | Y, V-Vw | y+dy |
Y,V 1 y+tdy 1
—_—> ! vtdv-v, !
vidv ! ' '
! ] I
1 1 1
1 1 1
i l i
i

Figura 6.4 Front d’ona que es mou amb una celeritat ¢, en un canal amb un flux amb una velocitat mitjana v,
vist per un observador fix a l'espai (esquerra) i per un observador que es mou amb el front d’ona (dreta).
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Una de les hipotesis basiques és admetre que ¢ i v son constants. Aquesta hipotesi és acceptable si es
compleixen les condicions de flux permanent gradualment variat en un tram relativament curt. Aixi,
qualsevol observador que es desplaci amb 1’ona, amb una velocitat constant v,,, el que veu és el volum
de control de I’esquerra de la figura 6.4 fix en la seva posicid i unes velocitats de 1’aigua respecte
d’aquest observador que es descriuen a la dreta de la mateixa figura.

Acceptant que el canal és horitzontal i rectangular (per simplificar), amb aquest nou esquema es poden
analitzar els esforcos externs al volum de control, que corresponen a les pressions:

1 . 1 2
F=2pgy’ i F=-—pg(y+d) (6.35)
D’altra banda, la variacié de la quantitat de moviment per unitat d’ample és:

pPOA= p’[y-(v -, ):l[(v +dv-v,)—(v-v, )] =py(v—v,)dv (6.36)

de manera que, imposant el principi de la conservacié de quantitat de moviment en un fluid
incompressible en régim permanent, resulta:

%p-g-(y2 —(y+dy)2)=p-y~(v—vw)-dv (6.37)

En aquesta expressio es poden negligir els termes de segon ordre (dy?), i queda, després de simplificar
minimament:

—gdy=(v—v,)dv (6.38)
Draltra banda, es pot escriure també 1’equacid de continuitat:
y(v=v,)=(y+dy)(v+dv-v,) (6.39)
on, una altra vegada, negligint els termes de segon ordre, resulta:
ydv+dy(v—vw):O (6.40)
Finalment, combinant aquesta expressio amb 1’obtinguda a (6.38), resulta:

(v-v,) =g (6.41)
és a dir:

v, =vEyfgy (6.42)

Pero, cal recordar que s’havia definit la velocitat v,, de I’observador a (6.34) i, per tant, queda:

c=tg (6.43)

que és el que es volia comprovar.
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6.4.2 Discussio

Seguint amb I’exemple de la pedra que es llenca al canal, quan entra a I’aigua que s’esta movent en el
canal es produeix una pertorbacié de la superficie lliure: I’aigua amb més energia hidrostatica (a la
cresta) genera un desequilibri que provoca un moviment oscil-latori i un desplacament del front. Si
I’aigua en aquest canal s’esta movent amb una velocitat mitjana v, la velocitat del front d’ona respecte
d’un observador extern ve donada per I’expressio (6.42). En aquesta expressio, ambdos signes
representen els fronts que van, 1’un en el sentit del moviment i 1’altre en sentit contrari.

Exercici

Determineu en un canal qualsevol, que tingui un calat mig d’1 m, les velocitats aparents amb qué es
desplaca aigiies amunt i aigiies avall un front d’ona generat en llengar-hi una pedra a 1’aigua, en funcid
de la velocitat del flux.

En un canal amb un calat mitja d’1 m, la celeritat amb la qual es propaga una ona de pertorbacio6
gravitatoria és:

c=tJgy=3.1m/s (6.44)

Aleshores, les velocitats aparents en qiiestio, que vénen donades per 1’expressio (6.42), son:

Taula 6.1. Velocitats aparents amb qué es propaga una ona de pertorbacio
gravitatoria, en un flux amb una velocitat mitjana v, i calat d’1 m, respecte
un observador fix.

v(m/s) v, (m/s) vy (m/s) Fr(-)
0 3.1 -3.1 0

1 4.1 2.1 0.32

2 5.1 -1.1 0.64

3 6.1 -0.1 0.97
3.1 6.2 0 1

4 7.1 0.9 1.29

5 8.1 1.9 1.61

De la taula 6.1, que il-lustra 1’exercici anterior, es pot entendre que, si v<c, les ones es poden propagar
tant aigilies avall com aigiies amunt. Es pot apreciar com aixo succeeix mentre els nombres de Froude
siguin menors que 1. Quan v>c, aleshores només es dona propagacié de la informacio6 aigiies avall, i
es verifica que el nombre de Froude és més gran que 1.

Traslladats aquests raonaments a I’exemple de la pedra que ha servit de punt de partida, es comprén
que, si es llenga la pedra al canal de 1’exercici anterior quan per aquest circula aigua a 2 m/s, aleshores
I’efecte del llangament es propaga tant aigiies avall com amunt, mentre que si la velocitat de ’aigua
fos de 5 m/s, aleshores la propia velocitat del flux arrossegaria aigiies avall 1’efecte que fa la pedra
quan entra a I’aigua, 1 no es podria desplacar aigiies amunt. A Puertas i Sanchez-Juny (2001) es fa una
descripcio fisica més detallada d’aquest fenomen.

A T’apartat 0 ja s’ha definit que, si un calat (y) en un canal rectangular és més gran que el calat critic
(yo), es diu que el régim és lent o subcritic. En aquest cas, es verifica que:
v v
Frz = L < - = 1 b ja que v[ent < vc l ylent > yc = Enerc'iu < Fgravitataries (645)
g'ylenr gyc
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A 6.4.1 s’ha demostrat que:

Jor=c (6.46)

és la celeritat de petites ones gravitacionals que es poden donar a aigiies poc profundes en canals, com
a resultat de qualsevol canvi momentani en la profunditat local de I’aigua. Un d’aquests canvis pot ser
degut a pertorbacions o obstacles al canal que provoquen un augment o una disminucié del calat (p.
ex. I’impacte d’una pedra en llencar-la a un canal); aquestes pertorbacions creen ones que exerceixen
el seu pes sobre la resta del flux.

En régim lent, una ona gravitacional com aquesta es pot propagar tant aigiies amunt com aigiies avall.

Igualment s’havia definit que, si un calat (y) en un canal rectangular és més petit que el calat critic (y.),
aleshores es diu que el régim és rapid o supercritic. De manera que, contrariament a (6.45), ara resulta:

2 2
Vi %
2 _ rapid ¢ _ . .
Fro= . > . =1 ,Jja que vrapid > Ve 1 yrapid < Ve = Enercia > Fgmvitatories (647)
gy rapid g c

Ja s’ha discutit que en régim rapid una ona gravitacional no es pot propagar aigiies amunt, i només ho
fa aigiies avall.

Aquest és el criteri basic per distingir tots dos regims.

6.5 Concepte de seccio de control

En hidraulica de canals, s’anomena controlar el flux al fet d’establir una condicié definitoria del flux a
un canal aixo és, establir una relacio definitiva, si pot ser biunivoca, entre y i Q. Més concretament,
Chanson (2004) defineix la seccid de control en un canal com aquella seccid on es donen les
condicions de régim critic. Val a dir que els conceptes de “control” i “seccio de control” se solen usar
com a sinonims.

Aixi, encara que sembli redundant, es diu que la secci6 on s’assoleix el control del flux s’anomena
seccio de control. Es, per tant, una seccié adequada per ubicar-hi estacions d’aforament de cabals. En
aquestes estacions, les relacions entre el calat i el cabal circulant s’anomenen corbes d’aforament.

Tal com s’acaba de citar, i també s’havia vist en els anteriors apartats 6.2 i 6.3, el flux en régim critic
(expressio (6.15)) permet establir ’esmentada relacié biunivoca entre el calat i el cabal circulant,
relacio que ¢és independent de # i d’altres circumstancies no controlades.

La localitzacio de les seccions de control a un canal prismatic esta governada per ’estat del flux que
depén del pendent (i), de la seccio del canal i del cabal circulant. Aixi, si el régim és lent, les seccions
de control s’han de trobar sempre aigiies avall, ja que aquestes poden afectar el flux aigilies amunt.
Mentre que si el régim és rapid, s’han de trobar aigiies amunt, perqué en aquest cas afecten el flux
aigiies avall.

6.6 Exercicis proposats

1. Discutiu si les preguntes segiients son vertaderes o falses:

e [’energia especifica no depén de 1’energia potencial.
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En un canal prismatic, la derivada del calat respecte de I’abscissa només depen del pendent de
la solera, del pendent motriu i del nombre de Froude.

En un flux en lamina lliure, quant més gran sigui el nombre de Reynolds més gran que 1 és el
nombre de Froude.

El nombre de Froude a una seccié d’un canal, per a un cabal constant, €s sempre creixent amb
el calat.

En régim turbulent rugds, les pérdues d’energia en una conduccid a lamina lliure no depenen
de la viscositat.

Una seccid en la qual es forma un régim critic és una seccio de control.

Una secci6 on es dona un canvi de pendent en el sentit del moviment, de major a menor,
serveix de seccid de control.

En una secci6 en la qual es forma un régim critic, per definicio, les forces d’inércia s’igualen
amb les gravitatories.

En analitzar la variacid de ’energia especifica segons el calat en un canal, es constata
I’existéncia d’un calat pel qual I’energia especifica és maxima. Aquest calat correspon al
régim critic.

Per a una energia especifica donada en un canal, en analitzar la variacio del calat per diferents
cabals circulants, es constata que existeix un calat pel qual el cabal circulant €s maxim.

El cabal citat de la pregunta anterior és 1’idoni per al disseny en canals, ja que és el que permet
una capacitat maxima de desguas.

Quant més ample és un canal, més petit és el calat critic corresponent a un cabal determinat.

En un canal prismatic de seccid rectangular de 5 m d’ample, pendent de 0.1% i coeficient de
rugositat de Manning de 0.020, pel qual hi circulen 10 m*/s d’aigua: (vegeu les 5 qiiestions
segiients)

Si el pendent fos de 1’1%, tindria un calat critic més alt.

Si el coeficient de Manning fos més alt, tindria un calat uniforme més alt.

L’energia especifica corresponent al régim critic val 1.112 m.

Un calat d’1.177 m té un nombre de Froude Fr=0.5.

Si el nombre de Froude assoleix Fr=4, li correspon una energia de velocitat molt més gran que
I’energia de pressio.

Les set qiiestions segiients es refereixen al grafic de la figura. Discutiu si son vertaderes o
falses. Aquesta corba d’energia especifica en funci6 del cabal, per a un cabal donat, correspon
a un canal de seccid rectangular de 2 m d’ample que presenta una caiguda de 0.20 m en el
sentit del moviment. Negligint qualsevol pérdua de carrega entre 11 2:

El cabal circulant Q és aproximadament 4.48 m’/s.

El calat a la seccid 1 (y;=1.484 m) donat a la figura no és possible, ja que en tractar-se d’una
caiguda hauria de ser el calat critic.
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e Flcalata laseccio 2 és y,=1.231.
e Fl calat critic és y.=0.80 m.
e [L’energia especifica corresponent al calat critic és E.=1.2mca.

e Si el canal t€¢ un coeficient de Manning de 0.013 i el calat d’1.713 m correspongués al régim
uniforme, aleshores el pendent del canal seria 7.1%o.

e La corba d’energia especifica per al mateix cabal, corresponent a un canal de 3m d’ample,
quedaria a I’esquerra de la corba dibuixada a la figura.

A —>

1 02m bisectri

1.7137
yi=1.484

1.231

v

14 16 138

3. Representeu graficament la corba de calat - energia especifica per a un cabal donat de 3
m’/s en un canal prismatic de secci6 rectangular de 2.5 m d’ample, pendent geométric 0.001 i
coeficient de Manning 0.015. Discutiu la dependéncia de la corba amb el coeficient de
Manning, el pendent, ’ample del canal i el cabal.

4. Determineu, amb 1’ajut d’un full de calcul, la corba calat - energia especifica de la seccio de
la figura, per a un cabal donat de 50 m’/s.

a=2m

a=1.5m

A
A 4
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7 Ressalt hidraulic. Dissipacio d’energia

7.1 Descripcio del fenomen

El ressalt hidraulic és un fenomen local gque es produeix en un flux en [amina lliure que es déna quan,
per a determinats condicionaments hidraulics tant aiglies amunt com avall, es produeix un canvi de
regim rapid (supercritic) a regim lent (subcritic). Si € régim és permanent, es tracta d’'una ona
estacionaria que es caracteritza per la important dissipacié d energia que es produeix en el flux.
D’ aquesta definicio es dedueix que es manifesta amb un canvi sobtat (fenomen local) del calat, que
passa, en e sentit del moviment, d’un nivell baix aun nivell alt.

Sovint succeeix en un canal aigues avall d’ una comporta lliscant de regulacio (desguas sota comporta),
en la part d’aiglies avall d’'un sobreeixidor o en canvis bruscs de pendent (d’ elevats pendents a més
suaus).
Si lavariacio en € calat és petita, I’aigua no puja de manera brusca, sin6é que hi passa a través d’' una
serie d’ ondulacions que van disminuint gradualment de mida, es coneix aquest cas com a ressalt
ondulant. Per contra, si el canvi en la profunditat és gran (ressalt estable), s hi involucra unaimportant
perdua d’ energia, que permet mantenir el remoli que es crea localment (figura 7.1). Es a dir, aiglies
avall del ressalt el contingut d’ energia és significativament menor que abans d’ ell.

E;.>E, = AE=E,—-E; (71)
Esfaservir lanotaci seglient:

e E;: ésl’energia especifica abans del ressalt.

o E,: ésl’energiaespecifica després del ressalt.

2

1 2
5\
_M% L ’fD ’7\:/) T
V1 ~ _ O / {/ 7 — Y2
- ~ Y1 T T
G L ALAALLLLLLRLLE L]

Figura 7.1 Esgquema d'un ressalt ondulant i d’un ressalt estable.
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7.2 Ressalt hidraulic en canals de seccié rectangular.

Per definicio, s’anomenen calats conjugats al parell de calats aigiies amunt i avall del ressalt, o calat
inicial i final, respectivament.

7.2.1 Definicié de forca especifica

Si s’aplica el principi de conservacio de la quantitat de moviment en la direccid del flux, a un tram
sensiblement horitzontal (6= 0) i curt d’un canal prismatic, es poden tenir en compte les
simplificacions segiients:

6. Siel tram de canal considerat és curt, es poden negligir els efectes de la friccié amb els contorns.

7. Siel tram es considera practicament horitzontal, es pot negligir la component del pes de ’aigua en
la direccié del moviment.

8. I, finalment, si el canal se suposa prismatic, aleshores s’accepta la hipotesi de distribucio de
velocitats aproximadament uniforme, per la qual cosa els coeficients de Boussinesq a cada seccio
es poden considerar B; = 3, = 1

1 2
_—
Sentit del moviment
B o

Figura 7.2 Esquema de les accions que actuen en un volum de control definit per dues seccions 1i 2
properes, en un canal prismatic i un tram practicament horitzontal.

Amb tot, resulta:
p'Q'(Vz _vl):R_PZ (7.2)
on P; i P, son les forces hidrostatiques a banda i banda del volum de control, que valen
P=y7 4 (73)
essent z la distancia al centre de gravetat de les respectives arees mullades A4; per sota de la superficie
lliure. Substituint la relacid (7.3) a 1’equacié (7.2) i escrivint-la segons la velocitat mitjana a cada

seccio (v; = Q/4)):

2 2
O za=-Y iz .4 (7.4)
g4 g4,

igualtat que és valida a qualsevol seccid del canal que es consideri. Per tant es pot escriure:
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2
F:Q—+E-A (7.5)
g4

que rep el nom de for¢a especifica, on el primer sumand correspon a la quantitat de moviment del flux
a través d’una secci6 transversal A, per unitat de temps i unitat de pes, i el segon sumand representa la
forca per unitat de pes d’aigua o, el que és geométricament equivalent, el moment estatic de primer
ordre respecte de la superficie lliure.

Donats la geometria del canal i el cabal circulant, es pot analitzar com varia la forca especifica segons
el calat, per a un cabal donat. Es comprova, en aquest cas, que les dues rames que mostra la forma
parabolica de la corba son:

e Rama CM,: és asimptdtica a I’eix horitzontal i cap a la dreta.'®
e Rama CM;: augmenta cap amunt i indefinidament cap a la dreta (no té cap asimptota).'’

Aixi, amb aquesta forma, una mateixa for¢a especifica es pot donar en dos possibles calats, I'un en
régim lent i ’altre en régim rapid. Es comprova que aquests dos calats son, precisament, els calats
inicial i final del ressalt, que reben el nom de calats conjugats:

0 F Forca especificaim’) Energia Especifica (mea)

Figura 7.3 Variacio de la for¢a especifica segons el calat per a un cabal i un canal donats. Comparacio amb
la corba d’energia especifica.

Si es busca el valor del minim de la corba de forga especifica:
2 d(z-A
d_F=0:>_Q2dA+ (z-4)
dy g A" dy dy

=0 (7.6)

Si el calat (y) varia en una quantitat dy, aleshores la quantitat (z4) canvia en:

A(Z-A)=| 4(Z +dy)+ B-(d%) —z4 (1.7)

on cadascun dels termes que es troba entre paréntesis és:

—  A(Z +dy): moment estatic de primer ordre per a la variaci6 del brag estatic de I’area A.

' Quan el calat tendeix a zero, la forga especifica tendeix a infinit.

'7 Quan el calat tendeix a infinit, la forca especifica i la derivada de la forga especifica respecte del calat també tendeixen a infinit.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



114 Hidraulica

2
d . : -
B-% : moment estatic de primer ordre per a la variacio de 1’area A

Aquests dos termes representen 1’increment del moment estatic de primer ordre, prenent com a origen
la superficie lliure. negligint (dy)’, queda:

az4) 4y

& dy (7.8)
Per tant, finalment, tenint en compte que:
F > dA
d—:0:>— 0 z-d—+A:0
dy g A" dy
2 2
a4 _p Ypra=0=2 A (7.9)
dy g g B
e
A
d’on resulta una expressio que ha de comengar a ser familiar:
2
v
= ‘é—l—Fr (7.10)
& B

Efectivament, coincideix amb el criteri de régim critic que ja s’ha deduit anteriorment. Per tant, es
conclou que la minima forga especifica es dona per al calat critic (i viceversa). I igual com es deia que,
per a una mateixa energia especifica E;, existien dos calats (alterns), un per a cada régim, també per a
una mateixa forca especifica F, existeixen dos calats (conjugats), també un per a cada régim. Per
exemple, considerant que en ambdues corbes (figura 7.3) els nivells més baixos (y;) sén iguals (punts
M,), en aquest cas les dues corbes indiquen conjuntament que y, < y’, sempre. I, a més, la corba
d’energia especifica mostra que E, (energia especifica per y,) < E,’ (energia especifica per y,’) que és
igual que E;.

Es a dir, perqué F, sigui constant, el calat ha de canviar de y; a y,, a costa de perdre energia E,—E,=AE.

De tota manera, cal adonar-se que els raonaments que s’ha fet fins ara s’han establert a partir de
I’analisi d’un volum de control totalment genéric, definit a la figura 7.2. En aquest volum de control,
en cap moment no s’ha imposat el fet que entre les seccions 1 i 2 es produeixi un ressalt. Tot i aixo, a
partir de la conclusi6 observada al paragraf anterior, i atés que el flux cal que s’estableixi de la seccid
de més energia a la de menys energia, necessariament es dedueix, de I’observacio de la figura 7.3, que
el calat en régim rapid (y;) €s el que ha de ser el corresponent a la seccié d’aigiies amunt i el calat en
régim lent (y,), el corresponent a la d’aigiies avall. I, per tant, en aquestes condicions, necessariament
entre 1 i 2 s’ha de produir un canvi de régim de rapid a lent, que té associada una dissipacioé d’energia
AE, és a dir, s’ha de produir un ressalt. Per tant, y; i y, son calats conjugats.

Cas particular. Si el canal és rectangular, i es poden considerar negligibles les forces de friccid
externes i el pes efectiu de I’aigua'®, aleshores es poden considerar iguals la forga especifica abans i
després del ressalt:

'® Es pot acceptar aquesta hipotesi sempre que el pendent del canal sigui molt petit i que el tram d’estudi (entre la secci6 abans i després

del ressalt) sigui relativament curt.
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2 2
2 +EI-A1:Q—+EZ-A2 (7.11)
g4 g4,

essent B I’ample del canal rectangular

O=vd, i Q=v,4,
4 =By i 4,=By,
=2 i z=2

) )

(7.12)

Vi

Fr, = 7.13
= 713

Si se substitueix convenientment a (7.11) i s’escriu I’expressié que en resulta en funcié de Fr,” i de
y2/y1, queda:

3 3

iz —(2:F7 +1) L liopr =0 || 22| 4| 2 c2p2 | 21|20 (7.14)
0z N Wi N N

Aquesta equaci6 es verifica quan qualsevol dels dos factors sigui nul. Es a dir, quan:

R
Y

=0=y,=y (7.15)

o bé quan:

2

Ll 122 ogpe =o:>&=%-(./1+8-Frl2 -1) (7.16)
yl yl yl

Per tant, si la seccid és rectangular, la forga especifica es conserva en dos casos: quan els calats amunt
i avall coincideixin (régim uniforme) o quan siguin diferents perd acompleixin 1’equacio (7.16).

Cal adonar-se que en els calats que compleixen aquesta darrera equacio, si el calat aigiies amunt (y,)
és un régim rapid necessariament el d’aigiies avall (y,) ha de correspondre a un régim lent.

' Només cal tenir en compte que, essent les seccions 1 (aigiies amunt) i 2 (aigiies avall) les definides a la figura 7.2, igual que s’ha pogut
escriure la formula de Belanger com:
1
RE 7(«/1+8Fr12 —1)
»no2
també es pot escriure:
1
LAl 7(«/1+8Fr22 —1)
» 2
I, per tant, es pot obtenir facilment la relacio entre els respectius nombres de Froude:

%(\/1+8Frf —1):%: (\/l+8Fr,2 —1)(\/1+8Fr22 —1):4
2

De manera que, si a la seccio 1 aigiies amunt li correspon un régim rapid, és a dir, Fr,>1, aleshores:

JI+8F7 —1>2

I, per tant:
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Tal com ja s’ha dit anteriorment, els calats que relaciona I’equacié (7.16) y, 1 y; son precisament els
calats conjugats (inicial i final, respectivament) del ressalt. Aquesta es coneix com la formula de
Belanger dels calats conjugats en seccions rectangulars de canals prismatics. Cal fer notar que, si a la
figura 7.2 es canvia 1’ordre de les seccions i aleshores la seccid 1 passa a ser la seccio aigiies avall i la
2 la seccio aiglies amunt, I’expressio indicada continua essent igualment valida.

7.2.2 Longitud del ressalt

S’accepta, en general, que la longitud (L) d’un ressalt s’ha de definir com la distancia mesurada entre
la seccid d’inici i la seccié immediatament aigiies avall, on acaba la zona d’agitaci6 turbulenta.

Es pot considerar que:
L=k(y,—y),amb k=4+6.5 (7.17)
on k és un parametre que depeén de la geometria del canal:

e Siel canal és rectangular £=4...6.5, que a efectes practics se sol prendre k = 6.

6.5 :
+1=

6.0 1| —=—i=0.05 R e —— N
—a—i=0.10 //

wlf
/

2
=)
4.5 r 2
3.5 :/
3.0 T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14
Fri=y1/(g-y1)0.5

Figura 7.4 Longitud del ressalt hidraulic en un canal rectangular horitzontal. (Font: US Bureau of
Reclamation, 1974).

Hi ha d’altres estimacions per al cas de canal rectangular, com es pot veure a la figura 7.4. Es
una corba adimensional que, segons el pendent (7) del canal, depén del nombre de Froude a la
seccio del régim rapid i dona el valor de la longitud del ressalt adimensionalitzat amb el calat a
la zona de régim lent.

2(J1+8F17 -1)<4

que condueix directament a la conclusié que necessariament
Fr] <1

El flux a la seccio 2, aigiies avall, ha de ser subcritic, tal com es volia comprovar.
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e Siel canal és de secci6 trapezial, k£ depen del talus dels costats inclinats de la seccio:

Taula 2. Coeficient k (equacio (7.17)) per determinar la longitud dels ressalts en un canal trapezial,
en funcio del talus m de la seccio (1 vim h).
Talus m 0 0.5 0.75 1 1.25 1.5
k 5 7.9 9.2 10.6 12.6 15

Com que la longitud resultant d’un ressalt és petita, per comparacio de la longitud total del canal se sol
acceptar, a efectes generals, que el ressalt es produeix com una sobre-elevacié sobtada del nivell
d’aigua.

7.2.3 Pérdua d’energia

Com s’ha pogut veure a la figura 7.3, la dissipacié d’energia €s un fenomen inherent en un ressalt. Si
es considera, per simplificar, un canal prismatic de seccio rectangular, i de pendent petit en un tram
prou curt, es pot determinar explicitament 1’energia que es dissipa.

Escrivint el valor de I’energia a cada secci6 immediatament aigiies amunt i avall del ressalt, es té€ que:

2

\%
EI:yl+Z
)2 (7.18)
E, =y, +—*
2= 2g
2
1 B
_1 y2 — y
yi
Crb A A A A A LA A

Figura 7.5 Esquema d’un ressalt en un canal de seccio rectangular i pendent petit.

Aixi, es pot determinar la variacido d’energia AE, reescrivint la velocitat segons el cabal i 1’area
mullada de la seccio:

0r (1 1
AE=E1—E2=yl—y2+—2ng- P (7.19)

A continuacid, cal imposar que y; i y, son calats conjugats en un ressalt hidraulic i, per tant, que s’hi
conserva la forga especifica entre ambdues seccions:

2 2
E :F'2 :>Q—+&By1 :Q—+&-B-y2 (720)
gBy 2 gBy, 2

que es pot reordenar de la manera segiient

2 _ B 2 B 2
0 _(yz yl)z v: By (7.21)

gB\ yy, 2 2
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Q' [(»-»)|_B
17— == (=2 ) +») (7.22)
gB\ »wy, ) 2
Q' _B
o8 ==ty (7.23)
Substituint aquesta darrera expressio (7.23) a la (7.19), queda:
(1 1 \B
AE=E -E, =y, -y, + E‘[y—lz - y—j}?(yz +0 )Wy, (7.24)
que es pot simplificar i desenvolupar de la manera segiient:
1 4,2
AE =y, yﬁ—{yzz - ](yﬁyl)y1 ¥, (7.25)
4 1" V2
AE =y, -y, + rowen (¥ = M3 +») (7.26)
AE = IV =AYy + 3 — 3l + vy - 727
4y,y,
I, finalment, resulta:
3
AE=E, - E, :M (7.28)
4y,

7.3 Diferents tipus de ressalt. Ressalt hidraulic lliure i submergit

7.3.1 Tipus de ressalt

A Chow (1994) es presenta una classificacid interessant dels ressalts hidraulics segons el nombre de

Froude en la seva seccid en régim rapid. A continuacié se’n mostra un resum:

A)l < Fr; < 1.7: ressalt ondulant

Es caracteritza per I’existéncia d’ondulacions permanents, perd no s’aprecia cap mena de trencament

en la continuitat de 1’aigua. No s’hi forma escuma ni entrada d’aire.

2

Y1

AVAS~S

N—7
—> ~ >

-

BE

>

950,

$00009999999999999999099024

49595

Figura 7.6. Esquema d’un ressalt ondulant.
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B) 1.7 < Fr; < 2.5: ressalt debil

En aquest cas s’observa la preséncia de petits remolins sobre la superficie del ressalt. Aigiies avall,
pero, la superficie s’aprecia uniforme. En un ressalt com aquest la pérdua d’energia es baixa.

—
Y2
—_—
SAAAA
Figura 7.7. Esquema d’un ressalt debil.

C) 2.5 < Fr; < 4.5: ressalt oscil-lant

La superficie lliure, aigiies avall del ressalt, presenta oscil-lacions de periode irregular que poden
viatjar al llarg del canal fins i tot algun quilometre.

L~
Y2
| >
Y1
L AR

Figura 7.8. Esquema d’un ressalt oscil-lant.

D) 4.5 < Fr; < 9.0: ressalt estable

Aquesta ¢és la situacio ideal per dissipar energia (en general, entre el 45% i el 70% de la inicial). Es

caracteritza per la formacié d’un gran vortex i pel fet que aigiies avall (en la zona de régim lent) la
lamina d’aigua és prou estable.

§\;su>

Figura 7.9. Esquema d’un ressalt estable.

E) 9.0 < Fry: ressalt fort

Aparentment, és molt semblant a 1’anterior, perd en aquest cas €s més inestable, perque es generen

més ondulacions aigiies avall, essent 1’aspecte for¢a caotic. La dissipacié d’energia és propera al 85%
de la inicial.
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Figura 7.10. Esquema d’un ressalt fort.

Exercici

A continuaci6 es compara I’energia que es dissipa en un ressalt corresponent a cadascun dels casos
anteriors. Sense perdre generalitat de la comparacio, se suposa canal prismatic de secci6 rectangular de
2 m d’ample i pendent petit. El cabal circulant és de 2 m’/s. S’obvia la manera com s’aconsegueix la
formacio del régim rapid aigiies amunt, i s’analitzen els casos segiients, on els calats corresponents al
régim rapid son: 0.22 m, 0.26 m, 0.32 m, 0.38 m, 0.48 m, 0.54 m, 0.64 m i 0.74 m.

Taula 3. Caracteritzacio hidraulica dels ressalts analitzats.

yi(m) v; (m/s) _ E, (mca) Fri(0) y2(m) AE (mca) %oE gissipada
0.22 13.64 9.70 9.28 2.78 6.86 70.72 Ressalt fort
0.26 11.54 7.05 7.22 2.53 4.44 63.08 Ressalt estable
0.32 9.38 4.80 5.29 2.24 2.47 51.43 Ressalt estable
0.38 7.89 3.56 4.09 2.02 1.43 40.15 Ressalt oscil-lant
0.48 6.25 2.47 2.88 1.73 0.59 23.79 Ressalt oscil-lant
0.54 5.56 2.11 2.41 1.59 0.34 16.06 Ressalt debil
0.64 4.69 1.76 1.87 1.40 0.12 7.03 Ressalt debil
0.74 4.05 1.58 1.50 1.25 0.04 2.24 Ressalt ondulant
350 10.00
Y 1 900
3.00 ¢ —)Sd(ir:s)\pada (mca) 1 800
250 - / 1 7.00
£ee oo
g: 1.50 1 / 1 400 §
1.00 4 3.00
1 2.00
0-50 1 >g 1 100
0.00 ‘ : : : ‘ 0.00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 1000 12,00

Fr1

Figura 7.11. Comparacio dels calats conjugats enfront del nombre de Froude amb [’energia dissipada en el
ressalt.

7.3.2 Ressalt submergit o negat

En régim permanent, ’exemple més tipic de ressalt submergit es produeix en un desguas sota
comporta (figura 7.12) quan el flux, aigiies avall d’aquesta, imposa a la sortida un calat superior al
conjugat del régim rapid. L’ofegament del ressalt provoca que el doll d’aigua que surt sota la
comporta queda submergit sota una massa d’aigua que no mostra un moviment preferent en cap
direccid i una agitacio elevada. D’aquesta manera, el flux queda dividit en una part inferior on 1’aigua
esta en moviment, i una part superior, on 1’aigua hi esta practicament estancada.
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$vi/2¢ t

AH
yl A

A Y’z

Y3
¢ 2= Cc'a
v \4 \A 4
1 2 3

Figura 7.12 Esquema tipic d’un desguas sota comporta submergit pel nivell d’aigiies avall.

Com a primera aproximacio, es pot analitzar el flux que s’hi estableix, considerant les simplificacions
segilients (notacio usada a la figura 7.12):
— El flux a la sortida de la comporta t¢ una velocitat efectiva corresponent al calat y, pero, en
canvi, la carrega de pressio és deguda al calat y .
— L’energia que es dissipa es considera deguda fonamentalment a 1’expansié que es produeix
entre y, 1 y3. Tot i que es produeix alguna peérdua de carrega entre 1 i 2, aquesta se suposa
negligible comparada amb [’anterior.

Per tant, amb tot aixo es pot plantejar la igualtat de quantitat de moviment entre les seccions 2 i 3:

¢ |\ y_4 »

gy, 2 gy 2 (7.29)

de manera que, si es divideix tot per y;’, es pot obtenir I’expressio segiient, que dona la relacié de

submergencia de la comporta:

, %

Lol {1 —&j (7.30)
V3 Vs

Cal fer notar que, per les condicions de partida que s’han imposat, el calat y; és més gran que el calat
21, a més, les condicions a la seccid 3 son de régim subcritic; per tant, en qualsevol cas:

2-Fr ( —%J <0 (7.31)
2

Aixi doncs, I’expressid (7.30) té solucidé només en el cas que:

1

2{ ¥ _lj (7.32)
b

Fr} >

I, a més, aquesta solucid dona sempre que y; <y,. Com és obvi, el cas limit en el qual y; =y,
correspon al cas de desguas lliure i aleshores 1’equacio (7.30) coincideix amb la férmula de Belanger.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



122 Hidraulica

Per acabar d’entendre com I’ofegament del desguas de la comporta n’afecta el funcionament, cal
analitzar el funcionament del pas de I’aigua sota una comporta, que s’analitza al capitol 7.

7.4 Ressalt en canals de seccié no rectangular

No existeix una expressido analoga a la de Belanger per als canals no rectangulars. En aquests casos,
cal anar al punt de partida i plantejar I’equacio de conservacioé de la quantitat de moviment o, el que és
el mateix, la conservacid de la forca especifica (igualtat (7.4)), que, suposant negligible el pes de
I’aigua en la direccid del moviment i la longitud del ressalt poc significativa, es pot resoldre,
numeéricament, en diverses iteracions.

Exercici

A la secci6 trapezial de la figura 7.13, per on circula un cabal de 10 m*/s, es dona un ressalt hidraulic.
Si se sap que el calat corresponent al régim rapid és igual a 0.5 m, es demana determinar-ne el calat
conjugat, com també 1’energia que s’hi dissipa.

P B=b+2y R
ry
y
45°
v V
b=1 m

Figura 7.13 Esquema de la seccio trapezial.

L’exercici, per determinar els calats conjugats, es resol plantejant 1’equacié d’igualtat de forces
especifiques (definicio (7.5)) entre abans i després del ressalt:
2 2
F=F :Q—A+Z-AI:Q—A+22-A2 (7.33)

1 Ez7)

Tot el primer terme d’aquesta expressio €s conegut, mentre que del segon es coneix tot menys el calat
corresponent al régim lent. Per tant, resulta una equacié no lineal amb una sola incognita, que cal
resoldre convenientment.

Es necessita congixer 1’area del trapezi, com també la profunditat a la qual es troba el seu centre de
gravetat:

b+ B.
A4 = 2 =y, i=1,2 (7.34)
_ v, b+ 2B, )
z =y ———7= i=1,2
Rty (7.35)

Per tant, en aquestes condicions, si y;=0.5 m, i la seccid ve definida tal com es descriu a la figura 7.13,
resulta que:
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B =2m (7.36)
A4,=0.75m (7.37)
7,=0.222m (7.38)

I, per tant, si el cabal circulant és 10 m’/s, la velocitat a I’inici del ressalt val:

v, =%=13.33m/s (7.39)

1
I el nombre de Froude corresponent al régim rapid és:

Fri=—1_=695
A4 (7.40)
gi
B

1

tractant-se d’un ressalt estable. En aquestes condicions, I’energia i la for¢a especifica abans del ressalt
valen, respectivament:

; 13.33°

\%
E=y+-1=05+ =9.561m 41
1 =N 2¢ 2g (7.41)
o _ 10° 3
F= +z,4, = +0.222-:0.75=13.758 m (7.42)
g4 2:0.75

Escrivint la igualtat de forces especifiques abans i després del ressalt segons el calat en régim lent,
resulta:

10?

F, =F, :>13.758=m+52(y2)'A2(y2) (7.43)
A4, =1+y,)», (7.44)
Z=7 —%% (7.45)

que queda finalment:
13.758=ﬁ+)§ G%yzj (7.46)

En resoldre-la dona:
v, =2.948m (7.47)

i queda una energia, un cop s’ha produit el ressalt, de:

2 2
E, =y, +22 =2.0484 285
2g 2g

=2.985m (7.48)

que representa una dissipacié d’energia del 68.8 %.
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7.5 Exercicis proposats
1. Discutir si les seglients afirmacions son verdaderes o falses:

e Com més gran sigui el nombre de Froude a la zona de régim rapid, més gran és la dissipacio
d’energia en un ressalt hidraulic.

e Enun riu en condicions naturals no es pot produir un ressalt hidraulic.

e En un ressalt hidraulic, quant més gran ¢és la diferéncia de calats entre el regim rapid i el lent, més
gran €s la dissipacié d’energia que s’hi dona.

e En un canal, es pot passar de régim lent a régim rapid en el sentit del moviment gracies a
I’existéncia del ressalt hidraulic.

e Lalocalitzacio d’un ressalt depén de la rugositat del canal o riu.
e En el desguas sota comporta, si és lliure, segur que es troba en régim rapid.

e Una de les hipotesis basiques que s’han d’acceptar per obtenir la férmula de Belanger és que les
distribucions de pressio a les seccions d’estudi son hidrostatiques.

e Una condici6 imprescindible perqué es produeixi un ressalt en un canal és que hi hagi alguna
seccid en régim critic.

e El ressalt hidraulic sempre provoca una pérdua d’energia.

¢ En determinades circumstancies, el ressalt hidraulic permet passar de régim lent a rapid.

e Aigiies avall d’un desguas amb comporta sempre es produeix un ressalt.

1. Un assut de 10 m d’altura i ample B = 25 m forma en la seva cresta un perfil estricte, de manera
que usa el seu propi cos per evacuar els cabals excedents que hi arriben. El maxim cabal que es
preveu que hi circuli per sobre és de 150 m’/s. En aquestes condicions, s’estima que la carrega

(energia mecanica per unitat de pes) que es disposa aigiies amunt de 1’assut és d’1.5 mca (mesurat
per sobre de la cresta) i que sobre 1’assut el flux experimenta una perdua d’energia donada per:

2
0.15 7
2g
Tenint en compte que es vol controlar el vessament sobre 1’assut prenent les mesures oportunes
per provocar un ressalt hidraulic just al costat del seu peu, i considerant que aigiies avall de I’assut
es pretén endegar una gran longitud de riu, que es pot prendre de seccid rectangular d’ample igual
al de I’assut i amb una rugositat donada per un coeficient de Manning n = 0.025:

a. Determineu quina és I’energia que es dissipa en el ressalt.

b. Calculeu quin és el pendent (i) que cal donar a ’endegament per tal de provocar que es formi
un ressalt hidraulic just al peu de ’assut.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



7 Ressalt hidraulic. Dissipacié d’energia 125

Y

hgisseny = 1.5 m e
A4
Iy

Qdisseny= 150 mJ/S

H=10m

2. A la secci6 trapezial de la figura, hi circula un cabal de 15 m¥/s, i es dona un ressalt hidraulic. El
calat corresponent al régim lent és igual a 0.5 m. Es demana que en determineu el calat conjugat,
com també ’energia que s’hi dissipa.

A
v

45°
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8 Moviment gradualment variat

8.1 Equacio del moviment

8.1.1 Hipotesis basiques

A continuacio, s’analitza el flux gradualment variat en un canal prismatic. Es a dir, la situacio en la
qual les caracteristiques hidrauliques del moviment no varien en el temps perod si que ho fan, de
manera gradual, al llarg del canal. En resum, les caracteristiques principals del flux que s’analitza son:

e Reégim permanent, és a dir, independent del temps.
e Linies de corrent paral-leles, de manera que es pot acceptar que la distribucié de pressions, a

qualsevol seccio del canal, és hidrostatica.

Amb tot, les hipotesis principals que cal plantejar per a la determinacié de 1’equacié del moviment
permanent gradualment variat en un canal son:

— Lapérdua de carrega per unitat de longitud en una seccid €s la mateixa que per a un flux uniforme

que tingui la mateixa velocitat i el radi hidraulic de la secci6. O, dit d’una altra manera, 1’equacio
del flux uniforme es pot emprar per avaluar-ne el pendent motriu (/).
Aquesta és una hipotesi basica, que mai no s’ha acabat de confirmar ni experimentalment ni
teorica, perd s’ha comprovat que els errors que pot implicar acceptar-la son petits comparats amb
altres incerteses del problema (p. ex., la determinacid acurada del coeficient de rugositat de
Manning, 7).

— El pendent del canal és petit. Aquesta hipotesi du com a conseqiiencia que:
= La profunditat mesurada en la direcci6 vertical o en la normal al fons coincideixen.

= El factor corrector de la pressié és cos” 8~ 1.

= No es produeixen fenomens d’entrada d’aire i, per tant, el pes especific de 1’aigua es manté
constant i, en general, de valor y=9810 N/m’.

— El canal és prismatic (alineament i forma constants).

— La distribucié de la velocitat a una secci6 és fixa i, per tant els coeficients de Coriolis (&) i
Boussinesq (/) son constants.

— El coeficient de Manning (n) és independent del calat i constant a través i al llarg del tram de canal
considerat.
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8.1.2 Equaci6 dinamica del flux gradualment variat
Considerant les hipotesis anteriors, 1’energia per unitat de pes per sobre del nivell de referéncia en una

secci6 determinada es pot escriure com:

v2

H=z+y+o— (8.1)
2g

Considerant que I’eix horitzontal (x) coincideix amb el fons del canal, es pot fer la derivada de (3.1) en
aquesta direccid (respecte de 1’eix x). Resulta:

dH dz dy d(Vv
= —+to (8.2)

dx dx dx dv\2g

o }} Paral-lela al pla de referéncia A
ai T B e | AH
2g i Linia d’energia™ = ~-----____ A
oo |
-X-1----- T <<y |
Lo !
Lo i
I [
| == i
ia I . i
d-cosf |yl igjl " Superficie lliure de I’aigua !
) N
N gl
90>+ ¥
/r N
!' | :'
- Fons del canal i
| ——1( '™\90°
|
| |
i q
v ! Pla de referéncia !
S SV R e i =
2

Figura 8.1 Esquema del volum de control definit per dues seccions qualssevol 1 i 2 properes, en un canal
prismatic de pendent 6.

S’hi observa que tant la cota del fons de la seccid (z) com [’energia total per unitat de pes (H)

disminueixen quan avanga x; per tant:
dH

-1
dx (8.3)

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



8 Moviment gradualment variat 129

De manera que (8.2) es pot escriure de la manera segiient:

2
dx 2g dy\ A" ) dx

on, reordenant termes, queda:

dy _ i—-1
- 2
dx 1+0{‘Q_d(12j (8.5)
2g dy\ 4
ija que:
2 2 2
aQ_i(sz = OK'Q—{—%)'B = - v

2g dy\ 4 2¢\ 4 4 (8.6)

]

Si addicionalment es considera que la distribucié de velocitats en la seccid d’estudi, és
aproximadament uniforme (o=1), aleshores:

dy _ -1

dx 1-Fr?

(8.7)

Es I’anomenada equacié de les corbes de rabeig, valida per al cas de moviment gradualment variat,
distribucié hidrostatica de pressions, distribucio uniforme de velocitats, canal prismatic i pendents (6)
petits. Es tracta d’una equacio6 diferencial ordinaria de primer ordre i no lineal. Es necessaria, per tant,
una condicid de contorn en alguna seccio del canal (capitol 3 apartat 4):

e Si el régim ¢és lent, la condicié de contorn cal que es trobi a I’extrem aigiies avall. En tal cas,
I’equacio s’integra aigiies amunt.

e Si el régim ¢és rapid, la condicié de contorn ha trobar-se a 1’extrem aigilies amunt, i integrar-se
aigiies avall.

e Si el régim és critic, s’hi aprecien problemes numerics ja que, en tal cas, el denominador s’anul-la
(1-Fr*=0), i aix0 dona idea de la inestabilitat que presenta aquest régim a la naturalesa.

8.2 Corbes de rabeig en un canal prismatic

Les possibles relacions entre calat normal (y,) i calat critic (y.) permeten establir diferents tipologies
dels canals, que condueixen a comportaments hidraulics significativament diferents:

— Yo > ¥.. El régim uniforme correspon a valors del nombre de Froude menors que u (régim lent).
Per definicio, aquests canals s’anomenen canals de pendent moderat, que donen lloc a les corbes

de rabeig de tipus M (mild en anglés).

—  yp = y.. En aquest cas, el régim uniforme coincideix amb el régim critic. Per definicid, aquests
s’anomenen canals de pendent critic, que donen lloc a les corbes de rabeig de tipus C.

— ¥y < .. El régim uniforme correspon a régim rapid. Per definicid, s’anomenen canals de pendent
fort, que donen lloc a les corbes de rabeig tipus S (de I’anglés, steep).
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Aquests tres tipus de canals responen estrictament a la relacid existent entre calat normal (yy) i calat
critic (y.). Es interessant adonar-se que el calat normal depén de la geometria del canal (secci6 i
pendent), el cabal i la rugositat, mentre que el calat critic ho fa de la secci6 i el cabal. Aixo fa que, en
un mateix canal (donats la seccio, el pendent i la rugositat), en funcié del cabal circulant pugui arribar
a ser de tipus M, C o S. Per altra banda, existeixen dos tipus més de canals que s’estableixen segons el
valor del pendent del canal, és a dir, per a condicions basicament geomeétriques, que es caracteritzen
pel fet que el calat uniforme no hi esta definit:

—  yo — oo. El régim uniforme no existeix. Es pot donar en el cas de canals de pendent nul, i donen
lloc a les corbes de rabeig de tipus H.

— yp — oo. El mateix cas es pot donar quan hi ha pendent advers, que dona lloc a les corbes de rabeig
de tipus A. Val a dir que, un petit tram de canal amb pendent advers és possible, tot i que el flux
no pot mantenir-se en canals molt llargs.

Amb tot aix0, les linies paral-leles a una distancia del fons y, i y., divideixen 1’espai en tres zones:

e Zona 1: per sobre de la linia superior.

e Zona 2: entre les dues linies.

e Zona 3: per sota de la linia inferior i fins a la solera del canal.

YoOye

Figura 8.2 Zones en que queda dividit el semiespai per damunt de la solera d’un canal prismatic.

Per tant, existeixen unicament 13 possibles corbes de rabeig com a solucions de I’equacio (8.7) dins de
cada regio, resultat de les combinacions possibles de les tres zones amb les tipologies M, S, C, H1i A:
M1, M2, M3, S1, S2, S3, C1, C2, C3, H2, H3, A2 i A3.

Exercici

En el cas d’un canal prismatic de secci6 rectangular d’ample B i coeficient de Manning » estudieu, en
funcio del cabal circulant, el tipus de canal M, S o C.

Sense perdre generalitat, per a una major simplicitat dels calculs es planteja el cas d’un canal prismatic

de seccid rectangular d’ample B, coeficient de Manning # i pendent geomeétric i. Es vol analitzar quan
el canal és tipus de M o de tipus S en funcid del cabal circulant.
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Si s’escriu la formula de Manning per obtenir el calat uniforme, en funci6 del cabal, es té que:

B nZ'QZ
By, ) By (8.8)
B+2y, ‘

Fixat el cabal O, la rugositat n i ’ample de canal B, si s’imposa que el calat uniforme () coincideixi
amb el calat critic (y.), el pendent resultant és el pendent critic que defineix els canals de tipus C. En
aquest cas, imposant que el calat uniforme sigui igual al calat critic:

o
y() _yc - Bzg (89)

resulta:

i _ nZ_QZ

> 3
B2 2
Bg Bz{ 0 j (8.10)
2
Q2 B g
B+2i/32
g

Amb aquesta expressid en un canal donat, és a dir, coneguts I’ample B i el seu coeficient de Manning,
es pot calcular el pendent critic associat a cada possible cabal circulant. En els grafics anteriors (figura
8.3) es poden veure les corbes que defineixen com varia el pendent critic en funcié del cabal. De
manera generica, s’hi aprecia que cada pendent critic es pot donar per dos possibles cabals, fet que
provoca I’existéncia d’un pendent critic minim relatiu. S”han comparat dues situacions diferents:

1) Coeficient de fregament de Manning constant (i, en aquest cas, igual a n = 0.015) i ample del
canal variable. En aquest cas, s’observa que quant més ample és la seccid el valor del minim
pendent critic tendeix a ser menor, alhora que a aquest pendent minim li correspon un cabal,
també, cada cop més gran. [gualment s hi observen uns encreuaments entre cada corba que fan
que, per a cabals inferiors als encreuaments esmentats, el mateix cabal estigui associat a
pendents critics més petits quant més petita sigui la seccié i, al contrari, per a cabals majors a
aquells en qué les corbes es tallen.

2) Ample constant (i, en aquest cas, igual a B =15 m) i coeficient de Manning variable. En aquest
escenari s’aprecia que, per a cabals constants, menors coeficients de Manning s’associen a
menors pendents critics, i el cabal corresponent al minim pendent critic €s, en cada cas,
practicament constant.

Essent el pendent geométric del canal, per exemple i=0.0044 (tal com s’il-lustra a la figura 8.3), on
> (ie)minim (€n €l cas que es mostra, (i.)iin=0.00344 al qual li correspon un cabal aproximadament de
12 m’/s), un cabal entre 1.885 i 55.28 m’/s, el tipus de canal és S. Es aixi ja que el pendent critic
corresponent a qualsevol cabal dins d’aquest interval és inferior al pendent geométric. Per a cabals
inferiors a 1.885 o superiors a 55.28 és un canal M, ja que en aquests casos els pendents critics
associats son més grans que el geomeétric. A més, com que el pendent de 0.00344 ¢s el menor pendent
critic associat al canal de 5 m d’ample i coeficient de Manning 0.015, per a qualsevol pendent més
petit d’aquest valor el canal sempre és M, per a qualsevol cabal.
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0-008

U uuo

pendent

e—

D

0.1

1 1.885m°

10

Cabal (m3/s)

55.28m° 100

——B=5m; n=0.015 ——B=5m; n=0.018 —— B=5m; n=0.020

;
7
1

=)
=)
EN

pendent

(=]

0.1

1 1.885m%s
Cabal (m3/s)

55.28m°%/s 100

1000

Figura 8.3 Relacio entre el pendent critic en un canal prismatic de seccio rectangular d’ample B i coeficient
de Manning n en funcio del cabal circulant.

8.2.1

Corbes M

En un canal M, per definicid, s’ha de donar que el calat uniforme sigui més gran que el critic (yy > y.),
d’on, analitzant la formula de Manning, s’observa que el pendent geometric del canal (i)
necessariament ha de ser menor que el corresponent pendent critic (i < i) que és aquell que faria que,
per a aquella mateixa seccio i cabal, ambdos calats (uniforme i critic) coincidissin.

D’altra banda, en el cas de régim uniforme s’ha establert que el pendent motriu corresponent al régim
uniforme (/y) ha de coincidir amb el pendent geomeétric del canal (i) (/y=i). Per tant, per exemple, a la
zona 1 d’un canal M, com que es dona que y >y, aleshores v<v i, per tant, / < I,. De manera analoga

es raona per a les zones 2 i 3.
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Fr<1,I<i:>d—y>0

......... dx 1
Fr<1,I>i:>d—y<0 )
dx
F>1.1>i%s0 ——1 Yo
dx 3 Ve

Figura 8.4 Caracteritzacio de les diferents regions que es defineixen en un canal M.

Segons el criteri de signes establert per les abscisses x (veure figura 7.2), x, > x;, aleshores, a fi
d’entendre els signes de la derivada dy/dx, també cal tenir en compte que:

— Quan y,=y,, aleshores la lamina d’aigua és paral-lela a la solera, és a dir el pendent de la lamina
lliure coincideix amb el pendent geométric del canal, i es dona que:

% =(0 = Pendent de la lamina lliure = i (8.11)
X

— Siyp>y,, aleshores la lamina d’aigua disminueix aigiies avall, és a dir el pendent de la [amina lliure
és més gran que el pendent geométric del canal, i aleshores:

lim 22— = & < 0= Pendent de la lamina lliure > i (8.12)

noN X, =X, dx

—  Si y;<y,, aleshores la lamina d’aigua puja aigiies avall, és a dir, el pendent de la l[amina lliure és
més petit que el pendent geométric del canal:

lim 22~ = L >0 = Pendent de la lamina Iliure < { (8.13)

noN X, —X,  dx

Dx X2
X2>X1 |

Figura 8.5 Consideracions sobre els signes de la derivada dy/dx.
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Corba M1. A la figura 8.4 es mostra que a la zona 1 dy/dx > 0, és a dir, que augmenta el calat () amb
I’abscissa (x). Aleshores:

— En el limit, el calat com a molt pot valer: y — oo en aquest cas v — 0 i, per tant, també Fr — 0
i1 — 0. Imposant aixo a I’equacié (8.7) es dedueix™:

Quan y > e = % — 1= El calat y tendeix a ser horitzontal. (8.14)
X

I, com que a la zona 1 la lamina d’aigua ha d’anar disminuint aigiies amunt (d)/dx > 0), només
pot fer-ho, en el limit, fins a y;.

—  Quan y — y,, aleshores I — i, i imposant-ho a (8.7) s’obté:

Quan y =y, = % — 0= FEl calat y tendeix a ser paral-lel a la solera. (8.15)
X

Aquesta corba és el perfil tipic de la lamina d’aigua aiglies amunt de la cua d’un embassament. Des
del punt de vista practic, és un dels perfils més importants.

Corba M?2. En aquest cas, dins de la zona 2 s’ha vist que dy/dx < 0 (figura 8.4), que significa que el
calat ha de disminuir amb I’abscissa. En aquest cas:

— Siy — yy, aleshores I — i que imposant-ho a (8.7) condueix a (8.15), €s a dir, en aquest cas la
corba M2 tendeix al régim uniforme en el seu extrem aigiies amunt. Per tant, el calat ha d’anar
disminuint aigiies avall i només pot fer-ho, en el limit, fins a y...

—  Quan y — y,, aleshores el nombre de Froude Fr — 1, d’on analitzant (8.7) s’obté que:

Quan y =y, = % — oo = F] calat tendeix a ser perpendicular al canal. (8.16)
X

Per tant, la corba M2 tendeix, en el seu extrem aigiies avall, a ser perpendicular a la solera i a
la linia de y..

Aquesta corba correspon al perfil de la lamina d’aigua en un canal prismatic que arriba a un
embassament, on el nivell de la I’aigua es troba per sota de y., o entre y. i y,.
Corba M3. Dins de la zona 3 a la figura 8.4 s’ha justificat que dy/dx > 0 i, per tant, que €s una corba

que augmenta el calat quan augmenta 1’abscissa (aigties avall):

— Siy—>y,, aleshores Fr — 1 i, per tant, de (8.7) s’arriba a la mateixa conclusi6 que (8.16), i per
tant es conclou que la corba M3 tendeix a ser perpendicular a la solera i a la linia de y..

2 Lexpressio (8.3) és la definicié del criteri de signes emprat, de manera que si dz/dx = —i, quan s’escriu que dy/dx — i, significa que la
lamina d’aigua tendeix a I’horitzontal, tal com es dedueix del grafic segiient:

y

|+
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— A D’altre extrem, quan y — 0 implica que Fr — oo i [ — oo, que de (8.7) es dedueix que:

Quan y >y, = % — = = indeterminacio (8.17)
X

(e e}

L’extrem teoric aiglies amunt intercepta el fons del canal (y—0) i, per tant, v—eo. En aquest
extrem, la corba M3 teoricament no existeix.

Aquest és el perfil que es dona sota una comporta quan I’obertura d’aquesta és menor que el valor del
calat critic.

8.2.2 Corbes S

Un canal S s’ha definit com aquell on y, < y. de manera que, analitzant la féormula de Manning,
s’observa que i > i..

d
Fr<1,I<i:>—y>0 1

d
Fr>1,I<i:>—y<0 2

—_ dx

d
Fr>1,1>i=250 [ I Ve
Yo

Figura 8.6 Caracteritzacio de les diferents regions que es defineixen en un canal S.

Corba S1. En la zona 1 a la figura 8.6 es justifica que dy/dx > 0, és a dir el calat augmenta aigiies avall
(amb I’abscissa):

— Quan y - y,, aleshores Fr — 1, que condueix I’equaci6 del flux gradualment variat (8.7) a la
conclusid obtinguda a (8.16). De manera que les corbes S1 tendeixen a ser perpendiculars a la
solera i a la linia de y..

— En canvi, quan y — oo, la v — 0 i, per tant, Fr — 0 i / — 0, de manera que s’arriba al resultat
obtingut a (8.14). Aix0 vol dir que la lamina d’aigua tendeix a posar-se horitzontal.

Corba S2. Dins de la zona 2, la figura 8.6 mostra que dy/dx < 0, de manera que aquestes corbes
disminuiran el calat amb I’abscissa.

- Siy >y, s’entén que Fr — 1, de manera que, igual que abans, s’arriba a la conclusio de
(8.16). Aixi resulta que la corba S2 tendeix a ser perpendicular a la solera i a la linia de y..

— Quan y — yy, s’arriba a que [ — i, i es pot concloure (8.15). Per tant, resulta que, en aquest
cas, la lamina d’aigua tendeix a posar-se paral-lela a la solera.

Corba S3. A la zona 3 s’ha comprovat que dy/dx > 0 (figura 8.6), i es justificant que el calat augmenta
aigiies avall. Aleshores:

—  Quan y — y,, s’obté que I — i, i de ’equacid (8.7) es conclou (8.15). Aixo vol dir que, en una
corba S3, el perfil de la lamina d’aigua tendeix a posar-se paral-lela a la solera.
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— Siy — 0 condueix a Fr — oo i [ — oo, de manera que s’arriba a (8.17). Que, com ja s’ha dit, és
una indeterminacid. Aixi, I’extrem teoric aigiies amunt intercepta el fons del canal de manera
que la corba S3 en aquest extrem teoricament no existeix, perque y—0 i, per tant, v—co.

8.2.3 Corbes C

Aquest €és un cas particular, ja que cal que es doni que yy = y., que només s’aconsegueix quan el
pendent geometric del canal (7) coincideix amb el corresponent pendent critic, que és aquell que fa
que, per a la mateixa seccio i cabal, ambdos calats coincideixin, és a dir: i = i..

d
Fr<l,I<i=250

d
Fr>11>i=2 >0 ; _
dx yc YO

Figura 8.7 Caracteritzacio de les diferents regions que es defineixen en un canal C.
Corba CI. A la zona 1 de la figura 8.7 es desprén que dy/dx > 0, és a dir, el calat augmenta amb
I’abscissa (aigiies avall). Aleshores, pot succeir en els casos extrems que:

— Y = Y. =Y, ja que en aquest cas / — i, aix0 condueix I’equacio (8.7) a la indeterminacio
segiient:

Quan y >y = % - % = indeterminacio (8.18)
X

— ¥ — oo, de manera que v — 0 i per tant Fr — 01 / — 0 que fa que (8.7) tendeixi a I’expressiod
(8.14). Aixo vol dir que la lamina d’aigua tendeix a ser horitzontal.

Corba C2. La zona 2 es redueix a una linia paral-lela a la solera, a una distancia igual al calat critic
que, com ja s’ha dit, coincideix amb I"uniforme. Es un flux totalment inestable que cal evitar.

Corba C3. Corresponent a la zona 3 en la qual dy/dx > 0 i, per tant, el calat també ha d’augmentar amb
I’abscissa. Aleshores, en el limit, es pot donar que:

— y = 0, que es tradueix, com ja s’ha vist, que Fr — o i / — o i condueix (8.7) a la
indeterminacio (8.17).

— 1, d’altra banda, y — y. = yy, que condueix a I’altra indeterminacio (8.18).

8.2.4 Corbes H

Corba HI. La corba corresponent a la zona 1 no existeix ja que si el pendent del canal és nul es
comprova que el calat uniforme yy — oo.

Corba H2. Si que existeix, en canvi, a la zona 2. Facilment es verifica que cal que es compleixi que
dyldx <01, per tant, el calat ha de disminuir aigiies avall. Aleshores, els casos extrems corresponen a:
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— ¥y = yp — oo, que condueix que el pendent motriu / — i — 0 i, per tant, (8.7) tendeix a les
conclusions vistes tant a (8.14) com a (8.15), que en aquest cas son equivalents. Per tant, la
corba H2 tendeix, aigiies amunt, a I’horitzontal.

— En canvi, si y — y,, aleshores Fr — 1, que es tradueix en 1’expressio analitzada a (8.16). Per
tant, H2 tendeix, al seu extrem aigiies avall, a ser perpendicular a la solera i a la linia de y..

Corba H3. Es una corba idéntica a M3.

8.2.5 Corbes A

Corba Al. Tgual que en el cas de la corba H1, aquesta tipologia de corbes no existeix, ja que y,, en
aquest cas, no és real.

Corba A2. Es un corba idéntica a H2.

Corba A3. Es una corba idéntica a H3.

0 - “yezy0

Tl L yesy0 c2

Figura 8.8 Possibles corbes de rabeig en un canal en funcio del tipus de canal.
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8.3 Calcul de les corbes de rabeig

8.3.1 Metode d’integracié grafica
Siguin dues seccions d’abscisses x; i x, i calats y; i y,. La distancia al llarg del canal entre elles és:

j”ﬂdy (8.19)
Y1 dy

X=X, =X =jx2dx=
Si es suposen valors per al calat (y) i es calculen els valors corresponents de dx/dy, que correspon a
I’invers de (8.7), equacié dinamica del flux gradualment variat, el valor de x és 1’area ombrejada
formada per la corba, I’eix i les ordenades de dx/dy corresponents a y; iy, tal com s’aprecia a la figura
8.9.

Aquest metode es mostra adequat per al calcul del perfil de la lamina d’aigua en canals prismatics i no
prismatics de qualsevol forma i pendent. Es un procediment senzill i facil de seguir, sobretot en canals
prismatics, tot i que pot presentar problemes en el cas de calcul en lleres naturals (i no prismatics en
general).

yA
Perfil de la lamina d’ajgua

A
—/

A —

Y2
Yi

Z 7

X7 X=X1-X>

X2

) dA:lHﬁj +(@j }-(dy)
21\dy ), \dy),
dy
>y

Figura 8.9 Possibles corbes de rabeig en un canal en funcio del tipus de canal.
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8.3.2 Metode pas a pas (step method)

Donades dues seccions contigiies en un canal prismatic distants entre elles Ax, tal com s’esquematitza
a la figura 8.10, entre elles es pot plantejar el balang d’energia a partir del trinomi de Bernoulli, i en
resulta:

Y1 Y2

I —

L Ax |
I |

Figura 8.10 Nomenclatura tipica de les seccions de calcul d’una corba de rabeig.

2 2

\ v
Zl+y1+zzzz+yz+i+Ale (8.20)

on AH,, correspon al terme de peérdues d’energia repartides, que s hauria d’escriure:

2 2
V., n
AH,=1,Ax= 11%4/312 "Ax (8.21)

h12

Com que només es coneix el comportament hidraulic de les seccions en qué s’ha discretitzat el canal
(figura 8.10), una manera explicita d’escriure els valors representatius tant de la velocitat com del
coeficient de Manning, com del radi hidraulic del tram comprés entre les seccions 1 1 2, és fer-ho a
partir de la mitjana dels valors corresponents al pendent motriu a cadascuna de les dues seccions. La
mitjana que s’utilitza comunament és 1’aritmética (expressio (8.22)), tot i que en alguns casos pot ser
adequada la geomeétrica o fins i tot I’harmonica.

I +1,
2

AH,=1,Ax= ‘Ax (2) (8.22)

A partir d’aqui, si, per exemple, la condiciéo de contorn a la seccid 1 (y;) és coneguda, i es pretén
calcular el perfil de la superficie lliure aigiies avall, cal procedir de la manera seglient: suposat conegut

el calat d’aigua a la seccid 1 (y;) es considera un valor y, a partir del qual es pot determinar I’area

mullada corresponent 4, (y;) 1, amb ella, la velocitat mitjana v, (y;) 1 el seu radi hidraulic R,, (y;) .
Aixi, se’n pot determinar el seu pendent motriu /, (y;) i, Obviament, les pérdues d’energia repartides,

Ale(y;) , amb I’expressio (8.22). Substituint a (8.20) es pot analitzar si ambdds membres de la

igualtat son iguals. En cas afirmatiu, ja s’ha acabat el procés en cas contrari cal procedir amb una nova
iteracio. El problema és determinar un nou valor de y, per poder continuar amb el procés iteratiu.

En general, sigui quina sigui la condicié de contorn coneguda, 1’expressio (8.20) es pot escriure:

H(y)=H(y,)+&AH,(y,) (8.23)

on:
— siel régim és rapid, e =1 i extrem 1 és I’extrem aiglies amunt, i
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— sielrégim és lent, € =—1 si ’extrem 1 és I’extrem aigiies avall.

Si es suposa un valor inicial y, =y, es pot calcular H (y;) i Ale(yZ); d’aquesta manera, en

general, s’obtg:
H=H(y,)+eAH,(y;) (8.24)

Ara cal determinar I’increment Ay, que permeti que:

*

%
H:H(y2+Ay2)+8-AH12(y2+Ay2) (8.25)

Desenvolupant en série de Taylor fins al primer ordre:

dAH

+eAH — 12

dH L
12(y2) Ty,

HzH(y’;)Jr—-Ay

Ay 8.26

2

Si es coneix el valor de les dues derivades de I’expressi6 (8.25), es pot determinar I’increment Ay,*':

2
dH _i[z+y+v_j:O+1+l.v.ﬂ:1+l.i(gj:

dy dy 2g g dy g dy\ 4
Qv 1 dA Ov B
g A° dy g 4 (8.27)
2
=1- V Y - Fr?
£ B
dAH _d (141, \_Axdl, Axd|Q" n |_
dy dy\ 2 2 dy 2 dy| A R;%
(8.28)
_ Ax-QZ-nZ' d { 1 J
- R 4
2 dv| gR)
Cal notar que aquesta expressio depén de la geometria de la seccid.
a Cas de canal prismatic rectangular i molt ample
En un canal prismatic rectangular i molt ample, es compleix que™:
A By
R, =;=B+2.yzy (8.29)

2! Observacié: en endavant, a tot arreu hi hauria d’haver el subindex 2, perd no es posa per comoditat.
2 Suggeriment: intenteu fer el mateix desenvolupament en el cas d’una seccié no rectangular molt ampla (p. ex., circular, triangular,

rectangular molt ampla, etc.) i vegeu quines complicacions apareixen en el desenvolupament.
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Aleshores:

dAH:Ax-Q?n{d[ 1 J_Ax-Qz-nzd( 1 j

dy 2 d_y AZ-R;% 7 d_y Byt

_Ax‘Qz‘nz'd( 1 )_ 10 AxQ*n* 1

- 2 g |k | T TR T a2 B3
2'B dy\ y 3 2B y (8.30)

2.2

_ Spe O 15,0
3 (By) .y4/3 y 3 y
3 R,

Aleshores, en aquest cas, s’obté:

H(y)-(H () +erH,(5;))

‘)2 I(» 8.31
l—(Fl’(yz)) _E‘g'AX'Rb} ) ( )

Ay, =

I aixi es va iterant fins que I’increment A y, sigui menor que un determinat criteri de convergencia que

s’esculli. Només queda plantejar com fixar la llavor inicial y, corresponent a la primera de totes les

iteracions. De 1’equacio (8.7) del flux gradualment variat es pot estimar la llavor per a la primera
aproximacio:

i—-1

y;=y1+

Exercici

Determineu el perfil de la lamina d’aigua en un canal prismatic de secci6 rectangular d’ample 50 m,
pendent 0.01%, pel qual circulen 100 m’/s, si a I’extrem d’aigiies avall se sap que el calat és d’1.5 m,
essent el coeficient de rugositat de Manning 0.015.

Es pretén integrar el perfil de la lamina d’aigua aplicant I’esquema desenvolupat, valid per a una
secci6 rectangular molt ampla. El canal que es presenta a I’enunciat es caracteritza per:

Calat uniforme y, = 1.993 m, que li correspon un nombre de Froude, Fr=0.227, i un calat critic y, =
0.742 m. Per tant, es tracta d’un canal de tipus M, que té una tendéncia natural a funcionar en régim
lent, essent per tant la variable € = —1 (expressio (8.23)) i el calat d’1.5 m la condicié de contorn per
iniciar el calcul de la superficie lliure.

Taula 8.1. Caracteritzacio hidraulica de la seccio de I’extrem aigiies avall.
yi Z; A] 1% V]2/2g Fr P] Rh] I H]
(m) | (m) | () | (ms) | (mca) ; (m (m) ! (m)
1.5 0 75.00 | 1.333 0.0906 | 0.348 | 53.00 | 1.415 | 2.51810" 1.591

A la taula 8.1 es presenten les principals variables hidrauliques que caracteritzen la seccié de I’extrem
aigiies avall, i que han de servir per comengar el procés d’integraci6 del perfil de la lamina d’aigua.
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Es considera una discretitzacio de 10 m; per tant, s’esta en disposicio de calcular el calat de la primera
seccio (situada a 10 m aigilies amunt de la condici6 de contorn). Per fer-ho, cal una llavor inicial que es
determina a partir de la aproximacié obtinguda a (8.32):

. i—1 0001—0.
oyt fziszl'SJrooom 0.000252

10=1.498 m (8.33)
- Fr 1-0.348

que implica els valors segiients de les principals variables hidrauliques:

Taula 8.2 Caracteritzacio hidraulica de la primera seccio de calcul a partir de la llavor inicial.
V2 Z) Ag 1% V22/2g Fr P2 Rhg I Hg
(m) | (m) | (m) | (ms) | (mca) ’ (m (m) ’ (m)
1.498 | 10° | 74.91 1.335 | 0.0908 | 0.348 | 53.00 | 1.414 | 2.527-10°* | 1.590

El pendent motriu mitja entre ambdues seccions és:

, _251810" +2.52710°

1 5 =2.522:10"" (8.34)

D’aquesta manera, les perdues d’energia entre ambdues seccions es poden estimar fent:
AH,, = Axl,, =10-2.522:10* =2.522-10 mca (8.35)

que ¢s la variable que faltava per determinar la correccié Ay a la llavor inicial a partir de 1’expressio
(8.31):

A CH(n)-(H(1)-AH, (%)) 1591-1.590+2.52210° _
2= B 2.52210°

R, (yz) 3 1.414

1—(Fr(y;))2 +§~Ax~1f (y2) 1-0.348 +§'10 (8.36)

= Ay, =0.00345 m

Per tant, cal una segona iteracio per determinar el calat a la secci6 2, situada a 10 m de la condici6 de
contorn, amb un valor y,=1.498+0.00345=1.50145 m. Amb aquest nou valor, els valors de les
respectives variables hidrauliques son:

Taula 8.3 Caracteritzacio hidraulica de la primera seccio de calcul en la segona iteracio.
2 Z) Azz 1% V22/2g Fl”g Pg ha ]2 Hz
(m) | (m) | (m) | (m/s) | (mca) (m) (m) (m)
1.501 | 107 | 75.05 | 1.332 | 0.0904 | 0.347 | 53.00 | 1.417 | 2.508-10" | 1.593

De manera que, el pendent motriu mitja entre ambdues seccions €s:

2518107 +2.508107*
= 5

=2.51310" (8.37)

I aixi, les pérdues d’energia entre ambdues seccions s’estimaran com abans, fent:
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AH,, = AxI,, =10-2.513107 =2.513-10 " mca (8.38)
que condueix a una correccio del calat:

1.591-1.593+2.51310°°
2513107
1.417

Ay

= Ay, =0.00000 m

27 8.39
1-0.3472 +§-10- (8.39)

I, per tant, es pot considerar que ja s’ha convergit i, per tant, el calat estimat és y,=1.501 m.

Aleshores, cal procedir iterativament aigilies amunt, estimant el calat a la secci6 situada 10 m amunt de
I’anterior (20 m aigiies amunt de la considerada com a condici6é de contorn). D’aquesta manera, la que
abans era secci6 2 passa a ser ara seccio 1, i cal continuar amb una nova llavor inicial:

. i—1 .0001-2.50810"*
R fz-Ax:1.501+00001 2508107 1 400 (8.40)
1-Fr 1-0.347

1 procedir com s’ha fet per la secci6 anterior.

4.5 Rh no simplificat (=A/p)
4.0 Rh simplificat (=y)

Tl eeeeaes Cota del régim uniforme
Cota de la solera

0.0 w x x

0 5000 10000 15000 20000
Abscissa (m)

N
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N
N

N
o
|

-
©

Calat (m)
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N
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I
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A
)
L
\

Rh simplificat (=y)

-
[$)]

....... Calat uniforme N

N
N

5000 10000 15000 20000
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o

Figura 8.11 Comparacio dels diferents perfils de la lamina (cotes i calats) d’aigua determinats per diferents
meétodes de calcul.
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D’aquesta manera, s’arriba al perfil de la lamina d’aigua que es mostra a la figura 8.11. En ella es
presenten les cotes de la lamina d’aigua, com també el grafic corresponent unicament al calat, on
s’observen amb una mica més detall les diferéncies. S’hi comparen les dues corbes corresponents a
I’aplicaci6 del procediment iteratiu que s’ha descrit fa un moment, amb [unica diferéncia de
I’estimacié del radi hidraulic: 1’un calculat amb I’aproximaci6 aplicable a seccions molt amples (Rh =
y) i I’altre estimant el radi hidraulic segons la seva definici6 (Rh = A/p). S’hi aprecien, en qualsevol
cas, diferéncies molt petites, tot i qué en el cas en que es calcula el radi hidraulic a partir de la
simplificacié corresponent a seccions amples sembla que li costa més que les altres dues a tendir al
régim uniforme, si bé les diferéncies son, en aquest cas, inferiors als 6 cm, i s6n més grans quant més
gran ¢és el calat. Aixo és aixi perqueé com més gran és el calat ’aproximacié Rh = y €s menys precisa.

8.3.3 Calcul invers

El meétode pas a pas permet I’aplicacié en sentit invers. En el métode presentat, la discretitzacio
s’estableix sobre les distancies entre seccions (Ax). Si en canvi, la discretitzacio es realitza sobre els
calats (Ay) es té que:

v? Vi v Vit
( ):Zi+l+yi+l+ (Q,gl)

Z,ty+ +I(yi’yi+l )'Axml (8.41)

on ara, y; 1 y;+; sOn coneguts i, per tant, v(y;) i I(y,y:+;) també ho sén, de manera que resulta una
senzilla equaci6 lineal amb una sola incognita Ax; ;+;, que representa la distancia entre les dues
seccions a les quals es donin els calats coneguts y; 1 y;+;.

Considerar una discretitzacié Ay constant condueix a ’estimacid de distancies (Ax; ;+;) entre dues
seccions, que resulta tant més gran quant més propers siguin els calats a I’uniforme (tram de corba de
rabeig amb menys curvatura) i tant més petit quant més propers siguin els calats al critic (tram de
corba de rabeig amb més curvatura).

En canals prismatics i de geometria senzilla (per exemple, rectangular o trapezoidal), aquest
procediment és particularment senzill d’aplicar amb el simple s d’un full de calcul. De tota manera,
cal ser conscients, també, que per aplicar aquest me¢tode cal tenir molt clar quin perfil de la lamina
d’aigua s’ha de donar en el canal per tal de definir I’interval de variaci6 dels calats on discretitzar, o si
cal establir algun interval on refinar la discretitzacio. També s’ha de dir que aquest metode de calcul és
dificil d’automatitzar quan es donen combinacions de pendents diferents al llarg del canal.

8.4 Determinacio del coeficient de Manning de manera indirecta

Tot el que s’ha plantejat fins ara dona una eina per estimar el coeficient de Manning d’un flux en
lamina lliure de manera indirecta. Coneguda la geometria de la llera (prismatica o no) i el cabal
circulant, la idea és mesurar els calats en un tram concret en el qual es pugui assegurar que el flux és
gradualment variat. També cal mesurar la distribucid del perfil de velocitats en les seccions que
s’estudiin, per tal d’estimar-ne el coeficient de Coriolis. El mesurament d’aquest perfil és tant més
necessari quant més irregular sigui la seccio.

Amb aquesta informacio, a partir de qualsevol model numeéric, per temptejos es pot determinar el

coeficient de Manning que fa que s’ajusti millor el calcul numéric de la lamina d’aigua en les mesures
de camp realitzades.
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8.5 Condicions de contorn a considerar en les corbes de rabeig. Localitzacio del ressalt

8.5.1 Canal prismatic amb pendent constant

Aquest cas correspon a tot el que s’ha vist a I’apartat 8.2, referent a I’analisi de les corbes de rabeig en
un canal prismatic.

8.5.2 Canal prismatic amb un canvi de pendent

Es equivalent a dos canals prismatics units I’'un a continuacié de I’altre, amb la mateixa seccio
transversal perd amb diferents pendents. A la figura 8.12 se’n mostren alguns casos a tall d’exemple.
Per entrar-hi amb més detall, es suggereix analitzar totes les combinacions possibles que es poden
donar d’acord amb totes les tipologies de canals.

02

i1>i2 i1<i2
CANALS M \ CANALS M i2

i1>i2
CANALS S

i1<i2
CANALS M i S respectivament

\r

respectivament

Figura 8.12 Diferents casos corresponents a un canal prismatic amb un canvi de pendent.
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En el cas d’un canal M aigiies amunt i d’un canal S avall (figura 8.12), la compatibilitat entre ambdos
canals s’estableix a partir de la formacié d’un régim critic (seccié de control) en la seccidé de canvi de
pendent. En aquest cas, el perfil a prop de la profunditat critica no es pot predir amb precisié amb la
teoria del flux gradualment variat, ja que en general el flux és rapidament variat.

Quan els canals son molt llargs s’hi pot establir flux uniforme, aigiies amunt o avall, depenent de si el
canal tendeix a mostrar régim lent (canal M) o rapid (canal S), respectivament.

El cas d’un canal de tipus S aigiies amunt i d’un de tipus M aigiies avall es caracteritza pel fet que de
manera natural aigiies amunt el régim tendeix a ser rapid, i lent en el tram aigilies avall. D’aquesta
manera, [’inica possibilitat per compatibilitzar ambdés régims és amb la formacié d’un ressalt
hidraulic. El ressalt pot succeir al canal d’aigiies amunt (S) o al d’aigiies avall (M), depenent del
pendent dels dos canals i de les condicions de contorn amunt i avall. A I’exemple que es mostra a la
figura 8.12, s’hi aprecia, a I’entorn de la seccié de canvi de pendent, una regi6 on I’equaci6 del balang
d’energia té dues solucions: una en régim lent (el régim uniforme que ve del canal M —suposat prou
llarg— entra dins el canal S i es forma una corba S1) i una altra en régim rapid (el régim uniforme que
arriba del canal S —suposat prou llarg— entra dins el canal M i es forma una corba M3); en tots dos
casos (corba S1 1 M3), acaben a I’entorn del régim critic. Com és obvi, el perfil de la lamina d’aigua és
unic i, per tant, només hi pot haver una solucid; aixd vol dir que cal ubicar el ressalt hidraulic
convenientment. Per fer-ho, cal analitzar els valors dels calats conjugats dels respectius calats
uniformes que corresponen al canal S 0 M, per veure en quin cas (un i només un) és compatible amb la
corba de rabeig S1 o M?, respectivament. A I’apartat 0, s’analitza amb detall com ubicar el ressalt
hidraulic.

8.5.3 Canal prismatic amb més d’un canvi de pendent

La casuistica es multiplica quan hi ha més de dos trams amb pendents diferents. Es podria
esquematitzar un procediment per tal d’estudiar els perfils de la lamina d’aigua, de la manera segiient:

1. Dibuixar el perfil del canal que es vol estudiar, amb tots els seus diferents trams, amb 1’escala
vertical exagerada.

2. Calcular el calat uniforme per a cada tram i representar-lo.

3. Calcular el calat critic per a cada tram i dibuixar-lo.

4. Localitzar-ne totes les possibles seccions de control, és a dir, qualsevol seccio6 a la qual el calat
sigui conegut a priori (uniforme, critic o qualsevol altre calat conegut). Es trobaran diversos

. . 23
tipus de seccions de control™:

— Seccio de control aigiies amunt, en un canal S, igual al calat critic (y.). En aquest cas
correspon també a una condicié de contorn.

— Secci6 de control aigiies amunt, en un canal M igual al calat uniforme (y,). No serveix
com a condicié de contorn.

— Secci6 de control aigiies avall, en un canal S igual al calat uniforme (). No és una
condicid de contorn.

— Secci6 de control aigiies avall, en un canal M igual al calat critic (y.). Pot servir de
condicid de contorn.

2 No confondre secci6 de control amb condicié de contorn.
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— Secci6 de control artificial que es forma en estructures com sobreeixidors de preses o
assuts, o comportes que donen una obertura coneguda.

5. Unir les profunditats a les seccions de control amb un perfil continu, d’acord amb els perfils
coneguts de les corbes de rabeig.

8.5.4 Localitzacio del ressalt

Analiticament, el ressalt hidraulic en canals rectangulars es pot ubicar usant la formula de Belanger.
També cal tenir en compte que, per a un calcul més exacte de la posicid es pot considerar la seva
longitud.

La localitzacio del ressalt s’il-lustra de manera grafica amb un parell d’exemples:

Exercici

Se suposa un canal prismatic, format per dos trams de pendents diferents, segons els quals aigiies
amunt del canvi de pendent és un canal S i avall M. Tamb¢ se suposa que ambdos son prou llargs
perqué acabi formant-se un flux uniforme. Es proposa determinar la ubicacié del ressalt, per
compatibilitzar ambdoés trams.

A la figura 8.13 es mostra graficament el procés per acabar determinant la ubicacié del ressalt. S hi
pot apreciar que s’ha determinat la corba de calats conjugats corresponents als régims uniformes, tant
del tram en régim rapid (amunt del canvi de pendent) com del tram en régim lent (avall del canvi de
pendent). Observeu que en el tram de canal M, no hi ha interseccié entre la corba M3 i la corba
corresponent de calats conjugats; aixo indica que el ressalt, en aquest cas, es troba ubicat en el canal S.
La localitzacio correspon al punt d’interseccid de la corba S1 amb la de calats conjugats pertinent.

Canvi de
pendent

i RESSALT w2
- el e -yeo . e
recta de calats
conjugats de y02

i2

i1>i2
CANALS S i M
respectivament

Figura 8.13 Localitzacio del ressalt en un canal amb un canvi de pendent de canal S a M.
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Exercici

Un canal prismatic de tipus M, prou llarg, esta controlat a I’extrem aigiies amunt per un desguas sota
comporta, a la sortida de la qual es forma un régim rapid. Es proposa determinar la localitzacié del
ressalt hidraulic que compatibilitzi el régim rapid amb el régim lent controlat des del seu extrem
aigiies avall.

La teoria del flux gradualment variat permet afirmar que a la sortida de la comporta es forma una
corba M3. Per altra banda, i ja que el canal és prismatic i prou llarg, des d’aigiies avall el flux acaba
formant a I’entorn de la comporta un régim uniforme, sigui quina sigui la corba en régim lent que es
formés (M1 o M2).

A la figura 8.14 es mostra el procés seguit per la localitzaci6é del ressalt. Aixi, en aquest, cas s’il-lustra
I’obtencio de la corba de calats conjugats corresponent a la corba M3. La interseccié d’aquesta corba
amb el perfil de la lamina d’aigua del regim lent (régim uniforme) determina la ubicaci6 del ressalt, si
se’n negligeix la longitud®*.

Si augmentés el calat corresponent al régim lent, a I’entorn de la comporta, el ressalt es mouria aigiies
amunt i podria arribar a ofegar-se.

Si la comporta es tanqués (augmenta 1’energia de velocitat a la sortida), el ressalt es mouria aigiies
avall.

Corba de calats conjugats de
la M3

Localitzacié del ressalt

Figura 8.14 Localitzacio del ressalt aigiies avall d’un desguas sota comporta.

8.6 Exercicis proposats

1. Discutiu si les afirmacions segiients son vertaderes o falses:
¢ Enun canal prismatic de tipus S, la tendéncia natural és a funcionar en regim rapid.

e En un canal prismatic de tipus S, només es dona régim rapid.

2 Si calgués considerar la longitud del ressalt (L), la ubicacié es determina a partir de la translaci6 de vector L, de la posici6 inicialment
trobada.
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e L’equaci6 dinamica del flux gradualment variat o equaci6é de les corbes de rabeig només es pot
utilitzar en trams prismatics. En canals no prismatics o rius no es pot utilitzar i cal recorrer a
I’aplicaci6 del métode pas a pas.

e Per poder aplicar I’step method (métode pas a pas), cal que el pendent es mantingui constant.

e Només existeixen dues corbes de rabeig H, totes elles en régim lent.

e La corba de rabeig M3 té la condici6 de contorn aigiies avall.

e La corba de rabeig M2 disminueix els seus calats en el sentit del moviment.

e En un canal prismatic donat, fixat el cabal, és possible el pas d’una corba M2 a una S3 (en el sentit
del moviment), només si en la seccio de canvi de corba també hi ha un canvi de pendent.

e En un canal prismatic, un ressalt hidraulic només és possible si es passa del canal de tipus S al
canal de tipus M.

e [’existéncia d’una corba H3 (aiglies amunt) i una altra H2 (aigiies avall) implica I’aparicié d’un
ressalt.

e Donades la seccio, el pendent i la rugositat d’un determinat canal prismatic, en funcié del cabal
circulant pot ser de tipus M o S.

e Donades la seccio, el pendent i la rugositat d’un determinat canal prismatic, en funcié del cabal
circulant pot ser de tipus M o C.

e Donades la seccio, el pendent i la rugositat d’un determinat canal prismatic, en funci6 del cabal
circulant pot ser de tipus M o H.

e Un canal prismatic de tipus M, de prou longitud, segur que presenta alguna seccio en la qual es
desenvolupi un régim critic.

e La corba de rabeig S3 és I’inica corba en régim rapid que presenta régim critic aigiies avall.
e La corba de rabeig M2 disminueix la velocitat aigiies avall.

e Un flux d’aigua en lamina lliure en un tram de riu o canal en contrapendent no és possible que
vagi en régim rapid.

e Enun canal prismatic de pendent horitzontal, les corbes H2 sén monodtones decreixents en el sentit
del moviment.

e En un canal prismatic de pendent moderat, les corbes M1 s6n monotones decreixents en el sentit
del moviment.

e Enun canal prismatic de pendent pronunciat (S), un desguas amb comporta mai no es pot ofegar.
e Un mateix canal prismatic pot ser tipus S o C en funcio del cabal que hi circuli.

e En un canal prismatic de pendent moderat, si en algun tram la velocitat augmenta aigiies avall,
aixo significa que la corba de rabeig que s’ha format és sens dubte una M2.
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En un canal prismatic de pendent moderat, si en algun tram la velocitat hi disminueix aigles avall,
aixo significa que la corba de rabeig que s’ haformat és sens dubte unaM1.

El canal de drenatge (AB) de formigd (n = 0.015) situat al costat d’ una autopista presenta un canvi
de pendent en el punt O i passa, en el sentit del flux, d’ un pendent igo = 0.00495 aipa = 0.025. En
el mateix punt O, el canal presenta un canvi de secci6 i passa, en e sentit del flux, d'una secci6
rectangular &’ ample Bgo = 1.5maBpa =2.0m.

Obrade drenatge
B i =0.015
i =0.00495 yB=080m
B=15m Q=258m’s
Q=4m¥s ] n=0.015
n=0.015

i =0.025
B=2m

Q=6.58m’s
n=0.015 A

r

Finalment, també en & punt O, s'hi incorpora una obra de drenatge que travessa I’ autopista amb
un calaix rectangular d’ ample Bpo = 0.80 m, amb un pendent ipo = 0.015.

S ha comprovat que, amb un cabal de 4 m¥/s en el tram BO i incorporant-s hi per a |’ obra de
drenatge un cabal de 2.58 m’s, es produeix un ressalt hidraulic a I’obra de drenatge
immediatament amunt (O3) de laincorporacio.

En aguestes condicions, indiqueu les corbes de rabeig que es formaran en el canal AB i |’obra de
drenatge, caracteritzant els calats que es donaran en e punt O (en concret, O1, O2 i O3).
Considereu negligibles les pérdues de carrega localitzades en e punt O, i que els trams BO i OA
son molt llargs.

En un canal de secci6 prismatica rectangular (ample B) sense singularitats en planta ni en alcat i
coeficient de rugositat n, pendent constant i, i que transporta un cabal Q, determineu en quines
condicions es produeix el pas deregim lent arapid.

Un canal prismatic de seccié rectangular té un ample B=2.5m, longitud = 1000 m, pendent
geomeétric i=0.001 i coeficient de fregament de Manning n = 0.015. Amb I’ gjut d’un full de calcul
es demana determinar e perfil de la lamina d'aigua sabent que I'extrem aigles avall ve
condicionat per un vessament lliure, aplicant el metode de pas a pas invers.

Un riu presenta un endegament sensiblement prismatic i molt ample (el radi hidraulic es pot
considerar igual a calat). El pendent ési = 8107 i e coeficient de rugositat de Manning (n) pot
variar depenent de la vegetacio i del grau de manteniment de la llera, encara que sempre és
superior o igual a0.03. El maxim cabal especific previst en el projecte de I’endegament és q = 20
m‘/s. Es possible que, per a uns valors de g i n, I’endegament pugui presentar comportament de
tipus M i per auns atres detipus S?
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6. En un canal prismatic de seccid rectangular d’ample B=2.5 i coeficient de Manning n=0.015, es
produeix un canvi de pendent de 0.008 a 0.005 en el mateix sentit del moviment. Si pel canal
circula un cabal de 10m?/s, i tots dos trams s6n molt llargs, es demana:

a.

b.

Discutiu quin ¢és el perfil de la lamina d’aigua al voltant del tram on es produeix el canvi de
pendent. Es produira un ressalt?

En cas que es produeixi un ressalt, discutiu on es dona exactament, al tram dependent 0.008 o
al de 0.005.
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9 Moviment rapidament variat. Transicions

9.1

Introduccio

En el flux rapidament variat, el canvi de la curvatura de la superficie lliure de 1’aigua és tan sobtada
que el flux practicament es trenca; aixo implica 1’existéncia d’una alta turbuléncia i agitacid, que és
una caracteristica propia d’aquests tipus de fluxos (p. ex.: ressalt hidraulic).

Caracteristiques dels moviments rapidament variables en lamina lliure:

La curvatura de les linies de corrent és molt pronunciada; aixo fa que no s’hi pugui acceptar el
comportament hidrostatic de les pressions.

La variaci6 rapida del flux se sol donar en un tram curt de canal, en qué ’efecte de la friccié amb
el contorn ¢s negligible, en la majoria del casos, per comparacié de I’energia que es dissipa per la
propia variacié local. Aquesta és una de les diferéncies més remarcables amb el flux gradualment
variat.

Quan es dona flux rapidament variat per l’efecte d’una estructura de transicid sobtada (per
exemple, contraccions, eixamplaments o sobreelevacions a la solera), les caracteristiques fisiques
del flux vénen fixades, fonamentalment, per la geometria del contorn i també per les
caracteristiques del flux aigiies amunt i avall de la transicio.

Canvis sobtats en 1’area mullada en un flux rapidament variat provoquen que els coeficients de
distribuci6 de velocitat (o i B) siguin més grans que u (>1) i no és senzill determinar-los amb
precisio.

Se solen donar zones de separacid del contorn, remolins i corrents secundaris que compliquen el
patré del flux i distorsionen la distribucio real de v. Es a dir, el flux es troba confinat per aquestes
zones de separacio i no pas pels contorns solids. Aquests fenomens provoquen pérdues de carrega
localitzades que son dificilment estimables.

9.2 Modificacio de ’ample d’un canal de secci6 rectangular.

A la figura 9.1 es mostra un esquema en planta d’una transicio brusca de seccio. Es pot suposar que la
distancia entre les seccions 1 i 2 és prou curta per poder considerar que:

e Les pérdues d’energia per fregament entre ambdues sén negligibles i

e Les cotes de fons practicament no varien (z; = z,).
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Figura 9.1 Esquema en planta d’una transicio brusca de seccio. Depenent de la relacio entre By i B,, es
tracta d’'una contraccio o d’'un eixamplament.

Aleshores, si la variacié geométrica no provoca grans perdues de carrega localitzades, es pot escriure
que:

H~H,=z +E ~z,+E =E ~E, 9.1)

Si la seccid €s rectangular, I’energia especifica es pot plantejar com:

o’ q’
E=y+ =y+ 9.2
y B2 ‘y2 ‘2‘g y y2 ‘2‘g ( )
E
Fr<1
) R R e e
2
Fr>1
Cabal (m* /s)
Figura 9.2 Corba calat — cabal especific per a una energia especifica donada.
on s’ha definit el cabal especific com
9=0/B (9:3)
essent:
= A
p=A0) (9.4)
y
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I’ample mitja de la seccid, que només en el cas de seccions rectangulars és una constant. Aixi, per a
una energia especifica E donada, es pot representar la corba calat—cabal especific (y—¢q), que té la
mateixa forma que la corba calat — cabal (y—Q), que ja s’ha estudiat al capitol 6.

9.2.1 Eixamplament brusc. Analisi amb corbes y—q

En el cas d’un eixamplament sobtat, el canal passa d’un ample B; a un B,, essent B; < B, i, per tant, es
dona que el cabal especific passa de g; a g, amb g; > ¢». Si es poden negligir les pérdues d’energia,
tant repartides com localitzades, es pot suposar que 1’energia especifica entre 1 i 2 es manté
practicament constant. La forma del perfil de la superficie lliure depén del flux d’aproximacid a
1‘eixamplament.

a Flux d’aproximaci6 en régim lent
En aquest cas, tal com es mostra a la figura 9.3, es produeix un augment del calat entre 11 2.

y1

calat (m)
n
S
v
X
—_

q2 a1 Cabal especific (m* /s/m) qc

Figura 9.3 Analisi d'un eixamplament brusc, amb el flux d’aproximacio en régim rapid, a partir de la corba
calat—cabal especific per a una energia especifica donada.

Un aixecament de la lamina d’aigua quan es passa a una seccid més ampla sembla, si més no, que va
contra el que es podria esperar. Sense anim de complicar-ho, cal dir que realment no és ben bé aixi. Si
el tram més ample €s prou llarg, en régim lent, el flux arribaria a la seccid 2 amb un régim uniforme
que és més baix que el corresponent a la secci6 1. Es a dir, globalment el comportament del tram més
ample si que es comporta com indica el sentit comu. Aquest €s el que es podria anomenar I’efecte
induit des d’aigiies avall, i que es torna a discutir a I’apartat 9.2.2.c.

b Flux d’aproximacio6 en régim rapid
Es provoca una disminuci6 del calat 1 a 2, tal com s’esquematitza a la figura 9.4.

Val a dir que no es pot estudiar el perfil de la lamina d’aigua entre 11 2. L Gnic que es pot estimar sén
els calats y; 1 y,, pero no la forma de la superficie que els uneix.

De manera analoga al que s’ha comentat en el cas de I’aproximacié en régim lent, en aquest cas

I’efecte local de I’eixamplament si que té el comportament esperat, de disminucié de nivells cap a la
seccié més ampla.
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9.2.2

Fr<1

N

YO - s e ——/

3 : ——

3 . \

: ——
Fr>1 . 1 2
Vi / : b\
.......... y . V.

y2 t PA —
: : iy =
q2 q1 Cabal especific (m* /s/m) qc

Figura 9.4 Analisi d’'un eixamplament brusc, amb el flux d’aproximacio en régim rapid, a partir de la corba

calat—cabal especific per a una energia especifica donada.

Contraccio brusca

a Analisi amb corbes y-E

A continuaci6 s’analitzen els fenomens hidraulics que es donen en una contraccié brusca. Tot seguit es
presenten els raonaments sobre la base de les corbes de calat en front de 1’energia especifica per a un
cabal especific donat, per donar una visi6 alternativa del problema.

a) Aproximacio a la contraccio en flux subcritic
Observant el diagrama d’energia especifica de la figura 9.5, representat per diferents cabals especifics,
al punt P de la corba de cabal especific ¢, li correspon un calat y,, essent la seva energia especifica E;.

Régim
#subcritic

Y1
&
SERA
S Y2
YZ=9c
Régim
Ye supercritic

X, I =
ol w
~\L

Ep\;\q2'>;|; " "Qzm per E4

Energia Especifica (mca)

Figura 9.5 Analisi d’una contraccié brusca a partir de la corba calat—energia especifica per a un cabal
especific donat, quan el cabal especific qx;>q.
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Ja que a la seccidé 2 s’assumeix com a correcta I’aproximacio que l’energia especifica es manté
constant™ (E, = E)) i ja que el cabal especific augmenta (g; < ¢,), el punt P de la figura 9.5, ha de
baixar fins al punt R a la corba corresponent al cabal especific ¢», és a dir, en una contraccié sobtada
quan el régim d’aproximacio €s lent es produeix una reduccié en el calat (v, < y;).

Si ’ample B, fos més petit que el que provoca el cabal especific ¢,, discutit al paragraf anterior,
resulta un cabal especific ¢, encara més gran i, com a conseqiiéncia, el calat y, necessariament és
encara més petit. Aixo €s aixi fins a un cas limit en el qual ’ample de la seccid 2 (B;) acabés essent
igual a un cert valor minim (B>,), pel qual amb I’energia especifica E; circuli un cabal especific
qom,que correspon al maxim cabal especific que pot circular a través de la seccié d’ample B, amb
I’energia especifica fixada £;. En aquest cas, es comprova que el calat y, ha de coincidir amb el calat
critic y.. En aquest cas, suposat el canal de secci6 rectangular, s’ha de complir que:

Q2
E=E =y +—— 9.5
R P )
En un canal de secci6 rectangular, s’ha comprovat que (exercici resolt en I’apartat 3 del capitol 6):
2
v, =>E, 9.6)
3
I, per tant, s’ha de verificar:
2 2
=y =—E =—FE 9.7
y2 yc 3 c 3 1 ( )
Recordant que el calat critic en una seccio rectangular és:
(9.8)
(9.9)
(9.10)

Si I’ample de la seccid 2 fos B, < B,,, s’acaba de veure que el cabal especific corresponent g, €s més
gran que el maxim cabal especific consistent amb £ i, per tant, el flux no és fisicament possible amb
les condicions existents aigiies amunt. En aquest cas, el calat aigiies amunt (y;) necessariament ha
d’augmentar fins a ¥, o dit d’una altra manera, 1’energia especifica ha de canviar:

» Es fa la hipotesi que les pérdues d’energia a la contraccié (entre 1 i 2) sén negligibles. Si bé aixo és acceptable pel que fa a les pérdues
d’energia per fregament amb el contorn, ja que la distancia entre 1 i 2 es considera prou petita, en la realitat en general hi existeixen unes
perdues d’energia localitzades que fan que aquesta hipotesi no sigui totalment certa; de qualsevol manera, el fet d’acceptar-la simplifica
els raonaments hidraulics que es realitzen i no els invalida.
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A Q2
E1=yl+m (9.11)
que és una energia suficient per provocar el calat critic a 2. Si la seccio és rectangular, resulta:
A2 A
»=y.= §-E1 (9.12)

b) Aproximacio en flux supercritic
Si el calat d’aproximacio a la contraccid (y;) correspon a un regim rapid, una reduccié de I’ample del
canal provoca un augment del calat y,.

Aixi, a la mateixa figura 9.5 s’aprecien els punts P’, corresponent al calat y; i R, al calat y,, de manera
que si I’ample B, va disminuint el punt R’ necessariament es va movent cap amunt en la seva vertical,
fins al limit que s’ha vist abans, en el qual B, coincideix amb B,,, cas en el qual el calat esdevé critic
¥2=Y.. SiI’ample es fa encara més petit i B, < B»,, es provoca la reduccio del calat aigiies amunt fins
ay,’, de manera que E, cal que augmenti fins a £,.

A T’apartat b segiient es detalla el fet que aquesta reduccio fins al calat ¥, en general és molt dificil
d’aconseguir i, fins i tot, en alguns casos és impossible. Igualment, s’hi mostra I’analisi alternativa
d’aquest cas, que permet introduir 1’us de les corbes calat enfront del cabal especific per a una energia
especifica donada.

b Analisi amb corbes y—q

El canal passa d’un ample B, a B,, essent B, >B, i, per tant, el cabal especific passa de ¢g; a ¢,, amb ¢,
< ¢,. La forma del perfil de la superficie lliure, a més de dependre de la geometria de la contraccio,
depén també del flux d’aproximacio a la seccié d’entrada.

a) Flux d’aproximacio en régim rapid

Cas A: q> < q.. El cabal especific a la seccido més estreta €s inferior al maxim cabal especific possible
en aquella seccid, que correspon al cabal especific corresponent al régim critic. A la segiient figura 9.6
es justifica graficament que en aquest cas es provoca un augment de calat aigiies avall.

Cas B q, > q.. Aquest cas es produeix quan 1’ample de la seccido més estreta (aigiies avall) és inferior a
I’ample que provocaria la formacié del cabal especific corresponent al régim critic, maxim cabal
especific possible en aquella seccid.

32<Bc=qg (9.13)

La corba y—q (figura 9.7) indica que ’energia especifica £; que té I’aigua a la secci6 1 no és suficient
per travessar la seccid 2 més estreta. Perqué es pugui produir el pas d’aquell cabal a través de la seccid
esmentada, és necessari que se’n modifiquin les condicions hidrauliques aigiies amunt del canal, és a
dir, és necessari que es modifiqui la corba y—¢ que defineix aquest flux.

Aquesta modificacié ha de provocar, tal com s’esquematitza a la figura 9.7, un augment a 1’energia

especifica £, disponible a la secci6 1, fins a £;. D’aquesta manera, a la seccidé 2 hi ha d’aparéixer
necessariament un calat y, =y, i, per tant:

E,=E =15y, =E (9.14)
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calat (m)
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q1 92 Cabal especific (m* /s/m) qc

Figura 9.6 Analisi d’'una contraccio brusca, amb el flux d’aproximacio en régim rapid, a partir de la corba
calat—cabal especific per a una energia especifica donada, quan el cabal especific <q..

calat (m)

yci

q1 qcl q2 qc2
Cabal especific (m* /s/m)

Figura 9.7 Analisi d’una contraccio brusca, amb el flux d’aproximacio en régim rapid, a partir de la corba
calat—cabal especific per a una energia especifica donada, quan el cabal especific q>q..

i
Fénomen local (no és
71 una corba de rabeig

o

Figura 9.8. Possible modificacio de les condicions hidrauliques a la seccio que permeti passar per la
contraccio de 2, essent el flux d’aproximacio en régim rapid, sense que es produeixi canvi de regim.
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Per aconseguir augmentar 1’energia especifica en una seccié en régim rapid, es comprén que d’alguna
manera s’ha d’aconseguir que el calat y; hi disminueixi. Aquest nou valor y, s’obté resolent I’equacio:

A o’
E=)+—5— 9.15
1 yl Blzﬁlzzg ( )

Ressalt hidraulic —,7Fe:n0men local (no és
’ 1

unfa corba de rabeig

Figura 9.9 Possible modificacio de les condicions hidrauliques a la seccio que permeti passar per la
contraccio de 2, essent el flux d’aproximacio en régim rapid, mitjang¢ant la formacio d’un ressalt hidraulic.

Com que es parteix del fet que el regim és rapid, aquest menor calat y, només s’aconsegueix si a
I’extrem aigilies amunt del canal hi ha algun mecanisme que permeti modificar la condicié de contorn
i, aixi, arribar amb una certa corba de rabeig a la seccié 1 amb el calat y , tal com s’esquematitza a la
figura 9.8. Cal adonar-se que aix0, en general, és molt dificil d’aconseguir i, fins i tot, pot ser
impossible, ja que en cas que el canal aigiies amunt de la contraccid sigui prou llarg, s’arriba a la
seccid 1 sempre amb un régim uniforme, sigui quina sigui la condicié de contorn aigiies amunt
d’aquest canal. En tal cas, perqué I’aigua hi acabi circulant, s’ha de formar un ressalt que permeti
passar a régim lent a 1 amb 1’energia citada El. Com és ben sabut, I’equacio (9.15) té també una
soluci6 en reégim lent, que és la que es produeix en aquest cas. Aixi el nou calat en régim lent y, ha de

ser compatible amb les condicions d’aquest flux (gracies a la corba de rabeig adequada) amb el calat
immediatament aigiies avall del ressalt (figura 9.9).

¢ Efecte induit des d’aigiies avall

Cal adonar-se que, si el tram aigiies avall €s de pendent moderat (M), I’efecte local que s’acaba
d’analitzar és un component més del fenomen que cal afegir a ’efecte que s’indueix des d’aigiies
avall. Val a dir que I’efecte local i I’efecte induit des d’aigiies avall es donen alhora, de manera que els
fenomens locals que s’han esmentat fins aqui no es poden observar perque queden diluits en els que
procedeixen des d’aigiies avall (Puertas i Sanchez-Juny 2001). Només cal adonar-se que no hi ha cap
corba de rabeig de tipus M, en régim lent, que al seu extrem aigiies amunt formi un régim critic. En tot
cas, s’hi troba un calat uniforme (si és prou llarg) o més gran. L’energia especifica que es disposa a
I’entorn de la seccié on, com s’ha discutit en els apartats anteriors, es forma régim critic, és més petita
que la que li correspon pel calat induit des d’avall (calat uniforme si el canal és prismatic i prou llarg).
Per tant, el calat amb que s’hi arriba té prou energia per ofegar el régim critic, rad per la qual a la
realitat es donen uns calats més elevats que els discutits fins ara. A Puertas i Sanchez-Juny. (2001) es
discuteix aquest fenomen amb tot detall.
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9.2.3 Canal Venturi

En una contraccid, el régim €s critic si ’ample és menor o igual a un determinat ample B,; aix0 li
confereix unes caracteristiques idonies per desenvolupar un mecanisme de mesura del cabal. Sobre la
base d’aquest concepte es defineix el canal Venturi.

Canal Venturi

< »!
Figura 9.10 Vista en planta tipica d 'un canal Venturi. Es caracteritza per la contraccio brusca amb qué es
troba el flux en la qual es forma un regim critic.

A partir de la relacié corresponent al régim critic (Fr=1), i assumint implicitament que no hi ha
pérdues d’energia ni repartides ni localitzades, es pot escriure una relacido biunivoca entre el cabal
circulant i el calat critic, que es pot mesurar en el canal. Per tant, acceptant que la contraccio és
suficient per assegurar la formacié d’un régim critic:

(9.16)

I aixi es pot escriure el segiient balang d’energia entre les seccions aigiies amunt i aigiies avall de la
contraccio. Cal ser conscients que en aquesta ultima el régim que apareix és critic:

(9.17)
Si la velocitat d’aproximaci6 es pot negligir, resulta
2 Y % ;
0= 3 B,\Jgy, o 0=0.544B,/gy; (9.18)

expressio a partir de la qual s’observa que, mesurant el calat d’aproximacio6 y; a la contraccid, es pot
estimar el cabal circulant. Per aplicar amb més precisio aquests elements d’aforament de canals, es
poden tenir en compte tant la velocitat d’aproximacié com les pérdues d’energia, i en resulta una
expressio equivalent a la (9.18), amb I’aparicié d’uns factors correctors. Un desenvolupament més
detallat pot estudiar-se a Sotelo (1995).

9.3 Modificaciéo de ’ample d’un canal de seccié arbitraria

L’energia especifica, si la seccio no és rectangular tal com s’ha estat analitzant fins ara, continuaessent
una funcié que depén del calat:

A
E—y+A2(y) re (9.19)
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Si, a més, la conduccié no és prismatica, I’energia especifica £ continua essent la mateixa, tot i que
I’ample mitja ( B(y) ) varia amb el calat i, per tant, el cabal especific critic g. pot variar d’una secci6 a
I’altra.

Per tant, cal fer ’analisi d’aquesta situacio a partir de les corbes y-Q, imposant que els cabals es
mantenen constants quan es passa a través de la contraccio o eixamplament (Q; = 0,), 1 aixi donar els
calats corresponents sobre la mateixa vertical.

E2=E1 ' \

yc1=yc2

calat (m)

Q1=q2 Qct Qc2
Cabal especific (m* /s/m)

Figura 9.11 Analisi de contraccions o eixamplaments amb les corbes calat -cabal per a una energia
especifica donada, en el cas de seccions arbitraries.

9.4 Modificacio de la cota de la solera

Sigui en aquest cas un canal horitzontal, d’ample B, que transporta un cabal 0, amb un calat y; en una
determinada secci6 1. En una seccid 2, molt propera, hi ha una elevacié brusca de solera d’altura Az,
tal com s’esquematitza a la figura 9.13. Si les seccions 1 i 2 es poden suposar molt properes, es
consideren negligibles les perdues per fregament. També es negligeixen les perdues localitzades.

9.4.1 Aproximacio en régim subcritic

Si el regim d’aproximacio a la seccio 1 és en régim lent, s’ha de verificar que:

i by e
1 1 2g 2 275 (9.20)
essent z, =z, +Az
aleshores:
E=E,+Az o E,=E —-Az (9.21)

Si es parteix del fet que el calat a la seccio 1 y; és en régim lent, aleshores a la seccidé 2 y, ha de
disminuir, a causa de la disminuci6 de I’energia especifica. Aixi, si la superficie d’aigua corresponent
ala seccio 1 és P, ha de disminuir fins a R a la seccid 2.
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calat (m)

DA LI /ip/ '
Y2/’R NPT
Ve[ / ""_:='£c\: : :

0 E. E; Eq

— Az Energia Especifica (mca)

m

Figura 9.12 Cas d’una sobreelevacio de la solera a partir de les corbes calat—energia especifica.
Aproximacio en régim subcritic.

Figura 9.13 Esquema tipic d’una sobreelevacio de la solera.

El calat y, ve donat per:

(9.22)

A la figura 9.12 s’aprecia que, si la sobreelevacio Az €s més gran, el calat y, ha de disminuir. El minim
calat que es pot trobar a la seccio 2 correspon al punt C, que no és cap altre que el régim critic. En

aquest punt:

Az = Az, i, pertant, y,=y.1 E;=E.
Q2

El_AZm:EZZEvac‘+m

(9.23)

Si la sobreelevacio Az > Az, al diagrama de la figura 9.12, s’hi observa que el flux no €s possible per
I’energia E; donada, de manera que el calat a la secci6 immediatament amunt de la sobreelevacio, y;,
ha d’augmentar, fins a y’;, per provocar I’augment d’energia especifica a la seccid 1 fins al valor E’;:
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’ ’ Q2 ’
f;1 =) +m amb E1 > E1 (924)

1

A la seccid 2 el flux continua corresponent a la minima energia especifica (condicié de calat critic):

QZ

E-Az, =E2=Ec=ye+m

(9.25)

Resumint, analitzant diferents altures de la sobreelevacid (Az) entre per 0 i Az, es dona que, si el calat
d’aproximacio a la seccio immediatament aigiies amunt (y;) es manté constant, aleshores el calat en la
secci6 immediatament aigiies avall (y,) disminueix a mesura que augmenta Az i assoleix un minim
valor (y; = y.) quan la sobreelevacid és la maxima possible(Az = Az,).

En el cas que la sobreelevacio (Az) sigui més gran que Az, aleshores el calat y; d’aproximacio aigiies
amunt ha d’augmentar necessariament fins a y;’, per aconseguir que 1’energia especifica també
augmenti. En canvi, el calat y, aigiies avall roman constant i igual al critic (v, = y.).

9.4.2 Aproximacié en régim supercritic

Si el calat y; d’aproximacié a la sobreelevacid és en régim supercritic, el calat a la seccio
immediatament aigiies avall ha d’augmentar per la reduccid de I’energia especifica que I’elevacio
introdueix.

calat (m)

— Az Energia Especifica (mca)

Figura 9.14 Cas d’una sobreelevacio de la solera a partir de les corbes calat — energia especifica.
Aproximacio en regim supercritic.

A la figura 9.14 s’aprecia que 1’energia corresponent al punt P té associada, en régim rapid, un calat y,
1 ha de canviar fins a I’energia del punt R, que li correspon el calat y,.

En el limit, quan la sobreelevacio6 (Az) sigui igual a Az, es provoca que a la secci6 2 el calat y, passi a

ser critic, y., 1, per tant, que 1’energia a 2, E, = E,, igual com passava en el cas de I’aproximacié en
régim subcritic.
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A la figura 9.14 s’aprecia que quan Az > Az, el valor de la diferéncia £, — Az < E,, fet que condueix a
un flux fisicament impossible per tant, necessariament s’ha d’ajustar, per ell mateix, per arribar a 2
amb la minima energia possible corresponent a aquell cabal que faci possible el flux. Aquesta energia
no és cap altra que la corresponent al régim critic (E,) i, per tant, aixo obliga que les condicions del
flux aigilies amunt de la sobreelevacié hagin de canviar d’acord amb aixo. D’aquesta manera, el que es
produeix generalment és un ressalt hidraulic.

9.5 Disseny de transicions en el tipus de seccio en régim lent

Les transicions s’han de plantejar tan suaument com sigui possible, per tal d’aconseguir una bona
distribucid de la velocitat al final de la transici6. Cal tenir en compte que, en general, és important
poder estimar tant les pérdues d’energia com el perfil de la transicio.

Es interessant tenir clar que en fluxos que es contrauen, les pérdues d’energia localitzades sén més
petites que en fluxos que s’expandeixen.

9.5.1 Contraccions

En una contraccié en un flux en lamina lliure, un cop superada la reduccio de seccio, per ra6 de la
inércia del fluid, el flux es continua contraient i es forma el fenomen d’una vena contracta®. A
I’apartat 9.3 del capitol 12 (flux a pressid) es descriu el flux per mitja d’una contraccid, de manera
generalitzable al que passa en lamina lliure. En aquest punt el flux passa a expandir-se immediatament
buscant la readaptacio al contorn del canal aigiies avall.

Experiments en contraccions amb vértexs vius o arrodonits indiquen que les pérdues es poden estimar

fent:
2

AH = 422 (9.26)
2g

on v; és la velocitat en la seccid més estreta (avall de la contraccid) i A és el coeficient de pérdues
localitzades, que és funcido de ’ample de la contraccio, del calat que es doni en aquella seccid i de
I’existéncia d’arestes vives, o no, en la contraccio. A la taula 9.1 es donen alguns valors representatius
dels coeficients de pérdues de carrega localitzades en contraccions, amb la condicidé que s’eviti una
estrangulacio excessiva més enlla de la que provoca la formacié d’un régim critic aigiies avall.

Taula 9.1 Valors representatius del coeficient de perdues de carrega localitzada
en una contraccio brusca en lamina lliure.

Tipus de contraccio A

Sobtada 0.10
Transici6 lineal que formen 30° amb 1’eix del canal 0.06
Transici6 cilindrica 0.06
Transicio el-liptica 0.06

9.5.2 Expansions brusques

La figura 9.15 mostra el flux en una expansi6é brusca, en un canal rectangular de pendent nul. Es
consideren les seccions 1, aigiies amunt de 1’eixamplament; 2, immediatament aigiies avall del canvi
de seccio, i 3, aigiies avall en la zona eixamplada. Es pot derivar una expressio per estimar les pérdues
d’energia si es considera que:

%E] calat a la secci6 de la contraccio pot disminuir més del que indicarien les corbes d’E-y per causa de la inércia del flux. Es el calat

corresponent al que en hidraulica classica s’anomena “vena contracta”.
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1. Els calats entre la seccio 1 i la secci6 2, immediatament aigiies amunt i avall de I’eixamplament, es
poden suposar aproximadament iguals (y; = y,).

2. L’energia especifica entre les seccions 112 €s conserva (£; = E>).

3. La quantitat de moviment entre les seccions 2 i 3 es conserva (M, = Mj).

4. La fricci6 amb el contorn es pot negligir.

5. El nombre de Froude a la seccié 1, Fry, és prou petit per negligir Fr,* i les poténcies superiors.

I s’obtindra:

1
Figura 9.15 Esquema d’un eixamplament de seccio.

3
5 B 2 2'Fr12'[§1j
AH:V_I-[1— lj |1 9.27)

2g l—i
BZ

El terme entre claudators, és negligible si Fr; < 0.5, 1 si B,/B; > 1.5, aleshores 1’equaci6 es redueix a
I’expressi6 obtinguda en conductes tancats (apartat 9.2 del capitol 12):

2 2
AH = 2V—1(1 —iJ formula de Borda (9.28)
g 2

Aquesta equacio ha estat contrastada al laboratori i ha resultat acceptable per a la seva utilitzaci6.
Altres experiéncies s’han fet amb relacions B,/B; entre 1.33 i 2.0, i n’han resultat uns valors de les
pérdues d’energia entre 1.6 1 4.0 vegades les estimades per I’expressio anterior.
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9.5.3 Expansions graduals

Per tal de minimitzar les pérdues de carrega localitzades en aquests canvis de seccid, com també per
assegurar una bona distribucié de la velocitat un cop superada 1’expansid, es recomana un disseny
suficientment gradual de la transicié d’una seccio a 1’altra.

La longitud recomanada de la transici6 varia entre 2+(B, — B;) 1 2.5:(B, — B)).

Mitra va obtenir”’ I’expressio que dona com ha de variar ’ample (B) de la seccié amb la distancia (x)
des del comencament de 1’expansio.

_ BBL
* B,L—(B,—B)x

(9.29)

Aquesta expressio descriu una expansio hiperbolica i I’experiéncia assegura que funciona prou bé.

9.6 Alteracio del flux produit per les piles d’un pont

Sovint en cursos d’aigua les contraccions i expansions es donen de forma encadenada, primer una
contraccié i tot seguit una expansié que recupera 1’ample inicial. Es el cas de fluxos a través de les
piles d’un pont. L’interés principal es presenta en analitzar la sobreelevacio de la lamina, aiglies amunt
del pont, deguda a la seva preséncia.

B b
\ 4
"""""" \ R D)
B
------------- A D)
L 2 X
1 | 1
1 . | 1
J— -l __ Pila ______| I L _
T : £
\ 1 A
1
B Y3
: v
T ™

Figura 9.16 Esquema del flux a través de les piles d’un pont.

Generalment, 1’acci6 del flux sobre les piles del pont €s petita, comparada amb les altres forces que hi
poden actuar. El flux a través de les obertures entre piles es pot analitzar mitjancant les equacions de
continuitat, energia i quantitat de moviment.

A la figura 9.16 es mostra el flux a través les obertures, amb una aproximacio en régim lent, que és el
més habitual en aquests casos. L’equacio de quantitat de moviment entre les seccions 1 i 3 definides a
la figura 9.16 esmentada és:

2" Per obtenir aquesta expressio es va assumir que el calat i la variacié de la velocitat (dv/dx) havien de mantenir-se més o menys
constants al llarg de la transicio
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pgy pgys
2 2

J-B —Cpbyypvs = pvyy, B(vy—v,) (9.30)

on Cp és el coeficient d’arrossegament de la pila. Aleshores:

b vi 2w py(vy—v
(yl_y3)'(y1+J’3)_CD'(E}J’3'_3:M 9.31)
g
ja que per continuitat v,*y, =v;*y;, anomenant ( ¥ — ;) =Ay, isimplificant queda:
b v 2w 1
Ay(2y3 +Ay):CD._.y3._3+ 3 V3. 1— (932)
B" g g 1+
Vs
A 3
essent Fr, = s Obviant el terme (—yJ perque és petit i simplificant:
V&) V3
2 b 2
A+, |A”+12:Cpy| — |Fry
[ Ay j ~ B (9.33)
Vs 6
on:
b >
A= CD'E+2 Fry =2 (9.34)

Les condicions a la seccio 3 es poden suposar conegudes, ja que, en régim lent, vénen determinades
per una condici6 de contorn aiglies avall; per tant, les equacions anteriors es poden resoldre per obtenir
Ay, sempre que el coeficient Cp sigui conegut.

S’han estudiat les variacions de Cp en funcid de la relacié b/B, per a determinades formes de piles.
Aquests estudis s’han restringit a fluxos d’aproximacidé sense gradients de velocitat apreciables. El
coeficient de desguas Cp es veu afectat per la distribucié de velocitat d’aproximaci6 en aquest cas, els
resultats dels estudis citats no sén aplicables, de manera que si no es coneix Cp, 1’Gs d’aquestes
equacions es complica molt.

Experiments en fluxos a través de piles de ponts, fets per Yarnell, han donat com a resultat la formula
empirica segiient:

Ay _

K Frj(K+5Fr -0.6)(a+15a*) (9.35)
Vs

on =1 —% i K ¢és funci6 de la forma de la pila. Els valors més habituals de K es resumeixen a la

taula 9.1.

El valor de Ay/y; pot ser, com a maxim, d’un 10% a un 15% diferent del que dona per 1’equacio de
Yarnell, quan la relacio6 entre la longitud i I’amplada de la pila augmenta per sobre de 13.
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Taula 9.2. Variacio de K amb la forma de la pila, per a piles amb relacions llarg -ample iguala a 4.

Forma de la pila K
Nas i cua semicirculars 0.9
Nas i cua formats per dues corbes circulars, cadascuna de radi igual a 2 vegades I’ample 0.9
de la pila i cadascuna tangent a la cara de la pila

Piles semicirculars bessones amb un diafragma de connexiod 0.95
Piles semicirculars bessones sense diafragma de connexid 1.05
Nas i cua en triangle rectangle 1.05
Nas i cua quadrats 1.25

També cal tenir en compte que 1’equacio de Yarnell només és valida si la contraccié no provoca un
régim critic a la secci6 2. La contraccidé que causa régim critic es pot obtenir aplicant 1’equacié de
conservacio de quantitat de moviment, entre les seccions 2 i 3, i considerant que el calat a la seccid 2
és critic.

Si es pot suposar constant I’energia entre les seccions 1 i 2 la contraccio limit és (French, 1988):

1/2

L2
Limit — 2P 3 (9.36)

2

(2+Fr)
Si és entre 2 1 3 que es pot suposar constant, la contraccid limitant és (French, 1988):
3
1 4
O
O-Limit = Lt 3 on O = l—a (937)
(1+2:F7)

Henderson (1966) va recomanar directament 1’equacio (9.37) perque no depén de la suposicio de la
conservacio de I’energia i, a més, les variables independents que hi apareixen soén conegudes a priori.

Un bon disseny hidraulic de la distribuci6 de les piles d’un pont és aquell en qué la contraccid que crea
no provoca condicions critiques. En aquest cas, com ja s’ha dit, ’equacié de Yarnell es pot aplicar.
D’altra banda, és interessant tenir en compte que les pérdues d’energia degudes a les piles poden ser
estimades calculant la diferéncia d’energies (trinomi de Bernoulli) entre les seccions 1 i 3, energies
que es poden calcular facilment ja que els calats i les velocitats a aquestes seccions sén coneguts,
gracies a I’equacio de Yarnell.

9.7 Exercicis proposats
1. Discutiu si les afirmacions segiients son vertaderes o falses:
e En un flux en lamina lliure, I’existéncia d’una singularitat (estretament, eixamplament,
discontinuitat en la solera, etc.) origina una peérdua de carrega localitzada i una alteracio en la

lamina lliure.

e En un flux en lamina lliure D’existéncia d’una singularitat (estretament, eixamplament,
discontinuitat en la solera, etc.) origina la formaci6 d’un régim variable.
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Un canal prismatic de pendent constant, pel qual circula un cabal donat Q, si presenta un
eixamplament brusc i 1’aproximacié a la singularitat és en régim rapid, el calat disminueix,
també bruscament, en el sentit del moviment.

Un canal prismatic de pendent constant, pel qual circula un cabal donat Q, si presenta una
contraccio brusca i I’aproximacid a la singularitat és en régim lent, el calat disminueix en
qualsevol cas, també bruscament, en el sentit del moviment.

Com a primera aproximacio, és correcte considerar que I’energia especifica es conserva entre
les dues seccions immediatament aigiies amunt i avall d’un estretament o d’un eixamplament.

Com a primera aproximacio, és correcte considerar que 1’energia especifica es conserva entre
les dues seccions immediatament aigiies amunt i avall d’una elevacio de solera.

En una contracci6 de seccio en régim rapid, localment, la lamina d’aigua tendeix a pujar.

En un eixamplament de secci6 brusc, les pérdues de carrega localitzades son més grans que en
una contraccid brusca.

En una contraccid de seccio6 en régim rapid, localment, la lamina d’aigua tendeix a pujar.

En una contraccié brusca que uneix dos canals prismatics de tipus S, el pas a través de la
contraccio es fa en régim lent.

En una contraccié brusca que uneix dos canals prismatics de tipus M, el pas a través de la
contraccid implica la formacié d’un régim critic.

Una sobreelevacio brusca de solera en régim lent provoca, en el sentit del moviment, una
disminucio local del calat.

Si I’aproximacio a un eixamplament brusc de seccié es produeix en régim lent, es provoca,
localment, una disminucio del calat.

Un canal de secci6 rectangular de pendent geométric i = 0.001 i coeficient de rugositat de
Manning »n = 0.015, transporta un cabal de 10 m*/s. En una determinada secci6, i de manera
sobtada (A = 0.1), passa d’un ample B; = 3 m a un ample B, = 2 m en el sentit del moviment.
Determineu el perfil de la lamina d’aigua i la pérdua local d’energia en la contraccio.

Un canal de seccié rectangular de pendent geométric i = 0.001 i coeficient de rugositat de
Manning n = 0.015, transporta un cabal de 10 m*/s. En una determinada secci6 i de manera
sobtada, passa d’un ample B; = 2 m a un ample B, = 3 m en el sentit del moviment.
Determineu el perfil de la lamina d’aigua i la pérdua local d’energia en la contraccio.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



10 Moviment rapidament variat. Desguassos i sobreeixidors. Aforaments en lamina lliure 171

10 Moviment rapidament variat. Desguassos i sobreeixidors.
Aforaments en lamina lliure

10.1 Introduccio

El concepte de desguassar, entés com I’accid de treure 1’aigua d’un lloc on esta empantanada o
aturada, s’aconsegueix d’una manera natural des d’un orifici situat per sota de la superficie lliure. Més
concretament, si es vol buidar completament aquest recinte, el forat s’ha de situar al seu fons.
Hidraulicament, 1’orifici funciona a pressio.

Draltra banda, el concepte de sobreeixir du associada la imatge d’un recipient ple a vessar, que deixa
escapar per damunt les seves vores una quantitat de liquid quan el volum de liquid augmenta pels
motius que siguin. Per tant, en aquest cas se sobreentén un funcionament en lamina lliure a diferéncia
de I’anterior. Aquest és el matis hidraulic basic que els diferenciara.

Ambdues idees es poden comparar amb el concepte de vessar, entés com el fenomen que es produeix
quan un fluid surt del recipient que la conté. Aixi doncs, com s’han establert en els conceptes
esmentats, es pot distingir entre:
— Desguas: estructura hidraulica que permet les sortides de cabals que es produeix en carrega
per I’accié d’un gradient de pressio.
— Sobreeixidor: estructura hidraulica que permet les sortides de cabals que es produeix per
’acci6 gravitatoria, en lamina lliure.

Tot i que, com ja s’ha indicat, el concepte de vessador, segons la seva definicid gramatical, es podria
relacionar amb qualsevol dels dos casos anteriors, implicitament, se sol usar relacionant-lo més amb el
funcionament en lamina lliure d’un sobreeixidor, basicament per la imatge molt grafica d’un recipient
ple a vessar d’un determinat liquid.

Amb tot, es pretén obtenir la relacid entre el cabal vessat a la sortida de 1’estructura i les condicions
amunt (és a dir, ’accié gravitatoria, I’existéncia d’un gradient de pressions o la geometria). Aquesta
relacié permet determinar el cabal circulant, accié coneguda com a aforament:

0=/(4p.g.L) (10.1)

10.2 Desguassos a pressio. Coeficients de contraccio i desguas

Sigui un recipient ple d’un liquid, que té al seu contorn un orifici de petites dimensions®®, de qualsevol
forma i seccio transversal A. En aquest cas, es pretén determinar el cabal (Q) que es pot desguassar per
I’ orifici.

% En aquest cas, el concepte “petites dimensions” es refereix a un orifici petit, per comparacio de la profunditat (/) d’aigua en el diposit.
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Es fa la suposicio que el diposit és de dimensions molt grans o dit d’una altra manera que el nivell
d’aigua (H) €s constant.

Per la seva banda, les parets de l’orifici han de formar una aresta esmolada. Aixo dona un
funcionament hidraulic molt concret: les particules de liquid a la proximitat de 1’orifici tendeixen a
moure’s en direccid al centre d’aquest; per efecte de la inércia, I’entrada al forat provoca una
contraccio del doll d’aigua que assoleix la minima seccid transversal en la seccid 2. Aquesta es coneix,
en la literatura, amb el terme llati de vena contracta, que té una superficie (4.) que és més petita que la
de I’obertura del diposit (4, < 4).

|I|A/ 3
B

Figura 10.1 Esquema del desguas d’un diposit a través d’un orifici.

Suposat un pla de referéncia que passi pel centre de gravetat de 1’orifici i fent la suposicié® que a la
vena contracta la velocitat de les particules és practicament uniforme i de valor mitja v, i que la pressio
hi val practicament la pressio atmosférica; es pot escriure el balang del trinomi de Bernoulli entre les
seccions de 112 de la figura 10.1:

\%
H:— 1.2
2g (102)

on s’ha obviat el possible desnivell entre els centres de gravetat de ’orifici i de la vena contracta.
Aleshores:

v=42gH (10.3)

Aquesta és I’equaci6 de Torricelli, segons la qual la velocitat del flux a la sortida del forat segueix una
llei parabolica amb la profunditat aigiies amunt del forat. Aquest valor de la velocitat es calcula a
partir de la profunditat mitjana de 1’orifici, que correspon a la profunditat del seu centre de gravetat. A
I’entrada de I’orifici hi ha una acceleracié convectiva en el flux, de manera que la velocitat de les
particules aigiies amunt d’aquest punt sén més petites i aiglies avall més grans. La maxima velocitat
s’assoleix a la seccid del doll, on la seccié transversal es fa minima (vena contracta); a partir
d’aquesta, es recupera en part el diametre del doll.

La formula de Torricelli (expressié (10.3)) és tant més valida quant més petita sigui la dimensio
transversal de I’orifici per comparacié de la seva profunditat H. Tant és aixi que, en general, els
resultats obtinguts de (10.3) concorden amb els resultats experimentals només si es corregeixen amb
un coeficient C,, que s’anomena coeficient de velocitat:

» Es comprova experimentalment que és una hipdtesi prou acceptable.
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v=C 2gHl (10.4)

Aquest C, és adimensional i molt proper a 1, i només es pot obtenir experimentalment. Corregeix
I’error de no considerar en els raonaments fets fins ara ni les pérdues de carrega localitzades ni els
coeficients de Coriolis (¢ 1 ) a les seccions 11 2.

A partir de la velocitat mitjana obtinguda, es pot determinar el cabal total, si s’estima 1’area de la vena

contracta, ja que aquesta es pot calcular en funcié de la de I’orifici, amb 1’ajut d’un coeficient C,. de
contraccio:

A4 =C.A (10.5)

c

Aleshores, el cabal evacuat per I’orifici és:

Q=CC’CV'A'\/2'g—'H (10.6)
Aquesta expressio se sol escriure definint el coeficient de desguas C,; com:
Cd = CL"CV (107)

de manera que el cabal es calcula amb 1’equacio general d’un orifici de paret prima:

Q=Cd'A'm (10.8)
Es important recordar que, en tot aquest desenvolupament, s’ha assumit que:
— Sobre la superficie lliure del doll que surt a través de I’orifici la pressio és I’atmosferica.
— Lavelocitat d’aproximacio a I’orifici és negligible.

— La contracci6 ¢és completa, és a dir, la distancia de 1’orifici a les parets laterals i al fons és
30
gran’,

— Com a resultat dels punts anteriors, la carrega hidraulica disponible (H) coincideix amb el
desnivell entre la superficie lliure i el centre de gravetat de 1’orifici.

Si la carrega 4 és molt gran comparada amb la mida de I’orifici, aleshores la carrega disponible
correspon a la columna d’aigua /4. En aquest cas, ’energia de velocitat de I’aproximacio6 a ’orifici és
negligible.

Quan / no sigui més gran que 4 6 5 vegades |’energia de velocitat, aleshores:

V2 Ap
H=h+—- on h=—"F- 10.
=l ? (109)

A mesura que I’orifici es fa més gran, la velocitat a I’extrem superior del doll (I) tendeix a ser diferent
de la de I’extrem inferior (II) (figura 10.2). En aquest cas, la velocitat en el doll varia depenent de la
cota z. Si s’analitza la linia de corrent 4B de figura 10.2 (dreta), on 4 és un punt a una distancia
genérica z sobre el pla de referéncia, es té que:

3% Normalment es considera prou gran si aquesta distancia és superior a 3 vegades la mida més gran del forat (p. ex., el costat més llarg
en orificis de seccio rectangular).
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- B
v~ lb A
.
H;=h, on T 2’ (ID)
yh=Ap 1

Figura 10.2 Esquemes corresponents a un orifici de mides petites per comparacio de la carrega hidraulica
disponible (esquerra), i a un orifici de mides grans per comparacio de la carrega hidraulica disponible

(dreta)
2 2 2
h+;—3=z+;—A:>vA=\/2g'[h+;—B—zj3 (10.10)
g g g
b
2 V2
q:.[v-dz:_[ 2g{h+i—z]-dz:> (10.11)
b
2
3 3
2 vi b % v, b 2
== Dol h+-L+Z —|h+-L2—-= 10.12
7 3 g[ 2g 2] [ 2g 2 ( )

essent g, el cabal especific. De tota manera aquesta expressid no s’ajusta a la realitat, ja que no s’han
considerat les pérdues de carrega, tant localitzades com continues, i existeix una contraccio de la
lamina lliure en el doll. Per tant, cal corregir I’expressio anterior amb el coeficient de desguas C:

3 3
2 v:ob % vi b %
=C,-Z Dol | h+-LB4+= —| h+ L= 10.13
=%y g( 2g 2J ( 2g 2) ( )

10.2.1 Coeficients de velocitat, contraccié i desguas

En el cas d’un orifici de seccié circular, plantejant el principi de conservacié de la quantitat de
moviment en el volum de control definit per la semiesfera de fluid immediatament aigiies amunt de
I’orifici i el doll sortint, limitat per la seccio de la vena contracta, es pot obtenir una relacié explicita

entre el C. 1 C, (Sotelo, 1995):
2
CC:2— 4_F (1014)

En aquests casos, es pot arribar a justificar, a partir de técniques d’analisi dimensional, que el
coeficient de desguas (C,) depén tnicament del nombre de Reynolds. S’observa experimentalment que
per al cas Re>10, el coeficient Cy passa a ser independent de Re, essent:
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C,=0.60
C.=0.605 per Re>10° (10.15)
C,=0.99

Aquests valors experimentals es pot comprovar que compleixen prou acceptablement les relacions
(10.7) 1 (10.14).

En el cas d’orificis de seccid rectangular, els coeficients Cy, C, 1 C, sOn practicament els mateixos que
els indicats a (10.15).

En qualsevol cas, els coeficients C,, C. 1 C, han estat obtinguts assegurant que la contraccid del flux és
completa. Aquesta esta garantida si la distancia entre els extrems de [’orifici i els contorns del
recipient son més grans que tres vegades el seu diametre, si és circular, o tres vegades la seva longitud
menor, si €s de seccio rectangular.

10.3 Desguas sota comportes verticals i radials. Desguas lliure i submergit

Una comporta és una placa mobil, plana o corba, que en pujar o baixar permet graduar I’altura de
’orifici que va deixant. Aquest control de I’altura permet controlar el cabal que deixa passar.

L’orifici es forma entre la solera del canal i I’extrem inferior de la comporta. El seu ample sol
coincidir amb el del canal, de manera que el flux es pot suposar bidimensional.

Hi ha diversos factors que influeixen en la determinaci6 del cabal desguassat sota la comporta:

— La contraccio i el fregament amb la solera que es donen quan el flux passa sota la comporta,
produeixen una pérdua de carrega Ak, que en general no és negligible.

— La influéncia de I’energia cindtica (v,”/2g) del flux d’aproximaci6 a la comporta, es manifesta
tant més gran com menor ¢€s la relacié entre el nivell aiglies amunt i 1’obertura de la comporta

/).

10.3.1 Desguas sota comporta lliure

Es considera el cas general d’una comporta plana amb una inclinaci6 6° respecte de 1’horitzontal i un
ample B, tal com s’observa a la figura inferior dreta de la figura 10.3.

Val a dir que la inclinaci6 de la comporta és 6°, equivalent a la de la tangent en el llavi de la comporta
radial, i una comporta vertical el cas particular en qué 6° = 90°.

Si es planteja el balang del trinomi de Bernoulli entre la seccié 1 (amunt de la comporta) i la 2 (seccid
de la vena contracta):

V2 v2
H=y,+Z=Cc'a+§ (1016)

I d’ altra banda, s’analitza I’equaci6 de continuitat entre 1 i 2:

v =—, (10.17)

Substituint (10.17) en (10.16) resulta:
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1 C.a y
2 - B4l
C-a) Vv 2 V2 —C -a y
N [ < j —2—CC 2 =2 = S = . (10.18)
» 2g 2g 2g . C.-a [1+Cla]{l_CLaJ
» N N
vi[2g
AL," A A
— Ah,
—— A
vi/2g

Y1

'y
y2= Cc'a v

L‘=a/éC

Figura 10.3 Esquema de diferents tipologies de comportes amb el desguas sota ella.

Per tant, la velocitat mitjana real a la seccid de la vena contracta es pot escriure:

"\ 2g'y,

Vv, = o
=
/1+Cc“
Y

on C, és el coeficient de velocitat. Per tant, el cabal és:

_C,C.-Ba

1+C"'a

0 28y =

que se simplifica fent:

0=C, Ba2g7,
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on

C a (10.22)

. . . C.-
Observeu que a partir de la substitucié de (10.17) a (10.16), apareix el terme |1+ —< a , de manera
M
que aquest justifica I’as del nivell aiglies amunt de la comporta (y;), en comptes de I’energia per unitat
de pes en aquella mateixa seccio (H)).

L’obtencio estricta del coeficient de desguas C, passa sempre per 1’experimentacio ja que, com ja s’ha
dit anteriorment, en aquest desenvolupament s’han obviat les pérdues de carrega i, a més, no s’ha
establert tampoc com estimar el coeficient de velocitat C,.

La dificultat d’estimar adequadament els coeficients C,, C. i Cy, és que tots tres depenen de la
geometria i del nombre de Reynolds. Encara més, tots tres coeficients son molt sensibles al grau
d’agudesa del llavi esmolat de la comporta i als diferents desenvolupaments de la capa limit a partir
del pla de la comporta. Aquesta dificultat ha fet, per tant, que els estudis realitzats per diversos
investigadors no presentin una gran coincidéncia en els resultats. A Sotelo (1995), Lencastre (1998) o
Naudascher (2001) es poden trobar col-leccions d’abacs que permeten 1’obtencio del coeficient de
desguas.

De qualsevol manera, existeixen diverses aproximacions empiriques al C,. Una de les més emprades,
per la seva simplicitat, és deguda a Knapp i és valida per a comportes inclinades un angle 6°, encara
que també és valida per a comportes radials, on 6° és la inclinaci6 de la tangent al llavi inferior de la
comporta (Sotelo, 1995).

° a

Wi

C,=0.960+ (0.14535 0

o —0.0475) (10.23)

on I’angle 6 és en graus sexagesimals

Té com a limit superior, logicament, C, = 1, que s’assoleix quan a/y; = 0.408 en el cas de comportes
planes verticals (6° =90°). També en aquest cas el coeficient de contraccié C., a efectes practics,
mostra petites variacions al voltant de 0.62, per a qualsevol relacié de y,/a. En canvi, en comportes
planes inclinades un angle 6 amb I’horitzontal, o radials en qué la sortida formi el mateix angle 6, el
coeficient de contraccié augmenta quan augmenta I’angle, i es pot estimar amb una bona aproximacio
a partir de I’expressio experimental:

0 0 2
C =1 —0.75(%) + 0.36(90—()) (10.24)

Per tant, amb les equacions (10.22), (10.23) i (10.24) es pot determinar el coeficient de desguas teoric,
en funcid de I’angle de la inclinacié de la comporta i de la relacid entre el nivell d’aigiies amunt seu
(1) 1 I’obertura de la comporta (a), quan el desguas és lliure. Experimentalment, el coeficient C, ha
estat obtingut en comportes verticals que funcionen en condicions de desguas lliure; els seus valors es
mostren a la figura 10.6. Es pot comprovar que els valors teorics que s’indiquen a figura 10.4 sén
inferiors als experimentals entre un 3 i un 5%, cosa que valida el plantejament realitzat.
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0.800
0.750 - 6=30°
0.700 _——
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Figura 10.4 Coeficient de desguas teoric obtingut de les equacions (10.22), (10.23) i (10.24), en el cas d’una
comporta plana inclinada amb desguas Iliure.

Exercici

Determineu el cabal que surt sota una comporta vertical d’ample 5 m, amb una obertura de 0.5 m si el
calat immediatament aiglies amunt de la comporta és de 3 m, i les condicions de pendent i rugositat
aigiies avall de la comporta permeten assegurar que el desguas és totalment lliure (no submergit). Es
proposa, igualment, obtenir el valor del calat a la vena contracta.

Segons els valors fixats a I’enunciat, es té que: y,/a =3/0.5=6

De la figura 10.6 es pot obtenir, en condicions de desguas lliure, un coeficient C; = 0.585. I, per tant,
el cabal sota la comporta:

0=0.58550.5+/2g3=11.2 m’ /s

El calat y, a la vena contracta es pot determinar calculant préviament el coeficient de velocitat C, de
I’expressio (10.23):

C, =0.960+ (0. 14535'%— 0.0475)-03;5 =0.976

i, a partir d’ell i del valor determinat del coeficient de desguas C4=0.585, obtenir el coeficient de
contraccio C. a partir de I’equacio (10.22):

0.976:C,

0.585= = C. =0.63

1+C"
6

i, per tant, el calat a la vena contracta a la sortida de la comporta:
v, =C.:a=0.630.50= y, =0.315m

10.3.2 Desguas sota comporta submergit

A Tapartat 3.2 del capitol 7 (Ressalt hidraulic) s’han discutit les caracteristiques hidrauliques del
ressalt submergit a la sortida d’una desguas sota comporta.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



10 Moviment rapidament variat. Desguassos i sobreeixidors. Aforaments en lamina lliure 179

A partir de les mateixes hipotesis®' plantejades en aquell apartat es pot analitzar la influéncia del
ressalt submergit en el desguas sota la comporta, que per extensio també queda submergida.

Per tant, es pot plantejar el balang d’energia entre les seccions immediatament aiglies amunt (1) i
aigiies avall (2) de la comporta, com també la conservacié de la quantitat de moviment entre 2 i 3.

D’aquestes equacions s’estima que el cabal circulant sota la comporta es pot determinar usant la
mateixa equacio (10.21), on ara el coeficient de desguas C, es veu reduit significativament respecte de
la situaci6 de desguas lliure. Els valors de C, s’han estimat experimentalment i es mostren en el cas de
comportes planes o radials a la figura 10.6 i la figura 10.7, respectivament.

Draltra banda, acceptant que a la seccio 2 es troba la vena contracta (y,=C,a), aleshores la solucio
simultania de les equacions d’energia i de momentum condueix al resultat tedric del coeficient de
desguas C, de I’equacié (10.22). Si aquest resultat (considerant C.=0.6) es compara amb el valor
experimental presentat a la figura 10.6 per y;/a=35, s’obté que el teoric és entre el 3 1 el 5% més gran
que I’experimental, la qual cosa confirma la validesa de la teoria de Sotelo (1995).

A vl /2g A

AH

I T

Y1

\ &

1 Y3
ﬂk

¢ y>= Cc'a
1 2 3

Figura 10.5 Esquema tipic d’'un desguas sota comporta submergit pel nivell d’aigiies avall.

10.3.3 C,4i C, en comportes planes:

El grafic segiient és una bona estimacio pel coeficient de desguas C,, per diferents y,/a, considerant el
possible desguas Iliure o submergit.

Combinant diferents C, per desguas lliure, amb els C, de la formula (10.23), s’obtenen els valors
corresponents a C,, i aillant a 1’equacio (10.22) obtinguda abans resulten uns valors practicament
constants. Aixi, en comportes planes verticals, en general s’accepta prendre un valor C. = 0.62 per a
qualsevol relacio a/y,, fins i tot desguas ofegat.

En comportes planes verticals, quan y,/a < 1.35, el doll es desenganxa des del canto de la comporta i
es produeix I’entrada d’aire a I’interior, que invalida tot el plantejament analitic anterior (Sotelo,
1995).

3! 1. El flux a la sortida de la comporta té una velocitat efectiva corresponent al calat y, perd, en canvi, la cirrega de pressio es considera
deguda al calat y .
2. L’energia que es dissipa és deguda fonamentalment, a ’expansio que es produeix entre y; i y;.
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I—'-—- Descarrega lliure
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Figura 10.6 Coeficient de desguas d’una comporta plana vertical segons les experiencies de Cofié i
Buchheister (Sotelo, 1995).

Exercici

Determineu la reduccidé que experimenta el cabal que surt sota una comporta vertical de 1’exercici
anterior (exercici 10.1) de 5 m d’ample, amb una obertura de 0.5 m i amb un calat immediatament
aigiies amunt de la comporta de 3 m, si les condicions de pendent i rugositat aigiies avall de la

comporta permeten assegurar que el desguas és submergit, amb un calat aigiies avall de la zona
d’ofegament d’uns 2.5 m.

En les condicions que imposa aquest enunciat es té que y;=3 m y;=2.5 m i, per tant, que

n_3 _
a 05
P25 s
a 0.5

De manera que per determinar el coeficient de desguas C, de la comporta cal recorrer a I’abac de la
figura 10.6. S’obté que C, = 0.28, que li correspon un cabal sota la comporta:

0=02850.5./2g3=54m’[s
Amb aquest cabal s’obté a la seccié 3 un nombre de Froude:

5.4]2
2 (
Fr=1 137 _gmpi

gy, g25
valor que substituint-lo a I’expressio (29) del capitol 7 (Ressalt hidraulic) i considerant el calat y, de la
vena contracta obtingut a I’exercici 10.1, dona:

y',=2.5,1+2:0.021 1—£ =2.10m
0.315

que correspon a un desguas submergit, ja que és més gran que el de la vena contracta y, = 0.315 m
perd més petit que el de la seccid 3 y; =2.5 m.
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10.3.4 C,i C, en comportes radials

Per determinar el coeficient de desguas sota una comporta radial en condicions de funcionament Iliure
1 submergit en funcid de y,/r, a/r, ys;/r per a cada valor de A/r, on h és I’altura de 1’eix de la comporta,
es poden fer servir els resultats de Toch que es presenten a Sotelo (1995).

L’autor de I’experiéncia, Toch, no va presentar els resultats corresponents al C.. Es recomana calcular-
los amb les formules (10.22), (10.23), i amb els valors de la figura 10.7, tenint en compte que:

a
h a ) a 4
cosf@=——— i —=L= (10.25)
ror Y y/
.
oe ; I, I ! I Valor de '/
i afr
Descarga I:breﬁ Descarga Ilbr’,i - ___’_r,_,__._
Valor de a/r ; I ;7 | Descarga |
o.6l— Valor de a/r 4 04— z 1 A libre_—]
- | —— 7 5l - 7T A
S gt UXE v - 5 g /// ! o.}lr7 A
- _._-.—""'- B = o ,
5 1 :/f ] T A L] 03 0l ! 03 O.I/
%044 y AV 03 Ol g5 ] et 08
= 03 ar 7 /UJ 03 ol // //
2 1/ /[ Py r”r/l/! .
-2 Valores de o/ r //
2 Valores de
5o /[ 17 / b7l ajr Valores de «/r
= Dlescarga ahogada b Descarga ahogada | [~= Descarga ahogada
0s for- 23 05 0.7'=%5‘ oe lor29
0 1 11 | [
04 06 08 10 1.2 14 16 180406 08 10 12 1.4 16 180406 08 1.0 1.2 14 16 1.
Valores de y,/r Valores de ¥, /7 Valores de y,/r
a) hlr=10.1 by hjr= 05 ¢) hfr=10.9

Figura 10.7 Coeficient de desguas d’una comporta radial segons les experiéncies de Toch (Sotelo, 1995).

10.4 Sobreeixidor de caiguda lliure. Descripcio

Si existeix un grao en la solera del canal que provoca una caiguda en el sentit del moviment, quan el
flux arriba a I’aresta externa del gradé es forma una lamina d’aigua aillada que abandona el gras. A
mesura que el doll d’aigua avanga en 1’aire, s’hi aprecia que no hi ha cap canvi de signe en la
curvatura de la superficie lliure fins que la lamina xoca contra la solera inferior del salt.

Superficie tedrica de 1’aigua si - £

se suposa flux paral-lel NP/

\*</J 7P

Superficie real de C
1’ aigua )}C\ /,l'
Vo N\Caiguda

v

Emin

& —

(3+4)y

A

Airejat

Figura 10.8 Caiguda lliure en un canal.
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La figura 10.8 permet analitzar el fenomen: si no s’hi afegeix energia externa, la superficie de 1’aigua
busca sempre la posicié de minima energia, €s a dir, el flux es readapta per trobar el menor contingut
possible d’energia. Sigui £ I’energia especifica a una secci6 aigiies amunt (punt P de la corba E-y); des
d’aquest punt ’energia es va dissipant en el seu cami aigilies avall fins a assolir el contingut minim
E..i.; per tant, I’E,,;, s’ha de donar a I’extrem de la caiguda, ja que el seu calat no pot ser menor que y.,
ja que una disminucio6 del calat requereix un increment d’energia especifica, fet impossible llevat que
se’n subministri d’externa que la compensi. La corba teorica de la lamina lliure es mostra en blau a la
figura.

10.4.1 Localitzacié de la seccio de control

Les expressions per determinar el calat critic i les corbes E-y es basen en el fet que el flux és paral-lel,
1 aixo és aplicable només si el flux és gradualment variat. A I’extrem de la caiguda, pero, el flux té una
curvatura pronunciada. Aixo significa que el raonament que s’ha fet anteriorment usant la corba E-y
que ha conduit a deduir que sobre I’aresta de la caiguda s’ha de donar un régim critic, no és del tot
valid. En realitat, la secci6 a I’extrem de la caiguda presenta, efectivament, £,,;, pero no correspon a y..,
tal i com es determinaria suposant flux paral-lel.

Observacions del funcionament real d’aquests fenomens (Rouse, 1938) han determinat que, per a
pendents petits el calat y. que es calcularia per aplicaci6 de la condicié Fr =1 és, aproximadament, 1.4
vegades el calat a I’extrem (y,), 1 que es localitza entre 3y. 1 4y, amunt de I’extrem de la caiguda. La
superficie real de 1’aigua es representa a la figura 10.8 amb linia continua negra.

Y, =0.715y, (10.26)

De tota manera, cal ser molt conscients que, per al calcul de les corbes de rabeig, tot aix0 és
negligible.

10.4.2 Utilitzacio com a aforador

Aquests tipus d’estructures poden ser utilitzades com a aforador aixo és, per estimar el cabal circulant,
aprofitant I’establiment del régim critic. El que es fa és mesurar el calat y, a I’extrem de la caiguda, de
manera que a partir de I’expressiod (10.26) es pot determinar el calat critic y,, 1 a partir d’aquest es pot
obtenir el cabal circulant gracies a la relacié biunivoca que s’estableix entre aquest i el cabal (imposant
Fr=1)

Perqué aquestes estructures funcionin adequadament cal assegurar que en el canal s’estableixi un
régim lent, ja que en régim rapid el que passa aigiies avall no afecta per res aigiies amunt, en particular
la caiguda; aixi, en aquesta secci6 hi ha el calat que correspongui provocat per la condicié de contorn
existent a I’extrem amunt del canal. A la practica, en régim rapid, a la seccio extrem de la caiguda la
lamina es deprimeix una mica, tot i que aquest €s un fenomen negligible a efectes practics.

Exercici

Determineu el calat que es presenta a la seccid final d’un canal horitzontal de seccio rectangular
d’ample B, on es troba una caiguda lliure. Per fer-ho, se suposa que en aquesta secci6 final la pressio
al fons és nul‘la i que la seccio critica es presenta a una certa distancia x aigiies amunt.

Si g és el cabal per unitat d’ample, I’equacié de la quantitat de moviment entre les seccions 1 i 2

(suposant que la pressio a la seccio 2 és I’atmosfeérica, és a dir, pressio relativa nul-la) condueix a la
relacio segiient:
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7/'yc2 _ﬂ(v v )
2 g a c

F s
v

Figura 10.9 Calats al voltant d’una caiguda lliure.

I, a partir de I’equaci6 de continuitat:

v, _ve e
=V Y. =V, Y, =t =%
g g,

es pot escriure:

2 2 2
yc v V2

+==y, ==y, (@)
2 g g

Com que a la seccio 1, per hipotesi, el régim és critic, el calat val:

2 2
%, =,s/q§:yc =%=§-E ®)

que, substituint-ho a I’equacié de continuitat que s’ha mostrat abans, resulta:

vVt v 2 4E* V8 EP
_”:_‘-y;:_a:_E__zz_”:——z (c)
g gy, g 3 9y, g 27y,

I, per tant, substituint els resultats anteriors (c) i (b) en (a):

2 3
4 , (2 8 E 4 ) 2
—F +| —F | =——y =y =—F o0 Dbé tenint en compte (b =—y
9 (3 ) 275 Ya= Vo= pte (b) v, 37

Tal com s’ha comentat anteriorment, Rouse va determinar experimentalment que y, =0.715-y_, és a
dir, un 7% més gran que el que s’ha determinat tedricament.

10.5 Sobreeixidor de paret prima

10.5.1 Descripcid. Utilitzacié com a aforador

A continuaci6, s’analitza el desguas en lamina lliure sobre una placa, que pot tenir qualsevol forma,
pero amb la condicio que el contacte amb el doll que vessa sigui amb una aresta aguda (paret prima o
fina). Es tracta d’un dispositiu d’aforament habitual en laboratoris hidraulics i canals petits.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



184 Hidraulica

Es el sobreeixidor més simple. El liquid hi flueix formant dues superficies lliures, anomenades lamina
inferior i superior.

El punt o aresta del vessador en contacte amb la lamina d’aigua es diu cresta del vessador, 1 el
desnivell entre la superficie lliure aigiies amunt del sobreeixidor i la cresta es diu carrega hidraulica

().

Lamina superior y

hy| Pla de referéncia .-~ Y.

_________________ z.
3 7

Lamina inferior

Figura 10.10 Esquema del desguas sobre un sobreeixidor de paret fina.

Sigui un vessador de paret prima com el de la figura 10.10. S’hi defineixen les magnituds segiients:
— w: altura de la cresta sobre la solera.
—  h: desnivell entre la superficie lliure de 1’aigua, amunt del vessador, i la cresta.
— v;: velocitat mitjana d’arribada de I’aigua al vessador, suposada amb una distribuci6 uniforme.

L’energia total per unitat de pes aigiies amunt del sobreeixidor, respecte de la cresta, val:
V2
H=h+1 (10.27)
2g

En general, el perfil de les formes usuals dels vessadors de paret prima es representa amb ’equacid x =
f(y), que ha de ser coneguda.

Si s’analitza el balang d’energia en una linia de corrent entre els punts 11 2 es pot escriure que:

2 2 2 2
A% A% \% A%
—Zl+hl+—21g=y2+—22g:>h+—2‘g=y+—22g (10.28)

Quant més gran sigui I’altura del vessador (w) amb més motiu es pot negligir v; / 2g en comparar-lo
amb la carrega 4. D’aquesta manera, la velocitat en qualsevol punt 2 sobre la cresta de 1’estructura val:

v=2g(h-y) (10.29)

Es pot determinar facilment el cabal que circula a través de ’element diferencial indicat a la figura
10.10:
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dQ =2J2g-C,xJh—y-dy (10.30)

on el coeficient de desguas C, considera I’efecte de la contraccié de la lamina vessant. Integrant
aquest valor sobre tota la vertical, resulta:

h

Q=2'\/E'Cd'JX' [h—y-dy (10.31)

Que és I’equacid general del cabal a un vessador de paret prima, que és possible integrar si es coneix
la geometria del vessador.

Recapitulant, cal recordar que per a aquesta deduccid s’han considerat les hipotesis segiients (Sotelo,
1995):

— No es consideren pérdues d’energia. Implicitament, es considera que es troben incloses al
coeficient de desguas C,.

— En tots els punts de la seccio sobre la cresta del sobreeixidor, les velocitats tenen direccio
horitzontal i una distribuci6é parabolica, donada per (10.29).

— La integracio de la distribucid de velocitats es realitza entre els limits 0 i 4, i aix0 és
equivalent a dir que a sobre de la cresta del vessador el calat ha d’assolir I’altura 4, fet que no
¢és real, a causa de la contraccio del flux. L’error que es pugui introduir per aquest motiu
també quedara corregit en considerar el coeficient de desguas C,.

— Quan s’ha aplicat el balan¢ de Bernoulli entre els punts 1 i 2 (expressio (10.28)), s’ha
considerat una distribucié hidrostatica de pressions. Aixo se sol associar amb una distribucio
uniforme de velocitats per a tots els punts de les seccions 1 i 2. Es interessant adonar-se que
aixo entra en contradiccido amb la distribuci6 parabolica de v que s’ha suposat.

— La distribucid de pressions sobre la cresta del vessador pot suposar-se uniforme a tota la
secci6 i igual a ’atmosfeérica (pressio relativa nul-la). El doll d’aigua que surt de la cresta del
sobreeixidor té, a les superficies lliures que s’hi formen, superior i inferior, la pressio
atmosferica. Si es pot acceptar una distribuci6 hidrostatica, tal com s’ha comentat a la hipotesi
anterior, 1’Unica distribucio que fa compatibles ambdues superficies lliures és una distribucio
uniforme i igual a I’atmosférica en aquesta vertical, tal com s’esquematitza a la figura 10.11.

Lamina

__superior Patm—
N

Patm

Lamina

inferior

AN

Figura 10.11 Distribucio de pressions sobre la cresta del vessador.

Es comprova que el coeficient de desguas depen, en general, de la geometria del vessador i de la
propia carrega (k) sobre ell. Determinacions experimentals, en vessadors de paret prima de diverses
geometries han obtingut valors sempre al voltant de 0.60.
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10.5.2 Vessador de seccio rectangular. Q desguassat amb contraccid lateral i sense.
Quan la seccio transversal del sobreeixidor de llavi fi és rectangular, la relacié x = f(y) correspon a:

x=2 (10.32)

on B és la longitud de la cresta.

a Vessador rectangular sense contraccio lateral

La longitud de la cresta B, en el cas que no hi hagi contracci6 lateral del doll, coincideix amb I’ample
del canal.

< R >

Figura 10.12. Esquema d’un vessador de llavi fi de seccio rectangular, sense contraccio lateral.

Tenint en compte (10.32), ’expressio (10.31) que s’ha obtingut abans queda:

0=225C, jg [h—yedy =0 = —%\/Z C, -B-[(h —y) Zlh) (10.33)

finalment resulta:
0= % 2e-C,BI" (10.34)

Aquesta ¢€s 1’equacio general per determinar el cabal en un vessador rectangular, en el qual I’energia
de velocitat d’aproximacid és prou petita per comparacié de la carrega (%) disponible sobre la cresta,
és a dir, v12/2g << h.

Existeixen diverses formulacions empiriques per obtenir C,, que es poden trobar per exemple a Sotelo
(1995), Naudascher (2001) o Lencastre (1998), entre d’altres. Una de les més simples és la formula de
Rehbock:

3/2
C, = (0.6035 +O.0813-(MD~(1 + 0'0}?1 1j (10.35)
w

Totes les expressions empiriques de C,; tenen limits d’aplicaci6 que s’han de respectar
escrupolosament. Els limits d’aplicacié de 1’anterior formula de Rehbock son:
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[0.01m<h<0.80m
b>0.30m
w=0.06 m
h

—<I1
w

b Vessador rectangular amb contraccié lateral

(10.36)

En aquest cas, el vessador rectangular té una longitud de cresta B, i esta centrat a un canal d’ample b
més gran que ’ample B del vessador. A la figura 10.13 s’esquematitza un vessador de llavi fi de

secci6 rectangular amb contraccio lateral.

El fet que el vessament no es realitza a tot ’ample del canal (B < b) fa que, en aquest cas, s’hi doéna
una contraccio lateral similar a la que succeeix en orificis (apartat 0). Ara, per determinar 1’equacio
general a fi d’estimar el cabal circulant cal utilitzar la carrega total, inclosa I’energia de velocitat en

I’aproximacio al vessador:

2 \3/2 5 \32
Q:%. lzg.cd.B.[h+;}_lJ :>Q:%.Cd.(1+2v_lhj . /2g'B~h3/2:>
g g

essent

——ad Ih e \
<—B w
. L>4h ,
b

J B b

A4

Figura 10.13. Esquema d’un vessador de llavi fi de seccio rectangular, amb contraccio lateral.

Desenvolupant el binomi &; en série de Taylor entorn de v,%/2g = 0, fins a primer ordre:

v ” 30
1+— =l+=—1—+...
2gh 22gh

Com que I’area de la seccid 1 és A; = b - (h+w), es pot escriure que
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% = o (10.41)
2gh 2gb*(h+w)h '
1, per tant, substituint-hi ’expressio6 (10.38):
2 3/2 . p2.7.3 2 2
e | o3 K 2B " =1+3'K2'(£j ( i j (10.42)
2gh 2 2g-b2'(h+w) -h 2 b h+w

Aleshores, 1’equacio general del cabal per a un vessador rectangular amb contraccio lateral es pot
escriure:

2 3.2 BY(_h Y| g
o bé:
ng. hgC-BH (10.44)

On ara C, inclou els efectes de la contraccio (b/B i w) i les caracteristiques hidrauliques del flux
d’aproximacio. Es pot apreciar, doncs, que I’expressio obtinguda continua essent igualment valida per
a un vessador de paret prima sense contraccid lateral (cas b = B). En aquest ultim cas, si no es pot
negligir I’energia de velocitat del flux d’aproximacié (v,”/2g), només cal reescriure (10.43) fent b = B.

¢ Recomanacions per als vessadors rectangulars

Per a un bon disseny d’un vessador de llavi fi de seccid rectangular, amb contraccio lateral o sense, es
recomana tenir en compte els criteris seglients (Sotelo, 1995):

—  Es imprescindible que la cresta sigui perfectament horitzontal.
—  Es necessari que la cresta estigui formada per un bisell d’ample inferior als 2 mm.

— L’alcada des del fons del canal (w) ha de ser més gran que dues vegades la carrega sobre la
cresta (w > 2-h) i en qualsevol cas és recomanable que sigui més gran que 0.30 m.

— Per a un bon funcionament, el pla del vessador ha de ser perpendicular al flux, i ha de tenir la
cara aigiies amunt vertical, plana i llisa.

— Hauria d’estar instal-lat al centre d’un canal recte, que tingués un longitud minima L,,;,=10-B.
essent B la longitud de la cresta, i una area minima A4,,;,,=8B-A.

— Si és necessari fer el disseny amb contraccions laterals, cal que (b-B)/2 > 0.30 m.

. . . - ,32 . . .
— En cas contrari, es requereix una bona ventilacié™~ de la lamina vessant inferior.

*Tot els raonaments suposen pressié atmosférica en tots els punts. A la regié entre la cara d’aigiies avall del vessador i la lamina
inferior, hi pot quedar aire atrapat. El doll d’aigua caient arrossega part d’aquest aire i el dissol en el propi flux. Aixo provoca una
disminucio6 de la pressio en aquesta regio, de manera que la pressio atmosférica exterior acaba essent significativament més gran que la
pressio de I’interior. Aixi, el doll lliure acaba enganxant-se a la paret del vessador, fet que provoca una disminucié del coeficient de
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— La carrega h sobre la cresta s’ha de mesurar a una distancia (L) de la paret del vessador
superior a quatre vegades la carrega hidraulica sobre la cresta (L > 4-h). Aixo permet assegurar
fer el mesurament en una zona on I’energia de velocitat de I’aproximacio és negligible.

— Si la carrega disponible (&) és petita, les forces de tensio superficial poden esdevenir més
grans que les forces gravitatories, cosa que provocaria un mal funcionament de I’estructura. Es
recomana, per tant, 2> 0.11 m.

10.5.3 Vessador triangular

Sigui una seccid triangular simétrica respecte d’un eix vertical (y), amb un angle en el vértex 0. En
aquest cas, el valor de x = f(y) és

xzy-tang (10.45)

A)Y

] e

X
v >

L

Figura 10.14. Esquema d’un vessador de paret fina de seccio triangular.

D’aquesta manera, 1’equacio per determinar el cabal es pot escriure a partir de (10.31):
to (6
Q=2-«/2g-Cd-.[tan(5}«/h—y-y-dy (10.46)
0

que es pot integrar fent la substitucié z=h—y i dy=—dz. En aquest cas, els limits d’integracio queden;
per y =0 la variable z val z = A, i per y = & val, en canvi, z = 0.

0
Q=—2°@-Cd %an(%j-fﬂz°(h—z)'dz—%:>

h

(10.47
o) [20h2" 2 .7 )
0=2+2g+C,vtan[ £ )| 202 2.,
2 3 57,
Desfent el canvi de variable queda:
8 [ 52
Q :E.@.tan 5 'Cd W= (1048)
que es pot escriure de manera més simplificada:
0=Ch" (10.49)

desguas. D’aqui que calgui assegurar una bona ventilacio per permetre un equilibri de les pressions sobre la lamina superior i sobre la
lamina inferior del doll.
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on el coeficient C depén, en general, de 0, C; i g. A Sotelo (1995) es poden trobar diverses relacions
empiriques per determinar el coeficient de desguas. Una de les més precises és la formula de Hegly,
que és valida unicament en el cas de vértex en angle recte:

_ 0.00375 oY
cd_(0.5812+ ) ){I{B-(MW)U (10.50)

valida en les condicions segiients:

6=90°
0.10m<h<0.50m (10.51)

w  petites

Meés genérica és la formula de Gourley i Crimp, que escriu el coeficient C de I’expressio (10.49):

(2]
1.32-tan| —
_ an(zj (10.52)
C= ho.o3

valida en els casos:

0 =45°,60° 90°
{ (10.53)

w  grans

a Recomanacions pels vessadors triangulars

Els vessadors triangulars es recomanen basicament per a cabals O < 30 I/s i carregues entre 6 cm < A <
60 cm.

En general, és acceptat que la seva precisio €s millor que la del rectangular per a cabals entre 0 < O <
300 /s (Sotelo, 1995). Per a cabals més grans, es recomanen els vessadors rectangulars ja que el
triangular és més sensible a qualsevol canvi en les condicions del canal, perqué requereix més
exactitud en el mesurament de la carrega hidraulica disponible, ja que el Q varia amb la poténcia 5/2.

10.5.4 Ofegament dels vessadors rectangulars i triangulars

L’ofegament es dona quan, aigiies avall del vessador, el nivell d’aigua és més gran que la seva altura
w. Per les geometries estudiades (rectangular i triangular), s’estima la reduccié de la capacitat de
desguas del vessador a partir de la formula de Villemonte:

A4 4

[Fora de la zona
de disturbi D

Figura 10.15. Esquema de I’ofegament d’un sobreeixidor de llavi fi.
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)0,385

0=0(1-5" (10.54)

on:
— Q és el cabal del vessador amb descarrega submergida.
— Q; és el cabal del mateix vessador amb la mateixa carrega, en el suposit de desguas lliure.
— § és la relacio d’ofegament, €s a dir, la relacio entre la carrega avall i amunt de la cresta S =
h'/h.
— n és I’exponent de la carrega sobre la cresta en 1’equacié corresponent a Q,. Per tant, n = 3/2
per a vessadors rectangulars i n = 5/2 per vessadors triangulars.

10.6 Vessadors de paret gruixuda

10.6.1 Descripcio. Utilitzacié com a aforador

La idea general per al disseny d’un sobreeixidor de paret gruixuda consisteix a augmentar el gruix (e)
de la cresta d’un vessador rectangular sense contraccions laterals. El funcionament com a vessador de
llavi fi o gruixut depen de la relacio existent entre el gruix (e) i la carrega hidraulica disponible (/). Tal
com s’esquematitza a la figura 10.16:

— Quan e/h <0.67, el doll se separa de la cresta i aleshores funciona com un vessador de llavi fi.
— Quan e/h > 0.67, la lamina vessant s’adhereix a la cresta del vessador. En aquest cas, es
presenten diferents comportaments depenent de 1’altura w de la cresta sobre el fons del canal.

T - ™

a) e/h <0.67 b) e/h>0.67 aresta arrodonida

Figura 10.16. Vessador de paret gruixuda.

10.6.2 QO desguassat amb contraccié lateral i sense. Influéncia de la viscositat, la tensio
superficial i la geometria del vessador

En cas que e/h > 0.67 i el vessador sigui de seccid transversal rectangular, el procediment més acceptat
per obtenir el cabal circulant s el de Bazin. Es pot considerar 1’expressio per a vessadors rectangulars
de llavi fi, afectada d’un coeficient de reduccio €;:

Q=¢-C-Bh" (10.55)
on aquesta equacid correspon a la d’un vessador de llavi fi de seccié rectangular sense contraccions
laterals en condicions de desguas lliure (equacid (10.34)), corregida pel coeficient €;. Val a dir que en

aquest cas C inclou el coeficient de desguas (C,) que es pot determinar, per exemple, usant la formula
de Rehbock (expressio (10.35)). Es a dir, comparant les equacions (10.34) i (10.55) s’entén que:

C =§'1/2g'Cd (10.56)
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El coeficient €, es pot determinar usant les expressions empiriques segiients:
— valida per a e/h <3 i desguas lliure:
0.185
=0.7+——
& ¢ (10.57)
h
— valida per a 3 <e/h <101 desguas lliure:
0.1
=0.75+—
& e (10.58)
h

En aquest cas, sobre la plataforma s’arriba a desenvolupar un flux amb linies de corrent paral-lels i, per
tant, distribucio de pressions hidrostatica.

Depenent de la relacié entre e/h 1 w/h, existeixen diferents formes de funcionament, no només desguas

lliure. A la figura 10.17 es dona una eina més general per a la determinacio dels coeficients €;.

Si el desguas funciona submergit, fet que es produeix forca sovint en aquest tipus d’estructures, el
coeficient de desguas experimenta una reduccid significativa a causa de la influéncia dels nivells
d’aigua, aigiies avall. Aixi, I’equacid (10.55) per a la determinacié del cabal en aquestes estructures

s’ha d’afectar per un coeficient reductor (&;) que corregeix aquest efecte. El coeficient €, s’obté de la
figura 10.18, depenent de la relacio (h-h’)/h, on:

h’ és la diferéncia entre la cresta i el calat aigiies avall, del vessador.

h és la diferéncia entre la cresta i el calat prou allunyat, pel cap baix, a una distancia de 3.5-%,

aigiies amunt del vessador.

e
f
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Figura 10.17. Grafic per a la determinacio del coeficient £ en un vessador de paret gruixuda, funcionant
amb desguas Illiure (Sotelo, 1995).
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Figura 10.18. Grafic per a la determinacio del coeficient &, en un vessador de paret gruixuda, funcionant
amb desguas lliure (Sotelo, 1995).

S’hi pot apreciar una influéncia escassa dels nivells aigiies avall a partir de valors 2’ > 0.5-A.

Per determinar el coeficient de desguas C, cal tenir en compte ara les pérdues d’energia per fregament
i d’entrada al vessador, ja que en general deixaran de ser negligibles. Si el gruix e és gran, existeixen
formules que permeten considerar la friccié i 1’arrodoniment, o no, de 1’aresta a I’entrada. L’equacid
(10.59) correspon al cas d’aresta viva i, prenent A, = 0, al cas d’aresta arrodonida. Observeu que el fet
d’arrodonir I’aresta pot compensar, d’alguna manera, les perdues per friccié sobre el vessador.

h 2
14026 —— | |
(h + wj \/g
C= ) 7 amb n=— (10.59)
(3+ ¢ +0.004-nJ Ve
2 2

En aquesta equacio y. és el calat critic i A, és un factor de friccio que depén de la relacid w/h, segons la
segiient taula 10.1:

Taula 10.1. Valors de A, de I'equacié (10.59), segons Sotelo (1995) .

>3.5 3 2.5 2 1.5 1 0.5 0.25

>2.04 1.78 1.48 1.19 0.91 0.67 0.314 0.162

== ==

0.33 0.328 0.315 0.282 0.240 0.188 0.110 0.056

Com que el calat critic s’ha de calcular amb I’expressio:

_ 3/ 0
=i (10.60)
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en qué es desconeix Q. Aixo dona lloc a un procés iteratiu que, seguint el procediment que es descriu a
Sotelo (1995), es pot simplificar si s’usen les notacions segiients:

h=¢y, (10.61)
aleshores:
e
n= (p-; (10.62)

per al cas d’aresta viva, a la taula segiient es mostren els valors de ¢. Si ’aresta és arrodonida,
aleshores ¢ = 1.5.

Taula 10.2 Valors de @ aplicables a I’equacio (10.62), pel cas d’entrada amb [’aresta viva (Sotelo,

1995).
h
0.33 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
h+w
[0} 1.71 1.68 1.65 1.62 1.60 1.56 1.53 1.52
Exercici

Determineu el cabal circulant sobre un vessador de llavi gruixut de gruix e = 0.60 m amb una al¢ada
sobre la solera del canal w = 1.0 m en un canal d’ample B = 1.50 m, si la carrega # = 0.40 m. Discutiu
quin tipus de flux es dona en el vessador.

El vessador té una relacié e/h = 1.5 i w/h = 2.5. Amb aquests valors de la figura 10.17 es pot obtenir el
valor del coeficient €, de I’equaci6 (10.55), resultant €,=0.82.

El mateix valor € es pot determinar de 1’expressi6 (10.57) doncs e/h < 3:

0.185

£=0.7+ =0.823

A continuacid, cal determinar el coeficient de desguas C,. De la formula de Rehbock (10.35), resulta

3/2
C, = [0.6035 + 0.0813{0'40 +10'001 ID-[I + 0(.)04(:(1)1) =0.639

Per tant:
0= 0.823-§~\/2g 0.6391.50.407% = 0=0.59 m3/s

De la mateixa figura 10.17 es desprén que, en les condicions donades (e/h = 1.5 1 w/h = 2.5), el
funcionament sobre el vessador €s el d’un desguas lliure, en qué es forma una lamina deprimida que
no se separa de la cresta.
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10.7 Vessadors de perfil estricte

10.7.1 Descripcié. Cabal de disseny

El concepte principal que s’ha d’imposar en el disseny d’un vessador amb perfil estricte, per un cabal
determinat, que s’anomena cabal de disseny o de projecte, €s que el seu perfil sigui tal que per a
aquest cabal la pressio al llarg de la seva solera sigui igual a I’atmosférica. Dit amb altres paraules, el
perfil coincideix amb el perfil de la Iamina inferior d’aigua del doll corresponent al cabal de projecte
que passa per un vessador rectangular de llavi fi.

Definici6 de la corba del sobreeixidor
Pendent de la cara

. K N
aigiies amunt
Vertical 2.000 1.850
3enl 1.936 1.836
3en2 1.939 1.810
3en3 1.873 1.776
Pendent de la cara
. a LEh3 my my
aigiies amunt
Vertical 0.282 0.175 0.50 0.20
3enl 0.237 0.139 0.68 0.21
3en2 0.214 0.115 0.48 0.22
3en3 0.119 0.119 0.45 -
R 2 Y
Hy i
7& d n n-1
X"=K-H;-Y
Cota de Palnintntaiateet
oronacio X /

Punt de tangéncia

\/\

Llavi del sobreeixidor
Definicié geomeétrica

Figura 10.19 Sobreeixidor de perfil estricte de tipus WES, Chow (1994).
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El cabal de disseny (Q,) produeix una carrega (4,), que €s la carrega de definicié del perfil.

La figura 10.19 mostra un perfil estricte, que rep el nom de Waterways Experiment Station (WES)), tal
com ho recomana el Corps of Engineers (Chow, 1994).

La corba d’aforament es pot determinar usant:

Q=CB-\2g-h"* (10.63)

Només hi cal ajustar el coeficient de desguds, que normalment es fa de manera experimental,
mitjangant 1’estudi en un model reduit al laboratori.

10.7.2 Comportament hidraulic per cabals diferents al de projecte

Entre la carrega hidraulica (A4ieny) disponible corresponent al cabal de projecte i la carrega relativa al
cas d’un vessament lliure (/) del mateix ample (B) i cabal, en un vessador rectangular de llavi fi es
verifica aproximadament:

hdisseny = 0‘88.}’1[/' (1064)

Es constata que el coeficient de desguas (C) per a un perfil estricte és creixent amb la carrega. Aixo es
tradueix en el segiient:

— Per a un cabal més gran que el de projecte (O > Quisseny), 12 1amina liquida inferior tendeix a
apartar-se del vessador de llavi fi, tot i que manté el contacte amb el perfil estricte. Aixo
provoca que puguin desenvolupar-se pressions per sota de 1’atmosférica sobre la solera del
perfil. A més, la velocitat mitjana hi augmenta i també el coeficient de desguas.

Si el cabal excedeix suficientment el cabal de projecte, es pot arribar a produir la separaci6 del
flux respecte de la solera del perfil estricte, amb un risc important que es produeixin
problemes de cavitacio.

— Per a un cabal inferior al de projecte (O < Quisseny), 1a lamina liquida inferior exerceix pressions

superiors a I’atmosferica sobre la solera del vessador, i amb aix0 coeficients de desguas més
baixos.

10.8 Exercicis proposats

1. Discutiu si les segiients afirmacions son vertaderes o falses:

¢ En un sobreeixidor de llavi gruixut es produeix calat critic sempre que el nivell d’aigilies avall
sigui prou baix.

e Un sobreeixidor de llavi fi sempre és una seccid de control.

e El valor del coeficient de contracci6 de la lamina d’aigua en un desguas sota comporta és
sempre menor que 1.

e En un vessament en caiguda lliure es forma sempre un régim critic a 1’entorn de la seccio
immediatament aigiies amunt de la caiguda.
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e Enun desguas sota comporta el cabal que surt a través d’ ella depén Unicament de la geometria
del canal i del’ obertura de la comporta.

o Lavelocitat d aproximacié del flux en un desguas sota comporta pot condicionar-ne el cabal de
desguas.

e FEl caba en un sobreeixidor de llavi fi de seccié rectangular depén de la sobreelevacié a
I” exponent 3/2.

o El cabal en un sobreeixidor de perfil estricte de tipus Creager depén de la sobreelevacio a
I’ exponent 3/2.

e En un desguas lliure sota comporta, aigual carrega aiglies amunt de la comporta, € coeficient
de desguas tendeix a augmentar a mesura que |’ obertura es tanca.

e Un vessador dellavi fi de seccié rectangular és més adequat per a cabals petits que un de seccid
triangular.

e El concepte basic per assegurar € bon funcionament d’' un sobreeixidor de paret gruixuda és que
s hi formi a damunt una secci6 de control.

o Elssobreeixidors de perfil estricte son basics per a disseny de preses de gravetat.

2. Un desguas sota comporta controla el cabal que circula per un canal de formigd (n = 0.015) de
secci6 rectangular de 2.5 m d’ample.

El cana consta d'un primer tram (1-2) de pendent i = 0.0009, al qual segueix una rapida (2—3)
cap a un vas esmorteidor (3—-4) de pendent horitzontal amb una sobreelevacié de solera a la
sortida (5). Aigles avall, segueix un tram (5-6) de pendent i = 0.0225, que acaba en una
caiguda vertical (6).

AN

a :TO.ZS* '1
T

Essent el cabal Q=3 m/si I’ oberturainferior de la comporta a= 0.25 m, amb un coeficient de

contraccié C = 0.6, determineu

a. L’aturad aigua amunt de la comporta, i també en les seccions 2, 3, 4, 5 6, caracteritzant
les corbes de rabeig que s hi formin.

b. Lasobreelevacié minima Ay que hi ha d"haver ala secci6 5, per assegurar laformacio d’ un
ressalt.

Suposeu que: es trams 1-2 i 5-6 son suficientment llargs; e tram 3-4 és prou curt com per

assegurar que € ressalt s'iniciaal’entorn de la seccid 3; i que les pérdues d' energiaentre 2 5
son nul-les, llevat les que es produeixin en € ressalt.
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3. Un canal de formigd (n = 0.015), de seccio rectangular i pendent 1%, presenta un sobreeixidor
lateral rectangular amb una cresta de llavi fi de longitud L. Aigiies avall del sobreeixidor, el
canal t& un ample d’1 m, i aiglies amunt un ample d’1.4 m.

Si pel tram més aigiles amunt circula un cabal d’1.5 m’/s, determineu la longitud del
sobreeixidor de llavi fi que permeti assegurar que la lamina d’aigua hi sigui practicament
constant.

Predigueu quin és el perfil de la lamina d’aigua en el canal.

Avall i amunt del sobreeixidor lateral es pot suposar que el canal és molt llarg.

Considereu que en el vessament lateral les pérdues de carrega son negligibles i que el coeficient
de desguas del sobreeixidor és 0.6. L’equacié d’un sobreeixidor de llavi fi de secci6 rectangular
és:

Q:é/zg C, L

> 14m < I m >
0/~1.5m’/s 0> 0
— \ —_—>
w=02m
n=0.015
A\ 4 i=1%

P Prou llarg | P L ‘| Prou llarg .
< |‘ Vl |

4. Enun canal prismatic, de pendent 1.5%o, de seccio trapezial d’ample a la base de 2 m, talussos
laterals a 45° i altura de 3 m, s’hi troba una sobreelevacid sobtada de la solera d’1 m d’altura i
1 m de longitud. Determineu el cabal circulant i el coeficient de Manning sabent que aigiies
amunt i avall de la sobreelevacio el canal és molt llarg i que entorn de la sobreelevacio, s’han
mesurat els seglients calats:

z=2.063m
[ z=tezm z=1.753m
\ v
7=1m z=1.095m
—
v— A
P im
z=0m
v—
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11 Disseny de canals

11.1 Introduccio

Per al disseny de la seccio d’un canal prismatic no erosionable (canals artificials revestits), els criteris
més destacables que cal tenir en compte son: resistir 1’erosié de manera satisfactoria; aconseguir el
menor pendent motriu possible i1 definir la solucid més econdmica i facilment construible.

Hi ha una série de factors que poden condicionar el disseny:

— Concepte de seccio6 eficient

— Condicionaments constructius: classe de material amb el qual s’executa el cos del canal.
— Velocitats permissibles.

— Pendents.

— Resguards.

11.2 Eficiencia d’una seccio. Cas de seccié trapezoidal, rectangular, triangular i
circular

Es tracta de determinar la seccid hidraulica oOptima. Aquest concepte s’estableix a partir del
funcionament del canal en régim uniforme. En aquest tipus de régim:

Ri/s ‘[1/2 ‘

n

B R;B'A

QO=vA= A=Q0="""J" = 0=K1" (11.1)
n

on es defineix el parametre K com 1’anomenada conductivitat de la seccid. S’observa que considerant
I’area (4) de la secci6 fixa, quan el radi hidraulic (R;) augmenta, la conductivitat també ho fa. O bé,
considerant igualment I’area transversal fixa, quan el perimetre mullat (p) augmenta, la conductivitat,
en canvi, disminueix.

Per tant, segons aquestes relacions, la seccié amb perimetre mullat minim presenta una conductivitat
maxima, que es tradueix en el cabal (Q) maxim, fixats el pendent motriu (/), el coeficient de fricci6 de
Manning (n) 1 la seccid transversal. Aquesta seccid transversal es defineix com la seccid
hidraulicament eficient o Optima.

Com a curiositat, cal notar que, de totes les geometries possibles que pot presentar un canal prismatic

(rectangular, trapezoidal, etc.), la seccid semicircular és la que presenta un perimetre mullat minim.

11.2.1 Parametres que fan optima una seccié rectangular

Les variables que acaben definint la mida de la secci6 rectangular son I’ ample (B) i el calat (y). Les
relacions geomeétriques principals son:

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



200 Hidraulica

A=By=ctt (11.2)
A
p=B+2-y:/p=;+2'y (11.3)

Aixi, segons el concepte de seccid eficient, es vol determinar el perimetre mullat minim, fixada la
seccio transversal:

dp A 2
—=——42=0=4=2
d 7 Ver (11.4)

Aixi doncs, resulta que la seccio rectangular Optima és aquella que t€¢ un ample igual al doble del calat
en régim uniforme:

B,=2y,
11.5
Rh, =2~ (1)
‘ 2

11.2.2 Parametres que fan optima una seccié trapezoidal

En el cas d’una seccid trapezoidal, se n’estableix la definici6 geometrica a la figura 11.1 i les
equacions (11.6) 1 (11.7):

/i

m

—B—

Figura 11.1 Seccio trapezoidal.

A=(B+m-y)-y=ctt:B=§—m-y (11.6)
p=B+2y\1+m’ (I1.7)

Per tant, substituint convenientment la relacié de I’ample (11.6) a (11.7), queda:
A —
p=;—m-y+2'y' I+m (11.8)

Determinant els extrems d’aquesta expressid, considerant la secci6 transversal (4) i el talus (m)
constants:

d_pz_%—m+2-\/1+m2 =0= (11.9)
dy y
A¢f=y,f,-'(2' 1+m2—m) (11.10)
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d’on, per tant, ’ample ha de complir la relacio6 segiient:

B, =yef-(2- 1+m’ —m)—m-yef =

Bef :2yef( V1+m2 —m)

i el perimetre mullat i radi hidraulic:

Do =2-y(_,f-(\/1+m2 —m)+2-yef- l+m* =
Do :2-yef-(2- 1+m’ —m)
ye_zf-(Z- 1+m’ —m)

Rh, = .
Z-yef-(Z- 1+ m? —m)

Rh, _e
7

(11.11)

(11.12)

(11.13)

(11.14)

(11.15)

(11.16)

Amb tot aixo, la seccid que representen les variables B,y p.s1 Rh.rs’esquematitza a la figura 9.1:

oS = Vo
OT =OR-sinv= OR
1+m®
< Bef >

Figura 11.2 Caracteritzacio geométrica de la seccio trapezoidal optima.

ija que
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Amb la relacio (11.21) establerta finalment, es comprova que la seccid trapezoidal eficient és aquella a
la qual se li pot inscriure un semicercle; per tant, és la meitat d’'un hexagon. Cal dir que,
constructivament, aquesta geometria és dificil d’aconseguir perque els talussos tenen un pendent
elevat que fa que hi hagi problemes d’estabilitat abans de ser revestits de formigd, cosa que obliga a
esperar més temps abans de desencofrar i, per tant, alenteix la construccio.

11.3 Analisi del moviment uniforme en una seccio tancada. El cas d’una seccio circular

Se suposa una seccid circular tancada, com seria el cas tipic de molts col-lectors d’aigiies residuals i
fins i tot pluvials, amb el coeficient de Manning constant, és a dir, independent del calat. De la formula
de Manning per al flux uniforme es pot escriure:

-1/2

1
V= —-ha/ ’
n
o (11.22)
O=—4 Rh2/3
n
1
—
09 1 \\
— A'RhN(2/3)/A0-RhON(2/3)
0.8 1| —RnA2/3)Rh0A2/3)
—B/DO

0.7 4

0.6 1 /

: >,
/
oV _——

y/dO

/ /
0 ,_é———/
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2

Figura 11.3 Caracteristiques hidrauliques en una seccio circular en lamina lliure.

si es considera n i el pendent i constants, la velocitat mitjana resulta proporcional ha/ * i el cabal al

producte A'ha/ *. Si es considera el subindex 0 per indicar les caracteristiques del flux a seccio6 plena,

tot i que en lamina lliure, no a pressid (condicid de superficie lliure: P,, sobre la lamina lliure),
aleshores es pot obtenir la figura 11.3. En aquest grafic estan representades les corbes v/vy i 0/Q, en
funcié de y/d,, segons les seves dependéncies amb el R, i I’A. Ambdues corbes presenten un valor
maxim per a Q i v respectivament:

e 1 >0.93-d,= Existeixen dos calats (y) diferents per al mateix Q.
e y> (.81 d,= Existeixen dos calats (y) diferents per a la mateixa v.

Observacio: Aquests valors maxims es poden obtenir amb precisio fent les respectives derivades de les
expressions que resulten de la formula de Manning.
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La hipotesi de n constant no és del tot correcta. S’ha demostrat que en conductes de clavegueram i,
canals de drenatge nets (per exemple, de formigd) » s’incrementa al voltant del 28% de 1.00-d0 a
0.25-d0, on n apareix com un maxim. Aixi, els valors de O i v maxims apareixen entre 0.97-d0 i
0.94-d0, respectivament (figura 11.3). Aquesta analisi és igualment valida per a qualsevol seccid
tancada.

11.4 Condicionaments constructius

La seleccid del material per a la construccio del canal depén de:
La disponibilitat del material.

— El seu cost.
—  El métode constructiu.
— Els proposits d’us del canal.

Aixi, cal tenir en compte aspectes com la prevencid d’erosions o soscavacions localitzades, i evitar
possibles filtracions d’aigua que provoquen perdues de cabal i possibles problemes de subpressio.

11.5 Velocitats permissibles

11.5.1 Velocitat minima

Es tracta d’imposar un valor minim per a la velocitat del flux que no provoqui la sedimentacié dels
arids que arrossegui i que no indueixi el creixement de plantes aquatiques, algues, etc.

No existeix una velocitat exacta que impedeixi aquests fenomens, perd de tota manera es tracta de
velocitats entre 0.5 m/s i 1 m/s.

11.5.2 Velocitat maxima

En aquest cas, és important distingir entre canals no erosionables (basicament de formigd o
revestiments rigids) i canals erosionables (materials no cohesius).

Canals no erosionables

En general, es recomanen dissenys que limitin les velocitats a valors al voltant dels 3 m/s, perque
valors superior provoquen a mitja o llarg termini problemes en la durabilitat del formig6. Igualment es
recomanen, si son possibles, dissenys que assegurin velocitats al voltant d’1 m/s, perqué permeten
tenir peérdues de carrega més petites que en dissenys amb velocitats més grans.

Una altra limitacio, en trams curts amb grans pendents (per exemple, sobreeixidors de preses de perfils
estrictes) que donen fluxos amb elevades velocitats (entre 13 m/s i 15 m/s), si en aquest flux hi ha una
certa manca d’aireacid del flux, és que poden aparcixer possibles problemes locals de cavitacio, que es
solucionaran assegurant I’entrada d’aire al flux.

Canals erosionables

En canals rectes, es poden acceptar v més grans que en canals sinuosos. Per exemple, en un canal amb
els contorns amb sorra de gra mitja (0.2 mm < ¢ < 1 mm) cal imposar v inferiors a 0.5 m/s, en aquest
cas es poden donar problemes de sedimentacions i creixements de plantes aquatiques. Per contra, si
amb material granular presenta un diametre caracteristic més gran (40 mm <¢ < 60 mm) es pot
imposar un limit al voltant de 2.5 m/s.
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Taula 11.1 Reduccio de la v que s’ acceptaria en un canal recte
segons el seu tragat.

Canal sinuos

Lleugerament 5%
Moderadament 13%
Molt 22%

11.6 Pendents

Els pendents que presenti el canal vénen fixats implicitament per la topografia i I’energia requerida pel
flux. També depenen d’alguna manera de 1’Gs del canal: per exemple, canals hidroeléctrics
requereixen nivells d’energia tan elevats com sigui possible en el punt d’entrada a la canonada
forcada, per assegurar el maxim salt possible. Aix0 s’aconsegueix amb pendents petits, que permeten
reduir al minim la dissipacié d’energia per pérdua de cota. Igualment, en canals de regadiu, quant
menor sigui el pendent es podra arribar a I’extrem aigiies avall amb nivells més alts d’aigua,que
donaran més carrega i, per tant, la capacitat de regar una superficie més gran.

11.7 Resguards

Entre la superficie lliure de l'aigua en el canal i la cota per damunt de la qual es considera que es
produeix el desbordament, es defineix sempre un resguard que dona més seguretat al funcionament
dels canals. El resguard ha de ser suficient per preveure que ones o fluctuacions a la superficie lliure
de I’aigua provoquin desbordament en el canal.

En general, es solen recomanar resguards de 1’ordre de y/6, i que no siguin inferiors a 0.15 m. En
alguns paisos, es posa tamb¢ una limitaci6 en el maxim resguard, de manera que no superi els 0.60 m.
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12 Moviment a pressio

12.1 Introduccio

En aquest capitol s’estudia el flux en conductes tancats a secci6 plena, sotmes a un determinat gradient
de pressio. En general, es tracta de conductes de seccio circular que reben el nom de canonades.
Aquest tipus de fluxos també es poden donar en seccions no circulars (per exemple, rectangulars o
quadrats), que en I’ambit del drenatge urba solen anomenar-se calaixos. De tota manera cal aclarir que
un calaix es dissenya per funcionar en lamina lliure i, per tant, quan treballa a seccid plena a pressio és
perque se superen les previsions de disseny.

El concepte de funcionament a pressioé es pot introduir per contraposicio al concepte de lamina lliure.
Mentre un flux en lamina lliure en una secci6 tancada es caracteritza per I’existéncia d’una superficie
lliure d’interficie entre 1’atmosfera i el liquid en el qual el moviment s’estableix per efecte de la
gravetat sobre el liquid, un flux a pressiéo es dona a seccid plena i el flux s’estableix, entre dues
seccions, per la diferéncia de pressio entre elles.

Tot 1 que en una canonada el flux pot ser tant en lamina lliure com a pressio, per un abus del
llenguatge, quan es parla de “flux en canonades” es fa referéncia al flux a seccid plena i sota un
gradient de pressio.

El transport de fluids en canonades és habitual en sistemes de proveiment d’aigua a poblacions, en
xarxes de subministrament industrial; en aquest cas, no només pot ser d’aigua sind també
d’hidrocarburs i fins i tot gasos, en sistemes de distribucié d’aigua en regadius i, també, per exemple,
en aprofitaments hidroeléctrics.

12.2 Tipus de moviment en canonades

De manera equivalent al que s’ha definit en el flux en canals, el moviment a pressié en una canonada,
en funcid de la seva dependéncia amb el temps, pot ser:

— Flux permanent: si les variables que el defineixen (és a dir, la velocitat o el cabal) son
independents del temps.

e Flux permanent i uniforme: si les variables del flux son independents tant del temps com
de la seccié transversal de la canonada que s’analitzi. Es a dir, en qualsevol secci6 al llarg
de la conducci¢ i al llarg del temps, la velocitat i, per tant, també el cabal, és mantenen
constants.

e Flux permanent variat: si la velocitat del flux, tot i ser constant en el temps, pot variar
d’una seccio6 a una altra. Si es produeixen canvis d’aquest tipus, son deguts a canvis en la
geometria de la conduccid, com per exemple una contraccié o un eixamplament.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



206 Hidraulica

— Flux variable o no permanent: si les caracteristiques del moviment varien no només al llarg de
la canonada, sin6 també en funcié del temps en una mateixa seccido. Reben el nom de
transitoris. Un exemple tipic son les operacions d’engegar o aturar un sistema d’impulsio, o la
reduccid o I’augment del cabal per manipulacié d’una valvula.

En endavant, llevat que es digui explicitament el contrari, es parlara del moviment permanent i
uniforme de fluids incompressibles, en canonades rigides i, en general, de secci6 circular.

Draltra banda, atenent el comportament del propi fluid en el moviment, que s ha vist en I’explicacio de
I’experiéncia de Reynolds (apartat 5 del capitol 2), el flux en una canonada es pot classificar en:

— Régim laminar. Per a valors del nombre de Reynolds inferiors a I’interval (2300, 2500)
— Reégim turbulent. Per a valors del nombre de Reynolds superiors a I’interval anterior. Més
endavant es defineixen, dins el régim turbulent, diferents comportaments en funcio6 de la seva

dependéncia amb el propi Re i amb la rugositat del contorn.

Exercici

Estudieu la mida d’una canonada perqué pugui transportar aigua (v = 1 m*/s) en régim laminar.

Suposant que el limit que assegura la formacio d’un régim laminar és Re<2300, s’ha de donar que:

Re=Y? <2300 (12.1)
|4

De manera que es verifiquen els valors segiients del diametre en funcié de la velocitat mitjana de
circulacio:

Taula 12.1 Diametre maxim (¢) que garanteix
Re=2300, segons quina sigui la velocitat del flux.

v (m/s) @ (mm)
1 23
0.5 4.6
0.1 23
0.01 23

En el cas de transport d’aigua, atés que s’han de transportar masses importants, cal fer-ho garantint
unes velocitats adequades. Observeu que per transportar un fluid en régim laminar amb velocitats de
I’ordre d’1m/s la mida de la canonada ha de ser tan petita que és poc eficient técnicament. En canvi,
per tenir régim laminar en canonades de mida més gran (per exemple, de 23mm), la velocitat ha de ser
tan petita que fa inviable el transport en aquest regim.

L’ordre de magnitud dels nombres de Reynolds que es donen en el transport d’aigua en canonades a
pressi6 es troba a I’entorn de 10°, que resulta de velocitats de 1’ordre d’Im/s en canonades de diametre
de I’ordre d’1m.

12.3 Equacions basiques del régim permanent en canonades

Les equacions basiques per estudiar el moviment a pressid d’un fluid incompressible i en régim
permanent, en canonades, son ’equacié de continuitat, I’equaci6 de momentum i 1’equaci6 de
I’energia.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



12 Moviment a pressié 207

12.3.1 Equacié de continuitat
Ja s’ha discutit a I’apartat 2 del capitol 2 que 1’equacio6 de continuitat s’escriu en la forma:

99 + 94 =0 (12.2)
ox ot
Ates que en régim permanent qualsevol dependéncia amb el temps és nul-la:
%—Q:O:Q:constant (12.3)
X

equacid que es pot expressar en funcié de les velocitats mitjanes i arees de dues seccions transversals
donades:

Sy, =8, =ctt (12.4)

12.3.2 Equaci6 de momentum

En régim permanent per a un fluid incompressible, I’equacié de momentum o de variacié de la
quantitat de moviment, aplicat a un volum de control, és (apartat 3 del capitol 3):

> F=p-0(Av) (12.5)

on cal recordar que Z:I3 ¢s la suma de totes les forces que actuen sobre el volum de control, i el

segon membre de la igualtat p-O-(AV) indica que qualsevol canvi en les velocitats a I’entrada i sortida

del volum de control provocat per un canvi de direccié o un canvi d’area, etc., origina 1’aparicié d’una
forca resultant sobre el volum de control.

12.3.3 Equaci6 de ’energia

L’equaci6 de conservacié de I’energia, com se sap, ve donada pel trinomi de Bernoulli. Entre dues
seccions qualssevol d’una canonada una part de 1’energia, lluny de conservar-se, es dissipa per
fregament del liquid amb el contorn. La igualtat que introdueix el trinomi és (capitol 3, apartat 4):

2 2
zl+£+al-v—‘:zz+£+a2-v—2+AH12 (12.6)
y 28 4 2
on:
— P;és la pressio mitjana a la secci6 i. La canonada s’idealitza representada pel seu eix.

j P-dS

p=>5 (12.7)
i S

1

— v; és la velocitat mitjana a la seccio .
— o ¢s el coeficient de Coriolis a la seccido i. En endavant s’accepta, llevat que es digui
explicitament el contrari, que &;=1.

(12.8)
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z; és I’altura de I’eix de la canonada a la seccio i respecte d’un nivell de referéncia arbitrari.
AH ;> son les peérdues d’energia que hi ha entre les seccions 1 1 2 degudes al fregament del

fluid amb el contorn.
Segons tot aixo, 1’Gnic que cal per tenir perfectament definida la igualtat (12.6) és aconseguir una

expressio que relacioni les pérdues de carrega amb les variables del flux.

12.4 Pérdues d’energia repartides en una canonada

12.4.1 Caracteritzacié hidraulica
Sigui un volum de control, com el que es mostra a la figura 3.1, definit en una canonada circular de
radi R, per la qual circula un fluid incompressible de pes especific 3. En aquest volum de control estan

actuant les forces segiients:

En la direccid i el sentit del moviment:

La component del pes (W-sinc).

[}
La resultant de la distribucio de pressio sobre la seccio d’entrada del volum de control

[ ]
(P;-S;), on P; és la pressio mitjana a la seccio 1.

En la direccid i el sentit oposat del moviment:
La resultant de la distribucio de pressio sobre la seccid de sortida del volum de control

[ ]
(P5S5), on P, és la pressio mitjana a la seccio 2.
La resultant de la distribucié de tensions tangencials (7) originades pel fregament del

[ ]
fluid amb el contorn de la canonada (77 ¢ 7°dl). Aquests esfor¢os son els que provoquen la

dissipacid d’energia del flux.

)i dl
2
—
] \(\‘\ > r—
Sentit  del ' o =
moviment ! !
Q> - %1 ,l
Y LS
: .' =
! 4 !
II

Figura 12.1 Volum de control que cal analitzar per estudiar les perdues de carrega per fregament amb el
contorn.

Per simplificar el desenvolupament es considera que es tracta d’un conducte prismatic circular
(S;=S,=S). Aquesta simplificacié no treu generalitat al desenvolupament, ja que aquest és el cas

habitual en canonades. Aleshores, en la direccio x del moviment es pot escriure:
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P-S+Wsina—P,-S —w¢,dl =0 (12.9)

Ateés que s’esta en condicions de régim permanent, cal observar que la resultant de totes les accions
considerades ha de ser igual a 0, ja que, en cas contrari, significaria que existiria una acceleracio i, per
tant, variacio en el temps.

El pes W de I’element de volum es pot escriure com el volum d’un cilindre de longitud d/ pel pes
especific y del fluid, mentre que la superficie transversal S és la d’una circumferéncia de radi ¢/2. Amb
tot aixo es pot desenvolupar I’expressio (12.9) anterior:

B_B jrsing =204 (12.10)
yor ¢y
Tenint en compte la figura 3.1, es pot comprovar que:
dl-sno=z -z, (12.11)
Substituint-ho a (12.10) condueix a:
P P, 4-7,-dl
(_1+21]_(_2+22J: 0 :AH12 (1212)
v v ¢y

Imposant que la canonada és prismatica (¢=constant) i el régim permanent s’entén que la velocitat
mitjana s’ha de mantenir constant al llarg de tota la conducci6. Per tant, el primer membre de
I’equaci6 (12.12) representa la diferéncia del trinomi de Bernoulli entre les dues seccions 11 2, que ha
de ser igual a I’energia que es dissipa entre ambdues pel fregament amb el contorn de la canonada
(veure també (12.6)).

A D’exercici 1 del capitol 1 s’ha definit el concepte de pendent motriu com la peérdua d’energia per
unitat de pes i unitat de longitud en una conduccid, i es comprova que coincideix amb el pendent de la
linia d’energia del flux.

dH AH
I==r =g, = 1"hhe =AMy, (12.13)
12

Per tant, comparant (12.12) amb la definicié de (12.13), es pot escriure una relacié entre la tensid
tangencial que apareix pel fregament amb el contorn i el pendent motriu:

_4n

oy

I (12.14)

En tractar-se d’una conduccio circular, es pot expressar en funcid del radi hidraulic, expressioé que es
demostra valida per a qualsevol altra geometria:

(12.15)

De manera que el problema s’ha transformat ara a determinar 7, en el contacte entre el liquid i el
contorn del conducte.
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12.4.2 Determinacié del pendent motriu
Els parametres principals que influeixen en el moviment d’un fluid a I’interior d’una canonada son:

— Lamida de la canonada, caracteritzada pel seu diametre ¢.

— La rugositat de la canonada, que es representa a partir de la rugositat absoluta (k) del
material®. A la taula 12.2 es presenten alguns valors caracteristics en funcié del material.

— El propi fluid que es mou. Es caracteritza per la viscositat cinematica v, i la seva densitat p.
— La velocitat mitjana del moviment, v.
— La tensio tangencial de fregament amb el contorn, 7.

Es a dir, en general, s’ha de donar que la tensio tangencial buscada sigui una funcié dependent de les
variables anteriors:

7, =7, (0, p,v.0.k) (12.16)

Conceptualment, s’entén que els esforcos 7; han de ser directament proporcionals a I’energia cinética
del flux i a la densitat del fluid. Tenint en compte aixo, i a partir de técniques d’analisi dimensional,
I’expressio anterior es pot plantejar adimensionalment en la forma:

2 k
7, =2V—g-p-cD(Re,5j (12.17)

Substituint convenientment (12.14) en (12.17) s’arriba a la igualtat segiient:

I =i-1-4-q>[Re,fj (12.18)
2g ¢ ¢

Es defineix 4-® com una funcid dependent de les caracteristiques geométriques de la conduccio
expressades en el parametre adimensional (k/¢), que s’anomena rugositat relativa, i de les
caracteristiques del fluid en moviment, expressades en el nombre de Reynolds (Re).

2
v
:%@ (12.19)
on:
— I és el pendent motriu del moviment.

— fés el coeficient de friccid6 de Darcy—Weisbach, coeficient adimensional que caracteritza el
fregament del fluid amb el contorn. En general, és un parametre que depén tant de les
caracteristiques de la propia canonada: el diametre i la rugositat del contorn, com del
moviment del fluid: nombre de Reynolds.

3 Hi ha discussions sobre el significat fisic real de la rugositat absoluta: des de qui I’interpreta com 1’altura mitjana de les rugositats
microscopiques del contorn, fins a qui en fa la idealitzaci6 del diametre de les esferes que hi hauria d’haver enganxades en un contorn
totalment llis, per obtenir les mateixes pérdues d’energia. En qualsevol dels casos, el concepte és prou senzill d’entendre, i condueix a
mesures equivalents de la rugositat.
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—  ¢@és el diametre de la canonada.

— v és la velocitat mitjana del fluid.

a Régim laminar

Quan s’han estudiat els fluids newtonians, s’ha analitzat el flux d’un d’aquests fluids en una canonada
horitzontal sotmesa a un gradient de pressions constant. Aquest problema ha conduit a 1’equacié de
Poiseuille, que dona la distribucié de velocitats del fluid en una secci6 qualsevol de la canonada.

L’equilibri en un determinat volum de control de totes les accions que condicionen el moviment
condueix a la llei:

(12.20)

a partir de la qual, i amb la llei de Newton per als fluids viscosos, es pot determinar la distribuci6 de la
velocitat en una secci6 transversal (formula de Poiseuille mostrada a I’exercici de 1’apartat 1.2.4 del
capitol 1):

v=-L(R*-r") (12.21)

Integrant aquesta llei en tota la secci6 i dividint per I’area, es determina la velocitat mitjana a partir de
la qual es pot obtenir la relacio amb el pendent motriu:

uv .
Iz—ﬂ m'g“"” (12.22)
VR

Assumint la relacido empirica mostrada a (12.19), s’obté la relacié amb el coeficient de friccio de
Darcy-Weisbach, només valida en el cas de régim laminar:

_64

1 _ S'ﬂ‘vmitjana _ ii
Re

= =
YR ¢ 2g !

(12.23)

Aquesta relacio permet concloure que en régim laminar el pendent motriu varia linealment amb la
velocitat mitjana del flux.

b Régim turbulent

b.1 Previ. Concepte de capa limit

En la teoria dels fluids ideals en moviment es fa la hipotesi que aquests no presenten fenomens de
friccid ni entre les propies particules que constitueixen el fluid, ni amb els seus contorns. Es a dir, un
fluid ideal teoricament llisca uniformement sobre els contorns, de manera que la resisténcia al flux que
hi oposa el contorn és nul-la.

Aquesta hipotesi aplicada al flux al voltant de contorns solids fixos condueix a resultats paradoxals en
contrast amb el comportament de fluids reals al voltant dels mateixos contorns.
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Aixi, quan s’estudia el flux d’un fluid ideal al voltant d’un cilindre de seccid circular indefinit
(Munson et al., 1999) s’arriba a conclusions com que les linies de corrent es distribueixen
simetricament al voltant del cilindre, i es dona que la velocitat és maxima i la pressi6 minima, en punts
més alt i baix del cilindre (6==2/2); en canvi, la velocitat es fa nul-la i la pressié6 maxima en la zona
frontal i posterior del cilindre (6=0 i 6=x). Aquests punts s’anomenen punts d’estancament. Aquest
comportament ideal s’esquematitza a 1’ esquerra de la figura 12.2. La simetria d’aquests resultats es
tradueix que la resultant de les accions que el flux exerceix sobre el cilindre és nul-la, de manera que el
cilindre no experimenta cap mena d’arrossegament per part del flux.

Aquests resultats es contradiuen amb el que succeeix en la realitat. Es pot entendre que el cilindre en
questio dins un fluid en moviment com s’esquematitza a la figura 12.2, realment és arrossegat per
aquest. En aquest cas, es comprova que la simetria del moviment es trenca i apareix, a la zona
posterior del cilindre, una regié on s’aprecia la formaci6 d’esteles o remolins, que son els que
afavoreixen el desequilibri necessari per a 1’aparicio de la forga d’arrossegament sobre el solid.
Aquesta contradiccio amb el que predeia la teoria dels fluids ideals es coneix en mecanica de fluids
com la paradoxa de D’Alembert, en honor de Jean le Rond D’Alembert (1717-1783) que fou el
primer a demostrar que la for¢a d’arrossegament esmentada sobre solids immergits en fluids ideals en
moviment era nul-la. Va caldre esperar fins a finals del segle X/X i principis del XX, perqué es posessin
les bases per entendre la influencia de la viscositat en el moviment dels fluids reals a ’entorn de
solids.

Separaci6 de la

capa limit

Zona d’esteles

Capa limit Efectes viscosos

Figura 12.2 Esquerra: fluid ideal en moviment al voltant d’un cilindre circular. Dreta: fluid viscos en
moviment al voltant d’un cilindre circular.

En la realitat, el que succeeix és que les particules fluides en moviment, per raé de la segona llei de
Newton, reben 1’efecte de les forces d’inércia que apareixen pel fet de moure’s. Aixi, el canvi
d’orientaci6 en la curvatura que presenta el cilindre en 8= 772 no el poden seguir les particules fluides
1 es provoca que aquestes se separin del contorn, i es genera en la zona posterior del cilindre una zona
de remolins que trenca la simetria del flux.

D’altra banda, i considerant la condici6é d’adheréncia perfecta per la qual sobre el contorn del solid la
velocitat ha de ser nul‘la, s’entén que hi ha d’una petita zona junt al contorn on la velocitat és encara
petita i on esta creixent des de O fins al valor que tingui el fluid en moviment. Aquesta zona propera al
contorn solid s’anomena capa [limit. Dins ella, mentre la velocitat sigui prou petita, les forces viscoses
seran prou grans, comparades amb les forces d’inércia, aixd és, nombres de Reynolds petits
(Re<2300), i el comportament es pot semblar al régim laminar d’un fluid newtonia. Aquesta regio dins
la capa limit es defineix com la subcapa laminar. Aquests conceptes els va introduir el 1904 Ludwig
Prandtl (1857-1953), fisic alemany que va treballar sobretot en aerodinamica.
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b.2 Classificacio del régim turbulent

La influéncia de la capa limit en el moviment del fluid amb relaci6 al seu contacte amb el contorn
permet una classificaci6 del régim turbulent.

— Quan tota la rugositat del contorn queda dins la subcapa laminar, es considera un contorn 1lis i
el flux s’anomena turbulent Illis. Aquest es caracteritza pel fet que la rugositat del contorn
practicament no influeix en el moviment. En aquest cas, es constata que el pendent motriu
depén aproximadament, depén de la velocitat a un exponent 1.75 (I~v"7).

— Quan la rugositat supera la zona de la capa limit, de manera que interfereix de manera
significativa la distribucié de velocitats del fluid, ’efecte de la rugositat guanya la influéncia
que pugui tenir les forces d’inércia i viscoses. El flux, en aquest cas, s’anomena turbulent
rugés. 1 ara el pendent motriu és proporcional al quadrat de la velocitat mitjana (I~v°).

— El cas intermedi entre dels dos anteriors rep el nom de régim turbulent intermedi. En aquest
cas, la mida de la rugositat es manté dins la capa limit i fa que el fregament amb el contorn
varii tant en funcid de la propia rugositat com de la relaci6 entre forces d’inércia i viscoses, €s
a dir, del nombre de Reynolds. El pendent motriu depén de la velocitat mitjana, elevada a un
exponent que pot variar entre 1.751 2.

b.3 Formules empiriques valides pel régim turbulent

En el cas de régim turbulent, el fet de no existir una relacié com la llei de Newton dels fluids viscosos,
fa que no es pugui arribar de manera directa a una expressio equivalent a la (12.23), i que calgui
recorrer a expressions empiriques per obtenir resultats. Aixi, en el cas més gencric, en régim turbulent
és valida I’expressio:

[4
. (12.24)
Re'\/7 )

L 2-log% =1.14-2-log| 1+9.35

Jr

que es coneix com la formula de Colebrook i White, amb la qual, coneguts el diametre i la rugositat
absoluta de la canonada, i la velocitat mitjana i la viscositat cinematica del fluid, es pot determinar el
coeficient de friccié de Darcy-Weisbach. Cal entendre que aquesta relacio és perfectament valida en
qualsevol de les tres categories de régim turbulent que s’ha matisat a b.2. De tota manera, permet dues
simplificacions:

— Un cas en el qual la rugositat relativa k/¢ sigui molt petita, de manera que es pot acceptar la
simplificaci6 segiient:

¢ [
~935__k (12.25)

k
Re-\/7 Re-\/7

Substituint convenientment en la formula de Colebrook 1 White:

1+9.35

%=—0.8+210g(Re-\/7) (12.26)

Aquesta es coneix com la primera formula de Karman—Prandtl, que és inicament valida en el
cas de regim turbulent llis.
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— Un segon cas en el qual el nombre de Reynolds sigui prou gran per assegurar que el logaritme
del segon membre s’anul-li:

[4
. k
log| 1+9.35—=— | [=1log(1)=0 12.27
lim Regy ||~ 20 (12.27)
de manera que queda:
1 4
—=1.14+2-log~
\/7 gk (12.28)

que és la segona formula de Karman-Prandtl, valida Gnicament en el cas de régim turbulent
rugoés. Es pot apreciar que el coeficient de friccio és independent del nombre de Reynolds i
depeén unicament de la rugositat relativa. En aquest cas, a més, I’equacié és explicita i, per
tant, facilment resoluble.

12.5 Abac de Moody

12.5.1 Introduccid

La relacio entre el nombre de Reynolds i el coeficient de Darcy-Weisbach es pot representar
graficament amb 1’abac de Moody (figura 12.3). Es un grafic adimensional per tant, independent del
sistema de coordenades emprat, que requereix congixer les caracteristiques geométriques de la
canonada (diametre i rugositat absoluta) i les caracteristiques cinematiques del fluid (velocitat mitjana
1 viscositat cinematica).

Fins a valors de Re per sota de 2000 el régim €s laminar i per a valors de Re una mica més grans, entre
2000 i 3500, el flux passa a ser inestable i, depenent de les condicions externes, es té régim laminar o
turbulent. En aquest cas, la corba ve donada per 1’equacio (12.23).

Per a valors del nombre de Reynolds superiors a 3500, el régim passa a ser turbulent i es representa la
solucio de I’equacioé (12.24), la formula de Colebrook i White. Aquesta equacid depén de tres
variables: el propi coeficient f, el nombre de Reynolds i la rugositat relativa; per tant, la seva
representacio grafica en els eixos Re—f és una familia de corbes en funcié de la rugositat relativa.
Aquesta familia de corbes mostra el comportament segiient en funcié del nombre de Reynolds:
— Per a una determinada rugositat relativa i per a valors creixents de Re, el coeficient de Darcy-
Weisbach tendeix a decréixer gradualment fins a un valor constant. Es a dir, a mesura que
creix Re, la corba tendeix a posar-se horitzontal. El tram en qué la corba decreix correspon a
un régim turbulent intermedi, mentre que el tram en que es posa horitzontal, el coeficient de
friccid f'és independent de Re i caracteritza la zona de régim turbulent rugds.
— Aixi, a la zona de flux turbulent rugés, com ¢€s logic, a menor rugositat relativa el coeficient de
friccio f disminueix.
—  Per sota d’una rugositat relativa de 10°, I’efecte del contorn passa a ser negligible i el
coeficient fpassa a dependre Ginicament de Re. Es el cas de régim turbulent llis.

A la taula 12.2 es mostren alguns valors caracteristics de la rugositat absoluta en funci6 del material de
la canonada.
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Taula 12.2 Valors de la rugositat absoluta k. (Font: Sotelo, 1995, Lencastre, 1998 i Bosser, 1990)

Rugositat absoluta £ (mm)
Material Caracteristiques Limits valor normal
PVC - - 1.5:10°mm
Vidre - d’1-10” a 210 ’mm 1.5:10 °mm
Tubs de ferro Ferro forjat rovellat d’l a3 mm -
Ferro galvanitzat, ferro fos revestit d’0.06 2 0.3 mm 0.15 mm
qualitat normal, moderadament
. . - 0.4 mm
rovellat, poques incrustacions
U§at, amb moltes incrustacions de 14237 mm 3mm
Tubs d’acer mida 1 a3 mm
Soldat amb una o dues fileres
transversals de perns, amb aigua amb d’l a2 mm -
turbidesa
Galvanitzat - 0.01 mm
Centrifugat, nou - 0.16 mm
A}‘rrpt en tubs i ga?erles, amb acabat 402 203 mm ~
1lis 1 anys de servei
Formigo Acabat llis d’0.015 a 0.06 mm 0.025 mm
Acabat normal d’l a3 mm -
Acabat rugos - 10 mm
Allisat amb ciment - 0.25 mm

12.5.2 Avaluacié de les pérdues de carrega

La determinacio del coeficient de friccié de Darcy-Weisbach permet calcular les pérdues de carrega
per fregament entre dues seccions. Les dades necessaries son: la rugositat absoluta, el diametre, la
longitud entre seccions, la velocitat mitjana del flux (o cabal circulant) i la viscositat cinematica del
fluid.

El procediment per determinar les pérdues de carrega és:
e Escalculen la rugositat relativa /¢ 1 el nombre de Reynolds.

e Amb els dos valors s’entra a I’abac de Moody i es determina el coeficient de friccié de Darcy-
Weisbach.

e Amb fa la formula (12.19) es calcula el pendent motriu, i amb la longitud entre les seccions
que s’analitzen i amb (12.13) es pot determinar la pérdua de carrega per fregament amb el
contorn.

Exercici

Determineu les pérdues de carrega entre dues seccions d’una canonada de 300 mm de diametre i 1 mm
de rugositat absoluta, per la qual circula un cabal d’aigua de 0.250 m’/s. La distancia entre ambdues
seccions és de 100 m.

Rugositat relativa: L 3.3310°°
4 300

Velocitat mitjana: v= Q = 02—502 =3.537 m/s

S (0.3
22
2
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v _3.537:0.300

Nombre de Reynolds: Re = 10
v

=1061033

De I’abac de Moody s’obté: f =0.027

2 2
Aixi amb (12.19) es determina el pendent motriu: / = Sy 00273537 _ 0.05739

¢2g 03 2g

I amb (12.13), les perdues de carrega: AH,, =1-AL, =0.05739100 =5.74 mca

12.5.3 Calcul del funcionament hidraulic d’una canonada

Es tracta, en aquest cas, de determinar quin és el cabal que circula per la canonada, coneguts la
rugositat absoluta, el diametre, la longitud entre seccions, la viscositat cinematica del fluid i les
pérdues d’energia per fregament que hi ha en la conduccié.

En aquest cas, el calcul ha de realitzar-se de manera iterativa, perque el fet de no disposar del cabal fa
que no es pugui calcular el nombre de Reynolds del flux, de manera que cal fer-ne una primera
aproximacid. Amb aquesta llavor, i amb la rugositat relativa, que si que és coneguda, es pot determinar
el coeficient de friccid corresponent amb 1’abac de Moody. Amb aquest i les equacions (12.13) i
(12.19) es pot determinar quin és el cabal que correspon a aquesta primera aproximacio. Ara, amb
aquest cabal obtingut es pot comprovar si 1’aproximacio inicial del nombre de Reynolds havia estat
correcta. En cas afirmatiu, el cabal circulant és aquest i, en cas negatiu, cal procedir a una nova
iteracio a partir del nou nombre de Reynolds calculat.

En general, és una bona llavor inicial imposar que el régim sigui turbulent rugos. D’aquesta manera,
no cal “inventar” un valor numeéric concret, gracies al fet que en aquestes condicions el coeficient de
friccio és independent del nombre de Reynolds, que depén unicament de la rugositat relativa, que és
coneguda. Aixi, en el cas que el Re que s’obtingui al final del procés correspongui efectivament a
régim turbulent rugds, s’ha determinat el cabal que realment hi circula; en cas contrari, s’esta en régim
turbulent intermedi i cal procedir amb una nova iteraci6 amb el Re obtingut. En general, la segona
iteracid és suficient per convergir amb aquest procediment de calcul.

El procés es resumeix aixi:

e Es fala hipotesi que el flux és turbulent rugos.

e Amb aquesta suposicio i la rugositat relativa de la canonada k/¢, es pot estimar el coeficient de
friccio f.

e A partir de les expressions (12.13) i (12.19) es determina la velocitat mitjana del flux que les
verifiqui.

e Aquesta velocitat permet calcular el nombre de Reynolds corresponent. Si aquest resulta en la
zona de regim turbulent rugoés, la hipotesi inicial es verifica i la velocitat calculada és correcta.
Si el régim, en canvi, no és turbulent rugos, aquest nou nombre de Reynolds permet repetir el
procés des del punt 2.

Exercici

Determineu el cabal d’aigua que circula per una canonada de 300 mm de diametre i rugositat absoluta
d’Imm entre dues seccions que es troben a una distancia de 1000 m si entre ambdues seccions s’ha de
dissipar una energia per fregament amb el contorn de 5 mca.
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Amb la rugositat relativa 2:3—(1)0='3~.33-103 i la hipotesi de partida de régim turbulent rugos el

coeficient de fricciéo de Darcy-Weisbach val: f =0.0269.

Amb aquest valor i les equacions (12.13) i (12.19) es pot determinar la velocitat que respon a aquestes
condicions:

2 2
At = 1AL, =LA, = 29299 7 1660 = 5 mea
o 2g 03 2g

i la velocitat mitjana resulta v=1.045 m/s, que li correspon un nombre de Reynolds:

1.0450.3

10°¢

Re =313616

que es troba en la zona de régim turbulent intermedi. Per tant, cal procedir a una nova iteracio6 a partir
d’aquest Re=313616. A aquest Re i la rugositat relativa de la canonada els correspon un coeficient de
Darcy—Weisbach f =0.0273, amb el qual es pot determinar:

2
AH, =1AL, = 0'0273-;—-1000 =5mca = v=1.038 m/s
g
. 1.038-0.3 . .
que li correspon un nombre de Reynolds: Re=—————=311483 que, amb la rugositat relativa
0

esmentada, 1i correspon el mateix coeficient f =0.0273 i, per tant, ja s’ha convergit i el cabal
circulant sera:

2
= Q0=vS= 1.038-75{%} =0=0.073m’/s

12.5.4 Dimensionament d’una canonada

L’objectiu, en aquest cas, és determinar el diametre minim necessari d’una canonada d’un material
determinat, per transportar un cabal conegut d’un fluid al llarg d’una longitud determinada, amb una
energia disponible per ser dissipada. Resumint, les dades necessaries per dur-ho a terme son: la
rugositat absoluta del material (k) i la longitud entre les dues seccions de la canonada (L), I’energia
disponible (AH), el cabal que s’ha de transportar (Q) entre ambdues seccions i la viscositat cinematica
del fluid (V) a transportar.

Com que se’n desconeix el diametre, igual que en el cas anterior no es coneix el Re i, per tant, cal
procedir de manera iterativa, igual que abans. Ara s’itera directament sobre el diametre. De manera
que, a partir d’un valor inicial del diametre (@), i ja que és conegut el cabal, es pot determinar el
nombre de Reynolds corresponent i, amb ell, i la rugositat del material, el coeficient de friccid de
Darcy-Weisbach associat. Aixi, es pot estimar I’energia necessaria per transportar el cabal amb una
canonada de diametre igual al considerat (4H;). Aquest és el parametre de comparacio. Si I’energia
calculada (4H;) coincideix amb la coneguda a priori (4H) el procés finalitza; en cas contrari, cal
procedir amb una nova iteracio.
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Per a la nova iteracié, cal considerar un nou diametre (¢) que corregeixi el diametre considerat
inicialment. Es pren un diametre més gran o més petit depenent de si 1’energia calculada (4H,) és més
gran o més petita que la donada per les condicions del projecte (AH):

— Si AH, >AH, cal considerar un ¢, >¢@,, ja que un diametre més gran transporta el cabal O amb
una velocitat més petita, que provoca, per tant, unes pérdues de carrega AH, menors que les
obtingudes en la primera iteracio i permet apropar-se al valor demanat AH.

— Si AH; <AH, cal considerar un ¢, <¢;, ja que un diametre més petit transporta el cabal O amb
una velocitat més gran i, per tant, provoca perdues de carrega AH, més grans que les de la

primera iteracio i permet apropar-se al valor demanat AH.

Tenint en compte les expressions ja esmentades (12.13) 1 (12.19) es pot escriure:

AH=I'L:>AH:i-i-L:>AH:%.Q_j.L
¢ 2g 2g'(ﬂj ¢ (12.29)
4

El que es busca és que en la iteracid segiient (AH,.;) I’energia que es dissipi coincideixi tant com sigui
possible amb [’energia disponible donada (AH); per tant, es pot comparar amb el que s hagi estimat en
la iteraci6 anterior:

2

ﬁ-v—l .

(e

5L
2g'(ﬂ') i+1
i+1 — 4 > — i+1 — -fH—l ?z (1230)
AH, LQiL AH, Ji®a
) m 4
14

Imposant que en la proxima iteracid les pérdues de carrega (4H;+;) siguin les que es disposen de
partida (4H), i fent la suposicié que d’una iteraci6 a 1’altra els coeficients de friccié no varien gaire, es
pot obtenir el segiient algorisme d’iteracio:

AH ¢

AH.
— =g =L 12.31
am, M (1230

AH

Cal notar que la solucié d’aquest algorisme no és exacta, ja que en fer variar el diametre la rugositat
relativa també varia 1, per tant, els coeficients de friccid no donen exactament igual d’una iteracié a
I’altra. Aix0 fa que la igualtat (12.31) calgui prendre-la com una expressié recurrent per fer una
estimacid per a la iteraci6 segiient, i mai com una igualtat exacta per al calcul.

Exercici

Determineu el minim diametre necessari que permeti transportar un cabal d’aigua de 0.100 m’/s amb
una canonada de rugositat absoluta d’1 mm i longitud de 1000m, si es disposa d’una energia de 5 mca
per fer-ho. Es considera que els diametres comercials van de 20 mm en 20 mm des del més petit de
100 mm.
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1" iteracio
Es suposa un diametre per iniciar el procés ¢; = 300 mm. Aquest diametre implica una rugositat

relativa K = L =3.3310" i una velocitat mitjana:

v:gz—o'loo =v=1.415m/s

N (0.300)2
7[ -
2

que dona un nombre de Reynolds Re = 14110$ =424413 iun coeficient de friccio f=0.0272.

Les pérdues de carrega associades al diametre inicial de 300 mm, son:
_ 0.0272'1.4152
' 0300 2g

1000 = AH, =9.25mca > Smca = AH

Es a dir, per transportar aigua a una distancia de 1000 m, un cabal de 0.100 m’/s en una canonada de
300 mm i d’1 mm de rugositat absoluta, és necessaria una energia de 9.25 mca, significativament més
gran que la disponible de 5 mca. Per tant, cal fer-ho amb una canonada més gran. Usant 1’algorisme

(12.31), resulta:
b= 0 = 6, 20300872 = 6, 20339 m

2 iteracio
El diametre comercial més proper és el diametre ¢, = 340 mm. Aquest implica una rugositat relativa

% = 3;—0 =2.9410" i una velocitat mitjana més petita que en el cas de la primera iteracio:
y=2o 00 01
N ( 0.340
7[ J
2
1.101-0.340

que dona un nombre de Reynolds Re= =374482 1, per tant, un coeficient de friccio

076
1=0.0264. Les pérdues de carrega associades al diametre inicial de 300 mm, son:
_0.0264 1.101°

0340 2g

1000 = AH, =4.79 mca <5 mca = AH

El diametre comercial immediatament més gran donaria unes pérdues encara més petites, mentre que
el diametre immediatament menor déna unes pérdues segurament excessives®. Per tant el diametre
minim idoni per transportar 0.100m*/s d’aigua a pressio, a una distancia de 1000m amb una energia de
Smca amb un canonada de rugositat Imm ¢és un diametre de 340mm. Notar perd que en aquestes
condicions, realment es consumeixen 4.79mca i el que es disposa, en canvi, per les condicions del
projecte sén 5mca. Es a dir, en realitat o bé es disposa d’algun mecanisme que permeti incrementar les
pérdues d’energia de 4.79mca a Smca (per exemple, tancant una valvula) o bé la diferéncia entre els
4.79mca i els Smca es gasta en fer passar un cabal més gran que els 0.100m’/s:

334 $=320 mm =>-v=1.243 m/s => Re=397887, junt amb la rugositat k/¢=3.12-10" condueix a un coeficient £=0.0268, i a unes
perdues AH=6.59 mca > 5 mca.
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Exercici

Un assut de 10 m d’altura i ample B = 25 m disposa d’un desguas de fons amb el qual es desitja poder
evacuar, en el pitjor cas com a minim 6 m*/s. Consisteix en un conducte d’acer de longitud L =9 m, de
diametre ¢ i rugositat absoluta € = 0.6 mm. El cabal en aquesta canonada es regula des del seu extrem
aigiies avall per una valvula de papallona que, completament oberta, introdueix una pérdua de carrega
localitzada A = 0.01. Al seu extrem aigiies amunt s’ha col-locat una reixa per tal d’evitar ’entrada de
solids d’una mida determinada que hi introdueix una pérdua de carrega local A = 0.07. També cal tenir
en compte que el disseny de I’embocadura del conducte fa que la pérdua de carrega local que s’hi
espera és de A = 0.005. Es demana:

— Determineu el diametre ¢ més escaient, si els diametres comercials van de 50 mm en 50 mm.
— Determineu el cabal maxim que pot circular pel desguas de fons.

H=10m

Dimensionament de la canonada del desguas de fons:

2 2 2
g5= O —+ J; 6 —9+(0.01+0.07+ 0.005)672
T T T )
— 2 2 — 2
(4‘”) ¢ [4‘”) y (4” y
Energia de velocitat a Pérdues Pérdues
la sortida del desguas d’energia d’energia
de fons repartides localitzades

Es resol fent diverses iteracions, suposant un diametre comercial de 50 mm, en 50 mm, fins a ajustar
que el segon membre de I’equacio6 s’apropi a ’altura 8.5 mca.

AH
Iteracio ?n ) Z mis) Re f (mca) Comentari
la 0.8 |11.937]9.549-10° | 0.01835 | 9.379 >8.5 Consumeix més energia que la disponible => augmentar ¢
2a 0.9 [9.431 |8.48810°|0.01787|5.729 | <8.5 Consumeix menys energia que la disponible => disminuir ¢
<8.5 i i la di ibl 0 és el diamet
1a 0.85 | 10,574 | 8.988:10° | 0.01810 | 7274 Cc?nsurnel'x menys.energla que, a d1sp01311b e pero és el diametre
comercial escaient => circularan més de 6 m’/s
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Obtenci6 del cabal real que hi circula, en el cas de la maxima carrega disponible:

2 2 2
8.5= Q —+ 0;5 Q —9+(0.01+0.07+0.005) Q -
T 2 . T 2 T 2
—0.85° | 2 —0.85" | 2 —0.85" | 2
(4 ) ¢ (4 j ¢ (4 ) ¢
£
on — =VU. i, si per 6 m’/s el régim era turbulent rugos, ara ho és amb més motiu. Per tant, resulta f=0.018.
P 0.000706 3

En aquestes condicions, de I’anterior equacié resulta Q = 6.48 m’/s.

12.6 Seccions no circulars

S’ha definit el concepte de radi hidraulic (R;) com el quocient entre 1’area de la seccid transversal
entre el perimetre mullat pel fluid. Aquest concepte permet estendre tot el que s’ha vist fins ara per a
canonades de seccid circular, a conduccions amb qualsevol altre tipus de geometria.

S
R, = (12.32)

p mullat

En el cas d’una seccio circular de diametre ¢, val:

) (12.33)

D’aquesta manera, si la conduccid no és de seccid circular, es podran fer servir totes les expressions
analitzades fins ara, substituint alla on aparegui el diametre per quatre vegades el radi hidraulic de la
seccid (4'R;). S’entén que aquest canvi €s una aproximacio, que €s tant més precisa quant meés
s’assembli la seccid a una de circular.

12.7 Altres formules empiriques

Sén, en general, formules de tipus exponencial, per contraposicid a les formules de tipus logaritmic,
com la de Colebrook i White, vistes fins ara.

v=ag@'l’ (12.34)
Sén expressions purament empiriques, molt senzilles d’is, que en general estan ajustades per
condicions de flux molt concretes que cal respectar en el calcul. A més, tal com es mostra a (12.34),

son expressions no adimensionals amb uns parametres d’ajust que depenen del sistema d’unitats
escollit i, per tant, cal ser doblement curosos.

12.7.1 Reégim turbulent intermedi
En aquest cas, és valida la formula de Hazen—Williams:
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v=0.355C, ¢""-1** (12.35)

on v és la velocitat mitjana del flux, ¢ el diametre de la conduccid, I el pendent motriu i Cy un
coeficient que depén del material de la canonada i que adopta els valors que es mostren a la taula
seglient:

Taula 12.3 Valors del coeficient Cy; de Hazen—Williams en funcio del
material de la canonada.

Acer corrugat 60
Acer galvanitzat 125
Ferro fos net 130
Plastic 150
Asbest-ciment 135
Coure i llauto 130
Conductes amb acabat interior de ciment polit 100
Formig6 amb acabat llis 130
Formigo acabat normal 120

12.7.2 Régim turbulent rugés

En aquesta categoria de flux és valida la formula de Manning que ja ha estat discutida en el flux en
lamina lliure.

2,2
_nv

I= (12.36)

"

Per als materials comunament utilitzats en canonades, el coeficient de rugositat de Manning adopta els
valors que es mostren a la taula 12.4:

Taula 12.4 Valors del coeficient n de Manning en funcio del material
de la canonada.

Acer galvanitzat 0.014
Ferro fos net 0.013
Conductes amb acabat interior de ciment polit 0.012
Formig6 amb acabat llis 0.013
Formigd acabat rugds 0.015

12.7.3 Regim turbulent llis

En aquest cas, son expressions que permeten obtenir directament el coeficient de Darcy-Weisbach
coneixent el nombre de Reynolds. Les més utilitzades son:

Formula de Blasius
Es una formula aplicable per a valors de 4000<Re<10°, en canonades d’alumini, llautd, coure, plom,
plastic, vidre i asbest-ciment, que és un rang prou ampli de materials i, per tant, una expressioé prou
generalitzable als tubs 1lisos.

f= 01'{3—164 per a valors de 4000<Re<10’ (12.37)

0.25
(&
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Formula de Kozeny
Valida per a canonades d’asbest—ciment, amb ombres de Reynolds Re>4000.

= 28 - per a valors de Re>4000 (12.38)

(7.78log(Re) —5.95)

Formula de Richter
També ajustada per a valors de Re>4000 en el cas de canonades d’hule.

/=0.01113+0.917/Re"*' per a valors de Re>4000 (12.39)

12.7.4 Discussio

A la figura 12.4 es comparen les formules esmentades i es mostra el seu comportament tant dins com
fora del seu interval, de ombres de Reynolds, de validesa. Es poden fer els comentaris segiients:

e La férmula de Manning, com ja s’ha dit, només €s valida en el cas de régim turbulent rugos.
Si s’analitza I’equivaléncia entre el coeficient de friccio de Manning (n) i el coeficient de
friccié de Darcy-Weisbach (f), es comprova que s’estableix una relacié que depén tnicament
del diametre i de la gravetat i, per tant, fixats el diametre i el coeficient de Manning, sigui quin
sigui el cabal circulant, és a dir, sigui quin sigui el nombre de Reynolds, el coeficient de
fricci6 de Darcy-Weisbach es manté constant. D’altra banda, a igualtat de diametre de la
conduccid, coeficients de Manning més grans estan associats amb rugositats absolutes també
més grans. Per contra, a igualtat de coeficient de Manning, a diametres de la conduccié més
grans els corresponen rugositats relatives més petites i, per tant, també rugositats absolutes
més petites, tot i que no proporcionalment més petites.

e Pel que fa a la formula de Hazen- Williams, com es podia esperar es mou dins la zona de
régim turbulent intermedi. Per a un determinat cabal i diametre (nombre de Reynolds
constant), materials de menor rugositat estan associats amb coeficients C; més grans. D’altra
banda, a igualtat de coeficient Cy, a diametres més petits els corresponen rugositats relatives
més grans essent tant més grans quant menor ¢és el nombre de Reynolds.

e La formula de Kotzeny mostra un comportament molt similar a la primera féormula de
Kéarman-Prandtl (12.26) amb una lleugera tendéncia a donar valors una mica més petits a
mesura que el coeficient de Reynolds es fa més gran.

e Es pot verificar que la formula de Blasius mostra un comportament totalment equivalent que
la primera formula de Karman-Prandtl (12.26) per a valors de Re<10’. Per damunt d’aquest
limit es separa significativament i, per tant, condueix a estimacions incorrectes.

e La formula de Richter és potser la que pitjor comportament mostra en la zona de régim
turbulent llis. Per tant, cal ser molt curosos d’usar aquesta expressio.

12.8 Envelliment d’una canonada

Amb el temps, una canonada pot canviar les seves caracteristiques a causa, fonamentalment de les
propietats fisicoquimiques del fluid que transporta. El canvi que més importa pel que fa al disseny és
aquell que provoca un augment en la rugositat absoluta. La metodologia utilitzada més comunament
per a la seva estimacio ¢és la férmula de Genijew, per a la seva simplicitat.
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k=pt+k, (12.40)
on
— tésel temps de servei de la canonada, en anys.
— ko és la rugositat inicial de la canonada, en mm.
— findex de Genijew, en mm/any.

L’index [ es determina de manera experimental i la taula segiient en pot ser un resum valid per a
canonades de foneria.

Taula 12.5 Index Bde Genijew per a la determinacié de
l’envelliment d 'una canonades de foneria (en mm/any).

Aigilies poc corrosives 0.025
Aigties fins a 3 mg/l de matéria organica 0.07
Aigiies corrosives sense Cl” ni SO, 0.20
Aigiies corrosives amb Cl i SO, 0.51
Aigilies carbonatades de0.6al

Els valors de la taula 12.5 també son aplicables en el cas de canonades de formigd o amb revestiments
de quitra en les quals es vulgui estudiar I’evolucié de la rugositat en funcié del temps, segons la
influéncia dels diposits de llot i el seu grau de formacié (els valors de P es correspondrien,
respectivament, a formacions lleugeres, moderades, apreciables i severes).Pérdues d’energia
localitzades en una canonada

12.8.1 Introduccio

En una conducci6 a pressio, a més de les peérdues de carrega repartides per fregament amb el contorn,
cal considerar les pérdues d’energia que es produeixen en singularitats del tragat del conducte.
Aquestes singularitats poden ser des de canvis de direccid de la canonada, que en 1’argot es coneixen
com “colzes”, unions o derivacions de dues conduccions i accessoris o aparells per regular el cabal o
actuar sobre el flux, com sén les valvules.

Cal tenir en compte que les pérdues locals son, en general, de menys magnitud que les continues en
conduccions de prou longitud. Es a dir, en canonades de longitud de I’ordre d’algun quilometre, les
perdues de carrega localitzades son negligibles per comparacié de les repartides. En canvi, en
conduccions més curtes (per exemple, menys d’1 km) les localitzades poden ser fins i tot més grans
que les continues.

En general es poden calcular usant:

2
AH = 12— (12.41)
2g

on A és coneix com el coeficient de pérdues de carrega localitzades. Existeixen alguns casos en els
quals es pot obtenir una certa estimacié del coeficient A.

12.8.2 Eixamplament sobtat de seccié. Formula de Borda

El flux que es troba amb una discontinuitat sobtada com la que s’esquematitza a la figura 12.5
experimenta unes perdues de carrega provocades per la propia geometria del contorn, que es poden
estimar de manera aproximada.
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7

1

—_

2

Figura 12.5 Esquema d’'un eixamplament sobtat de seccio.

L’energia que es dissipa de manera local es perd en la formaci6 del remoli que es crea just en el canvi
de seccio. En aquesta zona, el flux que ve de la canonada de diametre menor (aigiies amunt) a causa de
la seva propia inércia no es pot adaptar de manera igual de sobtada al nou diametre, de manera que, de
forma gradual, es va apropant al nou contorn. Aquest fenomen de separaciod del contorn du associada
I’aparicid, en ’espai que queda lliure, d’una massa d’aigua que, per efecte del flux que hi passa
fregant, es troba rotant permanentment (remoli). L’energia que necessita aquest remoli per mantenir el
seu gir prové del flux principal i correspon precisament a 1’energia que es dissipa localment en
aquestes expansions del diametre.

Siguin 1 la secci6 immediatament aigiies amunt de 1’expansi6, 1° la seccidé immediatament avall i la 2
en la conduccié de diametre més gran, on el flux ja s’ha expandit plenament. La seccid 7’ manté les
condicions de velocitat i pressio de la seccid 1, perd amb la seccid de 2. Aquesta “trampa” permet
simplificar el desenvolupament algebraic per estimar les pérdues locals. Aixi, plantejant 1’equacio de
momentum entre 1’ i 2 queda:

R4, — P, 4, =p'V2'A2'(V2 _Vl) (12.42)
Reordenant resulta:
P—-P v
: , ‘=§'(Vl -V,) (12.43)

En aquest punt es pot plantejar I’equacié de conservacio de I’energia entre 11 2:

2 2
Pl+v_l b

— =2+ +AH 12.44)
y 2 v 2 (
Aillant-hi el terme de pérdues locals queda:
vi—v; P—P
AH . = 2 1 1
L 22 , (12.45)

—=(n-w) (12.46)
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expressio que es pot simplificar:
AH, =~L 2/ (12.47)

D’altra banda, I’equacié de continuitat es pot escriure:

A
v, =V — (12.48)
A2
I en resulta:
2 A 2
Vv
AH, =—{1-— (12.49)
2g 4,

Per tant, el coeficient de pérdua de carrega local val

4Y
ﬂ—[l—A—j (12.50)

2

Aquesta expressio es coneix com la formula de Borda.

a Cas particular. Entrada d’una canonada en un diposit de grans dimensions

El cas d’una canonada que s’incorpora en un diposit de grans dimensions es pot analitzar a partir de la
formula de Borda. En aquest cas, la relaci6 d’arees A4,/4, tendeix a zero pel fet que la seccio
transversal 4, és molt més gran que la de la canonada A4;, de manera que de I’expressié anterior
(12.50) resulta A=1.

Linia d’energia
2
v

4 AH, =
Linia piezométrica v g —
Diposit prou gran per
acceptar v=0.
(Nivell H=constant)
H

A 4

Figura 12.6 Esquema d’una canonada que entra en un diposit de grans dimensions.

Es important adonar-se que un coeficient de pérdua de carrega igual a la unitat (A=1) implica que en
aquella secci6 I’energia que es perd €és exactament igual a I’energia de velocitat del flux. Aquest fet és
totalment coherent amb el fenomen de frenat del flux que es dona a I’entrada de la canonada al diposit,
on el flux ha de passar de la velocitat mitjana v dins la canonada, a aturar-se completament (v=0).
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Logicament, el flux s’atura si el diposit és prou gran per assegurar que el seu nivell H es manté
constant amb el temps, tot i ’entrada de cabal des de la canonada.

Resumint, aquest resultat que s’ha obtingut analiticament de la férmula de Borda és totalment coherent
amb un procés fisic de frenat del flux, que es dona en qualsevol incorporacié de qualsevol canonada en
un dipdsit prou gran.

12.8.3 Contraccions sobtades

En aquest cas 1’esquema hidraulic del flux que s’hi dona €s sensiblement diferent al cas anterior. Ara,
immediatament aigiies amunt del canvi de seccio (seccio 1 de la figura 12.7) la propia pressio del flux
que arriba, contra la paret vertical del contorn, evita la formacié de remolins. Es una zona on les
particules de fluid s’aturen i s’hi pot establir una recirculacié molt lleugera, tot i que sense la intensitat
suficient perqué sigui la responsable de la dissipacio local d’energia.

Lleugera recirculacio.

Possible preséﬁia d’aire

N
___

Important recirculacio.

Formaci6 de remoli.

r 2

Figura 12.7 Esquema d’un eixamplament sobtat de seccio.

Per poder passar a través de la contraccio, les particules de fluid han de mostrar una component en la
direcci6 transversal del moviment. Un cop ja en la conduccié de diametre més petit, la seva inércia fa
que el flux continui contraient-se fins a la seccio 1°, on la propia concentracio del flux provoca que
comenci a expandir-se i acaba ocupant tota la canonada en 2. Aquest fenomen de separacio del
contorn du novament associada la formacidé d’un remoli que necessita energia per girar. Aquesta
energia prové del flux principal i és la que es produeix localment en aquests canvis de seccio. Es a dir,
en ultima instancia, les perdues d’energia que s hi produeixen localment son degudes, realment, a una
expansio i s’utilitza la formula de Borda (12.50) per avaluar-les.

Experimentalment, s’ha comprovat que la relacio entre les seccions 1’ i 2 que ocupa el flux principal
és:

A =0.64, (12.51)
Per tant, resulta:
2
(V% 6) 0.64, ) 2
AH, =320 1225 | o A, = 04422 (12.52)
2g 4, 2g
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a Cas particular. Entrada en una canonada des d’un diposit de grans dimensions

El cas de la incorporaci6 del flux en una canonada que surt d’un diposit de grans dimensions provoca
unes perdues de carrega localitzades en la incorporacio, que responen basicament al seu disseny. Val a
dir que la diferéncia essencial amb el cas de I’entrada de la canonada en un diposit és que, en aquest
cas, la pérdua d’energia responia a un fenomen fisic de frenat del flux, mentre que el cas
d’incorporaci6 a la conducci6 es funcio del disseny hidraulic. Un bon disseny d’aquesta incorporacid
(per exemple, abséncia d’arestes vives en la incorporacio, canonada que té una determinada longitud
dins el diposit, etc.) pot ajudar a fer negligibles les pérdues locals.

fam, =052

2
g Linia d’energia
Diposit prou gran per
acceptar v=0. \
(Nivell H=constant) H Linia piezométrica

A 4

Figura 12.8 Esquema d’una canonada entrant en un diposit de grans dimensions.

En dependre basicament de la geometria de la incorporacio, el coeficient de peérdues locals €s
eminentment empiric. En el cas més desfavorable (per exemple, incorporacié amb arestes vives, amb
una canonada que s’inicia en el propi contorn del diposit) es determina un valor de A=0.5.

12.9 Diametre optim d’una canonada

Fins a aquest moment s’ha parlat de canonades obviant el concepte economic. De tota manera, en el
disseny de qualsevol instal-lacié s’entén que aquest €s un aspecte important per tenir en compte.

Un disseny amb una canonada de diametre gran té un cost també gran, tot i que per a un mateix cabal
les velocitats son inferiors 1, per tant, les despeses de funcionament (energia perduda per fregament)
també son menors. Per contra, una canonada de diametre menor té€ un cost més baix pero, en canvi, les
velocitats al seu interior son més grans per un mateix cabal i, per tant, I’energia dissipada per
fregament també és més gran.

El cost material de la canonada es paga habitualment en pes i per tant, és funcié del volum de material
emprat, és a dir, funci6 del diametre al quadrat de la conduccid, de manera que:

C =a¢ (12.53)
D’altra banda, I’energia que es dissipa per fregament també té un cost (per exemple, en centrals

hidroeléctriques seria energia que no es podria transformar en electricitat) que, per a un cabal donat, es
també funcio del diametre, en aquest cas elevat a la cinquena poténcia:

f v %
AH=2 " [=— % ___r[
6 2g ¢.ﬂ2%_2g (12.54)

I aquestes pérdues tenen, Obviament un cost:
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C,=["AH :g (12.55)
De manera que el cost total és:
C=C +C, =a-¢2+£5 (12.56)

Aquesta funci6 es comprova que té un minim, com es mostra a la figura 12.9.

= = = .Cost material
§ — — Cost per perdues d'energia
© Cost total
\
\
S ~———
@ optim Diametre

Figura 12.9 Optimacio del cost d’una canonada en funcio del diametre.

12.10 Exercicis proposats

1. Discutiu si les afirmacions segiients son vertaderes o falses:

e Una canonada de seccio circular de 300 mm de radi, funcionant a pressio, té un radi hidraulic de
0.075 m.

e FEn una canonada, una energia de pressid per unitat de pes de 30 mca equival a una pressio de
294300 Pa que equival, per la seva banda, a 3kp/cm’.

e Dues canonades del mateix material (mateixa rugositat absoluta) tenen el mateix coeficient de
friccié de Darcy - Weisbach, independentment del diametre.

e Dues canonades amb el coeficient de friccid de Darcy - Weisbach son del mateix material (mateixa
rugositat absoluta), independentment del diametre.

e Un coeficient de friccido de Darcy-Weisbach /= 0.09 mai no pot correspondre a una rugositat
relativa de 1-107.
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El régim turbulent intermedi es caracteritza per uns coeficients de friccié de Darcy-Weisbach que
depenen de la rugositat relativa i del nombre de Reynolds.

El régim turbulent rugés es caracteritza per uns coeficients de friccié que depenen només del
nombre de Reynolds.

Quan s’analitza un sistema a pressioé a través del trinomi de Bernoulli, el terme d’energia de
velocitat per unitat de pes (v/2g) és irrellevant enfront del terme d’energia de pressié per unitat de

pes (p/y).
La formula de Colebrook i White només és valida en régim turbulent intermedi.

En dues canonades a pressio, una de diametre ¢ i una altra 2-¢, per al mateix cabal, I’energia de
velocitat val, respectivament, v?/2g i 4v°/2g.

Si en una determinada instal-lacié a pressio, per a un cabal Q les peérdues d’energia repartides
valen IL, per a un cabal 2Q valdran 4-/-L, només si el régim €s turbulent rugos.

Les quatre qiiestions segiients es refereixen a la conducci6 d’aigua de la figura. Negligint les pérdues
de carrega localitzades i el terme cinétic (v'/2g) en determinar les pressions, un cop iniciat el
moviment es compleix:

El pendent motriu és 7/ = 0.05.
El pendent motriu depén del diametre de 1

m
la canonada. 1gm
En el punt alt, I’altura d’energia de pressio 5_ m
ésp/y=-7.5m
En el punt alt, no hi ha cavitacio si es
compleix p, = 0.2 kp/cm’, essent p, la * * o
v ) v 500 m 500 m

pressi6 de vapor (absoluta) a Ia
temperatura de transport.

Determineu la relaci6 entre el coeficient de fricci6 de Manning (n) i el coeficient de friccid de

Darcy-Weisbach (f). Discutir la dependencia del coeficient de Manning amb el nombre de
Reynolds i amb la rugositat relativa.

He>6m

0r0 = Qo = Oco = 0.3 m -
€r0 = €o0B = Eco = 0.003m
Lao=800m

200 ;

800 m

L 200 m
il

A
A /
v

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



12 Moviment a pressié 233

3. L’esquema anterior representa un sistema format per tres diposits (A, B 1 C), de manera que les
canonades que surten de cadascun conflueixen en el punt O. Les condicions de treball d’aquests
diposits permeten suposar que els nivells d’aigua a A i B son constants i iguals, respectivament, a
10 m i 5 m, mentre que a C aquest nivell pot variar perd sempre per damunt de 6 m.

Si es vol assegurar que del diposit A sempre surti cabal cap a B i que al diposit B hi entri un cabal

superior o igual a 100 1/s, determineu els valors d’Hy que ho fan possible. Es poden suposar
negligibles totes les perdues de carrega localitzades.

4. A lainstal-lacio de la figura, determineu el diametre que permeti transportar, pel cap baix, un cabal
de 200 I/s entre tots dos diposits, si els diametres comercials van de 50 mm en 50 mm.

Quin ¢és el cabal que realment hi esta circulant? Es poden negligir totes les pérdues de carrega

localitzada.
60 m
— Q=2001s
v £=3102 mm, 25 m
— o? —
v
2000 m

5. Lainstal-laci6 de la figura consisteix en una canonada de diametre ¢ = 250 mm i rugositat absoluta
€ = 2.5 mm en el moment de la seva col-locacio. La conducci6 surt d’un diposit que pot presentar
aigua com a maxim a la cota +20 m i desguassa a la seccid6 A (cota 0 m) a I’atmosfera. Aquesta
conduccié esta dissenyada per transportar aigua corrosiva sense concentracions importants de
[CI'] ni [SO4 | (constant de Genijew 3 = 0.25). Si el tragat de la conduccio passa pels punts B i C,
situats respectivament a +15 m i —7 m, i les perdues de carrega localitzades son les que s’indiquen
a la figura, es demana:

e Determineu el maxim cabal Q pel qual es va dissenyar la instal-lacio.

e Determineu la vida 1til de la conducci6 si no poden permetre’s cabals inferiors a 40 1/s (Q>40 1/s)

e Analitzeu la sensibilitat de la pressio a B a I’envelliment de la canonada.

e Quina ¢s la minima cota d’aigua que es pot permetre en el diposit al llarg de tota la vida 1til de la
conducci6 per evitar problemes de cavitacio a la seccio B.
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+20m

— Lga = 1000 m
Lcg = 1000 m

6. A partir de les dades de la figura, es demana:

e Llei de pressions a la canonada per v?/2g = 0.5 L.

e Valor de v perqué s’hi produeixin pressions negatives en algun punt de la canonada.

e Per a Ppi/y=-L 1 Pnu/y=15L, dibuixeu la linia de pressié corresponent a la bomba de més
poténcia que es pugui situar a A, B i C. Indiqueu quines donen un cabal més gran i més petit.
(Considereu v?/2g = 0.5 L)

L

AO\,A:OS)

10L

C(Ac=0) B L

10L

7. En la instal-lacié que es mostra a la figura, determineu 1’altura minima que hi ha d’haver en el
diposit de I’extrem aigiies avall per assegurar que 1’aigua pugui superar el punt elevat A.
Considereu que en el diposit B I’altura d’aigua pot variar entre la cota 175 m i la 130 m.

Es poden negligir totes les pérdues de carrega localitzades llevat de les d’entrada al diposit B

(7\,13:1).

225m
195m
— 175m
A ;
—1130m
(6] 125m ;

$»=1000mm —
e=lmm B
Loa=1000m
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12 Moviment a pressié 235

8. Es pretén connectar els dos diposits de la figura des del punt A fins al B, essent la distancia
horitzontal entre ambdoés punts de 2000 m i les cotes les indicades a la figura amb una canonada
de diametre ¢ i rugositat absoluta 0.4 mm.

A) Per condicionaments constructius, el tram de canonada que surt del punt A com a maxim pot
presentar un pendent de 1’1%. Tenint aix0 en compte i sabent que la pressid minima que es pot
acceptar en la instal-lacié és de -7 mca, determineu graficament la maxima cota z a la qual pot
trobar-se el punt de canvi de pendent i la longitud real de canonada ACB.

100m

90m =

A 1%

0.4mm

= i
L? []

2000 m

B) Determineu el diametre de canonada necessari per garantir, en el punt B, pel cap baix 200 I/s,
tenint en compte que els diametres comercials van de 25 mm en 25 mm.

Es poden suposar negligibles totes les perdues de carrega localitzades.
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13 Instal-lacions de bombament

13.1 Introduccio

Una bomba hidraulica és una maquina capag d’elevar la carrega hidraulica (trinomi de Bernoulli) d’un
fluid en una conduccié a pressid. Ho fa absorbint I’energia mecanica que prové d’un motor,

normalment eléctric. Aixo permet que el fluid pugui ser transportat d’un punt a un altre situats en un
mateix nivell o a diferents nivells i/o a diferents velocitats.

Figura 13.1 Esquema tipic d’'una impulsio des d'un diposit inferior fins a un de superior.

Entre I’entrada de la bomba (1) i la seva sortida (2) existeix una diferéncia de carrega:

V2 V2
AHIZ:HZ—HI:(zz+p—;+§ - zl+%+z (13.1)

Considerant que:

Les dimensions de les bombes solen permetre acceptar que z;~ z,.

El diametre de la canonada a I’entrada de la bomba (1) —diametre de I’aspiracié— és igual® al de la
sortida (2) —diametre de la impulsio.

35 Habitualment, a la practica, el diametre de I’aspiracié sol ser més gran que el de la impulsié. D’aquesta manera, s’aconsegueixen
reduir les peérdues de carrega a 1’aspiracio.
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— Les bombes no hi afegeixen cabal i, per tant, Q,=0,.
— Les dues darreres consideracions permeten imposar que v,=v,.

S’arriba a la conclusié que:

vy o7

Es a dir, una bomba provoca una variacié en la pressid del sistema entre les seccions d’entrada i
sortida. Per tant, es conclou que les bombes son convertidors de I’energia mecanica que subministra el

motor que les acciona, en energia hidraulica, en concret de pressio.

La poténcia hidraulica que es comunica directament al flux es determina fent:
Woea =V OQ-AH (13.3)

On, si el pes especific del fluid () és en N/m’, el cabal (Q) en m?/s i I’energia (AH) en mca, aleshores
la poténcia (W) es dona en watts.

La seva relacié amb la poténcia que comunica el motor de la bomba, també anomenada poténcia de
I’eix, dona el que es coneix amb el nom de rendiment (1) de la bomba:

_roAH

consumida

n (13.4)

Normalment es busca treballar amb rendiments alts, entre 0.8 1 0.9.

13.2 Tipus de bombes
En general, es poden dividir en dos grans grups:

e Bombes de desplacament positiu, que fan que el fluid entri en una cambra i en surti, en canviar el
volum, com ara la bomba per inflar pneumatics de bicicletes, el cor huma o el motor de combustio
interna dels cotxes

e Turbobombes, que afegeixen energia a un fluid en moviment com a resultat de les interaccions
dinamiques entre la maquina i el fluid. El seu funcionament es basa en un eix rotatori al qual es
connecten unes pales (aleps) que reben energia mitjangant un motor i que es transmet directament
al fluid.

13.3 Bombes centrifugues

Soén turbobombes radials en qué el flux s’estableix des de 1’eix cap a fora, seguint una trajectoria
periférica per accid per les forces centrifugues. Aquests tipus de bomba tenen dos components
principals: un impulsor connectat a un eix rotatori i la caixa o rodet que el conté. L impulsor disposa
d’un conjunt d’aspes guerxes, anomenades aleps directors, al voltant de 1’eix. El gir dels aleps provoca
I’aspiraci6 del fluid i fa que aquest entri des de 1’eix. El bastiment presenta forma espiral amb una area
creixent en el sentit del flux i esta dissenyat perqué el fluid redueixi la velocitat a mesura que surt de
I’impulsor. Aquesta disminuci6 d’energia cinética es converteix en un augment de pressio.
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13 Instal-lacions de bombament 239

El coneixement del funcionament hidraulic d’una bomba I’ha de facilitar el fabricant mitjangant les
anomenades corbes caracteristiques de la bomba. Son tres corbes que donen, respectivament, la
relacié entre el cabal circulant i les tres variables segiients: altura de bombament, rendiment de la
bomba i poténcia d’impulsid.

Tenint en compte que 1’equacid (13.4) relaciona les quatres variables, de les tres corbes
caracteristiques només dos son independents entres elles, de manera que la tercera (W—Q) mai no se
sol donar ja que es pot deduir de les dues anteriors (Hz—Q i Q)

/ Impulsio

w' -

Rodet (aleps al

seu interior)

Figura 13.2 Bomba centrifuga.

13.3.1 Corba Hp=f(Q):
Solen ser funcions de tipus quadratic H=4+B-0+C-Q’.

Altura de bombament

Cabal

Figura 13.3 Corba caracteristica d’un bomba que dona el rang de cabals i ’altura de bombament que és
capag de proporcionar.

13.3.2 Corba r7=2(0):
Dins la bomb,a hi existeixen unes perdues locals d’energia degudes a:

e La turbuléncia elevada del flux.

e FEl canvi de direccio que rep el fluid en la impulsio.
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e Possibles fugues de fluid.

e (Qiiestions mecaniques, com per exemple el fregament de I’eix de la bomba en Ia
transmissio de la seva poténcia amb el rodet.

Aquestes pérdues fan que no tota 1’energia mecanica que genera el motor es transmeti al fluid. Aquest
és el motiu pel qual cal parlar de rendiment. Ja s’ha dit que normalment es busca treballar amb
rendiments alts d’entre 0.8 1 0.9.

mopt------ o
o 2N

rendiment

Qopt

cabal

Figura 13.4 Corba caracteristica d’'un bomba que dona la relacio entre el seu rendiment i el cabal que pot
impulsar.

13.3.3 Corba W=h(Q):

Aquesta corba ¢és linealment dependent de les altres dues, i es pot deduir d’elles a partir de 1’equacio
(13.4).

Poténcia sobre I'eix
\i
*

cabal

Figura 13.5 Corba caracteristica d’'un bomba que dona el rang de cabals i la poténcia que pot donar.
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No és bo que una bomba treballi molt per sota del cabal pel qual el seu rendiment €s el maxim
possible. Aquest es coneix com cabal optim o cabal nominal. En cas que aixo succeeixi la diferéncia
entre la poténcia eléctrica i la poténcia hidraulica (el seu quocient €s el rendiment de la maquina) es
dissipa en calor per fregament que provoca el deteriorament dels equips mecanics.

Potencia sobre I'eix

/ // endiment

/ \wﬂa de bombament

' Qont
Franja de funcionament eficient
cabal

Figura 13.6 Corbes caracteristiques d’'un bomba. Rang adequat de funcionament.

13.4 Conseqiiencies de la installacio d’una bomba en un sistema a pressio

Sigui una instal-lacié que condueix aigua a pressié amb una conduccid de diametre ¢, des d’un diposit
que dona una carrega H; fins a un altra amb una carrega menor H,. S’entén que, en aquest cas, 1’aigua
va d’1 cap a 2 de manera natural, consumint 1’energia disponible AH=H,—H,. Entre 1 1 2 es pot
plantejar:

Linia d’energia

< L >
Figura 13.7 Esquema tipic d’una instal-lacio a pressio que funciona sense la necessitat de cap bomba
hidraulica.
L
H=H,+I'L=H, -H, _SL (13.5)
2g:¢

que permet estimar el cabal circulant:
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(13.6)

Es pretén comparar el funcionament de 1’esquema hidraulic anterior (figura 13.7) amb el que es
donaria si entre ambdos diposits es col-loqués una bomba hidraulica que donés una altura d’impulsi6
Hp (figura 13.8).

~
<

Figura 13.8 Instal-lacio a pressio de la figura 13.7 que funciona amb una bomba entre els diposits 11 2.

En aquest segon cas, imposant que la canonada abans i després de la bomba manté el diametre
constant (i, per tant, les velocitats i també els pendents motrius), el balang d’energia entre 1 1 2 permet
escriure:

‘L
H1+HB=H2+1-L:>H1—H2+HB:2J;¢-V2 (13.7)

de manera que ara el cabal circulant és:

(13.8)

L’energia que introdueix en el sistema el fet de col-locar la bomba entre ambdés diposits es tradueix
en un augment del pendent motriu i amb ell, del terme cinétic. En altres paraules, augmenta el cabal
que circula si no hi ha la bomba. Com es pot veure per la variaci6 de la linia d’energia entre el primer
cas (figura 13.7) i el segon (figura 13.8) la col-locacié de la bomba influeix no només aigilies amunt si
no també¢ aigiies avall.

13.5 Risc de cavitacio

El fenomen de la cavitacié en una impulsi6é condiciona el lloc on col-locar-hi la bomba. Per exemple,
en una impulsié on la canonada d’aspiracié puja verticalment fins a la bomba, com que la cota ha
d’augmentar, cal que es vagi perdent energia de pressio. Pero la pressio a I’entrada de la bomba no pot
disminuir indefinidament, ja que la pressid minima es troba limitada per la pressio de vapor. Apareix,
en aquest punt, el risc de cavitacio.
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En ser el régim permanent i el diametre de la canonada constant, els termes cinétics en ambdues
seccions son iguals. Per contra, la cota z, > z,; per tant, aixo obliga que els termes de pressio segueixin
la relaci6 contraria i, per tant, P,<P,. Si la cota z, es prou alta, podria arribar a succeir que P,~P,po,
cas en el qual es dona cavitaci6. Pot passar que P;>P,,, perd no prou gran perque dins la bomba
localment hi hagi algunes caigudes de pressiéo degudes a perdues locals al seu interior, que podrien
originar cavitacié dins la propia bomba. Per evitar aquests problemes, es recomana que s’entri a la
bomba (seccid 2) amb un resguard de pressid. Es el concepte del NPSH, que respon a les sigles del
terme anglés Net Possitive Suction Head, o carrega neta positiva de succid, que ve a ser la carrega que
es pot arribar a “consumir” localment dins la bomba sense que es produeixi cavitacid al seu interior.

2

2——22+&+V—2
Yy 2g

2

11y 2g

Figura 13.9 Canonada d’aspiracio entre un diposit i la bomba.

Penrrada - I)vapor

El fabricant ha de donar I’ NPSH requerit per la bomba, que dona idea del que es “consumeix” dins la
bomba. S’esta del costat de la seguretat si el que hi ha disponible a I’entrada és més gran que el
requerit:

NPSH > NPSH

requerit ( 1 3 . 1 0)

disponible

Per tant, cal calcular la P,,;.q, (secci6 2 de la figura 13.9) que hi ha en funcio6 del disseny plantejat i, a
partir d’aquesta dada, esbrinar quina bomba déna la millor relacié de NPSH.

La bomba, en general, s’hauria de trobar a prop del diposit inicial, no més de 5 6 6 m per sobre d’ell.
Aqui es comprén que hi tenen algun avantatge les bombes submergibles, tot i que donen poca altura i
son més cares. També s’entén que, si I’altura que cal salvar és superior als 10 m que la P,,, imposa
com a limit, cal aconseguir-ho combinant diverses bombes com es descriu, més endavant, a 1’apartat
13.7.

13.5.1 Ubicacio d’una bomba

El risc de cavitacio, per tant, fa que en una instal-lacié6 de bombament alguns trams no siguin adequats
per a la collocaci6 de la bomba. Aquesta és una limitacié imposada per la pressiéo minima admissible
en una conduccid a pressio. Perod també cal imposar alguna limitacio per les pressions maximes que
pugui suportar la canonada. Tot plegat permet determinar el tram de canonada on si és possible la
col-locaci6 de la bomba.
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La posicio relativa de la linia piezométrica respecte dels limits de pressid6 maxima i minima
admissibles en el sistema delimita el tram on la col-locacié de la bomba ¢€s possible. S’entén que, per
poder-ho definir, cal conéixer el funcionament hidraulic del sistema amb la bomba que s’hi ha de
col-locar (apartat 13.6 segiient), és a dir, ’altura de bombament i el cabal. Aquesta informacié permet
determinar el pendent motriu resultant i, aixi definir els trams esmentats, tal com s’aprecia a la figura
13.10.

H,
H . P>Pmax . 1 —
| I P<Pmin Pmax/y
S~ o 1
= =~ ~ 3 v
-~ A
-~ .
S~ - | Pmin/y
~:
~ s'\ \ A 4
|
-~ ~ - N

Figura 13.10 Delimitacio de les zones en una impulsié on es pot ubicar una bomba, en funcio de les
pressions maxima i minima admissibles.

13.6 Punt de funcionament d’una instal‘laciéo de bombament

Una bomba adequada per una instal-lacio, com la de la figura 13.11, ha de ser tal que proporcioni una
energia (Hjp) capag de veéncer ’altura estatica (H,—H;) més les perdues per fregament (AH,+AH,).

AH ~ ik
H, T
r HrH| |y,

-~ v

Figura 13.11 Tipica instal-lacio de bombament entre dos diposits.

La determinaci6 del punt de funcionament de la instal-laci6 de bombament permet coneixer el cabal
que circula per la conduccid i I’altura de bombament que ha de proporcionar la bomba. Aixi, per
obtenir-lo s’entén que cal tenir perfectament definits els parells de punts O—-Hp que és capag de
proporcionar aquella bomba. Es a dir, condixer-ne la seva corba caracteristica.

D’altra banda, cal definir, també, la que es coneix com la corba caracteristica de la instal-laci6.
Aquesta corba estableix quina altura de bombament és necessaria en la instal-lacioé perque hi circuli un
cabal determinat. Aquesta es pot obtenir de manera senzilla a partir del balang d’energia de Bernoulli
entre els dos extrems de la conduccio:
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2 2
I R TG N & B I (13.11)
y 2g Yy 2g

z

Reordenant termes i obtenint 1’altura de bombament en funcié dels altres parametres, en particular del
cabal, es té:

Hy=z,—z+22- P % N A (13.12)

Aquesta expressio (13.12) permet determinar els parells de punts buscats. La interseccié d’aquesta
equacié amb la de la corba caracteristica de la bomba defineix el punt de funcionament de la
instal-lacio.

Tenint en compte que a I’equacio (13.12) en el terme de perdues intervé el coeficient de friccio de
Darcy - Weisbach, en general, aquesta és una equacid que no es pot escriure de manera explicita i, per
tant, el més habitual és representar-la per punts amb ’objectiu de trobar la seva interseccié amb la
corba caracteristica de la bomba, tal com es representa a la figura 13.12.

§ —8— Corba caracteristica de la bomba /
£
S —&— Corba caracteristica de la instal-lacié
§
i}
I
Haf -
*r
Hestética

:Q Cabal

Figura 13.12 Punt de funcionament d una instal-lacio de bombament.

Exercici

e Determineu el punt de funcionament de la impulsié de la figura si la corba caracteristica de la
bomba B és la de la taula adjunta, en el cas que la valvula V" es trobi totalment oberta i que no es
puguin negligir les pérdues de carrega d’entrada al diposit (A = 1)

e Determineu el coeficient de pérdua de carrega localitzada quan la valvula es troba parcialment
tancada i pel sistema circula un cabal O = 120 I/s. Dibuixeu, en aquest cas, unicament dos punts de
la corba caracteristica de la instal-lacio.
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60 m

— £=3-10° mm
¢ =300 mm

2000 m

A
A 4

(m?/s)‘ 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200 0.225 0.250 0.275 0.300
(rrljfa) 5450 54.17 53.61 5281 51.77 5050 4899 4725 4527 43.06 40.61 37.92 35.00

Nota: Representeu totes les corbes caracteristiques que siguin escaients en un unic grafic.

A la figura segiient es mostra la corba caracteristica de la bomba donada:

60.0

55.0 ¢—¢
*

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40
Q(m3/s)

Si es té en compte un coeficient de pérdua de carrega localitzada A = 1 per entrada a diposit, el balang
d’energia entre tots dos diposits queda:

2 2
254 H, = 60+12—+ L 22000 essent v=—2_
2¢ 03 2¢g 0.3
g

Per tant, la relacié entre I’altura de bombament i el cabal circulant que permet estimar la corba
caracteristica de la instal-lacio és:

2
H, =35+ Q—z(l +i-2oooj
0.32 0.3

D’aquesta manera, donant diferents valors a O, es poden anar obtenint les Hp corresponents. Cal tenir
en compte, perd, que a causa del valor baix de la rugositat relativa:

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



13 Installacions de bombament 247

£ 3107

= =10~

¢ 300

és molt probable que ens trobem en régim turbulent intermedi i, per tant, que calgui recalcular cada
vegada el coeficient de Darcy - Weisbach.

A la taula segiient es mostren les parelles de punts Q- Hp que constitueixen la corba caracteristica de la
instal-lacid. Per la seva banda, a la figura segiient es presenta 1’obtenci6 del punt de funcionament:

Q(m¥s) | v(ws) | Re(-) | f(=) | Hg(mea)
0.100 1.415 424413 0.0137 4441
0.150 2.122 636620 0.0128 54.77
0.125 1.768 530516 0.0132 49.15
0.130 1.839 551737 0.0131 50.22
56.0
54.0 /&'
52.0 o
§ 50.0 PUNT DE —_—
£ 4180 FUNCIONAMENT
4 46.0
44.0
42.0 === corba caracteristica de la bomba 1
. =={J=corba caracteristica de la instal-laci6
40.0 ‘ ; ; ;
0.10 0.1 0.12 0.13 0.14 0.15

Q (ms)

Per tant, interpolant, resulta que el punt de funcionament é¢s O = 130 I/s i Hz = 50.22 mca:

Si el cabal que circula és O = 120 I/s, de la taula que ens dona la corba caracteristica es pot obtenir
interpolant I’altura de bombament corresponent, que resulta Hgz = 50.754 mca

Per la seva banda, un cabal de 0.120 m’/s en una conduccié de 300 mm, dona un flux amb una
velocitat v = 1.698 m/s, que li correspon un nombre de Reynolds, Re = 509296 i, per tant, un
coeficient de Darcy-Weisbach f'= 0.01327. Aixi, es poden obtenir les pérdues de carrega localitzades
que produeix la valvula V-

1.698* N 0.01327 1.698°
2g 0.3 2g

25+50.754=60+1

2000 +AH, = AH, =2.61 mca

El coeficient de perdua de carrega localitzada queda:

261
1.698

2g

= A=17.74

La corba caracteristica de la instal-laci6, en aquest cas, passa pels punts:
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0=1201/s1 Hg=50.754 mca
0=01/s1iHg=35mca

Hg (mca)

—&@— corba caracteristica de la bomba
35.0 T —— corba caracteristica de la instal-laci6 1 ——

A corba caracteristica de la instal-laci6 2

30.0 T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Q (m¥s)

13.7 Combinacié de bombes
Si amb una bomba no es disposa de prou energia per superar un desnivell, cal recorrer a la combinacio
de dues o més. Es poden dissenyar en série o en paral-lel.

ist t
Sistema de r‘e§ ® ® ®
bombes en série
®
Sistema de tres
bombes en paral-lel ®
®

Figura 13.13 Bombes en série i en paral-lel.

13.7.1 Bombes en série
Es colloquen de manera que la canonada d’impulsi6 de la primera és la d’aspiraci6 de la segona, i aixi
fins a I’tltima, tal com s’esquematitza a la figura 13.13.

El moviment s’estableix en una tinica canonada. Per tant, el seu funcionament es caracteritza perque el
cabal circulant és el mateix a través de totes les bombes. En canvi, cadascuna proporciona al sistema
una altura de bombament, que es va sumant a la de les altres. Per tant, és un disseny adequat per
veéncer carregues estatiques elevades.

Per simplicitat en el disseny i la construccio, les bombes que s’usen solen ser idéntiques entre si.
D’aquesta manera, per a cada cabal, la corba caracteristica equivalent a n bombes idéntiques en série
s’obté sumant n vegades les respectives altures de bombament.
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~—
*\\K
~
\\
\
N
= n-Hg \\
N
g A
2
T
-
.-
T N
He .
T~
T~

Cabal

Figura 13.14 Corba caracteristica de la bomba equivalent (en blau) a n bombes identiques en serie.

13.7.2 Bombes en paral-lel
Cada una es col-loca en ramals independents, com s’esquematitza a la figura 13.13.

El moviment s’estableix a cada ramal que conté cada canonada. Per tant, el seu funcionament es
caracteritza perqué el cabal circulant total s’acaba sumant. Es, doncs, un disseny adequat per
transportar cabals elevats.

Igual que en el cas anterior, per simplicitat en el disseny i en la ucci6 les bombes que s’usen solen ser
idéntiques entre si D’aquesta manera, per a da altura de bombament, la corba caracteristica equivalent
a n bombes idéntiques en série s’obté sumant # vegades els cabals respectius.

n,\ — .

n-Q

HBombament
F>)

Cabal

Figura 13.15 Corba caracteristica de la bomba equivalent (en blau) a n bombes en paral-lel.

Exercici

L’esquema de la figura adjunta mostra una infraestructura que consisteix en un sistema de bombament
que eleva Dl'aigua a un diposit de carrega. Les caracteristiques geomeétriques de la impulsio
s’especifiquen a la figura. Val a dir que el sistema ha de ser capag¢ d’elevar ’aigua des de la cota 10 m
fins, com a maxim, a la cota 25 m. Si la corba caracteristica de la bomba és la que s’indica a la taula
seglient,

e Determineu quantes bombes son necessaries per aconseguir que el cabal impulsat sigui, pel cap

baix, 0.300 m?/s, i quin és el cabal exacte que s’impulsa. Considereu que a la sortida del diposit
inferior el coeficient de pérdues de carrega localitzada és A~0 i a I’entrada del superior, A=1.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



250 Hidraulica

e Aquestes bombes com han d’estar connectades: en série o en paral-lel?

k
La rugositat relativa val: —=0.0015 1,
l y o

tenint en compte que per al cabal minim
que es demana (Q=300 1/s) resulta que la
2.5m velocitat val:

y v= ”Q = ”0'3 =4.244m/s
.t =03
4 4

I el nombre de Reynolds val

v 4.24403

Re
v 0°

=1273240

¢=300 mm De I’abac de Moody es desprén que en

L=50m aquestes condicions s’esta en regim

k=0.45 mm turbulent rugods 1, per tant, el coeficient de
friccié de Darcy-Weisbach val: f =0.022

Amb aix0 es pot plantejar el balang
— ! d’energia de Bernoulli entre tots dos
diposits per tal d’obtenir 1’equacid
—-®- caracteristica de la instal-lacio, considerant
que:

- Si un cabal de 300 1/s correspon a régim turbulent rugés, un de més gran hi correspon amb més
motiu. Per tant, el coeficient de friccié de Darcy- Weisbach no varia.

- Les pérdues de carrega localitzades, com que la instal-lacié és curta, no es poden negligir. Es
considera a la sortida de diposit A=0.5 i a 1‘entrada A=1.

2 2
H+H,=H +Lv L+Y At =
1 B 2 ¢ 2
g g

2¢
2
o
T a2
%0.3
10+ H, = 25+(%-50+1}42—:
: g

Essent, per tant, la corba caracteristica de la instal-lacio: H, =15+ 47.434-0°

En vista dels valors de les altures d’impulsiéo que donen les bombes, es comprén que el sistema de
bombes ha d’anar en paral-lel. Les corbes caracteristiques respectives en funcié del nombre de
bombes seran:
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Hiompament (Mca) | 21.6 21.1 20.2 18.6 17.4 16.0
Q (m’/s) n=1 0.040 | 0.050 | 0.058 | 0.068 | 0.075 | 0.083
Q (m’/s) n=2 0.080 | 0.100 | 0.116 | 0.136 | 0.150 | 0.249
Q (m’/s) n=3 0.120 | 0.150 | 0.174 | 0204 | 0225 | 0332
Q (m¥/s) n=4 0.160 | 0200 | 0232 | 0272 | 0300 | 0415
Q (m*/s) n=5 0200 | 0250 | 0290 | 0340 | 0375 | 0.498
Q (m/s) n=6 0240 | 0300 | 0348 | 0408 | 0450 | 0.581

A la figura segiient es representen graficament aquestes corbes i les interseccions respectives amb la
corba de la instal-lacio:

28 —0—n=1 —&—n=2
—%—n=3 —%—n=4
26 1 «mOm=n=5 —+—n=6
=== Corba de la instal-lacio
24
§ 2 RN SRoo= /}/
E ~
= 20 N y\\ >§Z\O
Q=3097/s
. X ~>t< N
. i Burd’& NN N
—
14?
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Cabal (m%s)

Es pot apreciar que, amb n=35 bombes en paral-lel, el cabal ja és superior al demanat i val amb més
exactitud: 0=0.310m’/s .

13.8 Esquema d’una impulsio. Accessoris més habituals

Sense anim de ser exhaustius, a la figura 13.16 es mostra un esquema tipic d’una impulsid, amb un
seguit d’accessoris que se solen col-locar per a un bon funcionament i facilitar les tasques de
manteniment.

13.8.1 Valvula de peu

Se situa a I’extrem aigiies amunt de la canonada d’impulsio i té 1’objectiu d’evitar que la canonada es
buidi quan s’atura el sistema, ja que en aquest moment, pels desnivells en el sistema, el fluid té
tendéncia a retornar al diposit més baix.

Quan s’engega la bomba i s’inicia la impulsio de fluid, la clapeta puja i deixa lliure el pas de I’aigua.
Si s’atura el sistema, es deixa de bombar i I’element baixa per tapar la boca de la canonada i evitar,
aixi, que es buidi i es desencebi el sistema.

La boca de la conducci6 sol estar protegida amb una reixa, o colador, que evita 1’entrada de cossos
estranys a la canonada i, per tant, a la bomba. Es dissenyen de manera que no es formin vortexs a
I’entrada, exigint que hi hagi prou carrega perque no s’afavoreixi 1’entrada d’aire a la conduccio, ja
que aquests dos efectes donen discontinuitat al flux i aixo no és adequat per a la bomba.

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



eyroduwr

"S|pNJIQDY S1408S200F “01Spdutl vun, p d1d1] vwanbsg 91 €[ D31y

BSOJUI A

SOIJOWQUE]A]

010UQ)21 9P B[NAJRA

nw ® nw orendse,p

epeuour)
equiog
JUSWBUOIOIS IP SO[NAJRA

orsynduur, p
epeuoue

o 1OPE[0d
1 nod op eNA[RA

© Els autors, 2005; © Edicions UPC, 2005



13 Instal-lacions de bombament 253

T l Canonada
d’aspiracio

Clapeta

Figura 13.17 Valvula de peu.

13.8.2 Valvula de seccionament

Permet deixar en sec un tram de conduccio per tal de facilitar-ne el manteniment. Normalment €s una
valvula de comporta que s’acciona mitjancant un volant extern, manualment o motoritzades, que
permet modificar-ne el grau d’obertura. Aixo facilita que es pugui regular el cabal circulant. Quant
més es tanca la comporta, més grans son les perdues locals que es generen, i aixd provoca un canvi en
el punt de funcionament que pot ser aixi controlat fins a ajustar-lo al rendiment optim.

13.8.3 Valvula de retenci6

Actua com una valvula de peu, és a dir, deixa passar I’aigua en un sentit pero no en ’altre, i també
impedeix que es buidi la instal-laci6 i la manté sempre encebada. Quan hi ha una aturada brusca de la
impulsid, el gradient advers de pressions en forca el tancament i aixi es protegeix la bomba del cop
d’ariet que provocaria tota la massa de fluid impulsada.

impulsio

Evita el retorn

Figura 13.18 Valvula de retencio.

13.8.4 Ventosa

Es un mecanisme que s’instal-la en sistemes a pressi6 amb la finalitat d’eliminar 1’aire que sovint hi
entra. Aquest aire, en les canonades, es concentra a les zones altes: L’aire acumulat redueix la seccid
neta de pas, hi provoca perdues de carrega incontrolades i afavoreix 1’oxidacid en canonades
metal-liques.

Pendent>2 a 3 mm/m Pendent>4 a 6 mm/m

Figura 13.19 Ventosa
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El mecanisme consisteix, basicament, en un recipient obert a I’atmosfera i connectat en un punt alt al
conducte. El fluid hi accedeix per la seva propia energia piezométrica, com també 1’aire que,
arrossegat pel flux, té tendéncia natural a buscar els punts més alts. En aquest recipient hi ha un
element flotant que obre (permetent la sortida d’aire) o tanca I’orifici de connexié a l’atmosfera,
segons la quantitat d’aire que hi ha acumulat.

En general, es recomana col-locar-la sempre en qualsevol punt alt, i que el disseny de les conduccions
no mostri tragats molt horitzontals, sind que disposi de prou punts alts per facilitar I’expulsio de 1’aire.
Habitualment es recomana, en tragats no condicionats per la topografia, que els trams en pujada
tinguin un pendent entre 2 i 3 mm/m i, en baixada, entre 4 i 6mm/m.

13.9 Exercicis proposats

1. Discutiu si les afirmacions segiients son vertaderes o falses:

e Una bomba que impulsa aigua entre dos diposits ho ha de fer sempre des d’aquell que presenti
el nivell més baix de la lamina d’aigua cap al de nivell més alt.

e No té cap sentit impulsar aigua amb una bomba entre dipdsits que estiguin a la mateixa cota, ja
que I’aigua flueix entre ells pel principi de vasos comunicants.

e A la instal-lacio a pressio entre dos diposits que presenten una altura de la lamina d’aigua
donada, la col-locacié d’una bomba hi modifica els pendents de la linia d’energia només aigiies
amunt de la bomba, respecte de la situacid sense la bomba.

e [’altura maxima respecte de la superficie lliure de 1’aigua a la qual es pot col-locar una bomba
per tal que no caviti no depén del cabal.

e L’altura total d’energia aportada per dues bombes idéntiques que funcionen acoblades en
paral-lel és el doble de la subministrada per cada bomba.

e La instal-lacié6 d’una bomba en una canonada modifica els pendents de la linia d’energia tant
aigiies amunt com aigiies avall del punt on se situa la bomba.

e Si disposem de dues canonades, amb coeficients de Manning #; i n,, amb n; > n,, I’altura a la
qual podrem col-locar una bomba per tal que no hi hagi cavitaci6 és menor en el primer cas que

en el segon.

e S’ha d’anar molt amb compte on es col-loca una bomba hidraulica en un sistema a pressio,
perque es poden provocar problemes locals de cavitacio a la sortida.

e Una bomba hidraulica incrementa el terme cinétic entre la seccio d’entrada 1 sortida.

e En una impulsié en la qual es regula el cabal obrint o tancant una valvula, tancant-la
parcialment es produeix una reducci6 en el cabal circulant i en 1’altura d’impulsio.

e Si una bomba en un sistema a pressid determinat subministra un cabal Q amb una altura

d’energia Hp, en el mateix sistema a pressid, dues bombes idéntiques en série donen un cabal
2Q i una altura de bombament Hj.
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e Fixat el punt de funcionament d’una bomba (cabal impulsat i altura de bombament), quant més
gran ¢€s el seu rendiment més gran és la poténcia consumida per ella.

e Conegut el punt de funcionament d’una impulsio, queda perfectament definida la poténcia de
treball de I’equip de bombament.

¢ El punt de funcionament d’una bomba és independent del diametre de la canonada d’impulsid.

e Un sistema de bombament no pot disposar d’una canonada d’aspiracié de més de 10 m de
longitud.

¢ Enuna bomba, un rendiment inferior al 60 % no €s recomanable per a la seva durabilitat.
e [’entrada d’una bomba és més propensa a patir cavitacid que la sortida.

e La poténcia que el motor d’una bomba ha de generar és, com a maxim, igual a la que es
transmet al fluid.

e Dues bombes en paral-lel donen un cabal superior que les mateixes bombes en série.

e Si dues bombes idéntiques estan acoblades en serie, per cada bomba hi circula la meitat del
cabal total.

e Si dues bombes idéntiques estan acoblades en paral-lel, I’altura d’energia total proporcionada
pel conjunt d’ambdues bombes és el doble de la proporcionada per cada bomba.

e Un sistema de bombes acoblades en scrie és adient per a grans altures d’impulsio.

e Si I’NPSH requerit per una bomba és 7 mca, aix0 significa que, si a I’entrada es produeixen
pressions més petites que -3 mca, hi ha risc de cavitaci6 a I’interior.

e Com més petit sigui I’'NPSH d’una bomba, menor €s 1’altura maxima a la qual es pot col-locar
respecte del nivell de I’aigua del pou (o diposit) d’aspiracio.

e [’NPSH d’una bomba es defineix com la pressio del flux a I’entrada menys la pressié de vapor
del fluid.

e Per tenir seguretat enfront del risc de cavitacid en una bomba instal-lada en un sistema a pressio,
I’NPSH disponible ha de ser més petit que I’NPSH requerit, que és subministrat pel fabricant.

¢ En una instal-lacié que transporta aigua a pressio, fixats el diametre de la canonada i la rugositat
del material, i fixats la posici6 i el model d’una bomba hidraulica, quant més gran és el cabal
circulant més gran és I’NPSH a la seva entrada.

2. Per tal d’impulsar aigua del diposit A al diposit B es disposa de dues (2) bombes idéntiques. La
corba caracteristica de cada bomba es pot ajustar per I’expressio Hz = 6 0° —0.5 Q +3.75.

e Com s’han d’instal-lar les dues bombes per assegurar que la impulsié funcioni: en s€rie o en
paral-lel?

e  Quin és el punt de funcionament de la instal-lacio?

e Funcionant les dues bombes, quina és I’altura de bombament que esta subministrant cada
bomba per separat?
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2m

- ®
L=1000 m
¢ =500 mm
k=0.5mm

3. L’esquema de la figura representa el subministrament d’aigua des d’un embassament fins a un
petit municipi eminentment turistic, que rep 1’aigua en un dipdsit que es procura mantenir a un
nivell aproximadament constant a la cota 75 m.

El nivell d’aigua a I’embassament sol presentar variacions entre la cota 125 m en época
d’aportacions, i la cota 100 m en periodes secs. Si les caracteristiques geométriques de la
instal-lacié son les que s’indiquen a la figura, determineu el cabal que es pot subministrar al
municipi en la situacié més desfavorable.

Si durant el periode d’estiu s’estima que la poblacio creix aproximadament en un 50%, per
poder incrementar la dotacié d’aigua durant aquest periode s’ha pensat d’instal-lar-hi una
bomba. El fabricant subministra les altures d’impulsié (en mca) de les tres bombes segiients:

Q (s)
30 3333 36.66 40 43.33 46.67 50 53.33 56.67 60 63.33 66.67 70 73.33 76.67
BOMBAI1 424 42 412 402 39 38 36.8 355 34 32 3l 29 28 26 24
BOMBA2 49.8 4921 482 47.6 464 452 44 42 41 40 38 36 34 32 302
BOMBA3 34.8 345 34 335 33 32 31 30 29 28 27 265 245 23 22

Quines d’aquestes bombes son utils per a la instal-lacié citada?

125 m

T

~
W
8

|||<—‘

¢ =200 mm, € =1 mm

L =2000m

4. A D’exercici 4 del capitol anterior, si malgrat tot calgués optar pel conducte de diametre
immediatament inferior, quina altura de bombament seria necessaria per poder transportar, pel
cap baix, els 200 I/s?
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5. A T’exercici 8 del capitol anterior, si durant la vida 1til de funcionament de la canonada es
requereix augmentar la dotacié d’aigua al punt B fins a 220 I/s, és necessaria la col-locacio
d’una estacié de bombament. En cas afirmatiu: quina poténcia ha de tenir la bomba? En cas
negatiu: queé caldria fer?

6. Des d’un diposit amb un nivell constant a la cota 100 m, es pretén abastar d’aigua, per al seu

reg, un terreny proper mitjancant un sifé com el que es mostra a la figura. Si el terreny que es
vol regar es troba a la cota 95 m, es demana:

e Determineu el cabal que circula en aquestes condicions.

e (Calculeu la maxima cota (z4) que pot presentar el punto A, si la minima pressiéo absoluta
acceptable, a tota la instal-lacio, es de 4 mca.

e Determinar la poténcia en CV i la possible ubicacié d’una bomba que permeti augmentar la
dotaci6 de cabal fins a 75 1/s, si se sap que aquesta bomba presenta per aquest cabal un
rendiment de 0.8 i requereix d’un NPSH de 6 mca.

B, col
Pendent, 1%~ =
100 m A, colze
Diametre, 150 mm 95 m
e Rugositat absoluta, € = 0.3 mm
"0, entrada a la canonada C. colze D. |
sortida

Peérdues de carrega

Colzes A=0.2

Entrada a la canonada A = 0.5
Sortida de la canonada A = 0.

Longituds de la canonada
LOA =10 m, LAB =120 m, LBD =20m
El tram AB presenta un pendent de 1’1%.
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